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Vektoren und Matrizen

D Formmatrix

s Parametervektor aller Konklusionen bei relationalen Fuzzy—Systemen
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1 Einleitende Ubersicht

Durch Fuzzy—Systeme lassen sich Systeme iiber linguistische WENN—DANN-Regeln be-
schreiben. Im allgemeinen 1488t sich eine solche Beschreibungsform nicht durch einen ge-
schlossenen analytischen Ausdruck ersetzen. Viele der bekannten Vertahren zur Identifi-
kation von Modellen oder zur Optimierung von Systemen wie beispielsweise Gradienten-
verfahren erfordern aber eine solche Beschreibung und zudem auch noch Eigenschaften
wie Stetigkeit oder stetige Differenzierbarkeit. In diesem Bericht werden deshalb verschie-
dene Klassen von Fuzzy—Systemen vorgestellt, die sich durch die beiden letztgenannten

Eigenschaften auszeichnen.

Besondere Bedeutung bei der Erzielung bestimmter mathematischer Merkmale kommt
der Wahl der Zugehorigkeitsfunktionen zu, die ausfiithrlich diskutiert wird. Die Wahl
héngt von der Anwendung des Fuzzy—Systems ab. Bei der Synthese von Fuzzy—Reglern
erfolgt héufig eine Umsetzung von Expertenwissen oder zumindest plausiblen Ursache—
Wirkungs—Zusammenhéngen in einen Satz von WENN—DANN-Produktionsregeln. In sol-
chen Féllen finden deshalb gew6hnlich Zugehorigkeitsfunktionen mit begrenztem Trager-
bereich ihre Anwendung. Diese gestatten eine transparente differenzierte Zuordnung von
Stellaktion und verursachender Regel und lassen sich somit einfach nach heuristischen Me-
thoden nachstellen bzw. optimieren. Dariiber hinaus gibt es auch Fuzzy—Modellbasierte

Verfahren zur Fuzzy—Reglersynthese (Moore und Harris 1992, Vogels 1994, Senger 1995).

Bei der Fuzzy—Modellbildung kann grob zwischen Modellen unterschieden werden, die auf
der Auswertung von linguistischem Expertenwissen beruhen sowie solchen, die durch Iden-
tifikation eines vorstrukturierten, parametrischen Fuzzy—Modells entstanden sind (Pedrycz
1984, Pedrycz 1985, Takagi und Sugeno 1985, Sugeno und Yasukawa 1993, Kroll 1994a,
Kiipper 1994). Beziiglich des letzten Ansatzes kann A—priori-Wissen vorteilhaft bei der
Vorstrukturierung ausgenutzt werden. Ist kein oder kein geeignetes Expertenwissen verfiigbar
oder bestehen hohe Anspriiche an die Modellgiite, so ist 1. allg. eine Modellidentifikation
vorzunehmen.

Zwar lassen sich der Minimum- und der Maximumoperator analytisch beschreiben (Bertram
1992, Behmenburg und Bertram 1993), die mathematisch einfacher handhabbaren Produkt-
und Summationsoperatoren fithren aber erfahrungsgeméafl zu besseren Ergebnissen und
sollen deshalb im folgenden behandelt werden. Besonders anzumerken ist, dal der Pro-
duktoperator zu glatteren Interpolationen als der Minimumoperator fithrt (Brown und
Harris 1991) und auch bei der Fuzzy—Regelung haufig vorteilhaft ist (Mizumoto 1991). Fiir
die analytische Beschreibbarkeit ist weiterhin die Form der Partitionierung, d. h. die Fest-
legung der Wirkungsbereiche einzelner Regeln, von Bedeutung. Bei ¢ Regeln, die jeweils

in einer von insgesamt ¢ Partitionen gelten, spricht man von einer , c—Partitionierung®

(Bezdek 1981).

Eine weitere wichtige Eigenschaft besteht in der geschlossenen, einheitlichen analytischen

Beschreibbarkeit einer jeden Partition. Diese liegt bei den hdufig bereichsweise definierten
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(beispielsweise triangularen oder trapezoiden) Zugehorigkeitsfunktionen nicht vor. Letz-
tere werden als Zugehdrigkeitsfunktionen mit lokal beschrinktem Trdger bezeichnet. Viele
dieser Funktionen sind nicht stetig differenzierbar. Zugehoérigkeitsfunktionen, die einheit-
lich geschlossen im gesamten Definitionsbereich definiert sind, heiflen Zugehorigkeitsfunk-
tionen mit unbeschrinktem Trdger. Hierzu zdhlen beispielsweise die Gaufifunktion oder
aus Fuzzy—Clusterung abgeleitete Zugehorigkeitsfunktionen (Kroll 1994a). Diese erweisen

sich als vorteilhaft, wenn z. B. Gradientenverfahren angewendet werden sollen.

Die Verkniipfung von eindimensionalen Gaulfunktionen tiber das (algebraische) Produkt
als Partialpramissenverkniipfungsoperator fithrt zu geschlossen, einheitlich analytisch be-
schreibbaren Fuzzy—-Systemen. Statt einer solchen Verkniipfung mehrerer eindimensio-
naler Gauffunktionen kann auch direkt eine mehrdimensionale Gaufifunktion verwendet
werden. Bei der i. allg. verwendeten euklidischen Abstandsnorm ergeben sich dann mehrdi-
mensionale, radialsymmetrische Zugehérigkeitsfunktionen. Durch die Verwendung anderer
Normen kénnen auch nichtradialsymmetrische Zugehérigkeitsfunktionen realisiert werden.
Charakteristisch bleibt allerdings, daf einzig der Abstand zu einem Prototypen (Referenz—
Punkt der betrachteten Partition) ausgewertet wird. Eine deutlich unterschiedliche Klasse
von Funktionen erhdlt man, wenn jede Funktion nicht nur ihren Referenz—Punkt, sondern
alle auftretenden Prototypen bewertet. Der Grundgedanke besteht dabei darin, nicht nur
den absoluten Abstand vom Referenz—Punkt, sondern die relativen Abstinde zu allen

Prototypen auszuwerten.

Zu solchen Zugehorigkeitsfunktionen zdhlen beispielsweise solche, die sich aus Fuzzy—
Clusterverfahren ableiten lassen. Sie besitzen gerade bei der Fuzzy—Modellbildung mehrere
Vorteile: Mit Hilfe von Fuzzy—Clusterverfahren kénnen die Fuzzy—Referenzmengen direkt
identifiziert (und anschlieend nachoptimiert) werden (Kroll 1994a, Lohmann 1994, Totz
1995). Die meisten Clusterverfahren fithren dariiber hinaus zu Zugehorigkeitsfunktionen,
die ein Fuzzy-Informationssystem (Meyer-Gramann und Jingst 1993) bilden. Die An-
zahl der Fuzzy—Referenzmengen pro Dimension ist nicht wie bei den eindimensionalen
Ansétzen explizit vorzugeben, was unvorteilhaft fiir eine automatisierte Modellidentifika-
tion ist. Vielmehr werden die mehrdimensionalen Fuzzy—Referenzmengen durch die Clu-
sterverfahren dimensionsiibergreifend optimal plaziert, weshalb nur die Gesamtanzahl an
Referenzmengen vorzugeben ist. Nicht zuletzt besitzt eine Partitionierung mit derartigen
Zugehorigkeitsfunktionen angenehme Inter— und Extrapolationseigenschaften, beispiels-
weise wenn in einigen Bereichen des Eingangsdatenraumes keine oder keine ausreichende
Anzahl an Testdaten liegen. Bei Partitionierungen tiber Fuzzy—Referenzmengen mit be-

grenztem Tréger fithrt dies hdufig zu Schwierigkeiten.

Diese Vorteile und bereits erfolgreiche Anwendungen bei der Fuzzy—Identifikation (Sin
und de Figuero 1993, Kroll 1994a) motivieren zu einer detaillierteren Betrachtung von
Fuzzy—Systemen mit solchen Funktionstypen. Im 2. Abschnitt werden einige mathemati-
sche Figenschaften von ¢—Partitionierungen und von mehrdimensionalen Zugehorigkeits-
funktionen untersucht. Der 3. Abschnitt behandelt die analytische Darstellung funk-

tionaler und relationaler Fuzzy—Systeme. Im 4. Abschnitt werden Vergleiche zwischen
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Fuzzy—Systemen und Basisfunktionsnetzwerken, zu denen auch bestimmte Klassen kiinst-
licher Neuronaler Netze gehoren, gezogen. Im 5. Abschnitt werden zur Identifikation von
einfachen Hammerstein-Modellen mit Fuzzy-Nichtlinearitdt sowie dynamischen Fuzzy—
Modellen geeignete mathematische Beschreibungsformen und ein zweistufiges, in beiden
Stufen nichtlineares Identifikationsverfahren vorgestellt. Durch eine Transformation der
Mefldaten unter Beriicksichtigung der Zugehorigkeiten kann eine Beschreibungsform er-
reicht werden, die die Anwendung einer Vielzahl von aus der konventionellen Identifikation

bekannten Verfahren gestattet. Zusammenfassung und Ausblick schlielen den Bericht ab.
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2 Eigenschaften mehrdimensionaler Fuzzy—Mengen

Nach der c—Partitionierung werden in diesem Abschnitt Stetigkeit und Differenzierbarkeit
von zwei mehrdimensionalen Typen von Zugehorigkeitsfunktionen mit unbeschranktem

Trager betrachtet.

2.1 c—Partitionierung

Zu unterscheiden ist zwischen harter
U.e {U.=[pix] €eVen | par €{0; 1} ¥V €L, keln} (2.1)
und weicher
U;e{Uj=pr]l €V | pir €[051] V €l kely} (2.2)
c—Partitionierung, d. h. der Strukturierung in ¢ Einheiten. Dabei stellt
I:={1,...,¢} (2.3)
die Menge aller ¢ Clusternummern und
Inv:={1,...,N} (2.4)
die Menge aller Datensatznummern dar. Es gilt die Abkiirzung
pik = pi(ex) (2.5)

Waihrend bei der harten Partitionierung ein Datensatz @y 1. allg. genau einer Partitionie-

rung zugeordnet wird und damit
Y ik =1 (2.6)
=1

gilt, muf die durch Gl. (2.6) gegebene Bedingung bei der weichen Partitionierung nicht
zwangslaufig erfiillt sein. Die meisten durch Fuzzy—Clusterung bestimmten Partitionie-

rungen erfiillen Gl. (2.6) und bilden eine Fuzzy—Partitionierung

Usp e{Ujsp = [pa] € Ven | pax € [051], D pax=1V 1 €L, k € In}, (2.7)

=1
die dann als Fuzzy—-Informationssystem (Meyer-Gramann und Jiingst 1993) bezeichnet
wird. Seit kurzer Zeit gibt es aber auch Ausnahmen (Krishnapuram und Keller 1993).

Auch bei der Beschreibung der Partitionen jeweils iiber eine mehrdimensionale Gaufi—

Funktion wird Gl. (2.6) nicht erfiillt.
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2.2 Zugehorigkeitsfunktionen vom Fuzzy—Clustertyp

Betrachtet werden Zugehérigkeitsfunktionen, die alle Partitionsschwerpunkte der c—Partition
bewerten. Sie sind bereits vom Fuzzy—c-Means— (FCM) und Gustafson—und—Kessel-Algo-
rithmus her bekannt und lassen sich wie folgt beschreiben (Bezdek 1981):

1
*||es — vil| fir I, =0
(||wk —v; ||) (keine Singularitéten)
J=1 J
ik = . : (2.8)

0 Vo1 € ]Ik fiir ]Ik 7£ @
an ¥V iel (Singularititen liegen vor)

ik k

Dabei sei I, = {¢ € I| di, = || — vi||p = 0} die Menge aller Cluster, bzgl. derer @, den
Abstand 0 vom Clusterschwerpunkt hat. I, = I\ I ist die Menge aller Cluster, bzgl. derer
x; keine Singularitdt darstellt. Auflerdem gilt

Zaik:Zﬂikzl \V/ ZE]I]C%Q) 5 (29)

was beispielsweise durch eine Wahl a;, = 1/ A(I;) V¢ erreicht werden kann.

Die Bedingung nach Gl. (2.9) bedeutet, da in jedem Punkt maximal ein Clusterschwer-
punkt liegen darf. Da dies keine Einschrankung fiir eine Fuzzy—Partitionierung eines

Fuzzy—Modells bedeutet, wird im folgenden stets

gesetzt:
1 2 ..
c ||213k—’02|| fur]Ik:Q)
(keine Singularitaten)
S \llzy — vl
il = N RNCAT
0 \V/ S ]Ik fir ]Ik 7£ @
LV el (Singularititen liegen vor)
k

Das heifit, I ist immer eine leere oder einelementige Menge.

Die mathematischen Eigenschaften von p sind nicht offensichtlich. Deshalb sollen Be-

trachtungen zu Stetigkeit und Differenzierbarkeit vorgenommen werden. Es gilt

Satz 2.1 : Zugehorigkeitsfunktionen nach GI. (2.11) sind stetig in @. O
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Beweis: Potentielle Unstetigkeitsstellen sind nur die Clusterzentren v;, 5 € L. Zuerst wird

eine Anndherung an den eigenen Prototypen betrachtet:

@ = v +6) = lim ! 1, el (212)

1 2
||'5|| —0 ||6]|—0 c ||5|| =T
L+ (— 2
2 (Hm —, +6||)

J#

Bei Annéherung an den Prototypen einer anderen Partition gilt:

lim = = i e I\ {2
m g (e =v;+8) = lim T~ , FelN{d
v, |77 ( ! )
=\ ||z — vl

, (2.13)

— tm ||5L'—’Uf||m _0

l1811—0 , _ T
Z e vl

Damit folgt der vorstehende Satz. O

Lemma: Zugehorigkeitsfunktionen nach Gl. (2.11) mit einer p—Norm als Abstandsnorm
sind fiir 1 < v < 3 nach @ stetig differenzierbar. O

Beweis: Es erfolgt eine Betrachtung des Argumentes der p-Norm in Gl. (2.8) in ihren m
einzelnen Koordinaten als

2
m o)
|$g - vg,i|p+ le |:ch - vf,i|p "
& =
L , del (2.14)
=t | oy — v P + z |2y —vplP
f;g
mit
_ T
r = L1, "7xg7"'7xm] 9 (215)
v; = [U 1,55 "5 Vg,5o° " 7vm,j]T 5 (216)
v > 1 und
p = 1.

Im folgenden wird die stetige Differenzierbarkeit jeder einzelnen Koordinate von @ be-
trachtet. Aus deren Nachweis folgt die stetige Differenzierbarkeit von @. Die einzigen

Problemstellen sind die ¢ Prototypen, die im folgendem betrachtet werden sollen.

Sei x, > vy, und vy >v,; Vieel jel\{i}, dann gilt
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2
i) p(—1) (2.17a)

2

2
m _2
g4 3 leg—vg il | 7T
R =1
o 1_|_ Z f:lg
i;i lzg—vg,; [P+ Y les—vs IP
=1
f#g

2/p+1—v
v—1

m
g —vgil? + X ey —vpilf
C f=1

> 79 (2.17h)

m

=t g = vglP + X oy — vl
=1
f#g

m
play — vy P! (|$g — vy 4|7 + ; |z — vf,j|p)

kel - (2.17¢)
(|$g — vy ;P + ;1 |z s — vf,j|p)
L f;g
(|$g — vgil? + ; 2y — vf,z'|p) pley — v, 77!
— 79 : (2.17d)

)
(|$g —oglP 4 X fey - vf,j|p)

f#g 44
Fiir den Fall z, < v, ist der erste Faktor p|z, — v, ;[P~" in Teilgln. (2.17¢) und (2.17d)
durch —plz, — v, ;]! zu ersetzen. Dies ist fiir die Grenzwertbetrachtung im folgenden
wichtig, da die beidseitigen Grenzwerte der Ableitungen zu vergleichen sind. Fiir den Fall,
da z, > v, ;Vy € I\ {i} nicht gilt, ist folgendes zu &ndern: Bei allen Summanden in
Teilgln. (2.17b) bis (2.17d), bei denen x, < v, ; gilt, ist der Faktor p|x, — v, ;|P~* durch

—plry, — v, ;[P zu ersetzen.

Fall 1: Betrachtet werde nun der Fall z, — v, ;, dabei gelte:

Yo lep—vpil” =0, (2.18)
f=1

f#g

d. h., es erfolgt eine Annéherung von @ in z,~Richtung an v,. In alle anderen Richtungen
hat @ den Abstand 0 von v;. Fiir , — v, ; geht der Nenner in Gl. (2.17a) gegen —1, die
Nenner in Gln. (2.17b) bis (2.17d) sind positiv. In den Zahlern von GI. (2.17b) bis (2.17d)

sind die Terme

2/p+1— _ a_
(g — vgl?) 5T Jary — vyl ™t = |y — vy =1 (2.19)
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und

2/p+1—v 2
(|:ch - vg7i|p) vt |x9 - vg,i|p = |x9 — Uga|r! (2-20)

ausschlaggebend, es gilt

0 firl <v<3
0>a>—-0c0 w5>0y; S
Opi(z) 0<a<oo :I;Z<vji} firv =3
Ty — Vg = — ’ (2:21)
’ dx,
—00 Ty > Vg .
0 J;Z < Uj:z} fur v > 3

mit einer Konstanten a.

Fall 2: Betrachtet wird nun der Fall 2, — v, # v,; und dazu die rechte Seite von
GL (2.17a) mit (Jz, — vgu|/|z, — van )YV erweitert. Es gelte

m

D ler—vmalf =0, (2.22)

f=1
f#g

d. h., es erfolgt eine Annédherung von @ in z,-Richtung an v;,. Fiir 2, — vy, geht dann der
Nenner aus Gl. (2.17a) gegen —|z,v,|**~" = 0. Im Zahler von Gln. (2.17b) bis (2.17d)
ist der Summand fiir j = & fiir den Grenzwert entscheidend. Dieser wird durch die Terme

(Vorfaktoren ungleich Null werden zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit weggelassen )

2/p+1—v

1 v—1 |xg _ vg,h|p e s
() T el - ol = oyl .
und
1 = | P~
v— Ty — Vg h - % B B i:l’
(m) Ny — vgnl? |2y = v =T = fag — vyl (2.24)
bestimmt, so daf}
0 firl<v<3
0 <a< oo :ch>vgh} fir
i 0>a>— ’ irv=23
Ty — Vg p = % - a 00 xy < Uy (2.25)
Ly
o0 Ty > Vgh .
50 J;Z - v?h} fur v > 3

mit einer Konstanten a gilt.

Aus der Gleichheit von rechts- und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz.
O
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Lemma: Zugehorigkeitsfunktionen nach Gl. (2.11) mit einer p—Norm als Abstandsnorm
sind fiir 1 < v < 3 nach v; stetig differenzierbar. O

Beweis: Ausgehend von Gl (2.14), (2.15) und (2.16) gilt fiir x, > v,

. 2/(1;4;11311
vy —vgal” + X oy — vl
oul®) _ 2y o (2.26)
. - _— - ‘
avg,z p(l/ 1) i;i |$g — Ug,j|p + ]2 |$f - vaj|p
f;g
—plrg —vgPT!
m
T, — vy P+ ]; |2y —vplP
f;g
2 -2
p(v—1)

m
|2y — vl + le lzp — vl

c =

(=) [T+ 2
=t | [y — vy P+ ;1 |z p —vp P

f;g

J#i

Fiir z, < v,; ist der Faktor —p|z, — v, ;|P™' im Zé&hler durch p|z, — v, ;|[P~! zu ersetzen.

Fall 1: Betrachtet wurde nun der Fall x, — v, ;, dabei gelte:

D lep—vpff =0, (2.27)
f=1

f#g
d. h. es erfolgt eine Anndherung von @ in x,-Richtung an v;. Fir 2, — v,,; bleibt der

Nenner in Gl. (2.26) eine endliche negative Zahl. Im Z&hler ist der Term

24p—vp

3—v
|$g - vg7i| vt |x9 — Uy,

= |zg — vy

,|p—1
1

ausschlaggebend. Es gilt:

0 firl <v<3
0<a<oo :L'g>vgi} fiir » —
A - i irv =3
2y o> vy = @) ) 0> a> o0y <y (2.28)
7 D,
o0 Ty > Vg .
— 50 x§<v§:i} fir v > 3

Fall 2: Betrachtet wird nun der Fall 2, — v, # v,; und dazu die rechte Seite von
Gl (2.26) mit (o, — vgu| |, — vg7h|)4/(”_1) erweitert. Es gelte

Yolep—vmlf =0, (2.29)
f=1

f#g



2 Figenschaften mehrdimensionaler Fuzzy—Mengen 10

d. h., es erfolgt eine Anndherung von @ in x,-Richtung an v;. Fir 2, — v, geht dann

der Nenner in Gl. (2.26) gegen eine negative endliche Zahl. Im Zahler ist der Term

24p—pv

1 v=1 1 4 2
| |$7 |2y — Vg n| =T = |2y — vy pl7 (2.30)
g

- vg,h| g vg7h|p

des Summanden fiir j = h ausschlaggebend. Es folgt
om(@) (231)

Aus der Gleichheit von rechts- und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz.
O

Lemma: Zugehorigkeitsfunktionen nach Gl. (2.11) mit einer p—Norm als Abstandsnorm
sind fir 1 < v < 3 nach v; # v; stetig differenzierbar. O

Beweis: Ausgehend von den Gln. (2.14), (2.15) und (2.16) gilt fiir «, > vy, # vy,

2
™ p(r—1)
lzg—vg,i|P+ Z lz s —vy,il?
=1
—2

f#g p—1
p(v—1) 2/p—11-|-l/ p|x9 - v97h| (_1)
m -
lzg=—vgnlP+ 3 lzg—vpnl?
f=1
5 - 2 2 : :
vgvh Ukl p(vr—1)
|z g—vg,qi [P+ Z |z vy lP
c f=1
o Z f#g
y m
3= |eg—vg s P+ Z lzg—vy,; [P
f=1
f#g

Fir x, < v, ist der letzte Faktor (—1) im Zahler durch (41) zu ersetzen.

Fall 1: Betrachtet wird der Fall , — v, 5 # v, ;. Dazu wird die rechte Seite von Gl. (2.32)
mit (|2, — vgn]/|2g — v n )7V erweitert. Es gelte

m

doleg—vpalf =0, (2.33)
=y

d. h., es erfolgt eine Anndherung von @ in x,-Richtung an v;,. Fir x;, — v, geht der

Nenner in Gl. (2.32) dann gegen eine negative endliche Zahl. Im Zahler ist der Term

2—ptpr

3—v

1 v—1 1 e
(—————) 2y = vl [ — vyl 2T = [y — vyl (2.3

|x9 - vg,h|
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ausschlaggebend. Es folgt

0 firl <v<3
0>a>—o0 :z;g>vgh} fiir » —
O : irv =23
vy vy = @) ) O<acoo gy <y (2.35)
8vg7h
—0o0 Ty >V ..
0 x§<v§:Z} firv >3
Fall 2: Betrachtet wird nun der Fall z;, — v,; # v, 5. Es gelte
D lep—vpff =0, (2.36)
f=1
f#g
d. h., es erfolgt eine Anndherung von « in z,-Richtung an v,. Damit kann direkt
i
R TIC (2.37)

81)5“»

aus Gl. (2.32) abgelesen werden.

Aus der Gleichheit von rechts- und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz.
O

Lemma: Zugehorigkeitsfunktionen nach Gl. (2.11) mit einer p—Norm als Abstandsnorm

sind fiir v > 1 nach v stetig differenzierbar. O

Beweis: Ausgehend von den Gln. (2.14), (2.15) und (2.16) gilt

Z (drel,j)p(y_l) (;_2{2;)2 ln(dTelJ)

2.38
v . Rk (2.38)
- 1‘|’ Z_: (drel,j)m
Tz
mit
25 — vgil” + X lay —vpalf
dyer; = 79 , jern . (2.39)
25 = vgil" 4 3 oy —vpgl?
F#g
Fall 1: Betrachtet wird der Fall z, — v, , dabei gelte
Do ler—vplf =0, (2.40)
f=1

f;g
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d. h., es erfolgt eine Annéherung von & in z,-Richtung an v,. Der Fall 2, — v, ist

gleichbedeutend mit d,.; — 0y € I\ {¢}.

Im Z&hler von GI. (2.38) liegt der Fall —oo/oo vor. Nach de I’ Hospital gilt

1
1 dre j . dre j
lim n(il_égp = lim l’]_2/p_y+1 (2.41)
drel_>0+ (drel,j) v—1 drel,]_>0+ ;2_/117 (dTel,j)T
v—1 2/p
= li dper j)v-1 =0 .
—2/p drel,ljrgo-"( )7
Es folgt
i
T, = v = ”af/w) —0 . (2.42)

Fall 2: Betrachtet wird nun der Fall z;, — v, # vy, dabei gelte

m

Dl —vpl” =0, (2.43)

f=1
f#g

d. h., es erfolgt eine Annidherung von @ in x,-Richtung an v, # v;. Gl (2.38) lautet
ausfithrlich

Dpi() (_2/]9)
il v—1)°
5 = — (2.44)

p(r—1)

m
lg—vg,ilP+ D |lzp—vy P

c f=1

-1+ X e
=t eg—vg I+ ) lep—vg, 17

f=1

f#g

m m
|2y — vglP + le lzp — vl |2y — vl + le lzp — vl
. 2 2

. Z f;g In f;g

m m

=t | g = vglP + 2 oy — vl 2y —vgilP + X Jag —vp P
f=1 f=1
f#g f#g

Die rechte Seite von Gl (2.44) wird mit (Ja, — vyp|/|z, — van )YV erweitert. Fiir

x, — v, bleibt der Nenner # 0. Ausschlaggebend ist der Summand

1 v—1 4 2
— R e e (2.45)

|x9 - vg,h|



2 Figenschaften mehrdimensionaler Fuzzy—Mengen 13

fiir 3 = h im Zéhler, der fiir v, — v, ), gegen Null geht, sowie der Logarithmus, der gegen

Unendlich geht. Nach de I’ Hospital gilt (Fall 2, > v, ):

m
|zg—vg,qi [P+ Z lzs—vy,il?
f=1

f;g
In 7
lzg—vg,; 1P+ Z lzg—vy,; 1P
=1
1- f#g
im —
l’g—HJ ,h _ —
g |25 — Vg n |7
lzg=vgnl? plrg=vgilP~Mog=vgnlP=(lrg=vg,i[P+ai)p|zg=vgnlP~"
: 2g—vg.ilP+a; Tg—vy n PP
= lim  eteilte g v (2.46)
Tg—Vg,h —1

%L’L’g - vg,h| v

mit ¢; = f: |zs —vsi|? . Wird Gl. (2.46) in einen Minuend und einen Subtrahend zerlegt,
f=1

. f#g
so sind die Terme

1 _ v+1
|$g - vg,h|p| |L—1v |x9 - vg,h| b= |x9 — Ugn|¥!
Lg = Ugn| ¥~

bzw.

1

2
|2y — vg7h|_p_1 = |2y — vy ]

|x9 - vg,h|p

—1—v

|x9 - vg,h|ﬁ

ausschlaggebend. Beide gehen fiir ;, — v, gegen Null. Fiir den Fall z, < v, folgt das
gleiche Ergebnis (es andern sich nur einige Vorzeichen in Gl. (2.46)). Es folgt

O
2y — Vg = % 0 (2.47)
v
und damit der vorstehende Satz. O

Satz: Zugehorigkeitsfunktionen nach Gl (2.11) mit einer p-Norm als Abstandsnorm sind
fiir 1 < v < 3 nach der Variablen & und allen Parametern (v;, v;, v) stetig differenzierbar.
O

Beweis: Folgt direkt aus den vorstehenden Lemmata. O

2.3 Interpretation der Abhingigkeit vom Unschirfeparameter

Im folgenden werden die charakteristischen Bereiche beziiglich des Unschérfeparameters
v interpretiert. Dann wird Gleichung (2.11) mit

djr. = ||k — vill, di = ||l2r —vi |, (2.48)
dem durch d; relativierten Abstand d;

dijr. = dir/ djx (2.49)
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von @ zu v;, und

2
_ 2.50
F=—— (2.50)
umgeschrieben in
1
EE— fiir T, = )
Z;(difk) (keine Singularitaten)
]:
il = o (251)
O\V/ZE]Ik fur]Ik%Q)
LV el (Singularititen liegen vor)

Dabei bewirkt & eine Progression (fiir £ > 1 bzw. v < 3) oder Degression (fiir £ < 1 bzw.
v > 3) der Abstandsbestrafung bei der Berechnung der Zugehorigkeit gemafi Gl. (2.23)
(Bild 2.1).

S
= R
ﬁ? | k=2 k=1
o v=2>/ v=3
=
1 A k=05
| ke w=h
T V=1
O/
0 1 2
di //dj

Bild 2.1: Progressive (v < 3), konstante (v = 3) oder degressive (v > 3) Gewichtung
durch k bzw. v

Durch k wird aber auch grundlegend die Zuordnungsvorschrift zwischen Daten und Par-
titionen beeinflufit. Betrachtet werde die i—te Partition: £ — oo (v — 1) fithrt zu einer
harten Zuordnung der Daten und damit scharfen Zugehorigkeitsfunktion, da, falls ein
J # @ mit djj5 > 1 existiert, daraus p;; = 0 resultiert. Eine Wahl co >k > 1 (1 <v < 3)
bedeutet, daff kleine Abstande (d;;; < 1, d. h., ein Datum ist ndher am i—ten als am j—ten
Prototypen) unterproportional und grofie Abstédnde (d;;x > 1) iiberproportional bestraft
werden. Dies fithrt zu einer Partitionierung unter dem Aspekt, Anh&dufungen von Daten
durch ein Cluster so zu beschreiben, dafl nahe beim Prototypen liegende Daten wenig be-
straft werden und somit eine grofle Zugehorigkeit erhalten. Weit entfernte werden jedoch
deutlich ausgegrenzt (iiblicher Ansatz bei Fuzzy—Clusterverfahren).



2 Figenschaften mehrdimensionaler Fuzzy—Mengen 15

Bei k < 1 (v > 3) werden kleine Abstédnde (d;;x < 1) iiberproportional bestraft. Das
fithrt dazu, dal Daten selbst nahe dem Schwerpunkt der Partition nur noch relativ gering
zugeordnet werden. Die resultierenden Zugehorigkeitsfunktionen fallen sehr schnell um
den Partitionsschwerpunkt ab und streben schnell zum asymptotischen Endwert ¢ = 1/c.
Diese Tendenz fithrt fiir K — 0 zu ,,Punktclustern®, da dann nur noch fiir singulare Werte
x, = v; eine Zuordnung mit u;(®;) = 1 zum i—ten Cluster erfolgt und sonst fiir alle
nicht singularen @, p(x;) = 1/c gilt. Eine solche Partitionierung ist offensichtlich nicht
erstrebenswert. Fiir eine Fuzzy—Partitionierung, bei der Bereiche mit Datenhaufungen
zusammengefafit werden sollen, ist deshalb 1 < v < 3 zu wéahlen. Die Wahl von v wird
genauer von Kroll (1994b) diskutiert.

2.4 Zugehorigkeitsfunktionen vom e—Typ

Die Eigenschaften von Zugehérigkeitstunktionen vom e-Typ

il () = pioexp(—|le — vil|*/57) (2.52)

héngen von der Wahl der Abstandsnorm || - || ab. Fiir die euklidische Norm || - || ist pf*

offensichtlich sowohl stetig als auch differenzierbar. Sei

Az, =2 —v; (2.53)
und

|Az;|| = AeT DAz, (2.54)
eine innere Produktnorm mit der Formmatrix (Bronstein und Semendjajew 1991)

0
D— . (2.55)
0 dp

m

Dann kann die mehrdimensionale Zugehéorigkeitsfunktion durch Gl. (2.52) multiplikativ

aus ihren m eindimensionalen Anteilen zusammengesetzt werden:
pl(®) = pigexp (— > dpjlr; - vj|2/5¢2) (2.56)
J=1

= pio [T exp(—dpjlz; —v;[*/57)
j=1
Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Vorgabe eindimensionaler gaufiférmiger Fuzzy—
Referenzmengen und dem Produktoperator als Partialpramissenverkniipfungsoperator.
Falls eine Skalierung der Mefidaten vor der Verarbeitung erwiinscht ist, so kann sie auch
durch entsprechende Wahl der dp; (1 < j < m) ersetzt werden.
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Shimojima u. a. (1994) stellen eine Modifikation eindimensionaler Gaufifunktionen zur
Erzielung eines linearen Kernbereiches (wie bei trapezoiden Zugehorigkeitsfunktionen)

vor (i—te Regel):

exp(—aij(|z; —vi| —cij)) Vo |y — vl > e
() = 2.57
() {1 gl (257)
mit
el = [x1,...,x5...,x,] und (2.58)
’UZT = [vi71,...,vi7j,...,vi7m] . (259)

Eine Erweiterung auf mehrdimensionale Zugehorigkeitsfunktionen und allgemeine p—Nor-

men folgt als

pi(®) = exp (—f ifij(w) ) (2.60)

fi(e) = Gij(le; — vyl —éij) Y |z — vl > 6
‘ 0 \V/ |$]‘ — vij|p S 62']‘

Der lineare Kernbereich der ¢~ten Regel erstreckt sich von —¢;; bis 4+¢;; in Richtung der

(2.61)

j—ten Eingangsgrofe.

2.5 Abstandsnormen

Fir eine Wahl dp; =1 V7 € {1,...,m} stellt Gl. (2.54) gerade die euklidische Norm
und Gl. (2.56) eine mehrdimensionale gaufische Glockenkurve dar, die konzentrische zir-
kulare a—Schnitte besitzt. Die a—Schnitte durch Gl. (2.56) bei Wahl unterschiedlicher
dp; in Gl. (2.54) sind dagegen exzentrisch in Richtung der Koordinaten. Bezdek (1981)

normiert beispielsweise alle Koordinaten auf ihre jeweilige Streuung:

dpt =0l = ~ 2 (k) ~7;)? Y jef{l,....m} . (2.62)
Fiir eine beliebige Orientierung exzentrischer a—Schnitte miissen auch Nebendiagonal-
elemente von D besetzt werden (ahnlich wie beim Gustafson—und-Kessel-Algorithmus
(Bezdek 1981)). Ein Beispiel hierzu ist die Mahalonobisnorm. Thre Formmatrix ist die
Inverse der Kovarianzmatrix, die fiir die Mefidaten @ wie folgt definiert ist (Hartung und

Elpelt 1992):

2 -1 2 -1
01y 012 - Oim oy 012 - O1m
oo o2 : oo o2 :
D = [cov(x)] "' = 2 = 2 . (2.63)
2 2
Tm1 O'm T1m, O'm
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da die Kovarianzmatrix symmetrisch ist (Hartung und Elpelt 1992). Dabei berechnen sich
die Varianzen ¢ gemaB Gl. (2.62) und die Kovarianzen o;; als (Lipschutz 1980)
1 N
i =~ D (wi(k) = T5) (a(k) — 7). (2.64)
N k=1

Die Kovarianzmatrix und damit auch die Formmatrix der Mahanolobisnorm ist positiv

definit (Flury und Riedwyl 1983).

Oft wird als Abstandsnorm auch eine allgemeine p-Norm (Kroll 1994a) verwendet. Eine
Aquinormalkurve schneidet unabhingig von der Wahl von p die Koordinatenachsen immer
im gleichen Punkt. Uber die Wahl von p 1aBt sich der Verlauf zwischen diesen Schnitt-
punkten einstellen: Beispielsweise fiihrt p — oo zu hexaedrischen, p = 2 zu zirkularen und
p = 1 zu oktaedrischen Aquinormalkurven. Dagegen beeinflufit eine innere Produktnorm
die Gewichtung der Anteile der einzelnen Koordinaten. Die Freiheitsgrade beider Normen

kénnen zu einer inneren Produkt—-p—Norm zusammengefiigt werden:

1A% p, = {[(Az/)' D (Awai?) . (2.65)

Dabei ist D eine positiv definite Matrix. Bei Wahl von D als Diagonalmatrix nach
Gl. (2.55) folgt

||Awi||D,p = 7 ZdDz|A$z|p . (266)
=1

2.6 Diskussion der Zugehorigkeitsfunktionen

Zugehérigkeitsfunktionen vom p~Typ sind nicht konvex. Fiir Werte von v nahe bei Eins
und eine Betrachtung eines Bereiches, dessen Abmessungen in der Groflenordnung der
konvexen Hiille um alle Prototypen v; liegt, sind die Abweichungen von einer konvexen
Form relativ gering (Kroll 1994b). Der nicht konvexe Graph der Zugehorigkeitsfunktio-
nen hangt ursidchlich mit der Beriicksichtigung aller Prototypen in jeder einzelnen Zu-
gehorigkeitsfunktion zusammen. Dadurch kénnen die p¢' nicht unabhéngig voneinander
eingestellt werden. Ein isoliert lokales Lernen des Modells ist somit nicht méglich. Durch
die Interpendenzen zwischen den einzelnen ¢ kénnen auch Zugehorigkeitsfunktionen mit

nicht ellipsoiden a—Schnitten auftreten.

Zugehorigkeitsfunktionen vom e-Typ sind dagegen konvex und voneinander unabhéngig
und damit isoliert lokal lernbar, was je nach Anwendung vorteilhaft sein kann (Murray-
Smith 1994). Wihrend Zugehérigkeitsfunktionen vom p~Typ im allgemeinen ein Fuzzy—
Informationssystem (Meyer-Gramann und Jiingst 1993) bilden, ist dies bei den p9*~Typen
nicht der Fall.

Die explizit mehrdimensionalen Zugehorigkeitsfunktionen bieten den wichtigen Vorteil,
daf} die Auflésung in den einzelnen Koordinatenrichtungen nicht vorgegeben werden muf3.

Zum Beispiel durch Clusterverfahren kénnen sie einfach und schnell so plaziert werden,
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daB sie optimal (im Sinne des Clusterkriteriums) im Datenraum angeordnet sind. Dies er-
leichtert eine automatisierte Modellbildung erheblich. Bei Zugehoérigkeitsfunktionen mit
nicht beschranktem Tragerbereich (z. B. triangulare oder trapezoide) kann bei ungiinstiger
(meist zu feiner) Partitionierung und unvollstandigen Testdaten (ungeniigender Systeman-
regung bei der Aufzeichnung) der Fall eintreten, dafl einige Regeln nicht aktiviert werden.
Bei der Modellauswertung kénnen diese Regeln durchaus angesprochen werden und lie-
fern dann einen ihrer Initialisierung entsprechenden, und somit nicht immer sinnvollen,
Beitrag. Zugehérigkeitsfunktionen mit rdumlich nicht beschranktem Trigerbereich wie p
und p9* dagegen fithren zu einer im allgemeinen wiinschenswerten Interpolation auch in
nicht identifizierten Bereichen. Allerdings haben bei ihnen alle Mefidaten Einfluf} bei der
Identifizierung jeder einzelnen Regel. Ist ein lokales Lernen mit beschrianktem EinfluBbe-
reich der Mefidaten (also beschranktem Tragerbereich) der Zugehorigkeitsfunktion erfor-
derlich, so sind stiickweise definierte Zugehorigkeitstunktionen wie trapezoide, triangulare
oder solche mit S—Flanken zu verwenden. Ist zusétzlich eine (k— 1)—fache stetige Differen-
zierbarkeit gefordert, so kénnen z. B. B-Splines als Zugehorigkeitsfunktionen verwendet
werden. Diese sind zudem konvex und lassen sich zu einem Fuzzy-Informationssystem
kombinieren (nach Tschiesche 1992).
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3 Analytische Beschreibung von Fuzzy—-Systemen

In diesem Abschnitt wird eine analytische Beschreibung von Fuzzy—Systemen mit mehr-
dimensionalen Fuzzy—Referenzmengen hergeleitet. Besondere Beachtung finden dabei die

in Abschnitt 2 vorgestellten Zugehorigkeitsfunktionen.

3.1 Funktionale Fuzzy—Systeme

Funktionale Fuzzy—Regeln mit mehrdimensionalen Fuzzy—Referenzmengen lassen sich als
WENN (&(k) IsT v;) DANN y;(2(k)) = fi(2(k)) (3.1)

schreiben mit

zj(k) : scharfe Eingangsgrofie, j =1,...,m, a; € Dy,
x(k) . Vektor der scharfen EingangsgroBen mit @ = [zy,..., 2]’ €
Dy X+ o X Dy
v; : Partitions— oder Clusterschwerpunkt der i—ten Partition bzw. des

1—ten Clusters,
yi(e(k)) : scharfe Ausgangsgrofie der i—ten Regel und
fi(x(k)) : Konklusionsfunktion der m scharfen Eingangsgrofien.

Ein Fuzzy—System umftafit ¢ Regeln, die iiber

C

> yi(@(k))wi(k)

zusammengefafit werden. w; ist der Erfiilltheitsgrad der i—ten Regel, der zu
wi(k) = pi(z(k)) (3.3)
gewahlt wird. Eine Wahl

wi(k) = f(pi(@(k))) # pa(2(k)), (3.4)

bei der Identifikation derartiger Fuzzy—Modelle, um z. B. eine Konzentration oder Kon-

trastverstirkung (Zadeh 1973) zu erreichen, bringt keine wesentlichen Vorteile (Lohmann

1994).
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Dynamische Fuzzy—Systeme

Jede der ¢ Konklusionen wird aus einem ARX-Modell fiir das Kleinsignalverhalten um den
jeweiligen Entwicklungspunkt angesetzt. Die externen Eingangsgrofien u(k) sind direkte
MeBgréBen oder eine analytische Funktion direkter Meigréflen. Die Konklusionsfunktion
soll den Grofisignalwert y;(k) der Ausgangangsgrofe liefern. Damit 148t sich der ARX-
Ansatz fir jede Regel als

y( — Yoi = — Za]z _] — Yo, —I'bel k f)_u()l) (35)

f=1

Gi(k) = oi(l 4D ) —uos by — Y agy(k — )+ S bu(k— ) (3.6a)

J=1 J=1 J=1 J=1

= ¢ - Zn: ajiy(k —j) + i byiu(k — f) (3.6b)
=1 =1

beschreiben. Der Mefivektor ist damit
el () =[y(k—=1),...,y(k—n)ulk—1),...,ulk—m)] . (3.7)
Fiir die Wahl der Entwicklungspunkte yo; und ug; existieren zwei Alternativen:

1. Die Entwicklungspunkte werden iiber die Prototypen festgelegt oder

2. die Entwicklungspunkte kénnen beliebig plaziert werden (Kroll 1994a, Lohmann
1994, Totz 1995).

Im ersten Fall ist damit der konstante Term ¢; in Gl. (3.6b) bei vorliegender Partitio-
nierung festgelegt, also kein freier Modellparameter. Tritt eine Eingangsgrofle mehrfach
verzogert auf (d. h. n > 1 und/oder m > 1), so ist die Dimension des EingangsgroBenrau-
mes hoher als die Anzahl der Mefigroflen und der Entwicklungspunkt ist nicht eindeutig
festgelegt. Dann ist anzugeben, wie die entsprechenden n Komponenten eines jeden Pro-
totypen v; bzgl. y(k) bzw. die m Komponenten bzgl. u(k) auf den Entwicklungspunkt
Yo bzw. ug; abgebildet werden. Fine einfache Vorschrift besteht darin, die mit der am
geringsten verzogerten Eingangsgrofie y(k — 1) bzw. u(k — 1) aus (k) korrespondierende

Komponente eines jeden Prototypen zu verwenden.

Im zweiten Fall ist der konstante Term ¢; in Gl. (3.6b) ein freier Modellparameter. Werden
die Koeffizienten in GI. (3.6b) identifiziert, so kann nicht mehr auf die Entwicklungspunkte
zurlickgeschlossen werden, da das zugehorige Gleichungssytem unterbestimmt ist. Bei
einer peripheren Black box—Betrachtung ist dies unerheblich. Es erschwert allerdings die
Interpretierbarkeit der Zusammenhinge in der Black box. Andererseits sind durch den

zusdtzlichen Freiheitsgrad pro Regel deutlich héhere Giiten erzielbar.
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Bei vorliegender Partitionierung 158t sich Gl. (3.5) im ersten Fall schreiben als

yilk +1) = yo: + O (z(k) — 20,) (3.8)
mit

&= [Woir .- Yo, Uiy - - ug;]  und (3.9)

O =[ay.,... a0, b1, ... by] (3.10)
Im zweiten Fall folgt

o1

yi(k+1) = [c: ©7] [ (k) ] (3.11)

Einsetzen in Gl. (3.2) mit wi(k) = pi(z(k)) ergibt
> (yoi+ OF (@(k) — @0,)) pa((k)
y(k+1) == : (3.12)
2 pi(x(k))

Substitution von

dile(k) = gulk) = LEE)_ (3.13)

2 pi(x(k))

der sogenannten Fuzzy-Basisfunktion (Suh und Kim 1994, Wang 1994), liefert

y(k+1) = iy07i¢i(k) + O] (x(k) — o,) il k) (3.14a)

= Z(;T)l X py (k) (3.14D)

mit

OF, = [Wo1s-- Y0 OF,...,0T] und (3.15)

Xpi(k) = [61(k), - (k) (&' (k) — @5, )da(k), ..., (&7 (k) — 25, )oc(k)] - (3.16)
Im zweiten Fall folgt

o1
yilk +1) = [¢; O] [ o(h) ] , (3.17)
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yilk+1) = S (3.18)
2 il (k)
— Y coulk) + ©Tw (k)oK (3.15b)
= gllTazXDz(k) (3.18¢)
mit
0h, =lc1,...,c,® ... ®T] und (3.19)

X5,k = [61(k). ... 6.(k), 2" (R) 61 (), ... 2T (R)ou(k)] . (3.20)

Bei gegebener Partitionierung lassen sich somit z. B. Least—-Squares—Verfahren zur Iden-
tifikation der Konklusionsfunktionsparameter anwenden. Werden globale Zugehéorigkeits-
funktionen verwendet, so ist y(k+1) als einheitlich definierte Funktion der Eingangsgrofien

x (k) darstellbar. Bei Zugehorigkeitsfunktionen, die ein Fuzzy—Informationssystem bilden,
vereinfacht sich Gl. (3.13) zu

oi(k) = pa(x(k)) (3.21)
Diese Bedingung ist fiir 4 erfiillt und es folgt im ersten Fall

C

vkt 1) = 3 [+ OF (k) — 2., lz %} (3.220)

C

> [Woi + OF (k) = 20)] [[2(k) — il
= = : (3.22b)

Bei p9° gilt

C

[yz o+ @T (z(k) — :130,2')] [io €Xp (—Hw(k) _ viHQ/UNi2)
y(k+1) == . (3.23)
> o exp (=[(k) vl

Fall 2 folgt analog. Die Erweiterung auf mehr als eine externe Eingangsgrofie ist trivial

und wird deshalb an dieser Stelle aus Ubersichtlichkeitsgriinden nicht angegeben.
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Statisches Fuzzy—System

Die Schlufifolgerungen seien als in den m Eingangsgrofien lineare Polynome

yi(k) = yi(®(k)) = p:(0) + i:lpi(a)%(k) = pi(0) + © (k) (3.24)

gegeben. Dabei werden direkt Grofisignalgréfien miteinander verkniipft, wodurch eine ex-
plizite Behandlung der Entwicklungspunkte wie bei den dynamischen Systemen entfallt.
Die x,(k) sind externe EingangsgroBen u(k — 7,),7, € Ny oder analytische Funktionen

von u(k — 7,). Gleichung (3.24) 1a8t sich entsprechend den dynamischen Systemen als

y(k+1) = ipi(())qﬁi(k)—l—@?w(k)qﬁi(k) (3.25a)
= 0L X4(k) (3.25h)

mit
eF = [pi(O),---,pc(O),®1T,---,®Z] und (3.26)

XE(k) = [¢a(k), -, dolk), 2" (k)gr(k), - " (k)go(k)] (3.27)

schreiben. Diese Form entspricht mathematisch (aber nicht inhaltlich) der des zweiten
Falles bei den dynamischen Systemen. Zugehorigkeitsfunktion mit unbeschranktem Trager

fiihren auch hier wieder zu einem einheitlich definierten funktionalen Zusammenhang

zwischen @ (k) und y(k).

3.2 Relationale Fuzzy—Systeme

Relationale Fuzzy—Regeln mit mehrdimensionalen Fuzzy—Referenzmengen in den Pramis-
sen lassen sich als

WENN (&(k) IsT v;) DANN (Yi(2(k)) IsT U;)|,, (3.28)
x(k) . Vektor der scharfen Eingangsgréfien mit @ = [zy,...,2,]7 €
Dy X - X Dy
v; : eindimensionale Fuzzy—Referenzmenge beziiglich der Ausgangsgréfie der
i—ten Regel,

Yi(e(k)) : unscharfe (Partial-) Ausgangsgrofe der i—ten Regel,

U; : eindimensionale Fuzzy—Referenzmenge der «—ten Regel bzgl. der Aus-
gangsgrofle und

Ji : Gewichtung (¢g; € [0;1]) der i—ten Regel
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schreiben. Der Erfiilltheitsgrad der Pramisse berechnet sich zu

wi(@(k) = pi(e(k) . (3.29)

Als Fuzzy—Referenzmengen der Ausgangsgrofie sollen Fuzzy—Mengen, die zu ihren Schwer-

punkten s; symmetrisch sind:
pu(y =si—6) = pu(y=si+6) , (3.30)

wie z. B. gleichschenklige Dreiecke, Trapeze oder Fuzzy—Einermengen gleicher Flachen-
gewichte, dienen. Eine unterschiedliche Gewichtung der Regeln wird {iber die Gewichte
gi, die die Erfiilltheitsgrade multiplikativ gewichten, erreicht. Die Implikation wurde nach
Larsen (Lee 1990)

oy (y) = gi wi@ (k) po(y) = gi pile(k)) po,(y) (3.31)

die Aggregation der ¢ Regeln des Fuzzy—Systems iiber den Summationsoperator

py (@) (y) = Z: Iy (y) = Z_: g i@ (k) pu,(y) (3.32a)

durchgefiihrt. Die Defuzzifizierung erfolgt iiber die Schwerpunkt—Methode mit:

S s (k) poscaien(v)
y(a(k) = = (3.33a)
Zgi pi(x(k))

S gi pile(k)) s

= =L : (3.33b)
> g ila(h)
Die Substitution von
¢i(k) = g @) (3.34)

Ytk
liefert
y(@(k)) = sidik) . (3.35)

Eine Verwendung von p< in Gl. (3.33b) ergibt
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C

Z S; g
p= IZM
1 ||z (k —ij*‘

y(@(k) = (3.36)

(3.36h)
> si gille(k) — il
= = : (3.36¢)
> grlle(k) —vgl|™"
f=1

Zu bemerken ist, dafl nur fiir g; = 1 V¢ € I ein Fuzzy-Informationssystem vorliegt. Fiir

14 in Gl. (3.33b) folgt entsprechend

> st e oo exp (~ (k) — wil/57)
(k) = =L - (3:37)
> g o exp (= (k) — wil/57)

Wegen der Redundanz durch ¢; ;0 kann ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit
entweder ¢; Vi € T oder y;0 Vj € I identisch Eins gesetzt werden. Gleichung (3.35) kann

als

y(@(k) = 5" (k) (3.38)

sT = [sq,--, 5] und (3.39)

o' (k) = [p1(k), -, ¢c(k)] (3.40)

dargestellt werden. Statische und dynamische Fuzzy—Systeme unterscheiden sich in der
Wahl der Eingangsgrofien, wie bereits bei den funktionalen Systemen in Abschnitt 3.1
beschrieben, sowie in der zeitlichen Beziehung zwischen prédizierten zu ausgewerteten

Groflen. Bei dynamischen Fuzzy—Systemen gilt
y((k))=y(k+1) , (3.41)

bei statischen

y(x(k)) =y(k) . (3.42)
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4 Fuzzy—Systeme und Basisfunktionsnetzwerke

In diesem Abschnitt wird zuerst kurz die Verwandschaft zwischen funktionalen und re-
lationalen Fuzzy—Systemen besprochen und anschlielend die zu kiinstlichen Neuronalen
Netzen diskutiert. Wahrend sich qualitative Vergleiche zwischen Fuzzy—Systemen und
kiinstlichen Neuronalen Netzen z. B. bei Brown und Harris (1991), Kong und Kosko
(1992) wie auch Yamakawa (1993) finden, wird genauer auf die Klasse der Radialbasis-

funktionsnetzwerke und deren Verwandte eingegangen.

Die im Abschnitt 3.2 vorgestellten relationalen Fuzzy—Systeme stellen einen Spezialfall
der in Abschnitt 3.1 erlauterten funktionalen Fuzzy—Systeme dar. Dabei wurde nur eine
bestimmte Systemklasse (Implikationen nach Larsen, Summationsaggregation, symmetri-
schen und flaichengleichen Fuzzy—Referenzmengen fiir die Konklusion und Schwerpunkt—
Defuzzifizierung) betrachtet. Ein Vergleich der Gln. (3.12) bzw. (3.18a) mit (3.33a) zeigt,
dafB ein funktionales Modell mit konstanter Schluifolgerung und zuséatzlicher Gewichtung
der Regeln (vergleichbar ;¢ in Gl. (3.23)) die gleiche Form hat wie ein relationales. Wie
im vorhergehenden Abschnitt erldutert, kann die konstante Gewichtung ¢; als Vorfaktor y;
hinzugerechnet werden, wodurch der Vergleich offensichtlich wird. Wird ein Fuzzy—Modell
als gewichtete Superposition von ¢, in den ¢ Partitionsschwerpunkten identifizierten Teil-
modellen aufgefafit, so entspricht ein relationales Fuzzy—Modell fiir eine Partition einer
Taylorreihenentwicklung bis zum nullten Glied, ein funktionales jedoch einem bis zum
ersten Glied um den Entwicklungspunkt. Wahrend beim funktionalen Modell damit eine
bessere Modellanpassung iiber die Konklusion angestrebt wird, soll dies beim relationa-
len Modell im allgemeinen iiber eine feinere Partitionierung erreicht werden. Somit wird
mit relationalen Fuzzy—Modellen i. allg. eine punktweise, mit funktionalen dagegen eine

bereichsweise Abbildung zwischen Ein—und Ausgangsraum beschrieben.

4.1 Radialbasisfunktionsnetzwerke

Eine Ubernahme der Idee radialer Basisfunktionen (RBF), die bereits frither zur Ap-
proximation von Funktionen eingesetzt wurden (Powell 1987a,b), fithrt bei kiinstlichen
Neuronalen Netzen zu sogenannten Radialbasistunktionsnetzwerken, kurz ,RBFN* gen-
nant (Poggio und Girosi 1989, Chen u. a. 1991, Jang und Sun 1993, Suh und Kim 1994).
RBFN sind zweischichtige Netzwerke (Bild 4.1), deren Ein—/Ausgangsverhalten sich {iber

frpp() = a0+ a¥i(]| @ — v, ||) (4.1)
=1
beschreiben 1afit. Dabei ist || - || eine radialsymmetrische Norm (i. allg. die euklidische), v,

die Basis und «; das Gewicht der -—ten Radialbasisfunktion ¥ : RT — R. In der Literatur
(Jang und Sun 1993) findet sich auch die Normierung

> Wil @ - o)

PR A(ES)

frBER(2) = (4.2)
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LT (T )
%

Bild 4.1: Struktur von Radialbasisfunktionsnetzwerken (Chen u. a. 1991)

mit ag = 0. Ist ag # 0, so liefert ein Ansatz

210%‘1’2'(” xz— v )

JrBFA(®) = a0 + = (4.3)
S wille o)
im Gegensatz zu
ao+ L o Wi(]| & — v [[)
frBER(2) = =1 (4.4)

L+ X Wil e v, )

einen konstanten Offset, da bei Radialbasisfunktionen 3°{_; V(|| ® — v; ||) # const. V&
gilt.

Als Basisfunktion finden z. B. thin-plate—splines, multiquadratische oder die inverse mul-
tiquadratische Funktionen und haufig Gaufifunktionen Verwendung (Poggio und Girosi
1989, Chen u. a. 1991, Xu u. a. 1993). Das Zentrum v einer Basisfunktion soll im fol-
genden als Prototyp bezeichnet werden. Ein Netzwerk besteht aus Basistunktionen vom
gleichen Typ.

Ein fiir die Eigenschaften des Netzwerkes wichtiger Aspekt ist die Festlegung von Anzahl
und Lage der Prototypen. Anfangs wurden alle N Datenpunkte x; € M, als Prototypen
und das Netzwerk nur zur Interpolation in den Zwischenrdumen genutzt. Bei grofien Da-
tenmengen ist dieses Vorgehen nicht praktikabel, weshalb dann nur ein Teil der &, € M,
als Prototypen verwendet wird. Da eine willkiirliche Auswahl zu suboptimalen Ergeb-
nissen fithrt, nutzen Chen u. a. (1991) das orthogonale Least—Squares—Verfahren (OLS—
Verfahren) zur Selektion giinstiger v; € M. Dennoch erfordert eine hohe Modellgiite eine
grofle Anzahl an Basisfunktionen. Beispielsweise stellen Chen u. a. (1991) drei Anwen-
dungen vor: Bei einer Einschrittpradiktion fiir eine Zeitreihe (N=396) werden 55 RBF
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(thin—plate-spline-Funktionen) verwendet. Bei der Identifikation zweier inverser (nicht-
linearer) Filter werden einmal bei N=400 Datensétzen 12 RBF und das andere Mal bei
N=600 Datensitzen 70 RBF (GauBfunktionen) verwendet.

Das Zulassen einer beliebigen Plazierung der Prototypen im Gegensatz zu v; € M, kann
die Giite der Netzwerke erhohen. Xu u. a. (1993) schlagen das rival penalized competitive
learning (RPCL) Verfahren vor, mit dem eine beliebige Plazierung der Prototypen erfolgen
kann. Zudem koénnen auch iiberzdhlige Prototypen erkannt werden, falls separierte Cluster
vorliegen. Dies ist wichtig, da in einem solchen Fall die tiberzéhligen Prototypen zu einem
Bias bei den anderen Prototypen fithren. Chen u. a. (1992) verwenden ein rekursives

(scharfes) Clusterverfahren zur (beliebigen) Plazierung der Prototypen.

Zum Anlernen einer vorgegebenen Netzwerkstruktur kénnen z. B. Gradientenverfahren
(Poggio und Girosi 1989) eingesetzt werden (mit dem Problem lokaler Konvergenz). Sollen
die Prototypen aus M, stammen, so kann das OLS—Verfahren angewendet werden (Chen
u. a. 1991). Die Verbindung eines LS—Verfahren zur Identifikation der Gewichte «; mit
einem Clusterverfahren zur beliebigen Plazierung der Prototypen schlagen Chen u. a.

(1992) vor.

4.2 Verwandschaft von Fuzzy—Systemen und Basisfunktionsnetz-

werken

Betrachtungen zur Verwandschaft zwischen RBFN und Fuzzy—Systemen mit eindimensio-
nalen Zugehorigkeitsfunktionen finden sich bei Horikawa u. a. (1992), Suh und Kim (1994)
wie auch Jang (1993). Dabei werden auch Synonyme wie adaptive Netzwerke (Jang 1993)
oder Fuzzy Neuronale Netzwerke (Horikawa u. a. 1992) gepragt. Im folgenden wird der
Fall der zuvor vorgestellten mehrdimensionalen Zugehorigkeitstunktionen behandelt. Ei-

nige Analogien finden sich bereits bei Jang und Sun (1993).
Das Ubertragungsverhalten der in Abschnitt 3.2 diskutierten relationalen Fuzzy-Systeme

1a8¢t sich im statischen wie auch dynamischen Fall {iber

O

> gisipi(T)

K3

fripn(®) = (4.5)

o[ L

> gipi(®)

=1

beschreiben, wenn bei der Defuzzifizierung eine Normalisierung auf 3 g;u;(®) vorgenom-

=1
men wird (siehe Gl. 3.33a). Sonst folgt
fror(®) =D gisipi(e) . (4.6)
=1

Falls die p;(x) ein Fuzzy—Informationssystem bilden, gilt frrr.(®) = frrr(e) Ve. Fir
ag = 0 sind Gln. (4.1) und (4.6) bzw. (4.2) und (4.5) aquivalent, wenn ; = g¢;u; und
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si = «; gilt. Dabei bilden radialsymmetrische Funktionen g;(@) einen Sonderfall, der
beispielsweise fiir p?* mit der euklidischen Norm vorliegt. Bei anderen Normen wie all-
gemeinen p-Normen (p # 2) oder bei anderen Funktionstypen wie u liegt keine Radi-
alsymmetrie vor. Allgemeinere Basisfunktionen, die eine Funktion des einen zugehérigen
Prototypen sowie @ sind (¥; = g(@,v;)), bezeichnen Poggio und Girosi (1989) als Hy-
perbasisfunktionen (die Radialbasisfunktionen stellen damit einen Sonderfall der Hyper-
basisfunktionen dar). Somit 148t sich fiir Fuzzy—Systeme mit Zugehorigkeitsfunktion vom
e—Typ und beliebiger Norm ein dquivalentes Hyperbasistunktionsnetzwerk angeben. Zu-
gehorigkeitsfunktionen vom p~Typ sind dagegen eine Funktion von allen ¢ Prototypen
sowie ® (p$' = h(z,vq,...,v.)). Fir sie findet sich bisher kein dquivalentes Netzwerk
in der Literatur. Ein entsprechendes Netzwerk soll wegen der Interdependenzen zwischen
allen Basisfunktionen ein Interbasisfunktionsnetzwerk genannt werden. Da die Riickwir-
kungsfreiheit auf die anderen (¢—1) Interbasisfunktionen bei Modifikation einer einzelnen
nicht wie bei Radial- und Hyperbasistunktionen gegeben ist, liegt eine deutliche qualita-

tive Abgrenzung vor.

Das Ubertragungsverhalten aller im Abschnitt 3.1 besprochenen funktionalen Fuzzy-
Systeme unterscheidet sich mathematisch deutlich von dem relationaler Systeme. Im Fall
dynamischer Fuzzy—Systeme folgt bei gewichteter Mittelwertbildung bei der Bildung der
Ausgangsgrofen im ersten Fall (Gl. 3.2)

3 (g0 + OF (@ — wo ) pi()
frrpa(e) = = ~ . (4.7)

Bei einer Ausgangsgrofienermittlung iiber gewichtete Superposition (Buckley 1993) folgt

C

fror(®) = Z(yo,z' + 6?(?’3 — o)) pi(®) (4.8)

=1
Falls die p;(@) ein Fuzzy—Informationssystem bilden, gilt frrr,.(®) = fror(®) Y. Stati-
sche Fuzzy—Systeme lassen sich beschreiben iiber

C

> (pi(0) + O] @) pi()

ferra(@) = = c bzw. (4.9)
Z pi(®)
fran(®) = X (pi(0) + OTwye) (1.10)

Selbst wenn in den Gln. (4.7) bis (4.10) die Basisfunktionen p; radialsymmetrisch an-
gesetzt werden, so sind die Summanden wegen des von @ abhingigen Gewichtes (yo,; +
@;‘F(a: — @) bzw. (p:(0) + @;‘Fa:) nicht radialsymmetrisch. Dies gilt auch fiir den im
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Abschnitt 3.1 beschriebenen zweiten Fall. Es 148t sich also kein &quivalentes Radial-
, wohl aber ein Hyperbasisfunktionsnetzwerk angeben. Diese Aussage ist auch fiir den
Fall nichtradialsymmetrischer Basisfunktionen, die von einem Prototyp abhingen, giiltig.
Basisfunktionen, die von mehreren Prototypen abhéngen, fithren zum oben definierten

Interbasisfunktionsnetzwerk.

Geht man von der mathematisch formalistischen auf eine qualitative Betrachtungsweise
tiber, so zeigen sich Parallelen zwischen den vorgestellten Fuzzy—Systemen und den (mehr-
schichtigen) Netzwerken. Beide bilden den m—dimensionalen Eingangsgrofenraum nicht-
linear in einen c¢—dimensionalen Raum ab, in dem die Ausgangsgréfie durch eine lineare
Abbildung auf einen eindimensionalen Raum bestimmt wird. Die nichtlineare Abhéangig-
keit wird iber Basisfunktionen determiniert, deren Wahl damit entscheidend die Giite des
Gesamtsystems beeinflufit. Beide Ansétzen besitzen den Vorteil, dafl durch mehrdimen-
sionale Basisfunktionen die Dimensionalitédt des Eingangsgroflenraumes von der Anzahl
der Basisfunktionen entkoppelt wird. Damit erfolgt auch eine Entkopplung der Anzahl

der Regeln eines Fuzzy—Systems von der Dimensionalitit des Eingangsgrofenraumes.
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5 Nutzung analytischer Modellbeschreibungen bei der
Identifikation

In diesem Abschnitt werden die Identifikation von Hybrid—-Modellen, die aus der Seri-
enschaltung eines nichtlinearen statischen Fuzzy—Teilmodells und eines linearen dyna-

mischen Teilmodells aufgebaut sind, sowie auch die Identifikation dynamischer Fuzzy—

Modelle behandelt.

Die Aufgabe der Partitionierung besteht dabei darin, den Eingangsgrofenraum in ¢ (un-
scharfe) Unterrdume (Partitionen) aufzuteilen, in denen sich das System hinreichend ge-
nau durch das Schlufolgerungspolynom beschreiben laBt. Die gewichtete Uberlagerung
der Einzelbeschreibungen liefert das Gesamtmodell. Deshalb unterscheidet sich diese Mo-
dellierungsform deutlich von den mathematisch dhnlichen Fuzzy—c—Regressionsmodellen
FCRM (Hathaway und Bezdek 1993). Diese ermitteln ¢ Regressionen, die jeweils im ge-

samten Eingangsgroflenraum gelten.

Bei der Identifikation von Fuzzy—Modellen ist die Zugehorigkeit der Datensétze zu den
Partitionen bzw. Regeln zu beriicksichtigen. Abgesehen vom Verfahren der gewichteten
kleinsten Fehlerquadrate bieten konventionelle Identifikatonsalgorithmen im allgemeinen
keine Moglichkeit, eine Gewichtung der Daten (gemafl ihrer Zugehorigkeit) zu integrie-
ren. In den néchsten beiden Teilabschnitten wird deshalb ein Formalismus angegeben,
mit dem durch eine Abbildung der Mefldaten eine Meimatrix erzeugt wird, in die die Zu-
gehorigkeiten inkorporiert sind. Dadurch kénnen auch andere Identifikationsalgorithmen
als das genannte Verfahren der gewichteten kleinsten Fehlerquadrate fiir die Schatzung

der Konklusionsparameter angewendet werden.

Eine Vorabpriifung, wie stark nichtlinear sich ein System verhilt und ob eine statische
oder dynamische Nichtlinearitat vorliegt, ermdglichen Nichtlinearitatstests (Reuter 1995).
Als giinstig hat sich dabei die parallele Anwendung der Methode der nichtlinearen Auto-
und Kreuzkorrelation sowie der Frequenzmethode erwiesen (Reuter 1992, Reuter 1995).
Damit kann eine Festlegung der Modellstruktur (Hybrid—-Modell bzw. dynamisches Fuzzy—
Modell) erfolgen.

Im folgenden werden zuerst analytische Beschreibungen fiir Hybrid—Modelle sowie fiir
dynamische und statische Fuzzy—Modelle gegeben. Anschliefend wird ein zweistufiges

Identifikationsverfahren vorgestellt.

5.1 Wiener— und Hammerstein—Modelle mit statischer Fuzzy—
Nichtlinearitit

Aus der konventionellen Modellbildung (Ljung 1987, Isermann 1988b, Wernstedt 1989)
sind einfache Wiener— bzw. Hammerstein—-Modelle bekannt, die aus der Serienschaltung

eines linearen dynamischen und eines nichtlinearen statischen Teilsystems bzw. umgekehrt
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bestehen. Das statische Teilsystem besteht aus einem Polynom in der Eingangsgrofie. In
einer Verallgemeinerung dieses Ansatzes soll das statische Teilsystem durch ein nichtlinea-
res statisches Fuzzy—Modell ersetzt werden. Damit entsteht ein einfaches Wiener— bzw.

Hammerstein—Modell mit Fuzzy—Nichtlinearitit.

Zur Identifikation von einfachen Wiener— und Hammersteinmodellen kénnen direkte und
mehrstufige Strategien angewendet werden. Mehrstufige Strategien beschreibt Wernstedt
(1989). Im folgenden wird die direkte Identifikation eines solchen hybriden Modells mit
einer (statischen) Fuzzy—Nichtlinearitdt an Stelle des {iblichen Polynomansatzes bespro-
chen. Die wenigsten Einschrinkungen erfordert dabei eine Hammerstein—-Modellstruktur,
bei der zuerst das nichtlineare Teilmodell (Fuzzy—Modell) identifiziert wird.

Hammerstein—Modellstruktur

Betrachtet wird eine Modellstruktur gemaf Bild 5.1.

u(k-1) statisches r(k—1) dynamisches y(k)
Fuzzy—Teilmodell lineares Teilmodell

Bild 5.1: Einfaches Hammerstein—-Modell mit statischer Fuzzy—Nichtlinearitét

Funktionales Fuzzy—Modell
Das lineare Teilmodell 148t sich durch eine rationale Ubertragungsfunktion bzw. durch

eine Differenzengleichung
Na ng
y(k)=—=> a;iy(k —i)+ > bir(k—1i) (5.1)
=1 =1
(ARX-Modell), das Fuzzy—Teilmodell mit Gl. (3.25a) iiber

r(K) = 3 65(k) 1(0); O Jus (1) 52

Wl(k) = [ (k). . u () (53)
beschreiben. Aus den Gln. (5.1) und (5.2) folgt

y(k) = — i_:az y(k —1) + ibi Zi: 6;(k —1) [p;(0);©7 | ws(k — i) (5.4a)

= @) (5.1b)
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mit
Or = [—a1,...,—an,bi[p(0);0O]],... bi[p.(0);®F],...,
by [P1(0); ©1 ], - ., by [pe(0); O]
(5.5)
= [—Gl,...,—ana,bLLo,...,bLLm,...,quo,...,bl7c7m,...,
Dy 1,05+« s Dy 1y e v s Ongc0s e v v Oy em] s
QO%(]C) = [y(k_l)v"'7y(k_na)7u£(k_1)¢1(k_1)v'"7u£(k_1)¢c(k_1)7
(5.6)
B = m)n (k= ), k(= m)gu(k — )]
bijs = bi p;(f) und (5.7)
O7 = [pi(1),....ps(m)] . (5.5)

Die Parameter b; und p;(f) konnen aus den geschétzten Parametern b; ; ; bestimmt wer-

den, wenn die Verstarkung des linearen Teilsystems zu Eins gesetzt wird (Wernstedt 1989):

> b
Kp=—2L—=1 . (5.9)
1 + Z a;
=1
Dann folgt
g
> i
pi(f)==— Vfe{l,....m}j €l und (5.10)
1 + Z a;
=1
by = Dihd Vie{l,....n} . (5.11)
pi(f)

Relationales Fuzzy-Modell
Das statische relationale Fuzzy—Modell 1483t sich durch Gl. (3.35)

r(k) =r(u(k)) = ZC: si0i(k) (5.12)

=1

beschreiben, womit

= Orpp(k)

(5.13)
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mit
@% = [—a1,. oy =g, 0151, o b1Se, o by 81, e, by 8]
= [—a1,.y—ang, b11y ey b1ey oo bty ey by
b, = b;s; und (5.14)

@R(k) = [y(k - 1)7 s 7y(k - na)7¢1(k - 1)7 < '7¢c(k - 1)7

..,qbl(k—nb),...,qbc(k—nb)]

folgt. Die Parameter b; und s; kénnen aus den geschétzten Parametern b;; bestimmt wer-

den, wenn die Verstarkung des linearen Teilsystems zu Fins gesetzt wird (siehe Gl. (5.9)).

Dann folgt
np
> bij
s; = —=—— V¥jel und
143 a (5.15)
=1
b;; .
bi = 8_]] \V/ZE {1,...,7%}

Wiener—Modell
Wie beim Hammerstein—Modell soll ein MISO-Fuzzy—Modell eingesetzt werden (Bild 5.2).

u(k—1) dynamisches r(k) statisches y(k)
lineares Teilmodell Fuzzy—Teilmodell

Bild 5.2: Einfaches Wiener-Modell mit statischem Fuzzy-Teilmodell

Das Fuzzy—Modell 1a8t sich wie zuvor in Gl. (5.2) durch

() = 3 6, (1)lp,(0); ©7 s k) (5.16)

re(k) = [Lir! (k)] (5.17)

darstellen. Da im allgemeinen die Parameter des linearen Teilsystems unbekannt sind,
kann durch Clusterung keine Initialpartitionierung bestimmt werden. Da diese damit
willkiirlich gewahlt werden muf}, sind die Startwerte schlechter, was sich negativ auf die

Konvergenzeigenschaften der Optimierungsverfahren auswirkt.
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Regressionsverfahren kénnen hier nicht eingesetzt werden: Bei Entkoppelbarkeit des linea-
ren Systems (Kriterien und Transformationsvorschriften finden sich bei Schwarz (1967)

und Schwarz (1991)) gilt

TNa gy
——Zam‘ Tj(k—i)+Zbi7j u](k—@) ijl,...,m . (518)
=1 =1

Der aus der Kombination der GIn. (5.16) und (5.18) entstehende Ausdruck 148t sich nicht
als Skalarprodukt eines Parameter— und eines Mefivektors darstellen, weil die Ausgangs-
grofe des linearen Teilmodells die Zwischen— und nicht wie beim Hammerstein—-Modell
die Ausgangsgrofe ist. Dies gilt auch fiir den Fall eines linearen SISO-Systems. Wegen
dieser Problematik wird das einfache Wiener—-Modell mit statischer Fuzzy—Nichtlinearitat

nicht weiterverfolgt.

5.2 Identifikation dynamischer Fuzzy—Modelle

Betrachtet werden dynamische Fuzzy-Modelle (Bild 5.3). Im Fall von funktionalen Fuzzy—

a(k—1) dynamisches y(k)
—— =
Fuzzy—Modell

Bild 5.3: Dynamisches Fuzzy—Modell

Modellen gilt GI. (3.18b) (das diskrete Zeitargument wird um eine Periode verkleinert)

im Fall von relationalen Fuzzy—Modellen (siehe Gl. (3.35))

y(k) = y(x(k —1)) Zsl oi( : (5.20)

Bei zeitdiskreten linearen Ein—/Ausgangsmodellen mit PT,~Verhalten sind ein— bis n,—

fach verzogerte Ausgangsgrofenriickfiihrungen notwendig:
Na ng
—> aiy(k—i)+ Y bju(k—j) . (5.21)
=1 7=1

Die im Abschnitt 4.1 vorgestellten Modelle sind deshalb durch eine nichtlineare Verstarkung

und eine einheitliche PT, —Dynamik charakterisiert.

Bei dynamischen (funktionalen oder relationalen) Fuzzy—Modellen mit ein— bis n,~fach
verzogerter Ausgangsgroflenriickfithrung hat jede Partition eine unabhéngig einstellbare
PT,,—Charakteristik. Das Gesamtmodell ist deshalb durch nichtlineare Verstarkung und
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Dynamik gekennzeichnet. Somit stellen die Hammerstein— und Wiener—-Modelle einen
einfachen Sonderfall der dynamischen Fuzzy—Modelle dar. Da sie aber eine deutliche Re-
duktion der Modellparameteranzahl bewirken, stellen sie eine interessante Alternative
dar, falls die lineare Dynamik die Dynamik des zu modellierenden Systems ausreichend

approximiert.

5.3 Identifikationsverfahren

Wenn die Partitionierung (d. h. die p;) vorgegeben und nicht zu identifizieren ist, so
sind die Gln. (5.4), (5.13), (5.19) und (5.20) linear in den Parametern. Damit lassen
sich die Parameter des linearen Teilmodells und der Konklusionsfunktionen z. B. iiber
Regression, das Hilfsvariablenverfahren, das Verfahren der verallgemeinerten Regression
oder durch die Maximum-Likelihood-Schatzung ermitteln (Wernstedt 1989). Sollen auch
die die Partitionierung bestimmenden Parameter identifiziert werden, so kann z. B. das

folgende zweistufige Verfahren angewendet werden.

1. Stufe

Durch nichtiiberwachtes Lernen wird {iber Clusterverfahren wie Fuzzy—c-Means—
oder Gustafson—und-Kessel-Algorithmus (Bezdek 1981) eine Fuzzy—Partitionierung
iiber Zugehorigkeitsfunktionen vom p~Typ vorgenommen. Liegen keine A—priori-
Erkenntnisse iiber eine geeignete Partitionsform vor, so ist es vorteilhaft, die Maha-
lonobis—Abstandsnorm zu verwenden (Totz 1995). Diese legt die Clusterform nach
statistischen Eigenschaften der Mefidaten fest. Die Festlegung von Randbedingungen
und Parametern bei der Partitionierung und bei der Anwendung von Clusterverfah-
ren wird von Kroll (1994b) diskutiert. Fiir Zugehorigkeitsfunktionen vom p?*—Typ
kénnen iiber Clusterung generierte Prototypen in erster Naherung direkt iibernom-
men werden. Der die Flanken bestimmende Parameter &; kann aus uS' abgeschitzt
werden, und die y; o werden zu Eins initialisiert. Durch iberwachtes Lernen mit dem
LS— oder RLS—Verfahren erfolgt die Bestimmung der Konklusionsparameter.

2. Stufe
1. Alternative

Die in der 1. Stufe bestimmten Parameter werden durch {iberwachtes Lernen mit
einem Gradientenverfahren optimiert. Da die Zugehoérigkeitsfunktionen stetig diffe-

renzierbar sind, kann z. B. bei einer quadratischen Kostenfunktion

J =5 (y(k) = §(k))* (5.22)

der Gradient analytisch (geschlossen) berechnet werden.
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2. Alternative

In jedem Iterationsschritt werden zuerst durch ein Gradientenverfahren die Parame-
ter der Partitionierung (das Schétzproblem ist nichtlinear in den Parametern) und
anschliefend {iber das LS—Verfahren die Parameter der Konklusionsfunktionen und
die des linearen Teilsystems (dieses Schatzproblem ist linear in den Parametern)

beim Hammerstein—-Modell identifiziert.

Die 1. Stufe 148t sich in der beschriebenen Form auch bei nicht stetig differenzierbaren
Zugehorigkeitsfunktionen durchfithren (Kroll 1994a). Dann sind allerdings in der 2. Stufe
Fallunterscheidungen durchzufithren oder es ist ein numerisches Gradientenverfahren an-
zuwenden. Die Idee dieser stufenweisen Identifikation liegt darin, mit Verfahren zu starten,
die wenig Vorwissen erfordern, aber auch nur einen begrenzten Wissensgewinn hervorbrin-
gen. In den folgenden Stufen (hier eine) liegt dann grofieres Vorwissen vor, und geeignete

Verfahren kénnen einen dementsprechend grofleren Wissensgewinn liefern (Reuter 1995).

Bereits in der 1. Stufe kann ein Modell hoher Giite bei geringer Rechenzeit erzeugt wer-
den (Lohmann 1994, Kroll 1994a, Totz 1995). Damit kann die Forderung nach guten
Startwerten, die fiir die Konvergenz der nichtlinaren Optimierungsalgorithmen in der
2. Stufe notwendig sind (Reuter 1993), i. allg. erfiillt werden. Deshalb reicht fiir struk-
turelle Untersuchungen, die Identifikationen erfordern, i. allg. bereits die Austithrung der
1. Stufe aus. Dann besitzen die Parameter aber wegen des LS—Verfahrens in der Regel
keine Bias—Freiheit (Isermann 1988a, Reuter 1995). Auflerdem sind nur die Parameter
des Konklusionspolynoms optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate bei gegebener
Partitionierung, nicht aber die Partitionierung selbst. Deshalb sollte in der 2. Stufe eine
Nachoptimierung aller Parameter erfolgen, die aber nur einmal durchzufiihren ist. Da-
durch bleibt der gesamte Rechenaufwand, selbst bei iterativen Verfahren in der 2. Stufe,

vertretbar.

Wiahrend zeitinvariante Systeme sowohl on—line— als auch off-line-Verarbeitung (z. B. {iber
Stapelabarbeitung (,Batch“—Betrieb)) gestatten, sind bei zeitvarianten Systemen on—line—
fahige Verfahren anzuwenden. Dies kann auch im 1. Schritt z. B. durch eine einmalige
Partitionierung tber Clusterverfahren und anschliefend datenweise Nachkorrektur der
Parameter der Konklusionsfunktionen iiber rekursive Verfahren erfolgen. In der 2. Stufe
kann ebenfalls durch Ubergang auf rekursive Gradientenverfahren wie das Verfahren der
stochastischen Approximation (Isermann 1988b, Kiipper 1994) on-line-Fahigkeit erreicht
werden.

Eine Vorschrift zur Bestimmung der &; kann darin liegen, dafl sich benachbarte Basisfunk-
tionen maximal bei einem Funktionswert a € (0;1) schneiden. Dies kann durch folgendes

Verfahren erreicht werden:
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Initialisierungsalgorithmus fiir &;

Ist v; der ndchste Prototyp zu v; im Sinne der Metrik || - || und wurde &; noch nicht

bestimmt, so gilt fiir die Wahl von &; = 5

!

pi(vi +0,5(v; — v:)) = pio exp([|0,5(v; — vi)||*/57) = a (5.23)

und damit

0,5]lv; — will

_ 5.24
\/ln —In(pip) ( )

Bei der euklidischen Metrik folgt damit:

R POl
779\ (a) —In (pi0) ' (5:25)

Wurde o; bereits bestimmt, so gilt fiir die Wahl von &;:
Bestimme das v € (0 ;1) mit

!

11 (v; +y(vi —v;)) = pioexp ([|[y(vi —v,)|I°/57) = a (5.26)
Al
Fjy/In (a) —In (
v = ]\/ (ko) (5.27)
H’Uz — v/
Wébhle &; so, daf}
pi(v; + (v = v;)) = pioexp (||(1—7)(v; — v;)|*/6?) = a (5.28)
ist:
1— Py

7= \/ln —In(pip)
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Das Clusterverfahren sollte entsprechend der vorliegenden Datenstrukturen gewéhlt wer-
den. Liegt keine Information iiber die geometrischen Formen vor, besteht eine einfache
Losung im Riickgriff auf den unproblematischen Fuzzy—c—Means—Algorithmus. Bei Ver-
wendung der Mahalonobis—Norm (Bezdek 1981) kénnen in einem automatisierten Vorge-
hen gute Ergebnisse erzielt werden (Totz 1995), da die Metrik statistische Eigenschaften
der Mefldaten beriicksichtigt. Mit einer p—Norm lassen sich beispielsweise hexaedrische
(p — o0), oktaedrische (p = 1) oder spharische (p = 2) Clusterformen sowie Ubergangs-
formen zwischen ihnen realisieren. Zur Clusterung kénnen auch Genetische Algorithmen
eingesetzt werden. Falls sie allerdings nur herkémmliche Clusterverfahren ersetzen, so
fithren sie zu keiner Verbesserung der Ergebnisse (Schulte 1994), verursachen aber deut-
lich gréBeren Implementierungsaufwand und langere Rechenzeiten. Deshalb werden solche

Verfahren an dieser Stelle nicht weiter vertieft.
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6 Strukturselektion, Giite und Modellvalidierung

Einfache Giitekriterien sind beispielsweise

= % 2 )~ (6.1)

das fiir p = 2 den mittleren quadratischen Fehler angibt, oder

)= J% S Ik~ (bl (6.2)

Dabei mufl noch zwischen einschrittpradizierten und rekursiv pradizierten Werten ¢ unter-
schieden werden. Die Anwendung von J,, oder J; zur Strukturselektion ist problematisch,
da sie im allgemeinen eine monotone Erhéhung der Modellparameteranzahl hervorruft.
Wird GI. (6.1) oder (6.2) als Zielfunktion einer Optimierung eingesetzt, kann eine Uber-
anpassung (overfit) des Modells an das Testsignal erfolgen. Dies verursacht z. B. bei

verrauschten Testsignalen einen Verlust an im Modell abgebildeter Systeminformation.

Strukturselektion

Deshalb werden zur Strukturselektion bei der konventionellen Modellidentifikation Kri-
terien wie der final prediction error FPE (Akaike 1969) oder das information theoretic
criterion ITC (Ljung 1987) verwendet. Reuter (1995) stellt einige weitere Kriterien vor.
Bei der Fuzzy-Modellierung werden haufig Kreuzvalidierungskriterien zur Strukturselekti-
on eingesetzt. Wahrend FPE und ITC eine Modellbewertung anhand der zur Identifikation
verwendeten Daten vornehmen, greifen diese zusatzlich auf unbenutzte Daten zuriick. Zu

den letzteren zdhlen z. B. das Unbiasedness criterion UC (Sugeno und Kang 1988).

Juo = Ji( g2 + Z i (6.3)

k=1

und darauf aufbauend (Horikawa u. a. 1992)

JC = \I%( AAA —|- Z ‘|‘ JUO ) (6'4)

k=1

das Regularity Criterion RC (Sugeno und Yasukawa 1993)

Jno = L] L SR gm ey LR e (6.5)
RC—2 Na P YL Ng k:ly Y .

oder der basisdatenunabhingige mittlere quadratische Fehler (Angenendt 1993)

7
Jop = 7 LN ) (6.6)

7=1:=1k=1
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Bei Jyeo, Jo und Jre werden die N Mefldatensitze in zwei Sequenzen S4 und Sp auf-
geteilt mit A(A) + A(B) = N4 + Ng = N. Das mit Sy identifizierte Modell liefert bei
Auswertung mit Sy die Werte 744, bei Auswertung mit S die Werte 584, y# sind die
Ausgangsgrofienmefidaten der Sequenz S4. Entsprechendes gilt fiir das mit Sg identifi-
zierte Modell. Bei Jgp werden f Modelle wie folgt identifiziert:

Sei beim Vorliegen von N Mefldatensatzen d das grofite Vielfache von f, so dafl fd < N
gilt. Die ersten N := fd der gegebenen Mefidatensétze werden in [ Sequenzen S :=
{1,...,d}, Sy :={d+1,...,2d} bis S := {N —d+1,...,N} zerlegt. Fiir jede Sequenz
S; wird jeweils ein Modell identifiziert. Sei g);f die Pradiktion des j—ten Modells (das mit
S; identifiziert wurde) bei Auswertung mit dem k-ten Datensatz der Sequenz S; und yi

die gemessene Ausgangsgrofle. Im Fall einer Aufteilung in 2 Sequenzen S4 und Sp (wie

bei Jyc, Jo und Jpe) folgt f =2 und d = N/Z =: N4y = Ny sowie

1 A AB AN2 AA AN2 & BA B\2 3 BB BA\2
Jep = o Z(yk =y )"+ (0" — i) +Z(yk —y.) +Z(yk —yP) (6.7)
k=1 1 =1

mit der oben angegebenen Nomenklatur. Fine einfache und sinnvolle Erweiterung liegt in

der Zulassung verschieden langer Sequenzen &4 und Sp.

Bei der Optimierung oder beim Vergleich verschiedener Modelle interessieren nur rela-
tive Werte der Giite. Damit sind die Radizierung bei Jyc und der Vortaktor 0,5 bei
Jro irrelevant. Bei Jyo erfolgt keine Normierung auf die Datenanzahl, was Vergleiche
bei Auswertung verschieden langer Sequenzen erschwert. Auflerdem gehen die gemesse-
nen Ausgangsgrofen yit und y2 nicht in Jyp ein. Weil nur Pradiktionen bewertet werden,
handelt es sich um ein sekunddres Kriterium. Bei Jre haben fiir Ny # Np die Daten aus
Sp jeweils ein anderes Gewicht als die aus Sg. Da im allgemeinen kein A—priori-Wissen
vorliegt, auf Grund dessen die Daten einer Sequenz starker/schwicher gewichtet werden
sollten als die der anderen, sollten alle Daten gleich gewichtet werden. Desweiteren be-
wertet Jpe in keiner Weise die Pradiktion mit den zur Identifikation eingesetzten Daten.
Sowohl J& als auch Jgp liegt die Idee zugrunde, die Anteile bzgl. Kreuzvalidierung und
Systemidentifikation separat und (willkiirlich) gleichgewichtet zu beriicksichtigen. Aufler-
dem besitzt jedes Datum das gleiche Gewicht. Die Normierung bei Jgp gewéahrleistet bei
verschieden groflen Datenmengen eine einfache Vergleichbarkeit.

Der Nachteil der Kreuzvalidierungskriterien liegt in der deutlich erhéhten Anzahl an er-
forderlichen Daten. Damit sie eine signifikante Aussage liefern, miissen bei Jy¢, Jo und
Jre zwel vollstandige Identifikationsdatensétze vorliegen, bei Jpp sogar f Sitze. Liegen
nicht genug Daten vor, so sollte mit reduzierten Kriterien gearbeitet werden, die einen
Datensatz nur zur Auswertung verwenden. Dieser kann deshalb im Umfang reduziert wer-

den (Totz 1995).
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Modellvalidierung

Neben den bereits angesprochenen Kreuzvalidierungskriterien kénnen zur Modellvalidie-
rung auch Korrelationsverfahren eingesetzt werden. In der Literatur (Ljung 1987) wird

angenommen, dafl die Sequenz der Abweichungen
(k) = y(k) (k) , k=1, N (6.3)

zwischen Messung und Pradiktion (Bild 6.1) bei gelungener Identifikation ein weiles Rau-

- | System y(k)

u(k—1) | e(k)

| Modell

y(k)

Bild 6.1: System und identifiziertes Modell

schen ist. Das heifit, die Autokorrelationsfunktion ¢..(7) liefert fiir 7 # 0 den Wert Null.
Auflerdem sollte ep(k) nicht mit alten Werten der Stellgrofie u(k — 7), 7 > 0, korre-
liert sein, da sonst nicht alle Wirkungen von u(k) identifiziert wurden. Dagegen zeigt eine
Korrelation von ep(k) und u(k — 7) ,7 < 0, an, dafl die Ausgangsgrofe verzogert als
FEingangsgrofie verwendet wird (Ljung 1987). Dies wird bei dynamischen Fuzzy—Systemen
strukturell zur Erzielung der dynamischen Eigenschaften vorgegeben und fithrt deshalb
zu keiner Negativbewertung.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht behandelt die analytische Beschreibung von Fuzzy—Systemen, de-
ren Pramissen mehrdimensionale Zugehorigkeitsfunktionen mit unbeschranktem Tréger
verwenden. Diesbeziiglich wurden insbesondere Zugehorigkeitsfunktionen vom e-Typ (u9)
und aus Fuzzy-Clusteralgorithmen abgeleitete Zugehorigkeitsfunktionen (u') betrachtet.
Fir Fuzzy—Systeme mit solchen stetigen und stetig differenzierbaren Zugehéorigkeitsfunk-
tionen wurde eine einheitliche analytische Beschreibung angegeben. Die Verwandschaft
und teilweise sogar Aquivalenz zu speziellen kiinstlichen Neuronalen Netzen wie Radial-
oder Hyperbasistunktionsnetzwerken wurde besprochen. Als analoges Netzwerk zu Fuzzy—
Systemen mit Zugehorigkeitsfunktionen vom p~Typ wurde ein Interbasisfunktionsnetz-

werk eingefiihrt.

Bei der Identifikation von Fuzzy—Modellen ist die Zugehorigkeit der Datensétze zu den
Partitionen bzw. Regeln zu beachten. Dies erschwerte bisher die Anwendbarkeit konven-
tioneller Identifikationsverfahren. Fine Ausnahme bildet das Verfahren der gewichteten
kleinsten Fehlerquadrate, bei dem die Zugehorigkeit eines Datums direkt als sein Gewicht

benutzt werden kann.

Aus der analytischen Darstellung der Fuzzy—Systeme erfolgte die Ableitung einer Trans-
formation der Meflwerte, deren Ergebnis ungewichtet zur Identifikation verwendbar ist.
Dies erlaubt die Anwendung einer Vielzahl bekannter Identifikationsverfahren. Ein zwei-
stufiges Identifikationsverfahren fiir dynamische und statische Fuzzy—Modelle sowie fiir
Hammerstein—-Modelle mit statischer Fuzzy—Nichtlinearitat wurde angegeben: Ein Fuzzy—
Clusterverfahren ermittelt in der 1. Stufe eine Partitionierung und anschliefend erfolgt ei-
ne Identifikation der Parameter der Konklusionsfunktionen durch das ungewichtete Least—
Squares—Vertahren. Ein Gradientenvertahren optimiert in der 2. Stufe die Parameter. Fiir

die Modellvalidierung wurden einige Kreuzvalidierungskriterien vorgestellt und diskutiert.

Zur Zeit erfolgt eine Erprobung des vorgestellten Algorithmus. SchwerpunktméBig werden
funktionale Fuzzy-Modelle mit Zugehérigkeitsfunktionen vom p~Typ untersucht. Im Ge-
gensatz zu Zugehorigkeitsfunktionen vom e-Typ kann der Graph von p sehr verschiedene
Formen annehmen. Damit ist zu erwarten, daf} deutlich weniger Regeln und damit Modell-
parameter fiir die gleiche Modellgiite erforderlich sind. Weiterhin sind noch Erfahrungen
mit der Wahl und Parametrierung des Gradientenverfahrens in der 2. Identifikatonsstufe

7Zu sammeln.

Ein ganz anderes Anwendungsfeld bietet die Fuzzy—Regelung. Durch die auch auf Fuzzy—
Regler anwendbare analytische Beschreibung vereinfachen sich Regleroptimierung sowie

—adaption. Dieser Bereich ist Gegenstand zukiinftiger Untersuchungen.
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