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� Einleitende �Ubersicht

Durch Fuzzy	Systeme lassen sich Systeme �uber linguistische Wenn�Dann	Regeln be�

schreiben� Im allgemeinen l�a�t sich eine solche Beschreibungsform nicht durch einen ge�

schlossenen analytischen Ausdruck ersetzen� Viele der bekannten Verfahren zur Identi��

kation von Modellen oder zur Optimierung von Systemen wie beispielsweise Gradienten�

verfahren erfordern aber eine solche Beschreibung und zudem auch noch Eigenschaften

wie Stetigkeit oder stetige Di
erenzierbarkeit� In diesem Bericht werden deshalb verschie�

dene Klassen von Fuzzy	Systemen vorgestellt� die sich durch die beiden letztgenannten

Eigenschaften auszeichnen�

Besondere Bedeutung bei der Erzielung bestimmter mathematischer Merkmale kommt

der Wahl der Zugeh�origkeitsfunktionen zu� die ausf�uhrlich diskutiert wird� Die Wahl

h�angt von der Anwendung des Fuzzy	Systems ab� Bei der Synthese von Fuzzy	Reglern

erfolgt h�au�g eine Umsetzung von Expertenwissen oder zumindest plausiblen Ursache	

Wirkungs	Zusammenh�angen in einen Satz von Wenn�Dann	Produktionsregeln� In sol�

chen F�allen �nden deshalb gew�ohnlich Zugeh�origkeitsfunktionen mit begrenztem Tr�ager�

bereich ihre Anwendung� Diese gestatten eine transparente di
erenzierte Zuordnung von

Stellaktion und verursachender Regel und lassen sich somit einfach nach heuristischen Me�

thoden nachstellen bzw� optimieren� Dar�uber hinaus gibt es auch Fuzzy	Modellbasierte

Verfahren zur Fuzzy	Reglersynthese �Moore und Harris ���
� Vogels ����� Senger ������

Bei der Fuzzy	Modellbildung kann grob zwischen Modellen unterschieden werden� die auf

der Auswertung von linguistischem Expertenwissen beruhen sowie solchen� die durch Iden�

ti�kation eines vorstrukturierten� parametrischen Fuzzy	Modells entstanden sind �Pedrycz

����� Pedrycz ����� Takagi und Sugeno ����� Sugeno und Yasukawa ����� Kroll ����a�

K�upper ������ Bez�uglich des letzten Ansatzes kann A	priori	Wissen vorteilhaft bei der

Vorstrukturierung ausgenutzt werden� Ist kein oder kein geeignetes Expertenwissen verf�ugbar

oder bestehen hohe Anspr�uche an die Modellg�ute� so ist i� allg� eine Modellidenti�kation

vorzunehmen�

Zwar lassen sich der Minimum� und der Maximumoperator analytisch beschreiben �Bertram

���
� Behmenburg und Bertram ������ die mathematisch einfacher handhabbaren Produkt�

und Summationsoperatoren f�uhren aber erfahrungsgem�a� zu besseren Ergebnissen und

sollen deshalb im folgenden behandelt werden� Besonders anzumerken ist� da� der Pro�

duktoperator zu glatteren Interpolationen als der Minimumoperator f�uhrt �Brown und

Harris ����� und auch bei der Fuzzy	Regelung h�au�g vorteilhaft ist �Mizumoto ������ F�ur

die analytische Beschreibbarkeit ist weiterhin die Form der Partitionierung� d� h� die Fest�

legung der Wirkungsbereiche einzelner Regeln� von Bedeutung� Bei c Regeln� die jeweils

in einer von insgesamt c Partitionen gelten� spricht man von einer
�
c�Partitionierung�

�Bezdek ������

Eine weitere wichtige Eigenschaft besteht in der geschlossenen� einheitlichen analytischen

Beschreibbarkeit einer jeden Partition� Diese liegt bei den h�au�g bereichsweise de�nierten
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�beispielsweise triangularen oder trapezoiden� Zugeh�origkeitsfunktionen nicht vor� Letz�

tere werden als Zugeh�origkeitsfunktionen mit lokal beschr�anktem Tr�ager bezeichnet� Viele

dieser Funktionen sind nicht stetig di
erenzierbar� Zugeh�origkeitsfunktionen� die einheit�

lich geschlossen im gesamten De�nitionsbereich de�niert sind� hei�en Zugeh�origkeitsfunk�

tionen mit unbeschr�anktem Tr�ager� Hierzu z�ahlen beispielsweise die Gau�funktion oder

aus Fuzzy	Clusterung abgeleitete Zugeh�origkeitsfunktionen �Kroll ����a�� Diese erweisen

sich als vorteilhaft� wenn z� B� Gradientenverfahren angewendet werden sollen�

Die Verkn�upfung von eindimensionalen Gau�funktionen �uber das �algebraische� Produkt

als Partialpr�amissenverkn�upfungsoperator f�uhrt zu geschlossen� einheitlich analytisch be�

schreibbaren Fuzzy	Systemen� Statt einer solchen Verkn�upfung mehrerer eindimensio�

naler Gau�funktionen kann auch direkt eine mehrdimensionale Gau�funktion verwendet

werden� Bei der i� allg� verwendeten euklidischen Abstandsnorm ergeben sich dann mehrdi�

mensionale� radialsymmetrische Zugeh�origkeitsfunktionen� Durch die Verwendung anderer

Normen k�onnen auch nichtradialsymmetrische Zugeh�origkeitsfunktionen realisiert werden�

Charakteristisch bleibt allerdings� da� einzig der Abstand zu einem Prototypen �Referenz	

Punkt der betrachteten Partition� ausgewertet wird� Eine deutlich unterschiedliche Klasse

von Funktionen erh�alt man� wenn jede Funktion nicht nur ihren Referenz	Punkt� sondern

alle auftretenden Prototypen bewertet� Der Grundgedanke besteht dabei darin� nicht nur

den absoluten Abstand vom Referenz	Punkt� sondern die relativen Abst�ande zu allen

Prototypen auszuwerten�

Zu solchen Zugeh�origkeitsfunktionen z�ahlen beispielsweise solche� die sich aus Fuzzy	

Clusterverfahren ableiten lassen� Sie besitzen gerade bei der Fuzzy	Modellbildung mehrere

Vorteile Mit Hilfe von Fuzzy	Clusterverfahren k�onnen die Fuzzy	Referenzmengen direkt

identi�ziert �und anschlie�end nachoptimiert� werden �Kroll ����a� Lohmann ����� Totz

������ Die meisten Clusterverfahren f�uhren dar�uber hinaus zu Zugeh�origkeitsfunktionen�

die ein Fuzzy	Informationssystem �Meyer�Gramann und J�ungst ����� bilden� Die An�

zahl der Fuzzy	Referenzmengen pro Dimension ist nicht wie bei den eindimensionalen

Ans�atzen explizit vorzugeben� was unvorteilhaft f�ur eine automatisierte Modellidenti�ka�

tion ist� Vielmehr werden die mehrdimensionalen Fuzzy	Referenzmengen durch die Clu�

sterverfahren dimensions�ubergreifend optimal plaziert� weshalb nur die Gesamtanzahl an

Referenzmengen vorzugeben ist� Nicht zuletzt besitzt eine Partitionierung mit derartigen

Zugeh�origkeitsfunktionen angenehme Inter	 und Extrapolationseigenschaften� beispiels�

weise wenn in einigen Bereichen des Eingangsdatenraumes keine oder keine ausreichende

Anzahl an Testdaten liegen� Bei Partitionierungen �uber Fuzzy	Referenzmengen mit be�

grenztem Tr�ager f�uhrt dies h�au�g zu Schwierigkeiten�

Diese Vorteile und bereits erfolgreiche Anwendungen bei der Fuzzy	Identi�kation �Sin

und de Figuero ����� Kroll ����a� motivieren zu einer detaillierteren Betrachtung von

Fuzzy	Systemen mit solchen Funktionstypen� Im 
� Abschnitt werden einige mathemati�

sche Eigenschaften von c	Partitionierungen und von mehrdimensionalen Zugeh�origkeits�

funktionen untersucht� Der �� Abschnitt behandelt die analytische Darstellung funk�

tionaler und relationaler Fuzzy	Systeme� Im �� Abschnitt werden Vergleiche zwischen
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Fuzzy	Systemen und Basisfunktionsnetzwerken� zu denen auch bestimmte Klassen k�unst�

licher Neuronaler Netze geh�oren� gezogen� Im �� Abschnitt werden zur Identi�kation von

einfachen Hammerstein	Modellen mit Fuzzy	Nichtlinearit�at sowie dynamischen Fuzzy	

Modellen geeignete mathematische Beschreibungsformen und ein zweistu�ges� in beiden

Stufen nichtlineares Identi�kationsverfahren vorgestellt� Durch eine Transformation der

Me�daten unter Ber�ucksichtigung der Zugeh�origkeiten kann eine Beschreibungsform er�

reicht werden� die die Anwendung einer Vielzahl von aus der konventionellen Identi�kation

bekannten Verfahren gestattet� Zusammenfassung und Ausblick schlie�en den Bericht ab�
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� Eigenschaften mehrdimensionaler Fuzzy�Mengen

Nach der c	Partitionierung werden in diesem Abschnitt Stetigkeit und Di
erenzierbarkeit

von zwei mehrdimensionalen Typen von Zugeh�origkeitsfunktionen mit unbeschr�anktem

Tr�ager betrachtet�

��� c�Partitionierung

Zu unterscheiden ist zwischen harter

U c � fU c � �	ik� � VcN j 	ik � f� � �g � i � I� k � INg �
���

und weicher

Uf � fUf � �	ik� � VcN j 	ik � �� � �� � i � I� k � INg �
�
�

c	Partitionierung� d� h� der Strukturierung in c Einheiten� Dabei stellt

I � f�� � � � � cg �
���

die Menge aller c Clusternummern und

IN  � f�� � � � � Ng �
���

die Menge aller Datensatznummern dar� Es gilt die Abk�urzung

	ik � 	i�xk� � �
���

W�ahrend bei der harten Partitionierung ein Datensatz xk i� allg� genau einer Partitionie�

rung zugeordnet wird und damit

cX
i��

	ik � � �
���

gilt� mu� die durch Gl� �
��� gegebene Bedingung bei der weichen Partitionierung nicht

zwangsl�au�g erf�ullt sein� Die meisten durch Fuzzy	Clusterung bestimmten Partitionie�

rungen erf�ullen Gl� �
��� und bilden eine Fuzzy	Partitionierung

U fb � fU fb � �	ik� � VcN j 	ik � �� � ���
cX

i��

	ik �� � i � I� k � INg � �
���

die dann als Fuzzy	Informationssystem �Meyer�Gramann und J�ungst ����� bezeichnet

wird� Seit kurzer Zeit gibt es aber auch Ausnahmen �Krishnapuram und Keller ������

Auch bei der Beschreibung der Partitionen jeweils �uber eine mehrdimensionale Gau�	

Funktion wird Gl� �
��� nicht erf�ullt�
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��� Zugeh�origkeitsfunktionen vom Fuzzy�Clustertyp

Betrachtet werden Zugeh�origkeitsfunktionen� die alle Partitionsschwerpunkte der c	Partition

bewerten� Sie sind bereits vom Fuzzy	c	Means	 �FCM� und Gustafson	und	Kessel	Algo�

rithmus her bekannt und lassen sich wie folgt beschreiben �Bezdek ����� 

�	clik �

�������������
������������

�
cX

j��

�
jjxk � vijj

jjxk � vjjj

� �
���

���
�	

f�ur Ik � �

�keine Singularit�aten�

� � i � �Ik

aik � i � Ik

���
�	

f�ur Ik �� �

�Singularit�aten liegen vor�

� �
���

Dabei sei Ik � fi � Ij dik � kxk � vikD � �g die Menge aller Cluster� bzgl� derer xk den

Abstand � vom Clusterschwerpunkt hat� �Ik � InIk ist die Menge aller Cluster� bzgl� derer

xk keine Singularit�at darstellt� Au�erdem gilt

X
i�Ik

aik �
X
i�Ik

	ik � � � i � Ik �� � � �
���

was beispielsweise durch eine Wahl aik � ��A�Ik� � i erreicht werden kann�

Die Bedingung nach Gl� �
��� bedeutet� da� in jedem Punkt maximal ein Clusterschwer�

punkt liegen darf� Da dies keine Einschr�ankung f�ur eine Fuzzy	Partitionierung eines

Fuzzy	Modells bedeutet� wird im folgenden stets

aik � � �
����

gesetzt 

	clik �

�������������
������������

�
cX

j��

�
jjxk � vijj

jjxk � vjjj

� �
���

���
�	

f�ur Ik � �

�keine Singularit�aten�

� � i � �Ik

� � i � Ik

���
�	

f�ur Ik �� �

�Singularit�aten liegen vor�

� �
����

Das hei�t� Ik ist immer eine leere oder einelementige Menge�

Die mathematischen Eigenschaften von 	cl sind nicht o
ensichtlich� Deshalb sollen Be�

trachtungen zu Stetigkeit und Di
erenzierbarkeit vorgenommen werden� Es gilt

Satz ���  Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl� �
���� sind stetig in x� �
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Beweis� Potentielle Unstetigkeitsstellen sind nur die Clusterzentren vj � j � I� Zuerst wird

eine Ann�aherung an den eigenen Prototypen betrachtet 

lim
jj�jj��

	cli �x � vi ! �� � lim
jj�jj��

�

� !
cX

j��
j ��i

�
jj�jj

jjvi � vj ! �jj

� �
���

� � � i � I �
��
�

Bei Ann�aherung an den Prototypen einer anderen Partition gilt 

lim
jj�jj��

	cli �x � vf ! �� � lim
jj�jj��

jjx�vf jj
�

���

jjx�vijj
�

���
cP

j��

�
jjx� vf jj

jjx� vjjj

� �
���

� f � In fig

� lim
jj�jj��

jjx� vf jj
�

���

jjx� vijj
�

���



�� !

cP
j��
j ��f

�
jjx� vf jj

jjx� vjjj

� �
���

�
A

� �

�
����

Damit folgt der vorstehende Satz� �

Lemma� Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl� �
���� mit einer p	Norm als Abstandsnorm

sind f�ur � � � � � nach x stetig di
erenzierbar� �

Beweis� Es erfolgt eine Betrachtung des Argumentes der p�Norm in Gl� �
��� in ihren m

einzelnen Koordinaten als

	i�x� �



�������

cX
j��



BBBBB�
jxg � vg�ijp !

mP
f��
f ��g

jxf � vf�ijp

jxg � vg�jjp !
mP
f��
f ��g

jxf � vf�jjp

�
CCCCCA

�
p�����

�
�������

��

� i � I �
����

mit

x � �x�� � � � � xg� � � � � xm�T � �
����

vj � �v��j� � � � � vg�j� � � � � vm�j�
T � �
����

� 
 � und

p � � �

Im folgenden wird die stetige Di
erenzierbarkeit jeder einzelnen Koordinate von x be�

trachtet� Aus deren Nachweis folgt die stetige Di
erenzierbarkeit von x� Die einzigen

Problemstellen sind die c Prototypen� die im folgendem betrachtet werden sollen�

Sei xg 
 vg�i und xg 
 vg�j � i � I� j � In fig� dann gilt
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�	i�x�

�xg
�

�
p�����

�



������� !

cP
j��
j ��i



BBBB�
jxg�vg�ijp�

mP
f��
f ��g

jxf�vf�i jp

jxg�vg�j jp�
mP
f��
f ��g

jxf�vf�j jp

�
CCCCA

�
p�����

�
������

� �
���a�

�
cX

j��
j ��i



�������



BBBBB�
jxg � vg�ijp !

mP
f��
f ��g

jxf � vf�ijp

jxg � vg�jjp !
mP
f��
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��������

�
��������

� �
���d�

F�ur den Fall xg � vg�i ist der erste Faktor pjxg � vg�ijp�� in Teilgln� �
���c� und �
���d�

durch �pjxg � vg�ij
p�� zu ersetzen� Dies ist f�ur die Grenzwertbetrachtung im folgenden

wichtig� da die beidseitigen Grenzwerte der Ableitungen zu vergleichen sind� F�ur den Fall�

da� xg 
 vg�j�j � In fig nicht gilt� ist folgendes zu �andern Bei allen Summanden in

Teilgln� �
���b� bis �
���d�� bei denen xg � vg�j gilt� ist der Faktor pjxg � vg�jjp�� durch

�pjxg � vg�jjp�� zu ersetzen�

Fall � Betrachtet werde nun der Fall xg 	 vg�i� dabei gelte 

mX
f��
f ��g

jxf � vf�ij
p � � � �
����

d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg	Richtung an vi� In alle anderen Richtungen

hat x den Abstand � von vi� F�ur xg 	 vg�i geht der Nenner in Gl� �
���a� gegen ��� die

Nenner in Gln� �
���b� bis �
���d� sind positiv� In den Z�ahlern von Gl� �
���b� bis �
���d�

sind die Terme

�jxg � vg�ij
p�

��p����
��� jxg � vg�ij

p�� � jxg � vg�ij
���
��� �
����
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und

�jxg � vg�ij
p�

��p����
��� jxg � vg�ij

p � jxg � vg�ij
�

��� �
�
��

ausschlaggebend� es gilt

xg 	 vg�i 

�	i�x�

�xg
	

���������
��������

� f�ur � � � � �
� 
 a 
 ��
� � a ��

xg 
 vg�i
xg � vg�i

�
f�ur � � �

��
�

xg 
 vg�i
xg � vg�i

�
f�ur � 
 �

�
�
��

mit einer Konstanten a�

Fall 
 Betrachtet wird nun der Fall xg 	 vg�h �� vg�i und dazu die rechte Seite von

Gl� �
���a� mit �jxg � vg�hj�jxg � vg�hj�
������� erweitert� Es gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�hj
p � � � �
�

�

d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vh� F�ur xg 	 vg�h geht dann der

Nenner aus Gl� �
���a� gegen �jxgvg�ij������� �� �� Im Z�ahler von Gln� �
���b� bis �
���d�

ist der Summand f�ur j � h f�ur den Grenzwert entscheidend� Dieser wird durch die Terme

�Vorfaktoren ungleich Null werden zur Verbesserung der �Ubersichtlichkeit weggelassen�

�
�

jxg � vg�hjp

� ��p����
��� jxg � vg�hjp

jxg � vg�hj�p
jxg � vg�hj

�
��� � jxg � vg�hj

�
��� �
�
��

und

�
�

jxg � vg�hjp

� ��p����
��� jxg � vg�hjp��

jxg � vg�hj�p
jxg � vg�hj

�
��� � jxg � vg�hj

���
��� �
�
��

bestimmt� so da�

xg 	 vg�h 

�	i�x�

�xg
	

���������
��������

� f�ur � � � � �
� � a ��

� 
 a 
 ��
xg 
 vg�h
xg � vg�h

�
f�ur � � �

�
��

xg 
 vg�h
xg � vg�h

�
f�ur � 
 �

�
�
��

mit einer Konstanten a gilt�

Aus der Gleichheit von rechts� und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz�

�
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Lemma� Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl� �
���� mit einer p	Norm als Abstandsnorm

sind f�ur � � � � � nach vi stetig di
erenzierbar� �

Beweis� Ausgehend von Gl� �
����� �
���� und �
���� gilt f�ur xg 
 vg�i

�	i�x�

�vg�i
�
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�
p�����

�
�������

��

�

F�ur xg � vg�i ist der Faktor �pjxg � vg�ijp�� im Z�ahler durch pjxg � vg�ijp�� zu ersetzen�

Fall � Betrachtet wurde nun der Fall xg 	 vg�i� dabei gelte 

mX
f��
f ��g

jxf � vf�ij
p � � � �
�
��

d� h� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vi� F�ur xg 	 vg�i bleibt der

Nenner in Gl� �
�
�� eine endliche negative Zahl� Im Z�ahler ist der Term

jxg � vg�ij
��p��p
��� jxg � vg�ij

p�� � jxg � vg�ij
���
���

ausschlaggebend� Es gilt 

xg 	 vg�i 

�	i�x�

�vg�i
	

���������
��������

� f�ur � � � � �
� � a ��

� 
 a 
 ��
xg 
 vg�i
xg � vg�i

�
f�ur � � �

�
��

xg 
 vg�i
xg � vg�i

�
f�ur � 
 �

� �
�
��

Fall 
 Betrachtet wird nun der Fall xg 	 vg�h �� vg�i und dazu die rechte Seite von

Gl� �
�
�� mit �jxg � vg�hj jxg � vg�hj�
������� erweitert� Es gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�hj
p � � � �
�
��
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d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vh� F�ur xg 	 vg�h geht dann

der Nenner in Gl� �
�
�� gegen eine negative endliche Zahl� Im Z�ahler ist der Term

�
�

jxg � vg�hj

� ��p�p �
��� �

jxg � vg�hjp
jxg � vg�hj

�
��� � jxg � vg�hj

�
��� �
����

des Summanden f�ur j � h ausschlaggebend� Es folgt

xg 	 vg�h 

�	i�x�

�vg�i
	 � � �
����

Aus der Gleichheit von rechts� und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz�

�

Lemma� Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl� �
���� mit einer p	Norm als Abstandsnorm

sind f�ur � � � � � nach vi �� vj stetig di
erenzierbar� �

Beweis� Ausgehend von den Gln� �
����� �
���� und �
���� gilt f�ur xg 
 vg�h �� vg�i

�	i�x�

�vg�h
�

��
p�����



�jxg�vg�i jp� mP

f��
f ��g

jxf�vf�ij
p

�
A

�
p�����



�jxg�vg�h jp� mP

f��
f ��g

jxf�vf�h jp

�
A

��p����
���

pjxg � vg�hjp������
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cP
j��
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mP
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jxg�vg�j jp�
mP

f��
f ��g

jxf�vf�j jp
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�
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������

� � �
��
�

F�ur xg � vg�h ist der letzte Faktor ���� im Z�ahler durch �!�� zu ersetzen�

Fall � Betrachtet wird der Fall xg 	 vg�h �� vg�i� Dazu wird die rechte Seite von Gl� �
��
�

mit �jxg � vg�hj�jxg � vg�hj�
������� erweitert� Es gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�hj
p � � � �
����

d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vh� F�ur xg 	 vg�h geht der

Nenner in Gl� �
��
� dann gegen eine negative endliche Zahl� Im Z�ahler ist der Term

�
�

jxg � vg�hj

� ��p�p�
���

jxg � vg�hj
p�� jxg � vg�hj

�
��� � jxg � vg�hj

���
��� �
����
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ausschlaggebend� Es folgt

xg 	 vg�h 

�	i�x�

�vg�h
	

���������
��������

� f�ur � � � � �
� 
 a 
 ��
� � a ��

xg 
 vg�h
xg � vg�h

�
f�ur � � �

��
�

xg 
 vg�h
xg � vg�h

�
f�ur � 
 �
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����

Fall 
 Betrachtet wird nun der Fall xg 	 vg�i �� vg�h� Es gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�ij
p � � � �
����

d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vi� Damit kann direkt

xg 	 vg�i 

�	i�x�

�vg�i
	 � �
����

aus Gl� �
��
� abgelesen werden�

Aus der Gleichheit von rechts� und linksseitigen Grenzwerten folgt der vorstehende Satz�

�

Lemma� Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl� �
���� mit einer p	Norm als Abstandsnorm

sind f�ur � 
 � nach � stetig di
erenzierbar� �

Beweis� Ausgehend von den Gln� �
����� �
���� und �
���� gilt

�	i�x�

��
�

cP
j��
j ��i

�drel�j�
�

p����� ���p
������

ln�drel�j�

�
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p�����

�
�
� �
����

mit

drel�j �
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mP
f��
f ��g

jxf � vf�ijp

jxg � vg�jjp !
mP
f��
f ��g

jxf � vf�jjp
� j � I � �
����

Fall � Betrachtet wird der Fall xg 	 vg�i � dabei gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�ij
p � � � �
����
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d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vg� Der Fall xg 	 vg�i ist

gleichbedeutend mit drel�j 	 � �j � In fig�

Im Z�ahler von Gl� �
���� liegt der Fall ���� vor� Nach de l" Hospital gilt

lim
drel���

ln�drel�j�

�drel�j�
���p
���

� lim
drel�j���

�
drel�j

���p
���

�drel�j�
���p����

���

�
����

�
� � �

�
�p
lim

drel�j���
�drel�j�

��p
��� � � �

Es folgt

xg 	 vg�i 

�	i�x�

��
	 � � �
��
�

Fall 
 Betrachtet wird nun der Fall xg 	 vg�h �� vg�i� dabei gelte

mX
f��
f ��g

jxf � vf�hj
p � � � �
����

d� h�� es erfolgt eine Ann�aherung von x in xg�Richtung an vh �� vi� Gl� �
���� lautet

ausf�uhrlich
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�
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�p
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Die rechte Seite von Gl� �
���� wird mit �jxg � vg�hj�jxg � vg�hj�
������� erweitert� F�ur

xg 	 vg�h bleibt der Nenner �� �� Ausschlaggebend ist der Summand

�
�

jxg � vg�hj

� �
���

jxg � vg�hj
�

��� � jxg � vg�hj
�

��� �
����
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f�ur j � h im Z�ahler� der f�ur xg 	 vg�h gegen Null geht� sowie der Logarithmus� der gegen

Unendlich geht� Nach de l" Hospital gilt �Fall xg 
 vg�h� 

lim
xg�vg�h

ln



BBBB�
jxg�vg�i jp�

mP
f��
f ��g

jxf�vf�ij
p

jxg�vg�j jp�
mP
f��
f ��g

jxf�vf�j jp

�
CCCCA

jxg � vg�hj
��
���

� lim
xg�vg�h

jxg�vg�h j
p

jxg�vg�i jp�qi

pjxg�vg�ijp��jxg�vg�h j
p��jxg�vg�i jp�qi�p jxg�vg�hj

p��

jxg�vg�hj�p

��
���

jxg � vg�hj
����
���

�
����

mit qi �
mP
f��
f ��g

jxf � vf�ijp � Wird Gl� �
���� in einen Minuend und einen Subtrahend zerlegt�

so sind die Terme

jxg � vg�hj
p �

jxg � vg�hj
����
���

jxg � vg�hj
�p � jxg � vg�hj

���
���

bzw�

jxg � vg�hj
p �

jxg � vg�hj
����
���

jxg � vg�hj
�p�� � jxg � vg�hj

�
���

ausschlaggebend� Beide gehen f�ur xg 	 vg�h gegen Null� F�ur den Fall xg � vg�h folgt das

gleiche Ergebnis �es �andern sich nur einige Vorzeichen in Gl� �
������ Es folgt

xg 	 vg�h 

�	i�x�

��
	 � �
����

und damit der vorstehende Satz� �

Satz� Zugeh�origkeitsfunktionen nach Gl �
���� mit einer p	Norm als Abstandsnorm sind

f�ur � � � � � nach der Variablen x und allen Parametern �vi�vj� �� stetig di
erenzierbar�

�

Beweis� Folgt direkt aus den vorstehenden Lemmata� �

��� Interpretation der Abh�angigkeit vom Unsch�arfeparameter

Im folgenden werden die charakteristischen Bereiche bez�uglich des Unsch�arfeparameters

� interpretiert� Dann wird Gleichung �
���� mit

djk � kxk � vjk� dik � kxk � vi k� �
����

dem durch dj relativierten Abstand di

dijk � dik�djk �
����
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von xk zu vi� und

� �



� � �
�
����

umgeschrieben in

	clik �

�������������
������������

�
cX

j��

�dijk�
�

���
�	

f�ur Ik � �

�keine Singularit�aten�

� � i � �Ik

� � i � Ik

���
�	

f�ur Ik �� �

�Singularit�aten liegen vor� �

�
����

Dabei bewirkt � eine Progression �f�ur � 
 � bzw� � � �� oder Degression �f�ur � � � bzw�

� 
 �� der Abstandsbestrafung bei der Berechnung der Zugeh�origkeit gem�a� Gl� �
�
��

�Bild 
����

Bild ��� Progressive �� � ��� konstante �� � �� oder degressive �� 
 �� Gewichtung

durch � bzw� �

Durch � wird aber auch grundlegend die Zuordnungsvorschrift zwischen Daten und Par�

titionen beein#u�t� Betrachtet werde die i	te Partition � 	 � �� 	 �� f�uhrt zu einer

harten Zuordnung der Daten und damit scharfen Zugeh�origkeitsfunktion� da� falls ein

j �� i mit dijk 
 � existiert� daraus 	ik � � resultiert� Eine Wahl � 
 � 
 � �� � � � ��

bedeutet� da� kleine Abst�ande �dijk � �� d� h�� ein Datum ist n�aher am i	ten als am j	ten

Prototypen� unterproportional und gro�e Abst�ande �dijk 
 �� �uberproportional bestraft

werden� Dies f�uhrt zu einer Partitionierung unter dem Aspekt� Anh�aufungen von Daten

durch ein Cluster so zu beschreiben� da� nahe beim Prototypen liegende Daten wenig be�

straft werden und somit eine gro�e Zugeh�origkeit erhalten� Weit entfernte werden jedoch

deutlich ausgegrenzt ��ublicher Ansatz bei Fuzzy	Clusterverfahren��
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Bei � � � �� 
 �� werden kleine Abst�ande �dijk � �� �uberproportional bestraft� Das

f�uhrt dazu� da� Daten selbst nahe dem Schwerpunkt der Partition nur noch relativ gering

zugeordnet werden� Die resultierenden Zugeh�origkeitsfunktionen fallen sehr schnell um

den Partitionsschwerpunkt ab und streben schnell zum asymptotischen Endwert 	 � ��c�

Diese Tendenz f�uhrt f�ur �	 � zu
�
Punktclustern�� da dann nur noch f�ur singul�are Werte

xk � vi eine Zuordnung mit 	i�xk� � � zum i	ten Cluster erfolgt und sonst f�ur alle

nicht singularen xk 	�xk� � ��c gilt� Eine solche Partitionierung ist o
ensichtlich nicht

erstrebenswert� F�ur eine Fuzzy	Partitionierung� bei der Bereiche mit Datenh�aufungen

zusammengefa�t werden sollen� ist deshalb � � � � � zu w�ahlen� Die Wahl von � wird

genauer von Kroll �����b� diskutiert�

��� Zugeh�origkeitsfunktionen vom e�Typ

Die Eigenschaften von Zugeh�origkeitsfunktionen vom e	Typ

	gai �x� � 	i�o exp��jjx� vijj
�����

i � �
��
�

h�angen von der Wahl der Abstandsnorm jj � jj ab� F�ur die euklidische Norm jj � jj� ist 	gai
o
ensichtlich sowohl stetig als auch di
erenzierbar� Sei

$xi  � x� vi �
����

und

jj$xijj � $xT

i
D$xi �
����

eine innere Produktnorm mit der Formmatrix �Bronstein und Semendjajew �����

D �



���
dD� �

� � �

� dDm

�
��� � �
����

Dann kann die mehrdimensionale Zugeh�origkeitsfunktion durch Gl� �
��
� multiplikativ

aus ihren m eindimensionalen Anteilen zusammengesetzt werden 

	gai �x� � 	i�� exp



�� mX

j��

dDj jxj � vjj
�����

i

�
A �
����

� 	i��
mY
j��

exp��dDj jxj � vjj
�����

i � �

Dies ist das gleiche Ergebnis wie bei Vorgabe eindimensionaler gau�f�ormiger Fuzzy	

Referenzmengen und dem Produktoperator als Partialpr�amissenverkn�upfungsoperator�

Falls eine Skalierung der Me�daten vor der Verarbeitung erw�unscht ist� so kann sie auch

durch entsprechende Wahl der dDj �� � j � m� ersetzt werden�
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Shimojima u� a� ������ stellen eine Modi�kation eindimensionaler Gau�funktionen zur

Erzielung eines linearen Kernbereiches �wie bei trapezoiden Zugeh�origkeitsfunktionen�

vor �i	te Regel� 

	j�xj� �

�
exp����ij�jxj � vijj � cij�� � jxj � vijj 
 cij
� � jxj � vijj � cij

�
����

mit

xT � �x�� � � � � xj� � � � � xm� und �
����

vTi � �vi��� � � � � vi�j� � � � � vi�m� � �
����

Eine Erweiterung auf mehrdimensionale Zugeh�origkeitsfunktionen und allgemeine p	Nor�

men folgt als

	i�x� � exp



�� p

vuut mX
j��

fij�x�

�
A �
����

mit

fij�x� �

�
��ij�jxj � vijjp � �cij� � jxj � vijjp 
 �cij
� � jxj � vijjp � �cij

� �
����

Der lineare Kernbereich der i	ten Regel erstreckt sich von ��cij bis !�cij in Richtung der

j	ten Eingangsgr�o�e�

��	 Abstandsnormen

F�ur eine Wahl dDj � � � j � f�� � � � �mg stellt Gl� �
���� gerade die euklidische Norm

und Gl� �
���� eine mehrdimensionale gau�sche Glockenkurve dar� die konzentrische zir�

kulare �	Schnitte besitzt� Die �	Schnitte durch Gl� �
���� bei Wahl unterschiedlicher

dDj in Gl� �
���� sind dagegen exzentrisch in Richtung der Koordinaten� Bezdek ������

normiert beispielsweise alle Koordinaten auf ihre jeweilige Streuung 

d��Dj � ��
j �

�

N

NX
k��

�xj�k�� xj�
� � j � f�� � � � �mg � �
��
�

F�ur eine beliebige Orientierung exzentrischer �	Schnitte m�ussen auch Nebendiagonal�

elemente von D besetzt werden ��ahnlich wie beim Gustafson	und	Kessel	Algorithmus

�Bezdek ������� Ein Beispiel hierzu ist die Mahalonobisnorm� Ihre Formmatrix ist die

Inverse der Kovarianzmatrix� die f�ur die Me�daten x wie folgt de�niert ist �Hartung und

Elpelt ���
� 

D � �cov�x�����



�������

��
� ��� � � � ��m

��� ��
�

���
���

� � �

�m� � � � � � � ��
m

�
�������

��

�



�������

��
� ��� � � � ��m

��� ��
�

���
���

� � �

��m � � � � � � ��
m

�
�������

��

� �
����
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da die Kovarianzmatrix symmetrisch ist �Hartung und Elpelt ���
�� Dabei berechnen sich

die Varianzen ��
j gem�a� Gl� �
��
� und die Kovarianzen �jl als �Lipschutz �����

�jl �
�

N

NX
k��

�xj�k�� xj��xl�k�� xl� � �
����

Die Kovarianzmatrix und damit auch die Formmatrix der Mahanolobisnorm ist positiv

de�nit �Flury und Riedwyl ������

Oft wird als Abstandsnorm auch eine allgemeine p	Norm �Kroll ����a� verwendet� Eine
�Aquinormalkurve schneidet unabh�angig von der Wahl von p die Koordinatenachsen immer

im gleichen Punkt� �Uber die Wahl von p l�a�t sich der Verlauf zwischen diesen Schnitt�

punkten einstellen Beispielsweise f�uhrt p	� zu hexaedrischen� p � 
 zu zirkularen und

p � � zu oktaedrischen �Aquinormalkurven� Dagegen beein#u�t eine innere Produktnorm

die Gewichtung der Anteile der einzelnen Koordinaten� Die Freiheitsgrade beider Normen

k�onnen zu einer inneren Produkt�p�Norm zusammengef�ugt werden 

jj$xijjD�p �
p
q

�$xi
p���

T
D �$xi

p��� � �
����

Dabei ist D eine positiv de�nite Matrix� Bei Wahl von D als Diagonalmatrix nach

Gl� �
���� folgt

jj$xijjD�p � p

vuut mX
i��

dDij$xijp � �
����

��
 Diskussion der Zugeh�origkeitsfunktionen

Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ sind nicht konvex� F�ur Werte von � nahe bei Eins

und eine Betrachtung eines Bereiches� dessen Abmessungen in der Gr�o�enordnung der

konvexen H�ulle um alle Prototypen vj liegt� sind die Abweichungen von einer konvexen

Form relativ gering �Kroll ����b�� Der nicht konvexe Graph der Zugeh�origkeitsfunktio�

nen h�angt urs�achlich mit der Ber�ucksichtigung aller Prototypen in jeder einzelnen Zu�

geh�origkeitsfunktion zusammen� Dadurch k�onnen die 	cli nicht unabh�angig voneinander

eingestellt werden� Ein isoliert lokales Lernen des Modells ist somit nicht m�oglich� Durch

die Interpendenzen zwischen den einzelnen 	cli k�onnen auch Zugeh�origkeitsfunktionen mit

nicht ellipsoiden �	Schnitten auftreten�

Zugeh�origkeitsfunktionen vom e	Typ sind dagegen konvex und voneinander unabh�angig

und damit isoliert lokal lernbar� was je nach Anwendung vorteilhaft sein kann �Murray�

Smith ������ W�ahrend Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ im allgemeinen ein Fuzzy	

Informationssystem �Meyer�Gramann und J�ungst ����� bilden� ist dies bei den 	ga	Typen

nicht der Fall�

Die explizit mehrdimensionalen Zugeh�origkeitsfunktionen bieten den wichtigen Vorteil�

da� die Au#�osung in den einzelnen Koordinatenrichtungen nicht vorgegeben werden mu��

Zum Beispiel durch Clusterverfahren k�onnen sie einfach und schnell so plaziert werden�
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da� sie optimal �im Sinne des Clusterkriteriums� im Datenraum angeordnet sind� Dies er�

leichtert eine automatisierte Modellbildung erheblich� Bei Zugeh�origkeitsfunktionen mit

nicht beschr�anktem Tr�agerbereich �z� B� triangulare oder trapezoide� kann bei ung�unstiger

�meist zu feiner� Partitionierung und unvollst�andigen Testdaten �ungen�ugender Systeman�

regung bei der Aufzeichnung� der Fall eintreten� da� einige Regeln nicht aktiviert werden�

Bei der Modellauswertung k�onnen diese Regeln durchaus angesprochen werden und lie�

fern dann einen ihrer Initialisierung entsprechenden� und somit nicht immer sinnvollen�

Beitrag� Zugeh�origkeitsfunktionen mit r�aumlich nicht beschr�anktem Tr�agerbereich wie 	cl

und 	ga dagegen f�uhren zu einer im allgemeinen w�unschenswerten Interpolation auch in

nicht identi�zierten Bereichen� Allerdings haben bei ihnen alle Me�daten Ein#u� bei der

Identi�zierung jeder einzelnen Regel� Ist ein lokales Lernen mit beschr�anktem Ein#u�be�

reich der Me�daten �also beschr�anktem Tr�agerbereich� der Zugeh�origkeitsfunktion erfor�

derlich� so sind st�uckweise de�nierte Zugeh�origkeitsfunktionen wie trapezoide� triangulare

oder solche mit S	Flanken zu verwenden� Ist zus�atzlich eine �k���	fache stetige Di
eren�

zierbarkeit gefordert� so k�onnen z� B� B	Splines als Zugeh�origkeitsfunktionen verwendet

werden� Diese sind zudem konvex und lassen sich zu einem Fuzzy	Informationssystem

kombinieren �nach Tschiesche ���
��
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� Analytische Beschreibung von Fuzzy�Systemen

In diesem Abschnitt wird eine analytische Beschreibung von Fuzzy	Systemen mit mehr�

dimensionalen Fuzzy	Referenzmengen hergeleitet� Besondere Beachtung �nden dabei die

in Abschnitt 
 vorgestellten Zugeh�origkeitsfunktionen�

��� Funktionale Fuzzy�Systeme

Funktionale Fuzzy	Regeln mit mehrdimensionalen Fuzzy	Referenzmengen lassen sich als

Wenn �x�k� Ist vi� Dann yi�x�k�� � fi�x�k�� �����

schreiben mit

xj�k�  scharfe Eingangsgr�o�e� j � �� � � � �m� xj � D xj �

x�k�  Vektor der scharfen Eingangsgr�o�en mit x � �x�� � � � � xm�T �

D x� � � � � � D xm �

vi  Partitions	 oder Clusterschwerpunkt der i	ten Partition bzw� des

i	ten Clusters�

yi�x�k��  scharfe Ausgangsgr�o�e der i	ten Regel und

fi�x�k��  Konklusionsfunktion der m scharfen Eingangsgr�o�en�

Ein Fuzzy	System umfa�t c Regeln� die �uber

y�x�k�� �

cP
i��

yi�x�k��
i�k�

cP
i��


i�k�
���
�

zusammengefa�t werden� 
i ist der Erf�ulltheitsgrad der i	ten Regel� der zu


i�k� � 	i�x�k�� �����

gew�ahlt wird� Eine Wahl


i�k� � f�	i�x�k��� �� 	i�x�k��� �����

bei der Identi�kation derartiger Fuzzy	Modelle� um z� B� eine Konzentration oder Kon�

trastverst�arkung �Zadeh ����� zu erreichen� bringt keine wesentlichen Vorteile �Lohmann

������
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Dynamische Fuzzy�Systeme

Jede der c Konklusionen wird aus einem ARX	Modell f�ur das Kleinsignalverhalten um den

jeweiligen Entwicklungspunkt angesetzt� Die externen Eingangsgr�o�en u�k� sind direkte

Me�gr�o�en oder eine analytische Funktion direkter Me�gr�o�en� Die Konklusionsfunktion

soll den Gro�signalwert yi�k� der Ausgangangsgr�o�e liefern� Damit l�a�t sich der ARX	

Ansatz f�ur jede Regel als

yi�k�� y��i � �
nX

j��

aji�y�k � j�� y��i� !
mX
f��

bfi�u�k � f�� u��i� �����

yi�k� � y��i�� !
nX

j��

aji�� u��i
mX
j��

bfi �
nX

j��

ajiy�k � j� !
mX
j��

bfiu�k � f� ����a�

� ci �
nX

j��

ajiy�k � j� !
mX
f��

bfiu�k � f� ����b�

beschreiben� Der Me�vektor ist damit

xT �k� � �y�k � ��� � � � � y�k � n�� u�k � ��� � � � � u�k �m�� � �����

F�ur die Wahl der Entwicklungspunkte y��i und u��i existieren zwei Alternativen 

�� Die Entwicklungspunkte werden �uber die Prototypen festgelegt oder


� die Entwicklungspunkte k�onnen beliebig plaziert werden �Kroll ����a� Lohmann

����� Totz ������

Im ersten Fall ist damit der konstante Term ci in Gl� ����b� bei vorliegender Partitio�

nierung festgelegt� also kein freier Modellparameter� Tritt eine Eingangsgr�o�e mehrfach

verz�ogert auf �d� h� n 
 � und�oder m 
 ��� so ist die Dimension des Eingangsgr�o�enrau�

mes h�oher als die Anzahl der Me�gr�o�en und der Entwicklungspunkt ist nicht eindeutig

festgelegt� Dann ist anzugeben� wie die entsprechenden n Komponenten eines jeden Pro�

totypen vi bzgl� y�k� bzw� die m Komponenten bzgl� u�k� auf den Entwicklungspunkt

y��i bzw� u��i abgebildet werden� Eine einfache Vorschrift besteht darin� die mit der am

geringsten verz�ogerten Eingangsgr�o�e y�k� �� bzw� u�k� �� aus x�k� korrespondierende

Komponente eines jeden Prototypen zu verwenden�

Im zweiten Fall ist der konstante Term ci in Gl� ����b� ein freier Modellparameter� Werden

die Koe�zienten in Gl� ����b� identi�ziert� so kann nicht mehr auf die Entwicklungspunkte

zur�uckgeschlossen werden� da das zugeh�orige Gleichungssytem unterbestimmt ist� Bei

einer peripheren Black box	Betrachtung ist dies unerheblich� Es erschwert allerdings die

Interpretierbarkeit der Zusammenh�ange in der Black box� Andererseits sind durch den

zus�atzlichen Freiheitsgrad pro Regel deutlich h�ohere G�uten erzielbar�
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Bei vorliegender Partitionierung l�a�t sich Gl� ����� im ersten Fall schreiben als

yi�k ! �� � y��i !�T
i �x�k� � x��i� �����

mit

xT
��i � �y��i� � � � � y��i� u��i� � � � � u��i� und �����

�T
i � �a�i� � � � � ani � b�i� � � � � bmi� � ������

Im zweiten Fall folgt

yi�k ! �� � �ci �
T
i �

�
�

x�k�

�
� ������

Einsetzen in Gl� ���
� mit 
i�k� � 	i�x�k�� ergibt

y�k ! �� �

cP
i��

�
y��i !�T

i �x�k�� x��i�
�
	i�x�k��

cP
i��

	i�x�k��
� ����
�

Substitution von

�i�x�k�� � �i�k� �
	i�x�k��
cP

i��
	i�x�k��

� ������

der sogenannten Fuzzy	Basisfunktion �Suh und Kim ����� Wang ������ liefert

y�k ! �� �
cX

i��

y��i�i�k� !�T
i �x�k�� x��i��i�k� �����a�

� �T
D� XD��k� �����b�

mit

�T
D� � �y���� � � � � y��c��

T
� � � � � ��

T
c � und ������

XT
D��k� � ����k�� � � � � �c�k�� �xT �k�� xT

�������k�� � � � � �xT �k�� xT
��c��c�k�� � ������

Im zweiten Fall folgt

yi�k ! �� � �ci �
T
i �

�
�

x�k�

�
� ������
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yi�k ! �� �

cP
i��

�
ci !�T

i x�k�
�
	i�x�k��

cP
i��

	i�x�k��
�����a�

�
cX

i��

ci�i�k� !�T
i x�k��i�k� �����b�

� �T
D�XD��k� �����c�

mit

%T
D� � �c�� � � � � cc��

T
� � � � � ��

T
c � und ������

XT
D��k� � ����k�� � � � � �c�k��xT �k����k�� � � � �xT �k��c�k�� � ���
��

Bei gegebener Partitionierung lassen sich somit z� B� Least	Squares	Verfahren zur Iden�

ti�kation der Konklusionsfunktionsparameter anwenden� Werden globale Zugeh�origkeits�

funktionen verwendet� so ist y�k!�� als einheitlich de�nierte Funktion der Eingangsgr�o�en

x�k� darstellbar� Bei Zugeh�origkeitsfunktionen� die ein Fuzzy	Informationssystem bilden�

vereinfacht sich Gl� ������ zu

�i�k� � 	i�x�k�� � ���
��

Diese Bedingung ist f�ur 	cl erf�ullt und es folgt im ersten Fall

y�k ! �� �
cX

i��

h
yo�i !�T

i �x�k�� xo�i�
i 

� cX
j��

kx�k�� vik
�

kx�k�� vjk
�

�
�
��

���

a�

�

cX
i��

h
yo�i !�T

i �x�k�� xo�i�
i
kx�k�� vik

��

cX
j��

kx�k�� vjk
��

� ���

b�

Bei 	ga gilt

y�k ! �� �

cX
i��

h
yi�� !�T

i �x�k�� x��i�
i
	i�� exp

�
�kx�k�� vik

�� ��i
�
�

cX
i��

	i�o exp
�
�kx�k�� vk�� ��i

�
� � ���
��

Fall 
 folgt analog� Die Erweiterung auf mehr als eine externe Eingangsgr�o�e ist trivial

und wird deshalb an dieser Stelle aus �Ubersichtlichkeitsgr�unden nicht angegeben�
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Statisches Fuzzy�System

Die Schlu�folgerungen seien als in den m Eingangsgr�o�en lineare Polynome

yi�k� � yi�x�k�� � pi��� !
mX
a��

pi�a�xa�k� � pi��� !�T
i x�k� ���
��

gegeben� Dabei werden direkt Gro�signalgr�o�en miteinander verkn�upft� wodurch eine ex�

plizite Behandlung der Entwicklungspunkte wie bei den dynamischen Systemen entf�allt�

Die xa�k� sind externe Eingangsgr�o�en u�k � �u�� �u � N� oder analytische Funktionen

von u�k � �u�� Gleichung ���
�� l�a�t sich entsprechend den dynamischen Systemen als

y�k ! �� �
cX

i��

pi����i�k� !�T
i x�k��i�k� ���
�a�

� �T
S XS�k� ���
�b�

mit

�T
S �

h
pi���� � � � � pc�����T

� � � � � ��
T
c

i
und ���
��

XT
S �k� �

h
���k�� � � � � �c�k��xT �k����k�� � � � �xT �k��c�k�

i
���
��

schreiben� Diese Form entspricht mathematisch �aber nicht inhaltlich� der des zweiten

Falles bei den dynamischen Systemen� Zugeh�origkeitsfunktion mit unbeschr�anktem Tr�ager

f�uhren auch hier wieder zu einem einheitlich de�nierten funktionalen Zusammenhang

zwischen x�k� und y�k��

��� Relationale Fuzzy�Systeme

Relationale Fuzzy	Regeln mit mehrdimensionalen Fuzzy	Referenzmengen in den Pr�amis�

sen lassen sich als

Wenn �x�k� Ist vi� Dann �Yi�x�k�� Ist Ui�jgi ���
��

x�k�  Vektor der scharfen Eingangsgr�o�en mit x � �x�� � � � � xm�T �

D x� � � � � � D xm �

vi  eindimensionale Fuzzy	Referenzmenge bez�uglich der Ausgangsgr�o�e der

i	ten Regel�

Yi�x�k��  unscharfe �Partial�� Ausgangsgr�o�e der i	ten Regel�

Ui  eindimensionale Fuzzy	Referenzmenge der i	ten Regel bzgl� der Aus�

gangsgr�o�e und

gi  Gewichtung �gi � ��� ��� der i	ten Regel
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schreiben� Der Erf�ulltheitsgrad der Pr�amisse berechnet sich zu


i�x�k�� � 	i�x�k�� � ���
��

Als Fuzzy	Referenzmengen der Ausgangsgr�o�e sollen Fuzzy	Mengen� die zu ihren Schwer�

punkten si symmetrisch sind 

	Ui�y � si � �� � 	Ui�y � si ! �� � ������

wie z� B� gleichschenklige Dreiecke� Trapeze oder Fuzzy	Einermengen gleicher Fl�achen�

gewichte� dienen� Eine unterschiedliche Gewichtung der Regeln wird �uber die Gewichte

gi� die die Erf�ulltheitsgrade multiplikativ gewichten� erreicht� Die Implikation wurde nach

Larsen �Lee �����

	Ui�x��y� � gi 
i�x�k�� 	Ui�y� � gi 	i�x�k�� 	Ui�y� � ������

die Aggregation der c Regeln des Fuzzy	Systems �uber den Summationsoperator

	Y �x�k���y� �
cX

i��

	Yi�x�k���y� �
cX

i��

gi 	i�x�k�� 	Ui�y� ����
a�

durchgef�uhrt� Die Defuzzi�zierung erfolgt �uber die Schwerpunkt	Methode mit 

y�x�k�� �

cX
i��

gi 	i�x�k�� 	Ui�x�k���y�

cX
i��

gi 	i�x�k��

�����a�

�

cX
i��

gi 	i�x�k�� si

cX
i��

gi 	i�x�k��

� �����b�

Die Substitution von

�i�k� �
gi 	i�x�k��
cX

i��

gi 	i�x�k��

������

liefert

y�x�k�� �
cX

i��

si�i�k� � ������

Eine Verwendung von 	cl in Gl� �����b� ergibt
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y�x�k�� �

cX
i��

si gi
cX

j��

kx�k�� vik
�

kx�k�� vjk
�

cX
f��

gf
cX

j��

kx�k�� vfk
�

kx�k�� vjk
�

�����a�

�����b�

�

cX
i��

si gikx�k�� vik
��

cX
f��

gfkx�k�� vfk
��

� �����c�

Zu bemerken ist� da� nur f�ur gi � � �i � I ein Fuzzy	Informationssystem vorliegt� F�ur

	ga in Gl� �����b� folgt entsprechend

y�x�k�� �

cX
i��

si gi 	i�� exp
�
�kx�k�� vik

�����
i

�
cX

i��

gi 	i�� exp
�
�kx�k�� vik

�����
i

� � ������

Wegen der Redundanz durch gi 	i�� kann ohne Beschr�ankung der Allgemeing�ultigkeit

entweder gi �i � Ioder 	i�� �j � I identisch Eins gesetzt werden� Gleichung ������ kann

als

y�x�k�� � sT��k� ������

mit

sT � �s�� � � � � sc� und ������

�T �k� � ����k�� � � � � �c�k�� ������

dargestellt werden� Statische und dynamische Fuzzy	Systeme unterscheiden sich in der

Wahl der Eingangsgr�o�en� wie bereits bei den funktionalen Systemen in Abschnitt ���

beschrieben� sowie in der zeitlichen Beziehung zwischen pr�adizierten zu ausgewerteten

Gr�o�en� Bei dynamischen Fuzzy	Systemen gilt

y�x�k�� � y�k ! �� � ������

bei statischen

y�x�k�� � y�k� � ����
�
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� Fuzzy�Systeme und Basisfunktionsnetzwerke

In diesem Abschnitt wird zuerst kurz die Verwandschaft zwischen funktionalen und re�

lationalen Fuzzy	Systemen besprochen und anschlie�end die zu k�unstlichen Neuronalen

Netzen diskutiert� W�ahrend sich qualitative Vergleiche zwischen Fuzzy	Systemen und

k�unstlichen Neuronalen Netzen z� B� bei Brown und Harris ������� Kong und Kosko

����
� wie auch Yamakawa ������ �nden� wird genauer auf die Klasse der Radialbasis�

funktionsnetzwerke und deren Verwandte eingegangen�

Die im Abschnitt ��
 vorgestellten relationalen Fuzzy	Systeme stellen einen Spezialfall

der in Abschnitt ��� erl�auterten funktionalen Fuzzy	Systeme dar� Dabei wurde nur eine

bestimmte Systemklasse �Implikationen nach Larsen� Summationsaggregation� symmetri�

schen und #�achengleichen Fuzzy	Referenzmengen f�ur die Konklusion und Schwerpunkt	

Defuzzi�zierung� betrachtet� Ein Vergleich der Gln� ����
� bzw� �����a� mit �����a� zeigt�

da� ein funktionales Modell mit konstanter Schlu�folgerung und zus�atzlicher Gewichtung

der Regeln �vergleichbar 	i�� in Gl� ���
��� die gleiche Form hat wie ein relationales� Wie

im vorhergehenden Abschnitt erl�autert� kann die konstante Gewichtung gi als Vorfaktor 	i
hinzugerechnet werden� wodurch der Vergleich o
ensichtlich wird� Wird ein Fuzzy	Modell

als gewichtete Superposition von c� in den c Partitionsschwerpunkten identi�zierten Teil�

modellen aufgefa�t� so entspricht ein relationales Fuzzy	Modell f�ur eine Partition einer

Taylorreihenentwicklung bis zum nullten Glied� ein funktionales jedoch einem bis zum

ersten Glied um den Entwicklungspunkt� W�ahrend beim funktionalen Modell damit eine

bessere Modellanpassung �uber die Konklusion angestrebt wird� soll dies beim relationa�

len Modell im allgemeinen �uber eine feinere Partitionierung erreicht werden� Somit wird

mit relationalen Fuzzy	Modellen i� allg� eine punktweise� mit funktionalen dagegen eine

bereichsweise Abbildung zwischen Ein	und Ausgangsraum beschrieben�

��� Radialbasisfunktionsnetzwerke

Eine �Ubernahme der Idee radialer Basisfunktionen �RBF�� die bereits fr�uher zur Ap�

proximation von Funktionen eingesetzt wurden �Powell ����a�b�� f�uhrt bei k�unstlichen

Neuronalen Netzen zu sogenannten Radialbasisfunktionsnetzwerken� kurz
�
RBFN� gen�

nant �Poggio und Girosi ����� Chen u� a� ����� Jang und Sun ����� Suh und Kim ������

RBFN sind zweischichtige Netzwerke �Bild ����� deren Ein	�Ausgangsverhalten sich �uber

fRBF �x� � �� !
cX

i��

�i�i�k x� vi k� �����

beschreiben l�a�t� Dabei ist k � k eine radialsymmetrische Norm �i� allg� die euklidische�� vi
die Basis und �i das Gewicht der i	ten Radialbasisfunktion �  R� 	 R� In der Literatur

�Jang und Sun ����� �ndet sich auch die Normierung

fRBF�n�x� �

cP
i��

�i�i�k x� vi k�

cP
i��

�i�k x� vi k�
���
�
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Bild ��� Struktur von Radialbasisfunktionsnetzwerken �Chen u� a� �����

mit �� 
 �� Ist �� �� �� so liefert ein Ansatz

fRBF�n�x� � �� !

cP
i��

�i�i�k x� vi k�

cP
i��

�i�k x� vi k�
�����

im Gegensatz zu

fRBF�n�x� �
�� !

cP
i��

�i�i�k x� vi k�

� !
cP

i��
�i�k x� vi k�

�����

einen konstanten O
set� da bei Radialbasisfunktionen
Pc

i�� �i�k x � vi k� �� const� �x

gilt�

Als Basisfunktion �nden z� B� thin	plate	splines� multiquadratische oder die inverse mul�

tiquadratische Funktionen und h�au�g Gau�funktionen Verwendung �Poggio und Girosi

����� Chen u� a� ����� Xu u� a� ������ Das Zentrum v einer Basisfunktion soll im fol�

genden als Prototyp bezeichnet werden� Ein Netzwerk besteht aus Basisfunktionen vom

gleichen Typ�

Ein f�ur die Eigenschaften des Netzwerkes wichtiger Aspekt ist die Festlegung von Anzahl

und Lage der Prototypen� Anfangs wurden alle N Datenpunkte xk � M x als Prototypen

und das Netzwerk nur zur Interpolation in den Zwischenr�aumen genutzt� Bei gro�en Da�

tenmengen ist dieses Vorgehen nicht praktikabel� weshalb dann nur ein Teil der xk � M x

als Prototypen verwendet wird� Da eine willk�urliche Auswahl zu suboptimalen Ergeb�

nissen f�uhrt� nutzen Chen u� a� ������ das orthogonale Least	Squares	Verfahren �OLS	

Verfahren� zur Selektion g�unstiger vi � M x � Dennoch erfordert eine hohe Modellg�ute eine

gro�e Anzahl an Basisfunktionen� Beispielsweise stellen Chen u� a� ������ drei Anwen�

dungen vor Bei einer Einschrittpr�adiktion f�ur eine Zeitreihe �N����� werden �� RBF
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�thin	plate	spline	Funktionen� verwendet� Bei der Identi�kation zweier inverser �nicht�

linearer� Filter werden einmal bei N���� Datens�atzen �
 RBF und das andere Mal bei

N���� Datens�atzen �� RBF �Gau�funktionen� verwendet�

Das Zulassen einer beliebigen Plazierung der Prototypen im Gegensatz zu vi � M x kann

die G�ute der Netzwerke erh�ohen� Xu u� a� ������ schlagen das rival penalized competitive

learning �RPCL� Verfahren vor� mit dem eine beliebige Plazierung der Prototypen erfolgen

kann� Zudem k�onnen auch �uberz�ahlige Prototypen erkannt werden� falls separierte Cluster

vorliegen� Dies ist wichtig� da in einem solchen Fall die �uberz�ahligen Prototypen zu einem

Bias bei den anderen Prototypen f�uhren� Chen u� a� ����
� verwenden ein rekursives

�scharfes� Clusterverfahren zur �beliebigen� Plazierung der Prototypen�

Zum Anlernen einer vorgegebenen Netzwerkstruktur k�onnen z� B� Gradientenverfahren

�Poggio und Girosi ����� eingesetzt werden �mit dem Problem lokaler Konvergenz�� Sollen

die Prototypen aus M x stammen� so kann das OLS	Verfahren angewendet werden �Chen

u� a� ������ Die Verbindung eines LS	Verfahren zur Identi�kation der Gewichte �i mit

einem Clusterverfahren zur beliebigen Plazierung der Prototypen schlagen Chen u� a�

����
� vor�

��� Verwandschaft von Fuzzy�Systemen und Basisfunktionsnetz�

werken

Betrachtungen zur Verwandschaft zwischen RBFN und Fuzzy	Systemen mit eindimensio�

nalen Zugeh�origkeitsfunktionen �nden sich bei Horikawa u� a� ����
�� Suh und Kim ������

wie auch Jang ������� Dabei werden auch Synonyme wie adaptive Netzwerke �Jang �����

oder Fuzzy Neuronale Netzwerke �Horikawa u� a� ���
� gepr�agt� Im folgenden wird der

Fall der zuvor vorgestellten mehrdimensionalen Zugeh�origkeitsfunktionen behandelt� Ei�

nige Analogien �nden sich bereits bei Jang und Sun �������

Das �Ubertragungsverhalten der in Abschnitt ��
 diskutierten relationalen Fuzzy	Systeme

l�a�t sich im statischen wie auch dynamischen Fall �uber

fFLR�n�x� �

cP
i��

gisi	i�x�

cP
i��

gi	i�x�
�����

beschreiben� wenn bei der Defuzzi�zierung eine Normalisierung auf
cP

i��
gi	i�x� vorgenom�

men wird �siehe Gl� ����a�� Sonst folgt

fFLR�x� �
cX

i��

gisi	i�x� � �����

Falls die 	i�x� ein Fuzzy	Informationssystem bilden� gilt fFLR�n�x� � fFLR�x� �x� F�ur

�� 
 � sind Gln� ����� und ����� bzw� ���
� und ����� �aquivalent� wenn �i 
 gi	i und
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si 
 �i gilt� Dabei bilden radialsymmetrische Funktionen 	i�x� einen Sonderfall� der

beispielsweise f�ur 	gai mit der euklidischen Norm vorliegt� Bei anderen Normen wie all�

gemeinen p	Normen �p �� 
� oder bei anderen Funktionstypen wie 	cl liegt keine Radi�

alsymmetrie vor� Allgemeinere Basisfunktionen� die eine Funktion des einen zugeh�origen

Prototypen sowie x sind ��i � g�x�vi��� bezeichnen Poggio und Girosi ������ als Hy�

perbasisfunktionen �die Radialbasisfunktionen stellen damit einen Sonderfall der Hyper�

basisfunktionen dar�� Somit l�a�t sich f�ur Fuzzy	Systeme mit Zugeh�origkeitsfunktion vom

e	Typ und beliebiger Norm ein �aquivalentes Hyperbasisfunktionsnetzwerk angeben� Zu�

geh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ sind dagegen eine Funktion von allen c Prototypen

sowie x �	cli � h�x�v�� � � � �vc��� F�ur sie �ndet sich bisher kein �aquivalentes Netzwerk

in der Literatur� Ein entsprechendes Netzwerk soll wegen der Interdependenzen zwischen

allen Basisfunktionen ein Interbasisfunktionsnetzwerk genannt werden� Da die R�uckwir�

kungsfreiheit auf die anderen �c��� Interbasisfunktionen bei Modi�kation einer einzelnen

nicht wie bei Radial	 und Hyperbasisfunktionen gegeben ist� liegt eine deutliche qualita�

tive Abgrenzung vor�

Das �Ubertragungsverhalten aller im Abschnitt ��� besprochenen funktionalen Fuzzy	

Systeme unterscheidet sich mathematisch deutlich von dem relationaler Systeme� Im Fall

dynamischer Fuzzy	Systeme folgt bei gewichteter Mittelwertbildung bei der Bildung der

Ausgangsgr�o�en im ersten Fall �Gl� ��
�

fFLF�n�x� �

cP
i��

�y��i !�T
i �x� x��i��	i�x�

cP
i��

	i�x�
� �����

Bei einer Ausgangsgr�o�enermittlung �uber gewichtete Superposition �Buckley ����� folgt

fFLF �x� �
cX

i��

�y��i ! %T
i �x� x��i��	i�x� � �����

Falls die 	i�x� ein Fuzzy	Informationssystem bilden� gilt fFLF�n�x� � fFLF �x� �x� Stati�

sche Fuzzy	Systeme lassen sich beschreiben �uber

f sFLF�n�x� �

cP
i��

�pi��� !�T
i x�	i�x�

cP
i��

	i�x�
bzw� �����

f sFLF �x� �
cX

i��

�pi��� !�T
i x�	i�x� � ������

Selbst wenn in den Gln� ����� bis ������ die Basisfunktionen 	i radialsymmetrisch an�

gesetzt werden� so sind die Summanden wegen des von x abh�angigen Gewichtes �y��i !

�T
i �x � x��i�� bzw� �pi��� ! �T

i x� nicht radialsymmetrisch� Dies gilt auch f�ur den im
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Abschnitt ��� beschriebenen zweiten Fall� Es l�a�t sich also kein �aquivalentes Radial�

� wohl aber ein Hyperbasisfunktionsnetzwerk angeben� Diese Aussage ist auch f�ur den

Fall nichtradialsymmetrischer Basisfunktionen� die von einem Prototyp abh�angen� g�ultig�

Basisfunktionen� die von mehreren Prototypen abh�angen� f�uhren zum oben de�nierten

Interbasisfunktionsnetzwerk�

Geht man von der mathematisch formalistischen auf eine qualitative Betrachtungsweise

�uber� so zeigen sich Parallelen zwischen den vorgestellten Fuzzy	Systemen und den �mehr�

schichtigen� Netzwerken� Beide bilden den m	dimensionalen Eingangsgr�o�enraum nicht�

linear in einen c	dimensionalen Raum ab� in dem die Ausgangsgr�o�e durch eine lineare

Abbildung auf einen eindimensionalen Raum bestimmt wird� Die nichtlineare Abh�angig�

keit wird �uber Basisfunktionen determiniert� deren Wahl damit entscheidend die G�ute des

Gesamtsystems beein#u�t� Beide Ans�atzen besitzen den Vorteil� da� durch mehrdimen�

sionale Basisfunktionen die Dimensionalit�at des Eingangsgr�o�enraumes von der Anzahl

der Basisfunktionen entkoppelt wird� Damit erfolgt auch eine Entkopplung der Anzahl

der Regeln eines Fuzzy	Systems von der Dimensionalit�at des Eingangsgr�o�enraumes�
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� Nutzung analytischer Modellbeschreibungen bei der

Identi�kation

In diesem Abschnitt werden die Identi�kation von Hybrid	Modellen� die aus der Seri�

enschaltung eines nichtlinearen statischen Fuzzy	Teilmodells und eines linearen dyna�

mischen Teilmodells aufgebaut sind� sowie auch die Identi�kation dynamischer Fuzzy	

Modelle behandelt�

Die Aufgabe der Partitionierung besteht dabei darin� den Eingangsgr�o�enraum in c �un�

scharfe� Unterr�aume �Partitionen� aufzuteilen� in denen sich das System hinreichend ge�

nau durch das Schlu�folgerungspolynom beschreiben l�a�t� Die gewichtete �Uberlagerung

der Einzelbeschreibungen liefert das Gesamtmodell� Deshalb unterscheidet sich diese Mo�

dellierungsform deutlich von den mathematisch �ahnlichen Fuzzy�c�Regressionsmodellen

FCRM �Hathaway und Bezdek ������ Diese ermitteln c Regressionen� die jeweils im ge�

samten Eingangsgr�o�enraum gelten�

Bei der Identi�kation von Fuzzy	Modellen ist die Zugeh�origkeit der Datens�atze zu den

Partitionen bzw� Regeln zu ber�ucksichtigen� Abgesehen vom Verfahren der gewichteten

kleinsten Fehlerquadrate bieten konventionelle Identi�katonsalgorithmen im allgemeinen

keine M�oglichkeit� eine Gewichtung der Daten �gem�a� ihrer Zugeh�origkeit� zu integrie�

ren� In den n�achsten beiden Teilabschnitten wird deshalb ein Formalismus angegeben�

mit dem durch eine Abbildung der Me�daten eine Me�matrix erzeugt wird� in die die Zu�

geh�origkeiten inkorporiert sind� Dadurch k�onnen auch andere Identi�kationsalgorithmen

als das genannte Verfahren der gewichteten kleinsten Fehlerquadrate f�ur die Sch�atzung

der Konklusionsparameter angewendet werden�

Eine Vorabpr�ufung� wie stark nichtlinear sich ein System verh�alt und ob eine statische

oder dynamische Nichtlinearit�at vorliegt� erm�oglichen Nichtlinearit�atstests �Reuter ������

Als g�unstig hat sich dabei die parallele Anwendung der Methode der nichtlinearen Auto�

und Kreuzkorrelation sowie der Frequenzmethode erwiesen �Reuter ���
� Reuter ������

Damit kann eine Festlegung der Modellstruktur �Hybrid	Modell bzw� dynamisches Fuzzy	

Modell� erfolgen�

Im folgenden werden zuerst analytische Beschreibungen f�ur Hybrid	Modelle sowie f�ur

dynamische und statische Fuzzy	Modelle gegeben� Anschlie�end wird ein zweistu�ges

Identi�kationsverfahren vorgestellt�

	�� Wiener� und Hammerstein�Modelle mit statischer Fuzzy�

Nichtlinearit�at

Aus der konventionellen Modellbildung �Ljung ����� Isermann ����b� Wernstedt �����

sind einfache Wiener	 bzw� Hammerstein	Modelle bekannt� die aus der Serienschaltung

eines linearen dynamischen und eines nichtlinearen statischen Teilsystems bzw� umgekehrt
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bestehen� Das statische Teilsystem besteht aus einem Polynom in der Eingangsgr�o�e� In

einer Verallgemeinerung dieses Ansatzes soll das statische Teilsystem durch ein nichtlinea�

res statisches Fuzzy	Modell ersetzt werden� Damit entsteht ein einfaches Wiener� bzw�

Hammerstein�Modell mit Fuzzy�Nichtlinearit�at�

Zur Identi�kation von einfachen Wiener	 und Hammersteinmodellen k�onnen direkte und

mehrstu�ge Strategien angewendet werden� Mehrstu�ge Strategien beschreibt Wernstedt

������� Im folgenden wird die direkte Identi�kation eines solchen hybriden Modells mit

einer �statischen� Fuzzy	Nichtlinearit�at an Stelle des �ublichen Polynomansatzes bespro�

chen� Die wenigsten Einschr�ankungen erfordert dabei eine Hammerstein	Modellstruktur�

bei der zuerst das nichtlineare Teilmodell �Fuzzy	Modell� identi�ziert wird�

Hammerstein�Modellstruktur

Betrachtet wird eine Modellstruktur gem�a� Bild ����

Bild 
�� Einfaches Hammerstein	Modell mit statischer Fuzzy	Nichtlinearit�at

Funktionales Fuzzy�Modell

Das lineare Teilmodell l�a�t sich durch eine rationale �Ubertragungsfunktion bzw� durch

eine Di
erenzengleichung

y�k� � �
naX
i��

ai y�k � i� !
nbX
i��

bi r�k � i� �����

�ARX	Modell�� das Fuzzy	Teilmodell mit Gl� ���
�a� �uber

r�k� �
cX

j��

�j�k� �pj�����T
j �uS�k� ���
�

mit

uT
S �k� � ��� u��k�� � � � � um�k�� �����

beschreiben� Aus den Gln� ����� und ���
� folgt

y�k� � �
naX
i��

ai y�k � i� !
nbX
i��

bi
cX

j��

�j�k � i�
h
pj�����T

j

i
uS�k � i� ����a�

� �F�F �k� ����b�
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mit

�F � ��a�� � � � ��ana� b��p������T
� �� � � � � b��pc�����T

c �� � � � �

bnb�p������T
� �� � � � � bnb�pc�����T

c ��

� ��a�� � � � ��ana� b������ � � � � b����m� � � � � b��c��� � � � � b��c�m� � � � �

bnb����� � � � � bnb���m� � � � � bnb�c��� � � � � bnb�c�m� �

�����

�T
F �k� � �y�k���� � � � � y�k�na��uT

S �k������k���� � � � �uT
S �k����c�k����

� � � �uT
S �k � nb����k � nb�� � � � �uT

S �k � nb��c�k � nb�� �

�����

bi�j�f � bi pj�f� und �����

�T
j � �pj���� � � � � pj�m�� � �����

Die Parameter bi und pj�f� k�onnen aus den gesch�atzten Parametern bi�j�f bestimmt wer�

den� wenn die Verst�arkung des linearen Teilsystems zu Eins gesetzt wird �Wernstedt ����� 

KL �

nbP
i��

bi

� !
naP
i��

ai

 � � �����

Dann folgt

pj�f� �

nbP
i��

bi�j�f

� !
naP
i��

ai
�f � f�� � � � �mg� j � I und ������

bi �
bi�j�f
pj�f�

�i � f�� � � � � nbg � ������

Relationales Fuzzy�Modell

Das statische relationale Fuzzy	Modell l�a�t sich durch Gl� ������

r�k� � r�u�k�� �
cX

i��

si�i�k� ����
�

beschreiben� womit

y�k� � �
naP
i��

aiy�k � i� !
nbP
j��

bj
cP

i��
si �i�k � j�

� �R�R�k�
������
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mit

�T
R � ��a�� � � � ��ana� b�s�� � � � � b�sc� � � � � bnbs�� � � � � bnbsc�

� ��a�� � � � ��ana� b��� � � � � b�c� � � � � bnb�� � � � � bnbc�

bij � bi sj und

�R�k� � �y�k � ��� � � � � y�k � na�� ���k � ��� � � � � �c�k � ���

� � � � ���k � nb�� � � � � �c�k � nb��

������

folgt� Die Parameter bi und si k�onnen aus den gesch�atzten Parametern bij bestimmt wer�

den� wenn die Verst�arkung des linearen Teilsystems zu Eins gesetzt wird �siehe Gl� �������

Dann folgt

sj �

nbP
i��

bij

� !
naP
i��

ai
�j � I und

bi �
bij
sj

�i � f�� � � � � nbg �

������

Wiener�Modell

Wie beim Hammerstein	Modell soll ein MISO	Fuzzy	Modell eingesetzt werden �Bild ��
��

Bild 
�� Einfaches Wiener	Modell mit statischem Fuzzy	Teilmodell

Das Fuzzy	Modell l�a�t sich wie zuvor in Gl� ���
� durch

y�k� �
cX

j��

�j�k��pj�����T
j �rS�k� ������

mit

rTS �k� � ��� rT �k�� ������

darstellen� Da im allgemeinen die Parameter des linearen Teilsystems unbekannt sind�

kann durch Clusterung keine Initialpartitionierung bestimmt werden� Da diese damit

willk�urlich gew�ahlt werden mu�� sind die Startwerte schlechter� was sich negativ auf die

Konvergenzeigenschaften der Optimierungsverfahren auswirkt�
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Regressionsverfahren k�onnen hier nicht eingesetzt werden Bei Entkoppelbarkeit des linea�

ren Systems �Kriterien und Transformationsvorschriften �nden sich bei Schwarz ������

und Schwarz ������� gilt

rj�k� � �
naX
i��

ai�j rj�k � i� !
nbX
i��

bi�j uj�k � i� �j � �� � � � �m � ������

Der aus der Kombination der Gln� ������ und ������ entstehende Ausdruck l�a�t sich nicht

als Skalarprodukt eines Parameter	 und eines Me�vektors darstellen� weil die Ausgangs�

gr�o�e des linearen Teilmodells die Zwischen	 und nicht wie beim Hammerstein	Modell

die Ausgangsgr�o�e ist� Dies gilt auch f�ur den Fall eines linearen SISO�Systems� Wegen

dieser Problematik wird das einfache Wiener	Modell mit statischer Fuzzy	Nichtlinearit�at

nicht weiterverfolgt�

	�� Identi�kation dynamischer Fuzzy�Modelle

Betrachtet werden dynamische Fuzzy�Modelle �Bild ����� Im Fall von funktionalen Fuzzy	

Bild 
�� Dynamisches Fuzzy	Modell

Modellen gilt Gl� �����b� �das diskrete Zeitargument wird um eine Periode verkleinert�

y�k� � y�x�k � ��� �
cX

i��

�i�x�k � ��� �ci��
T
i �

�
�

x�k � ��

�
� ������

im Fall von relationalen Fuzzy	Modellen �siehe Gl� �������

y�k� � y�x�k � ��� �
cX

i��

si �i�x�k�� � ���
��

Bei zeitdiskreten linearen Ein	�Ausgangsmodellen mit PTn	Verhalten sind ein	 bis na	

fach verz�ogerte Ausgangsgr�o�enr�uckf�uhrungen notwendig 

y�k� � �
naX
i��

ai y�k � i� !
nbX
j��

bj u�k � j� � ���
��

Die im Abschnitt ��� vorgestellten Modelle sind deshalb durch eine nichtlineare Verst�arkung

und eine einheitliche PTna	Dynamik charakterisiert�

Bei dynamischen �funktionalen oder relationalen� Fuzzy	Modellen mit ein	 bis na	fach

verz�ogerter Ausgangsgr�o�enr�uckf�uhrung hat jede Partition eine unabh�angig einstellbare

PTna	Charakteristik� Das Gesamtmodell ist deshalb durch nichtlineare Verst�arkung und
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Dynamik gekennzeichnet� Somit stellen die Hammerstein	 und Wiener	Modelle einen

einfachen Sonderfall der dynamischen Fuzzy	Modelle dar� Da sie aber eine deutliche Re�

duktion der Modellparameteranzahl bewirken� stellen sie eine interessante Alternative

dar� falls die lineare Dynamik die Dynamik des zu modellierenden Systems ausreichend

approximiert�

	�� Identi�kationsverfahren

Wenn die Partitionierung �d� h� die 	i� vorgegeben und nicht zu identi�zieren ist� so

sind die Gln� ������ ������� ������ und ���
�� linear in den Parametern� Damit lassen

sich die Parameter des linearen Teilmodells und der Konklusionsfunktionen z� B� �uber

Regression� das Hilfsvariablenverfahren� das Verfahren der verallgemeinerten Regression

oder durch die Maximum	Likelihood	Sch�atzung ermitteln �Wernstedt ������ Sollen auch

die die Partitionierung bestimmenden Parameter identi�ziert werden� so kann z� B� das

folgende zweistu�ge Verfahren angewendet werden�

�� Stufe

Durch nicht�uberwachtes Lernen wird �uber Clusterverfahren wie Fuzzy	c	Means	

oder Gustafson	und	Kessel	Algorithmus �Bezdek ����� eine Fuzzy	Partitionierung

�uber Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ vorgenommen� Liegen keine A	priori	

Erkenntnisse �uber eine geeignete Partitionsform vor� so ist es vorteilhaft� die Maha�

lonobis	Abstandsnorm zu verwenden �Totz ������ Diese legt die Clusterform nach

statistischen Eigenschaften der Me�daten fest� Die Festlegung von Randbedingungen

und Parametern bei der Partitionierung und bei der Anwendung von Clusterverfah�

ren wird von Kroll �����b� diskutiert� F�ur Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	ga	Typ

k�onnen �uber Clusterung generierte Prototypen in erster N�aherung direkt �ubernom�

men werden� Der die Flanken bestimmende Parameter ��i kann aus 	cli abgesch�atzt

werden� und die 	i�� werden zu Eins initialisiert� Durch �uberwachtes Lernen mit dem

LS	 oder RLS	Verfahren erfolgt die Bestimmung der Konklusionsparameter�

�� Stufe

�� Alternative

Die in der �� Stufe bestimmten Parameter werden durch �uberwachtes Lernen mit

einem Gradientenverfahren optimiert� Da die Zugeh�origkeitsfunktionen stetig di
e�

renzierbar sind� kann z� B� bei einer quadratischen Kostenfunktion

J �
�




NX
k��

�y�k�� �y�k��� ���

�

der Gradient analytisch �geschlossen� berechnet werden�
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� Alternative

In jedem Iterationsschritt werden zuerst durch ein Gradientenverfahren die Parame�

ter der Partitionierung �das Sch�atzproblem ist nichtlinear in den Parametern� und

anschlie�end �uber das LS	Verfahren die Parameter der Konklusionsfunktionen und

die des linearen Teilsystems �dieses Sch�atzproblem ist linear in den Parametern�

beim Hammerstein	Modell identi�ziert�

Die �� Stufe l�a�t sich in der beschriebenen Form auch bei nicht stetig di
erenzierbaren

Zugeh�origkeitsfunktionen durchf�uhren �Kroll ����a�� Dann sind allerdings in der 
� Stufe

Fallunterscheidungen durchzuf�uhren oder es ist ein numerisches Gradientenverfahren an�

zuwenden� Die Idee dieser stufenweisen Identi�kation liegt darin� mit Verfahren zu starten�

die wenig Vorwissen erfordern� aber auch nur einen begrenzten Wissensgewinn hervorbrin�

gen� In den folgenden Stufen �hier eine� liegt dann gr�o�eres Vorwissen vor� und geeignete

Verfahren k�onnen einen dementsprechend gr�o�eren Wissensgewinn liefern �Reuter ������

Bereits in der �� Stufe kann ein Modell hoher G�ute bei geringer Rechenzeit erzeugt wer�

den �Lohmann ����� Kroll ����a� Totz ������ Damit kann die Forderung nach guten

Startwerten� die f�ur die Konvergenz der nichtlinaren Optimierungsalgorithmen in der


� Stufe notwendig sind �Reuter ������ i� allg� erf�ullt werden� Deshalb reicht f�ur struk�

turelle Untersuchungen� die Identi�kationen erfordern� i� allg� bereits die Ausf�uhrung der

�� Stufe aus� Dann besitzen die Parameter aber wegen des LS	Verfahrens in der Regel

keine Bias	Freiheit �Isermann ����a� Reuter ������ Au�erdem sind nur die Parameter

des Konklusionspolynoms optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate bei gegebener

Partitionierung� nicht aber die Partitionierung selbst� Deshalb sollte in der 
� Stufe eine

Nachoptimierung aller Parameter erfolgen� die aber nur einmal durchzuf�uhren ist� Da�

durch bleibt der gesamte Rechenaufwand� selbst bei iterativen Verfahren in der 
� Stufe�

vertretbar�

W�ahrend zeitinvariante Systeme sowohl on	line	 als auch o
	line	Verarbeitung �z� B� �uber

Stapelabarbeitung �
�
Batch�	Betrieb�� gestatten� sind bei zeitvarianten Systemen on	line	

f�ahige Verfahren anzuwenden� Dies kann auch im �� Schritt z� B� durch eine einmalige

Partitionierung �uber Clusterverfahren und anschlie�end datenweise Nachkorrektur der

Parameter der Konklusionsfunktionen �uber rekursive Verfahren erfolgen� In der 
� Stufe

kann ebenfalls durch �Ubergang auf rekursive Gradientenverfahren wie das Verfahren der

stochastischen Approximation �Isermann ����b� K�upper ����� on	line	F�ahigkeit erreicht

werden�

Eine Vorschrift zur Bestimmung der ��i kann darin liegen� da� sich benachbarte Basisfunk�

tionen maximal bei einem Funktionswert a � ��� �� schneiden� Dies kann durch folgendes

Verfahren erreicht werden 
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Initialisierungsalgorithmus f�ur ��i

Ist vj der n�achste Prototyp zu vi im Sinne der Metrik k � k und wurde ��j noch nicht

bestimmt� so gilt f�ur die Wahl von ��i � ��j

	i�vi ! �� ��vj � vi�� � 	i�� exp�k�� ��vj � vi�k
�����

i �
	

� a ���
��

und damit

��i �
�� �kvj � vikq
ln �a�� ln �	i���

� ���
��

Bei der euklidischen Metrik folgt damit 

��i �
�




vuuuut
mP
f��

jvi�f�� vj�f�j�

ln �a�� ln �	i���
� ���
��

Wurde ��j bereits bestimmt� so gilt f�ur die Wahl von ��i 

Bestimme das � � �� � �� mit

	j�vj ! ��vi � vj�� � 	j�� exp �k��vi � vj�k
�����

j �
	
� a ���
��

zu

� �
��j
q

ln �a�� ln �	j���

kvi � vjk
� ���
��

W�ahle ��i so� da�

	i�vj ! ��vi � vj�� � 	i�� exp �k��� ���vi � vj�k
�����

i �
	

� a ���
��

ist 

��i �
j�� �j kvi � vjkq

ln �a�� ln �	i���
� ���
��



� Nutzung analytischer Modellbeschreibungen bei der Identi�kation ��

Das Clusterverfahren sollte entsprechend der vorliegenden Datenstrukturen gew�ahlt wer�

den� Liegt keine Information �uber die geometrischen Formen vor� besteht eine einfache

L�osung im R�uckgri
 auf den unproblematischen Fuzzy	c	Means	Algorithmus� Bei Ver�

wendung der Mahalonobis	Norm �Bezdek ����� k�onnen in einem automatisierten Vorge�

hen gute Ergebnisse erzielt werden �Totz ������ da die Metrik statistische Eigenschaften

der Me�daten ber�ucksichtigt� Mit einer p	Norm lassen sich beispielsweise hexaedrische

�p 	 ��� oktaedrische �p � �� oder sph�arische �p � 
� Clusterformen sowie �Ubergangs�

formen zwischen ihnen realisieren� Zur Clusterung k�onnen auch Genetische Algorithmen

eingesetzt werden� Falls sie allerdings nur herk�ommliche Clusterverfahren ersetzen� so

f�uhren sie zu keiner Verbesserung der Ergebnisse �Schulte ������ verursachen aber deut�

lich gr�o�eren Implementierungsaufwand und l�angere Rechenzeiten� Deshalb werden solche

Verfahren an dieser Stelle nicht weiter vertieft�
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	 Strukturselektion
 G�ute und Modellvalidierung

Einfache G�utekriterien sind beispielsweise

Jp �
�

N

NX
k��

jy�k�� �y�k�jp � �����

das f�ur p � 
 den mittleren quadratischen Fehler angibt� oder

J�p � p

vuut �

N

NX
k��

jy�k�� �y�k�jp � ���
�

Dabei mu� noch zwischen einschrittpr�adizierten und rekursiv pr�adizierten Werten �y unter�

schieden werden� Die Anwendung von Jp oder J�p zur Strukturselektion ist problematisch�

da sie im allgemeinen eine monotone Erh�ohung der Modellparameteranzahl hervorruft�

Wird Gl� ����� oder ���
� als Zielfunktion einer Optimierung eingesetzt� kann eine �Uber�

anpassung �over�t� des Modells an das Testsignal erfolgen� Dies verursacht z� B� bei

verrauschten Testsignalen einen Verlust an im Modell abgebildeter Systeminformation�

Strukturselektion

Deshalb werden zur Strukturselektion bei der konventionellen Modellidenti�kation Kri�

terien wie der �nal prediction error FPE �Akaike ����� oder das information theoretic

criterion ITC �Ljung ����� verwendet� Reuter ������ stellt einige weitere Kriterien vor�

Bei der Fuzzy�Modellierung werden h�au�g Kreuzvalidierungskriterien zur Strukturselekti�

on eingesetzt� W�ahrend FPE und ITC eine Modellbewertung anhand der zur Identi�kation

verwendeten Daten vornehmen� greifen diese zus�atzlich auf unbenutzte Daten zur�uck� Zu

den letzteren z�ahlen z� B� das Unbiasedness criterion UC �Sugeno und Kang ������

JUC �

vuutNAX
k��

��yABk � �yAAk �� !
NBX
k��

��yBAk � �yBBk �� �����

und darauf aufbauend �Horikawa u� a� ���
�

JC �

vuutNAX
k��

�yAk � �yAAk �� !
NBX
k��

�yBk � �yBBk �� ! JUC � �����

das Regularity Criterion RC �Sugeno und Yasukawa �����

JRC �
�






� �

NA

NAX
k��

��yABk � yAk �� !
�

NB

NBX
k��

��yBAk � yBk ��

�
� �����

oder der basisdatenunabh�angige mittlere quadratische Fehler �Angenendt �����

JBD �
�

f� d

fX
j��

fX
i��

dX
k��

��yijk � yik�
� � �����
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Bei JUC� JC und JRC werden die N Me�datens�atze in zwei Sequenzen SA und SB auf�

geteilt mit A�A� ! A�B� � NA ! NB � N � Das mit SA identi�zierte Modell liefert bei

Auswertung mit SA die Werte �yAA� bei Auswertung mit SB die Werte �yBA� yA sind die

Ausgangsgr�o�enme�daten der Sequenz SA� Entsprechendes gilt f�ur das mit SB identi��

zierte Modell� Bei JBD werden f Modelle wie folgt identi�ziert 

Sei beim Vorliegen von N Me�datens�atzen d das gr�o�te Vielfache von f � so da� fd � N

gilt� Die ersten �N  � fd der gegebenen Me�datens�atze werden in f Sequenzen S�  �

f�� � � � � dg� S�  � fd ! �� � � � � 
dg bis Sf  � f �N � d ! �� � � � � �Ng zerlegt� F�ur jede Sequenz

Si wird jeweils ein Modell identi�ziert� Sei �yijk die Pr�adiktion des j	ten Modells �das mit

Sj identi�ziert wurde� bei Auswertung mit dem k	ten Datensatz der Sequenz Si und yik
die gemessene Ausgangsgr�o�e� Im Fall einer Aufteilung in 
 Sequenzen SA und SB �wie

bei JUC� JC und JRC� folgt f � 
 und d � �N�
 � NA � NB sowie

JBD �
�


 �N



�NAX
k��

��yABk � yAk �� ! ��yAAk � yAk �� !
NBX
k��

��yBAk � yBk �� !
NBX
k��

��yBBk � yBk ��

�
� �����

mit der oben angegebenen Nomenklatur� Eine einfache und sinnvolle Erweiterung liegt in

der Zulassung verschieden langer Sequenzen SA und SB�

Bei der Optimierung oder beim Vergleich verschiedener Modelle interessieren nur rela�

tive Werte der G�ute� Damit sind die Radizierung bei JUC und der Vorfaktor �� � bei

JRC irrelevant� Bei JUC erfolgt keine Normierung auf die Datenanzahl� was Vergleiche

bei Auswertung verschieden langer Sequenzen erschwert� Au�erdem gehen die gemesse�

nen Ausgangsgr�o�en yAk und yBk nicht in JUB ein� Weil nur Pr�adiktionen bewertet werden�

handelt es sich um ein sekund�ares Kriterium� Bei JRC haben f�ur NA �� NB die Daten aus

SB jeweils ein anderes Gewicht als die aus SB� Da im allgemeinen kein A	priori	Wissen

vorliegt� auf Grund dessen die Daten einer Sequenz st�arker�schw�acher gewichtet werden

sollten als die der anderen� sollten alle Daten gleich gewichtet werden� Desweiteren be�

wertet JRC in keiner Weise die Pr�adiktion mit den zur Identi�kation eingesetzten Daten�

Sowohl JC als auch JBD liegt die Idee zugrunde� die Anteile bzgl� Kreuzvalidierung und

Systemidenti�kation separat und �willk�urlich� gleichgewichtet zu ber�ucksichtigen� Au�er�

dem besitzt jedes Datum das gleiche Gewicht� Die Normierung bei JBD gew�ahrleistet bei

verschieden gro�en Datenmengen eine einfache Vergleichbarkeit�

Der Nachteil der Kreuzvalidierungskriterien liegt in der deutlich erh�ohten Anzahl an er�

forderlichen Daten� Damit sie eine signi�kante Aussage liefern� m�ussen bei JUC� JC und

JRC zwei vollst�andige Identi�kationsdatens�atze vorliegen� bei JBD sogar f S�atze� Liegen

nicht genug Daten vor� so sollte mit reduzierten Kriterien gearbeitet werden� die einen

Datensatz nur zur Auswertung verwenden� Dieser kann deshalb im Umfang reduziert wer�

den �Totz ������
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Modellvalidierung

Neben den bereits angesprochenen Kreuzvalidierungskriterien k�onnen zur Modellvalidie�

rung auch Korrelationsverfahren eingesetzt werden� In der Literatur �Ljung ����� wird

angenommen� da� die Sequenz der Abweichungen

�F �k� � y�k�� �y�k� � k � �� � � � � N �����

zwischen Messung und Pr�adiktion �Bild ���� bei gelungener Identi�kation ein wei�es Rau�

Bild 	�� System und identi�ziertes Modell

schen ist� Das hei�t� die Autokorrelationsfunktion ����� � liefert f�ur � �� � den Wert Null�

Au�erdem sollte �F �k� nicht mit alten Werten der Stellgr�o�e u�k � � �� � 
 �� korre�

liert sein� da sonst nicht alle Wirkungen von u�k� identi�ziert wurden� Dagegen zeigt eine

Korrelation von �F �k� und u�k � � � � � � �� an� da� die Ausgangsgr�o�e verz�ogert als

Eingangsgr�o�e verwendet wird �Ljung ������ Dies wird bei dynamischen Fuzzy	Systemen

strukturell zur Erzielung der dynamischen Eigenschaften vorgegeben und f�uhrt deshalb

zu keiner Negativbewertung�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht behandelt die analytische Beschreibung von Fuzzy	Systemen� de�

ren Pr�amissen mehrdimensionale Zugeh�origkeitsfunktionen mit unbeschr�anktem Tr�ager

verwenden� Diesbez�uglich wurden insbesondere Zugeh�origkeitsfunktionen vom e	Typ �	ga�

und aus Fuzzy	Clusteralgorithmen abgeleitete Zugeh�origkeitsfunktionen �	cl� betrachtet�

F�ur Fuzzy	Systeme mit solchen stetigen und stetig di
erenzierbaren Zugeh�origkeitsfunk�

tionen wurde eine einheitliche analytische Beschreibung angegeben� Die Verwandschaft

und teilweise sogar �Aquivalenz zu speziellen k�unstlichen Neuronalen Netzen wie Radial	

oder Hyperbasisfunktionsnetzwerken wurde besprochen� Als analoges Netzwerk zu Fuzzy	

Systemen mit Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ wurde ein Interbasisfunktionsnetz�

werk eingef�uhrt�

Bei der Identi�kation von Fuzzy	Modellen ist die Zugeh�origkeit der Datens�atze zu den

Partitionen bzw� Regeln zu beachten� Dies erschwerte bisher die Anwendbarkeit konven�

tioneller Identi�kationsverfahren� Eine Ausnahme bildet das Verfahren der gewichteten

kleinsten Fehlerquadrate� bei dem die Zugeh�origkeit eines Datums direkt als sein Gewicht

benutzt werden kann�

Aus der analytischen Darstellung der Fuzzy	Systeme erfolgte die Ableitung einer Trans�

formation der Me�werte� deren Ergebnis ungewichtet zur Identi�kation verwendbar ist�

Dies erlaubt die Anwendung einer Vielzahl bekannter Identi�kationsverfahren� Ein zwei�

stu�ges Identi�kationsverfahren f�ur dynamische und statische Fuzzy	Modelle sowie f�ur

Hammerstein	Modelle mit statischer Fuzzy	Nichtlinearit�at wurde angegeben Ein Fuzzy	

Clusterverfahren ermittelt in der �� Stufe eine Partitionierung und anschlie�end erfolgt ei�

ne Identi�kation der Parameter der Konklusionsfunktionen durch das ungewichtete Least	

Squares	Verfahren� Ein Gradientenverfahren optimiert in der 
� Stufe die Parameter� F�ur

die Modellvalidierung wurden einige Kreuzvalidierungskriterien vorgestellt und diskutiert�

Zur Zeit erfolgt eine Erprobung des vorgestellten Algorithmus� Schwerpunktm�a�ig werden

funktionale Fuzzy	Modelle mit Zugeh�origkeitsfunktionen vom 	cl	Typ untersucht� Im Ge�

gensatz zu Zugeh�origkeitsfunktionen vom e	Typ kann der Graph von 	cl sehr verschiedene

Formen annehmen� Damit ist zu erwarten� da� deutlich weniger Regeln und damit Modell�

parameter f�ur die gleiche Modellg�ute erforderlich sind� Weiterhin sind noch Erfahrungen

mit der Wahl und Parametrierung des Gradientenverfahrens in der 
� Identi�katonsstufe

zu sammeln�

Ein ganz anderes Anwendungsfeld bietet die Fuzzy	Regelung� Durch die auch auf Fuzzy	

Regler anwendbare analytische Beschreibung vereinfachen sich Regleroptimierung sowie

	adaption� Dieser Bereich ist Gegenstand zuk�unftiger Untersuchungen�
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