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� Einleitende �Ubersicht

Bei der kognitiven Analyse zur Regelung technischer Prozesse wird das Expertenwissen in

Form von linguistischen Regeln formuliert� Linguistisch formulierte Regeln bestehen im

allgemeinen aus einer Pr�amisse� die eine bestimmte Situation in Form einer �unscharfen�

Spezi�kation der Werte f�ur die Me�gr�o�en beschreibt� und einer Konklusion� die den ge�

eigneten Stellenwert f�ur diese Situation �unscharf� angibt� Neben dem Partitionieren der

durch die linguistischen Terme assoziierten Fuzzy	Mengen und der Defuzzi�zierungsme�

thode m�ussen geeignete Verkn�upfungs	Operatoren wie Durchschnitt �Konjunktion� und

Vereinigung �Disjunktion� �B�ohme ���
� f�ur die Fuzzy	Mengen de�niert werden� Die

wesentlichen Verkn�upfungen im Zusammenhang mit Fuzzy	Mengen k�onnen durch die

t	Normen � bzw� t	Conormen �s	Normen� � �Kaufmann und Gupta ����� Kruse� Geb�

hardt und Klawonn ���
� Gottwald ����� ���
� B�ohme ���
� Butnariu und Klement ���
�

Bertram u� a� ���
� realisiert werden� Sie entsprechen dem Durchschnitt �fuzzy	logisches

Und� zweier Fuzzy	Mengen

A 	B � f�x� �A�B�x�� j �A�B�x� �� � ��A�x�� �B�x�� 
 x � D g �����

bzw� der Vereinigung �fuzzy	logisches Oder�

A 
B � f�x� �A�B�x�� j �A�B�x� �� � ��A�x�� �B�x�� 
 x � D g �����

�Kacprzyk und Zi�olkowski ����� Kacprzyk und Iw�anski ������ t	Normen bzw� t	Conormen

gen�ugen den Minimalvoraussetzungen f�ur einen Durchschnittsoperator bzw� einem Ver�

einigungsoperator �Nauck� Klawonn und Kruse ���
� wie z� B� Monotonie und die An�

wendbarkeit des Kommutativ	 und Assoziativgesetzes �B�ohme ������ Zur Auswahl von

t	Normen bzw� t	Conormen k�onnen verschiedene Ziele verfolgt werden� wie z� B� �Grimm

����� ���
��

� Erhaltung von m�oglichst vielen Eigenschaften der klassischen Mengenlehre�

� anwendungsbezogene Abbildung von semantischen Bedeutungen�

In diesem Bericht werden die Fuzzy	Operatoren �Verkn�upfungs	Operatoren� bez�uglich

ihres charakteristischen Ein	 und Ausgangsverhaltens untersucht� Ausgangspunkt der

Untersuchungen sind Standard	Fuzzy	Regler �Berger ���
a� b� �Abschnitt �� �Hierbei

werden die Standard	Fuzzy	Regler unabh�angig von der Art der Zugeh�origkeitsfunktio�

nen �Xi
�e�kT �� und �Yj ��e�kT �� betrachtet��� Da bei der Defuzzi�zierung die Schwer�

punktmethode f�ur Fuzzy	Einermengen �Kahlert und Frank ���
� Bertram u� a� ���
�

angewandt werden soll

u�kT � �

mE m�EX
z��

�z �e�kT ���e�kT �� mz

mE m�EX
z��

�z �e�kT ���e�kT ��

� ���
�
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welche die Operatoren Aktivierung� Aggregation und Defuzzi�zierung zu einem Rechen�

schritt zusammenfa�t �Kroll ���
� Bertram u� a� ���
�� werden hier nur die t	Normen

untersucht �Operator zur Pr�amissenauswertung�� Der Erf�ulltheitsgrad �Bertram �����

�z �e�kT ���e�kT �� � �
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

���
�

der Regel Rz wird in Abh�angigkeit der t	Norm � berechnet� Die Ergebnisse sind un�

abh�angig von den Zugeh�origkeitsfunktionen �Repr�asentation der Fuzzy	Referenzmenge��

wenn die Fuzzy	Referenzmengen konvex �Lowen ������ normalisiert� einfach �uberlappend

und orthogonal sind �Rommelfanger ���
� Bandemer und Gottwald ���
� B�ohme ���
�

Driankov� Hellendoorn und Reinfrank ���
� Leichtfried und Heiss ������

De�nition ��� �Lowen �����

Eine Fuzzy	Menge � � D � D
�
N ist konvex� wenn f�ur alle x� y � D und a � D�N

� �ax� ��� a� y� � min���x�� ��y��

ist� �

Nach Kacprzyk ����
� werden die Operatoren einer

� intuitiven�

� axiomatischen� oder

� experimentellen

Klasse zugeteilt� Die experimentelle Klasse� in der der Operator experimentell f�ur den

speziellen Anwendungsfall bestimmt wird �Zimmermann ������ wird hier nicht betrach�

tet� Untersucht werden in den Abschnitten 
 bis � die in der Tabelle ��� aufgef�uhrten

t	Normen� welche zur intuitiven und axiomatischen Klasse geh�oren �nicht parametrische

und kontinuierliche t	Normen� �Wangming ����� Lee ����� Mayer u� a� ���
� Ying ���
�

Mesiar ���
�� Es erfolgt eine Beschreibung der bin�are Darstellung
�

T
i��

� D�N � D�N � D
�
N �

Eine Erweiterung auf
n

T
i��

� D�N � � � � � D�N � D
�
N ist jedoch m�oglich� Zus�atzlich zu den

t	Normen werden imAbschnitt � die Durchschnitts	Operatoren �Kompensatorische	Ope�

ratoren� �Mizumoto ����b� B�ohme ���
�� welche in der Tabelle ��� aufgef�uhrt sind� be�

handelt�

�Die grundlegende Arbeit zur Erstellung der axiomatischen Systeme wurden von Bellmann und Giertz

������ geleistet�
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Algebraisches Produkt �ap

�
�Xi

� �Yj
�
� �Xi

�Yj

Minimum	Operator �min

�
�Xi

� �Yj
�
� min

�
�Xi

� �Yj
�

�Lukasiewicz	Operator ��Luk

�
�Xi

� �Yj
�
� max

�
�� �Xi

� �Yj � �
�

Hamacher Produkt �hp

�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�Yj

�Xi
� �Yj � �Xi

�Yj

Einstein Produkt �ep

�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�Yj

��
�
�Xi

� �Yj � �Xi
�Yj

�

Tabelle ���� Untersuchte t	Normen

Durch die Anwendung von Durchschnitts	Operatoren k�onnen kompensatorische E ek�

te erzielt werden� Der Begri 
�
kompensatorisch� bezieht sich hier auf die Neigung des

menschlichen Sprachverst�andnisses zwischen den Formulierungen Und und Oder zu ge�

wichten� Der resultierende Wert des Durchschnitts	Operators liegt zwischen dem Mini�

mum	 und Maximum	Operator� Der Erf�ulltheitsgrad

�z �e�kT ���e�kT �� � D
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

�����

wird in diesem Abschnitt in Abh�angigkeit vom Durchschnitt	Operator D untersucht�

Harmonisches Mittel Dhm

�
�Xi

� �Yj
�
�

� �Xi
�Yj

�Xi
� �Yj

Geometrisches Mittel Dgm

�
�Xi

� �Yj
�
�
p
�Xi

�Yj

Arithmetisches Mittel Dam

�
�Xi

� �Yj
�
�
�Xi

� �Yj
�

Tabelle ���� Untersuchte Durchschnitts	Operatoren �Kompensatorische Operatoren�
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In diesem Bericht wird ein neues Bewertungskriterium zur Auswahl von Fuzzy	Opera�

toren �t	Normen� Durchschnitts	Operatoren� hergeleitet� Bewertet wird der Einsatz von

t	Normen bzw� Durchschnitts	Operatoren zur Regelung von technischen Prozessen an�

hand der durch die aufgestellten linguistischen Regeln �relationale Regeln� beschriebenen

Abh�angigkeit der Stellgr�o�e z� B�

uR�kT � � R �e�kT ���e�kT �� �����

und dem charakteristischen Ausgangsverhalten �Approximation der relationalen Regeln

durch den Fuzzy	Regler� �Abschnitt 
� z� B�

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� � �����

Untersucht wird die Abh�angigkeit der Stellgr�o�e uf �kT � von der Regelabweichung e�kT �

und�oder der �Anderung der Regelabweichung �e�kT � im Zusammenhang mit den aufge�

stellten relationalen Regeln uR�kT �� Zu diesem Zweck werden die Standard	Fuzzy	Regler

analytisch �Ying� Silver und Backley ����� Bertram ����� Behmenburg ���
� Behmenburg

und Bertram ���
� Berger ���
c� in einem Fuzzy	Unterraum dargestellt� Die Einteilung

der Fuzzy	Unterr�aume entstehen aufgrund der Partitionierung �Kruse� Gebhardt und

Klawonn ���
� der Fuzzy	Referenzmengen

Xi � fe�kT �� �Xi
�e�kT �� j e�kT � � DN g �����

und

Yj � f�e�kT �� �Yj ��e�kT �� j �e�kT � � DN g �����

mit i � �� � � � �mE und j � �� � � � �m�E �Berger ���
c�� Innerhalb eines Fuzzy	Unterraumes

wird das Regelungsverhalten des Fuzzy	Reglers durch maximal vier aktive �Frenck ���
�

���
� relationale Regeln beschrieben� Die vier aktiven relationalen Regeln entstehen auf�

grund der einfachen �Uberlappung der Fuzzy	ReferenzmengenXi und Yj mit i � �� � � � �mE

und j � �� � � � �m�E �uber den normierten De�nitionbereich DN � Eine aktive relationale

Regel entspricht einem partiellen Fuzzy	Unterraum A� B� C oder D �Berger ���
c��

Untersucht wird das Regelungsverhalten der Standard	Fuzzy	Regler f�ur verschiedene

t	Normen bzw� Durchschnitts	Operatoren f�ur unterschiedliche Anordnungen der Kon�

klusionen im Fuzzy	Unterraum� Die hier dokumentierten Ergebnisse k�onnen als weite�

res Auswahlkriterium zur Anwendung von t	Normen bzw� Durchschnitts	Operatoren zur

konjunktiven Verkn�upfung von Partiapr�amissen zur Regelung technischer Prozesse mit

der Fuzzy	Logik dienen� Dem Anwender ist somit neben den Gesichtspunkten der Rela�

tionalit�atsanforderungen wie z� B� Kommutativit�at� Assoziativit�at� Stetigkeit� Monotonie

und Idempotenz �B�ohme ���
� und den pragmatischen Aspekten wie z� B� sensitives und

interaktives Verhalten� empirische Relevanz� Adaptionsf�ahigkeit� numerische E!zienz und

Skalenniveau der Zugeh�origkeitsfunktionen �Zimmermann ����� Grimm ����� ���
� Pe�

drycz ���
� Driankov Hellendoorn und Reinfrank ���
� Mayer u� a� ���
� von t	Normen

bzw� Durchschnitts	Operatoren eine weitere Entscheidungshilfe an die Hand gelegt� Der

Bericht schlie�t mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick in Abschnitt ���
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� Analytische Darstellung

Innerhalb der Fuzzy	Unterr�aume lassen sich die relationalen Fuzzy	Regler durch eine

analytische Funktion �Ying� Silver und Backley ����� Grimm ����� Bertram ����� Beh�

menburg und Bertram ���
 und Berger ���
c� beschreiben� Die Fuzzy	Unterr�aume ent�

stehen aufgrund der Partitionierung �Kruse� Gebhardt und Klawonn ���
� der Fuzzy	

Referenzmengen �uber dem normierten De�nitionsbereich DN �Bild �����

Bild ���� Fuzzy	Unterr�aumeund Fuzzy	ReferenzmengenXi und Yj der Partialpr�amissen

in der e	�e	Ebene

In einem Fuzzy	Unterraum wird der Fuzzy	Regler durch maximal vier aktive �Frenck

���
� ���
� relationale Regeln beschrieben� wobei ein partieller Fuzzy	Unterraum A� B�
C oder D �Berger ���
c� eine aktive relationale Regel charakterisiert �Bild 
��� �z� B�

markiertes Quadrat im Bild �����

A B
C D

Bild ���� Fuzzy	Unterraummit zus�atzlicher Unterteilung in partielle Fuzzy	Unterr�aume

A�B� C und D

Zur Darstellung der Fuzzy	Unterr�aume werden die Erf�ulltheitsgrade �z �e�kT ���e�kT ��

f�ur z � �� � � � �mEm�E bzw� die Zugeh�origkeitsfunktionen �Xi
�e�kT �� und �Yj ��e�kT ��
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�Bild ��
� weiter unterschieden in

�LRz �e�kT ���e�kT �� � �LXi
�e�kT �� �RYj ��e�kT �� � �����

�RLz �e�kT ���e�kT �� � �RXi
�e�kT �� �LYj ��e�kT �� � �����

�RRz �e�kT ���e�kT �� � �RXi
�e�kT �� �RYj ��e�kT �� ���
�

und

�LLz �e�kT ���e�kT �� � �LXi
�e�kT �� �LYj ��e�kT �� � ���
�

wobei die Indizierung L und R auf den linken bzw� rechten Teil der Fuzzy	Referenzmengen

Xi und Yj verweisen�

Bild ���� Unterscheidung der Zugeh�origkeitsfunktion �Yj ��e�kT �� in �LYj ��e�kT �� und

�RYj ��e�kT ��

Die Stellgr�o�e

u�kT � �

mE m�EX
z��

�z �e�kT ���e�kT �� mz

mE m�EX
z��

�z �e�kT ���e�kT ��

� �����

welche nach der Schwerpunktmethode f�ur Fuzzy	Einermengen �Kahlert und Frank ���
�

Bertram u� a� ���
� berechnet wird� kann im Fuzzy	Unterraum durch folgende allgemeine

Form dargestellt werden

u�kT � � fbf zmA � fbf z��mB � fbf z�m�EmC � fbf z�m�E��mD � �����

Mit fbf z der Fuzzy	Basisfunktion �Wang ���
a� b� Leichtfried und Heiss ����� im par�

tiellen Fuzzy	Unterraum A der Regel Rz und den damit direkt daraus folgenden Fuzzy	

Basisfunktionen fbf z��� fbf z�m�E und fbf z�m�E�� der anderen partiellen Fuzzy	Unter�

r�aume B� C und D sowie dem Modalwerten m �B�ohme ���
� Pedrycz ���
� der Fuzzy	
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Referenzmengen UA� UB� UC � UD � U� Die Fuzzy	Basisfunktionen zu jedem Fuzzy	Unter�

raum A�B� C und D berechnen sich zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
� � �����

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
� � �����

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
� �����

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
� � ������

wobei

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
� �RRz

�
�RXi

� �RYj

�

� �RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
� �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
������

ist�
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� Bewertungskriterium

Das Bewertungskriterium �uberpr�uft anhand der aufgestellten relationalen Regeln die An�

wendbarkeit von t	Normen bzw� Durchschnitts	Operatoren zur konjunktiven Verkn�upf�

ung von Partialpr�amissen zur Regelung technischer Prozesse� Dabei werden die aktiven

Regeln im Fuzzy	Unterraum bei verschiedenen Anordnungen der Konklusionen in den

partiellen Fuzzy	Unterr�aumen A�B� C und D untersucht� Eine Anordnung der Konklu�

sionen� welche in der Bild 
�� dargestellt ist�

UA UA

UB UB

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit zwei gleichen in den Konklusionen zugewiesenen Fuzzy	

Referenzmengen UA und UB

kann z� B� durch folgende vier relationale Regeln beschrieben werden�

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUA� � �
���

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUA� � �
���

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUB� und �
�
�

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUB� � �
�
�

Bei den relationalen Regeln ist zu erkennen� da�� unabh�angig mit welchemZugeh�origkeits�

wert �Y� ��e�kT ��� und �Y� ��e�kT ��� die �Anderung der Regelabweichung �e�kT � auf

die Fuzzy	Referenzmengen Y� und Y� abgebildet wird� die Konklusion immer �U Ist UA�

bzw� �U Ist UB� ist� dieses ist jedoch nicht von der fuzzi�zierten �Anderung der Regel�

abweichung �E selbst abh�angig� sondern von der fuzzi�zierten Regelabweichung E� Das

hei�t� die relationalen Regeln beschreiben das Regelungsverhalten unabh�angig von der
�Anderung der Regelabweichung �e�kT �� Diese kann durch die Fuzzy	Relationalmatrizen

�unscharfe kartesische Relation�� �Wu� B�oming und Schneider ���
�

R
�
z � E ��E � U �
���

� �
R
�
z

�
h
�Xi

�e�kT ��T � �Yj ��e�kT ��
iT � �Uk �u�kT �� �
���

der z	ten Regeln dokumentiert werden� Zur Erstellung der Fuzzy	RelationalmatrizenR�
z

werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT �� u�kT � � f�� �� �� ��� �g betrachtet� Nach

�X�
�x� � �Y� �x� �

�������
������

� � x �� ��� �� ��
x
�� � � x � ��� �� ��

� � x � �� �
� � x
�� � � x � ��� �� ��

�
���

�Das kartesische Produkt A�B � D� � D� � D
�

N
ist de	niert als A�B 
 f�a� b� �A�B�a� b�� j �a� b� �

D� � D� � �A�B�a� b� 
 min��A�a�� �B�b��g �Freeling ������
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�X�
�x� � �Y� �x�

���
��
� � x � �� �
x� �� �
�� � � x � ��� �� ��

� � x � �

�
���

�UA�u�kT �� �
�
� � u �� �� �

� � u � �� �
�
���

�UB �u�kT �� �
�
� � u �� �

� � u � �
�
����

mit x � �e�kT ���e�kT ��T� ergeben sich somit die Fuzzy	Mengen

X� � Y� � ���� � � �� ���� �� � ��� �
����

X� � Y� � ���� � � �� ���� �� � ��� �
����

UA � ���� � � ���� �� � ��� �
��
�

UB � ���� � � ���� �� � ��� �
��
�

aufgrund der Partitionierung der Fuzzy	ReferenzmengenXi� Yj und Uk mit i � �� � � � �mE�

j � �� � � � �m�E und k � �� � � � �mU �uber DN nach der Notation von Zadeh ����
�

����� �A �
Pn

i�� �A�xi��xi�� Schr�agstrich und Summationszeichen sind hier rein formal	

syntaktisch zu verstehen� haben also nicht die Bedeutung wie in der klassischen Mathe�

matik �Kaufmann ������ Die vier Fuzzy	RelationalmatrizenR�
z berechnen sich wie folgt�

R
�
� �

h
�X�

�e�kT ��T � �Y���e�kT ��
iT � �UA�u�kT ��

�

�
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�

T
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R
�
� �

h
�X�

�e�kT ��T � �Y���e�kT ��
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R
�
� �

h
�X�

�e�kT ��T � �Y���e�kT ��
iT � �UB�u�kT ��

�

�
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�
�

T

� �� � �� �

�
																	


� � �

� � �

� � �

� � �� �

� � �� �

� � �

� � �

� � �� �

� � �

�
�����������������


� �
����

R
�
� �

h
�X�

�e�kT ��T � �Y���e�kT ��
iT � �UB�u�kT ��

�

�
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�
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� �
����

Es ist zu erkennen� da� bei gleicher Partialpr�amisse �X�
�e�kT �� bzw� �X�

�e�kT �� die

Belegung der Spalten der Relationalmatrizen R�
z mit z � �� �� � � � � 
 nicht von den Par�

tialpr�amissen �Y� ��e�kT �� und �Y� ��e�kT �� beein"u�t wird� In der Bild 
�� ist eine

weitere Anordnung der Konklusionen dargstellt�

UA UB

UA UB

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit zwei gleichen in den Konklusionen zugewiesenen Fuzzy	

Referenzmengen UA und UB

Diese Anordnung kann z� B� durch folgende vier relationale Regeln beschrieben werden�

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUA� � �
����

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUB� � �
����

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUA� und �
����

Wenn �E IstX�� Und ��E Ist Y�� Dann �U IstUB� � �
����

Bei diesen relationalen Regeln ist zu erkennen� da� unabh�angig mit welchem Zugeh�orig�

keitswert �X�
�e�kT ��� und �X�

�e�kT ��� die Regelabweichung e�kT � auf die Fuzzy	Re�

ferenzmengenX� und X� abgebildet wird� die Konklusion immer �U Ist UA� bzw� �U Ist
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UB ist� Dieses ist jedoch nicht von der fuzzi�zierten Regelabweichung E selbst abh�angig�

sondern von der fuzzi�zierten �Anderung der Regelabweichung �E� Das hei�t� die rela�

tionalen Regeln beschreiben das Regelungverhalten unabh�angig von der Regelabweichung

e�kT ��

Insgesamt werden die Operatoren bez�uglich drei unterschiedlichen Anordnungen �F�alle�

der Konklusionen im Fuzzy	Unterraum hin untersucht� Die drei F�alle und die damit aus

den linguistischen Regeln vorgegebene Abh�angigkeit der Stellgr�o�e u�kT � von der Regel�

abweichung e�kT � und�oder der �Anderung der Regelabweichung �e�kT � ist in der Tabelle


�
 dargestellt�

Anordnung der Fuzzy	Ausgangsmengen Abh�angigkeit des Stellgr�o�enverlaufes

UA UA

UB UB

abh�angig von der

Regelabweichung e

UA UB

UA UB

abh�angig von der

�Anderung der Regelabweichung �e

UA UB

UB UA

abh�angig von der

Regelabweichung e und deren �Anderung �e

Tabelle ���� Abh�angigkeit des Stellgr�o�enverlaufes im Zusammenhang mit der Anord	

nung der Fuzzy	Ausgangsmengen im Fuzzy	Unterraum

Verglichen wird die aus den linguistischen Regeln vorgegebene Abh�angigkeit der Stellgr�o�e

uR�kT � � R �e�kT ���e�kT �� �
��
�

mit der aus der analytischen Beschreibung des Fuzzy	Reglers berechneten Abh�angigkeit

der Stellgr�o�e

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� � �
��
�

Ist

uR � uf �
����
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so approximiert der Fuzzy	Regler �in Abh�angigkeit des Operators f�ur die konjunktive

Verkn�upfung� die linguistischen Regeln� Gleichung �
���� dient somit zur Beurteilung

der Anwendung von t	Normen bzw� Durchschnitts	Operatoren in der Fuzzy	Regelung

�Tabelle 
�
��

Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten Aussage �uber die Operatoren

uR � uf approximiert die

linguistischen Regeln

uR �� uf approximiert nicht die

linguistischen Regeln

Tabelle ���� Bewertungskriterium zur Anwendung von Operatoren zur Konjunktiven	

Verkn�upfung in der Fuzzy	Regelung

��� Operatoren

Neben dem allgemein bekannten Minimum	 und Maximum	Operator �Zadeh ����� gibt

es weitere Operatoren zur Verkn�upfung unscharfer Mengen� Diese Operatoren lassen sich

hinsichtlich der zu realisierenden Verkn�upfungen in t	Normen f�ur die konjunktive Ver�

kn�upfung �fuzzy	logisches Und� und t	Conormen �s	Normen� f�ur die disjunktive Ver�

kn�upfung �fuzzy	logischeOder� kategorisieren� Im folgenden werden die Begri e t	Norm

und t	Conorm de�niert und im n�achsten Abschnitt die t	Normen vorgestellt� welche in

diesem Bericht untersucht werden�

De�nition ��� �Nauck� Klawonn und Kruse ���
�

Eine Funktion � � D�N � D�N � D
�
N hei�t t	Norm� wenn sie die Bedingungen

�i� ���Xi
� �� � �Xi

�Einselement�

�ii� �Xi
� �Yj �� ���Xi

� �Zk� � ���Yj � �Zk� �Monotonie�

�iii� ���Xi
� �Yj � � ���Yj � �Xi

� �Kommutativit�at�

�iv� ���Xi
����Yj � �Zk �� � �����Xi

� �Yj �� �Zk� �Assoziativit�at�

erf�ullt�

�
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Die interessanteste Eigenschaft einer t	Norm ist die Assoziativit�at� weil dadurch die �re�

kursive� Berechnung des Durchschnitts von mehr als zwei Mengen erm�oglicht wird� Aus

praktischer Sicht ist au�erdem erfreulich� da� die Reihenfolge der Argumente bei der Be�

rechnung keine Rolle spielt �Kommutativit�at�� Als w�unschenswert� aber nicht notwendige

Eigenschaft einer den Durschnitt 	 zwischen unscharfen Mengen repr�asentierenden Funk�

tionen seien noch die Stetigkeit sowie die Idempotenz zu nennen �Fathi	Torbaghan und

H�o mann ���
��

De�nition ��� �Nauck� Klawonn und Kruse ���
�

Eine Funktion � � D�N �D�N � D
�
N hei�t t	Conorm� wenn sie die Bedingungen

�i� ���Xi
� �� � �Xi

�Einselement�

�ii� �Xi
� �Yj �� ���Xi

� �Zk� � ���Yj � �Zk� �Monotonie�

�iii� ���Xi
� �Yj � � ���Yj � �Xi

� �Kommutativit�at�

�iv� ���Xi
����Yj � �Zk �� � �����Xi

� �Yj �� �Zk� �Assoziativit�at�

erf�ullt�

�

t	Normen und t	Conormen sind duale Operatoren� Man erh�alt aus einer t	Norm � eine

t	Conorm mittels

���Xi
� �Yj � � � ���� � �Xi

� �� �Yj � �
����

und umgekehrt aus einer t	Conorm � eine t	Norm durch

���Xi
� �Yj � � � ���� � �Xi

� �� �Yj � � �
����

Weiterhin gelten f�ur die t	Normen

� ��Xi
� �� � � � �Xi

� D�N �
����

bzw� f�ur die t	Conormen

� ��Xi
� �� � � � �Xi

� D�N � �
����

welches� wie im Abschnitt � dargelegt wird� grundentscheidend f�ur die Verwendung von

Operatoren zur Fuzzy	Regelung ist� An dieser Stelle sei noch einmal erw�ahnt� da� t	

Normen � und t	Conormen � nicht f�ur bestimmte� konkrete Verkn�upfungen stehen�

sondern als Platzhalter f�ur all diejenigen Verkn�upfungen zu verstehen sind� welche die

von t	Normen und t	Conormen geforderten Eigenschaften besitzen �De�nition 
�� und


����
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��� t�Norm�basierte Operatoren

t	Normen und t	Conormen werden weiter in nicht	parametrische Operatoren und para�

metrische Operatoren unterteilt �Zimmermann ����� Kruse� Gebhardt und Klawonn ���
�

Mayer u� a� ���
�� Parametrische Operatoren� welche hier nicht behandelt werden� aber

aus Gr�unden der Vollst�andigkeit erw�ahnt werden� umfassen m�oglichst viele t	Normen

bzw� t	Conormen� Der Parameter � kann ein bestimmtes Intervall reeller Zahlen durch�

laufen� f�ur jeden festen Wert des Parameters � ergibt sich ein spezieller Operator der

t	Norm bzw� t	Conorm� Zu nennen sind hier z� B� die HAMACHER	Operatoren

H�
�

�
�Xi

� �Yj
�

�
�Xi

�Yj
� � ��� �� ��Xi

� �Yj � �Xi
�Yj �

�
�
��

H�
�

�
�Xi

� �Yj
�

�
�Xi

� �Yj � �� � ���Xi
�Yj

�� �� � ���Xi
�Yj

�
�
��

dessen Parameter � alle nicht	negativen reellen Zahlen annehmen darf �� � � � ���

Der Laufbereich �B�ohme ���
� der HAMACHER	Operatoren H�
� bzw� H�

� erstreckt

sich vom Hamacher Produkt �algebraischer t	Quotient� �uber das algebraische Produkt

bis hin zum drastischen Produkt bzw� von Hamacher Summe �algebraischer s	Quotient�

�uber die algebraische Summe bis hin zur drastischen Summe� Zu den parametrischen

Operatoren geh�oren weiterhin der YAGER	� WEBER	� DUBOIS	PRADE	� FRANK	�

SCHWEIZER	SKALAR	 und DOMBI	Operator �B�ohme ���
� Bothe ���
� Mayer u� a�

���
� Gottwald ���
� Butnariu und Klement ���
��

Im folgenden werden die t	Normen� welche f�ur die Standard	Fuzzy	Regler untersucht

werden� aufgef�uhrt ��ap��min und ��Luk geh�oren zu der Fundamental t	Norm �s �Kle�

ment ��������

Algebraisches Produkt�

�ap

�
�Xi

� �Yj
�
� �Xi

�Yj �
�
��

Minimum	Operator�

�min

�
�Xi

� �Yj
�
� min

�
�Xi

� �Yj
�

�
�

�

�Lukasewicz	Operator �Beschr�ankte Di erenz��

��Luk

�
�Xi

� �Yj
�
� max

�
�� �Xi

� �Yj � �
�

�
�

�

Einstein Produkt�

�ep

�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�Yj

� �
�
�Xi

� �Yj � �Xi
�Yj

� �
�
��

Hamacher Produkt �algebraischen t	Quotienten��

�hp

�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�Yj

�Xi
� �Yj � �Xi

�Yj
�
�
��
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Das drastische Produkt

�dp

�
�Xi

� �Yj
�
�

�
min

�
�Xi

� �Yj
�

� max��Xi
� �Yj � � �

� sonst
�
�
��

wird aufgrund seines diskontinuierlichen Verhaltens �Wangming ����� nicht untersucht�
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� Algebraisches Produkt

Das algebraische Produkt �Hamacher ����� zeichnet sich besonders durch sein interak�

tives und sensitives Verhalten aus� wodurch eine
�
glatte� Stellgr�o�engenerierung zu er�

reichen ist �Pedrycz ����� Brown und Harris ����� �Anhang A� B�� �Uber Projektionen

pr �Yager ����� Bandemer und N�ather ����� einer Relation R kann bestimmt werden�

ob ein Operator ein interaktives oder ein nicht	interaktives Verhalten besitzt �Nguyen

����� Dubois und Prade ������ Im allgemeinen Fall einer unscharfen n	stelligen Relation

R� � X� � X� � � � � � Xn�� � Xn mit x�� x�� � � � � xn��� xn � D f�ur ein � � k � n mit

j� � j� � � � � � jk�� � jk wachsende Folge von Indizes � n k�onnen die Projektionen�

prjk �R��

prj��j������jk���jk�R�� � �prj��j� �����jk���jk
�xj�� xj�� � � � � xjk��� xjk� �

� sup
x�D

xji
� i������ �k

� �x�� x�� � � � � xn��� xn� �xjk � Z �
���

auf Z � Xj� �Xj� � � � � �Xjk�� �Xjk berechnet werden� Der Index � soll darauf hin�

weisen� da� die Relation durch eine t	Norm berechent wurde� Wird die Relation durch

einen Durchschnitts	Operator berechnet� dann ist der Index � durch D zu ersetzen� Da

man aus einer unscharfen n	stelligen Relation R� � X� � X� � � � � �Xn�� �Xn jeweils

n
�
eindimensionale� Projektionen prj �R�� f�ur j � �� � � � � n erh�alt� kann der Satz 
�� zur

�Uberpr�ufung von interaktivem Verhalten angesetzt werden�

Satz ��� �Bandemer und Gottwald ���
�

Kann eine unscharfe Relation R� � X� � X� � � � � � Xn�� � Xn aus allen

Projektionen �eindimensional� prj �R��� j � �� � � � � n zur�uckgewonnen werden�

und zwar als unscharfes kartesisches Produkt

R�� � pr��R��� pr��R��� � � � � prn���R��� prn�R�� � �
���

dann ist die Relation nicht	interaktiv �separabel��

�

Im Falle der Standard	Fuzzy	Regler �Berger ���
a� b� ergibt sich eine unscharfe bin�are

kartesische Relation

R�� � prE�R��� pr�E�R�� �E� ��E � DN � �
�
�

mit den Projektionen

prE �R�� � �E�e�kT �� � sup
E�DN

� �e�kT ���e�kT �� �E � DN � �
�
�

�In diesem Fall spricht man von einer


n � ��dimensionalen� Projektion �Bandemer und Gottwald

������
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pr�E �R�� � ��E��e�kT �� � sup
�E�DN

� �e�kT ���e�kT �� ��E � DN � �
���

Im Beispiel 
�� wird an diskreten Zust�anden gezeigt� da� das algebraische Produkt inter�

aktiv ist�

Beispiel ���

Betrachtet werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT � � f�� �� �� ��� �g� Es
ergibt sich so eine bin�are Relation R�ag �Fuzzy	Relationsmatrix R�ag � mit

dem algebraischen Produkt �ag von

R�ag �

�
	

�� �� �� 
�� �� �

�� 
�� �� ���� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �
���

mit den Projektionen

prE
�
R�ag

�
� ��� �� �� ��� �� � �
���

pr�E
�
R�ag

�
� ��� �� �� ��� �� � �
���

Das unscharfe bin�are kartesische Produkt R��ag �Fuzzy	RelationalmatrixR
�
�ag

�

berechnet sich dann zu

R
�
�ag � prTE

�
R�ag

�
� pr�E

�
R�ag

�
� ��� �� �� ��� ��T � ��� �� �� ��� ��

�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �
���

R
�
�ag

�� R�ag � �
����

Damit ist gezeigt worden� da� �ag ein interaktives Verhalten besitzt�

�

Im Bild 
�� ist exemplarisch ein Tr�ager T ���� einer bin�aren Relation f�ur interaktives und

nicht	interaktives Verhalten dargestellt�

Aus mathematischer Sicht �Rationalit�atsanforderungen� erf�ullt das algebraische Produkt

das Identit�atsgesetz� die Monotonie� die Kommutativit�at sowie die Assoziativit�at und

geh�ort nach Kacprzyk ����
� zur axiomatischen Klasse der Operatoren� Weiterhin han�

delt es sich bei dieser t	Norm um eine archimedische t	Norm �Alsina� Trillas und Valverde

���
� Bandemer und N�ahter ����� Butnariu und Klement ���
� nach der
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Bild ���� Tr�ager T ���� einer bin�aren Relation a� nicht	interaktiv b� interaktiv

De�nition ��� �Kruse� Gebhardt und Klawonn ���
�

Es sei� � D�N�D�N � D
�
N � so hei�t � Archimedische t	Norm genau dann� wenn

� eine stetige t	Norm ist und f�ur alle a ���� �� die Ungleichung ��a� a� � a

gilt�

�

Archimedische t	Normen sind mathematisch besonders attraktiv �Kruse� Gebhardt und

Klawonn ���
� Butnariu und Klement ���
� da sie z� B� die Bedeutungspostulate von

Hamacher ������ gen�ugen� Sie lassen sich wie folgt repr�asentieren�

Satz ��� �Kruse� Gebhardt und Klawonn ���
�

Eine Funktion � � D�N �D�N � D
�
N ist genau dann eine Archimedische t	Norm�

wenn eine streng monoton fallende stetige Funktion f � D�N � D�N � �����

existiert mit f��� � � und

��a� b� � f 	��
 �f�a� � f�b�� �

wobei f 	��
 die Pseudo�Inverse von f ist� d� h�

f 	��
�y� �

� fx � ��� �� j f�x� � yg � falls y � ��� f����

� � falls y � �f������
� �
����

F�ur f��� �� ist � streng monoton fallend in beiden Argumenten�

�

Die Funktion f wird als additive generator der archimedischen t	Norm bezeichnet �Alsina�

Trillas und Valverde ���
��
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Beispiel ���

Gegeben ist folgende Funktion

f � ������ ��� ��� f�x� �

�� ln�x� � � x � ��� ��

� � � x � �
�

Die Funktion f erf�ullt die Vorausetzungen vom Satz 
��� Es ergibt sich somit

��a� b� � f 	��
 �f�a� � f�b��

� f 	��
 �� ln�a�� ln�b��

� exp �ln�a� � ln�b��

� a b �algebraisches Produkt� �

�

Eine weitere �Uberpr�ufung von archimedischen t	Normen besteht in der Betrachtung

�

T
n��

xn � lim
n	�

n

T
i��

xi �
����

f�ur xi � DN und

�
B� n

T
i��

xi

�
CA
n�N�f�g

mit
n

T
i��

xi �� �
�
B� n��

T
i��

xi� xn

�
CA

oder mit der Verwendung der Funktion f

n

T
i��

xi � f 	��

�

nX
i��

f�xi�

�
�

Satz ��� �Butnariu und Klement ���
�

Ist � eine Archimedische t	Norm� und ist �xn�n�N�f�g eine konstante Sequenz

in ��� �� f�ur alle n � N 	 f�g dann gilt

�

T
n��

xn � � �

�
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Eine archimedische t	Norm hei�t strikt nach Bandemer und N�ather ������� d� h� sie ist

streng monoton und stetig� wenn � zunimmt im Bereich D�N � D�N � Allgemein gilt� da�

jede strikte t	Norm eine archimedische t	Norm ist� Umgekehrt gilt dies nicht� ein Beispiel

ist hier der �Lukasiewicz	Operator ��Luk �Abschnitt ���

Es ergibt sich ein Erf�ulltheitsgrad

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
� �Xi

�e�kT �� �Yj ��e�kT �� �
��
�

der z	ten Regel� Die einzelnen Erf�ulltheitsgrade in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumen A�
B� C und D berechnen sich wie folgt�

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
� �RXi

�e�kT �� �RYj ��e�kT �� � �
��
�

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
� �RXi

�e�kT �� �LYj�� ��e�kT �� � �
����

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
� �LXi��

�e�kT �� �RYj ��e�kT �� � �
����

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
� �LXi��

�e�kT �� �LYj�� ��e�kT �� � �
����

Durch Einsetzen der Gleichungen �
��
�	�
���� in ������ erh�alt man
mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

� �RXi
�RYj � �RXi

�LYj�� � �LXi��
�RYj � �LXi��

�LYj�� � �
����

wobei die Indizierungen i und j der Fuzzy	Referenzmengen der Eingangsgr�o�en in fol�

gender Beziehung zum Index

z � m�E i�m�E � j �
����

stehen�

Durch die einfache �Uberlappung �Leichtfried und Heiss ����� und Orthogonalit�at �Rom�

melfanger ���
� der Fuzzy	ReferenzmengenXi und Yj lassen sich die Zugeh�origkeitsfunk�

tionen zu

�RXi
�e�kT �� � �LXi��

��e�kT �� � � �
����

und

�RYj �e�kT �� � �LYj�� ��e�kT �� � � �
����

schreiben mit i � �� � � � �mE � � und j � �� � � � �m�E � �� Es ergibt sich somit
mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
�
�� �LXi��

� �
�� �LYj��

�
�
�
� � �LXi��

�
�LYj��

� �LXi��

�
� � �LYj��

�
� �LXi��

�LYj��
� � � �
����
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Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum A�B� C und D berechnen sich dann zu

fbf z � �RRz
�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�
� �
��
�

fbf z�� � �RLz��
�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�
� �
��
�

fbf z�m�E � �LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

�
����

und

fbf z�m�E�� � �LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�
� �
����

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � � �RRz
�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

��LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD � �
����

Durch Einsetzen der Gleichungen �
��
�	�
���� in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�
� � �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mA

�
�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��

�
mB �

�
�LXi��

� �LXi��
�LYj��

�
mC

� �LYj�� �
L
Xi��

mD � �
����

�� Fall�

Im ersten Fall besitzen die partiellen Fuzzy	Unterr�aume A�B bzw� die partiellen Fuzzy	

Unterr�aume C�D die Konklusionen mit den Fuzzy	Referenzmengen UA bzw� UB �Bild


����

UA UA

UB UB

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy	

Referenzmengen UA und UB

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj�� � �LYj�� � �LXi��

�LYj��

�
mA

�
�
�LXi��

� �LXi��
�LYj�� � �LYj�� �

L
Xi��

�
mB

�
�
�� �LXi��

�
mA � �LXi��

mB �
����

uf �kT � � f �e�kT �� �

�� Fall�

Im zweiten Fall besitzen die partiellen Fuzzy	Unterr�aumeA� C bzw� die partiellen Fuzzy	
Unterr�aume B�D die Konklusionen mit den Fuzzy	Referenzmengen UA bzw� UB �Bild


�
��
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UA UB

UA UB

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy	

Referenzmengen UA und UB

Die Stellgr�o�e berechnet sich zu

u�kT � �
�
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj�� � �LXi��

� �LXi��
�LYj��

�
mA

�
�
�LYj�� � �LXi��

�LYj�� � �LYj�� �
L
Xi��

�
mB

�
�
�� �LYj��

�
mA � �LYj��mB �
�
��

uf �kT � � f ��e�kT �� �

�� Fall�

Im dritten Fall besitzen die partiellen Fuzzy	Unterr�aumeA�D bzw� die partiellen Fuzzy	

Unterr�aume B� C die Konklusionen mit den Fuzzy	Referenzmengen UA bzw� UB �Bild


�
��

UA UB

UB UA

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy	

Referenzmengen UA und UB

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�
�� �LXi��

� �LYj�� � ��LXi��
�LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � ��LXi��

�LYj��

� �LXi��

�
mB �
�
��

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� �

Wie in drei F�allen gezeigt wurde� approximiert die t	Norm �ag die relationalen Gleichun�

gen� Im ersten Fall� wo die relationalen Regeln eine Stellgr�o�engenerierung unabh�angig

von der �Anderung der Regelabweichung �e�kT � �durch die Belegung der Konklusionen

im den partiellen Fuzzy	Unterr�aumen A� B� C und D� fordern� kann dieses durch die

analytische Beschreibung der Standard	Fuzzy	Regler uf�kT � � f �e�kT �� dokumentiert

werden� Auch im zweiten Fall� wo die relationalen Regeln eine Stellgr�o�engenerierung

unabh�angig von der Regelabweichung e�kT � fordert� wird dieses durch die analytische

Funktion uf�kT � � f ��e�kT �� dokumentiert� Die Ergebnisse sind in der Tabelle 
�� zu�

sammengefa�t�
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Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR � uf

�� Fall uR � uf


� Fall uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von �ag in der Fuzzy	Regelung
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� Minimum�Operator

Der Minimin	Operator �Zadeh ������ der nach Zadeh ����
� als Regel der maximalen

Restriktion bezeichnet wird� entspricht der Verallgemeinerung der gew�ohnlichen Konjuk�

tion �Grimm ������ wie sie aus der Boolschen Algebra �B�ohme ����� her bekannt ist� F�ur

den Minimum	Operator gelten die Eigenschaften der klassischen Mengenlehre wie die

G�ultigkeit des Identit�atsgesetzes� Monotonie� Kommutativit�at� Assoziativit�at� Existenz

einer Komplementfunktion sowie die G�ultigkeit des Distributivgesetzes und geh�ort nach

Kacprzyk ����
� zur intuitiven Klasse der Operatoren� Der Minimum	Operator weist ein

nicht	interaktives Verhalten auf� da das Verkn�upfungsergebnis immer nur von einem Ar�

gument abh�angt und sich nur dann �andert� wenn ein Argument kleiner als das andere

wird� weshalb es auch als
�
hart� bezeichnet wird �Bellman und Zadeh ������ In diesem

Zusammenhang spricht man auch von einem
�
Informationsverlust��

Beispiel ���

Betrachtet werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT � � f�� �� �� ��� �g� Es
ergibt sich so eine bin�are Relation R�min

�Fuzzy	RelationalmatrixR�min
� mit

dem Minimum	Operator �min von

R�min
�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �����

mit den Projektionen

prE �R�min
� � ��� �� �� ��� �� � �����

pr�E �R�min
� � ��� �� �� ��� �� � ���
�

Das unscharfe bin�are kartesische Produkt R��min
�Fuzzy	RelationalmatrixR�

�min
�

berechnet sich zu

R
�
�min

� prTE �R�min
�� pr�E �R�min

�

� ��� �� �� ��� ��T � ��� �� �� ��� ��

�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 ���
�

R
�
�min

� R�min
� �����

Damit ist gezeigt worden� da� �min ein nicht	interaktives Verhalten besitzt�

�
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Weiterhin ist der Minimum	Operator keine archimedische t	Norm� weil er idempotent

und damit nicht strikt ist� Da die Untersuchungen zur Anwendung von t	Normen in

der Fuzzy	Regelung analytisch durchgef�uhrt werden� ist es notwendig� den Minimum	

Operator analytisch zu beschreiben� Zu diesem Zweck wird die analytische Beschreibung

des Minimum	Operators nach Bertram ������ verwendet� welche ohne Beweis hier dar�

gelegt wird�

min
�
�Xi

� �Yj
�

� �� �
�
� j �Xi

� �Yj j ��Xi
� �Yj

�
�����

� �� �
�
�
q
��Xi

� �Yj �
� � �Xi

� �Yj
�
� �����

Die Reihenfolge der Argumente hat bei der Berechnung keinen Ein"u�� da der Minimum	

Operator das Gesetz der Kommutativit�at erf�ullt� Es ergibt sich somit ein Erf�ulltheitsgrad

von

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

� �� �
�
�
q
��Xi

�e�kT ��� �Yj ��e�kT ���
�

� �Xi
�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��

�
� �����

Ausgangspunkt sind die Gleichungen �����	������� wobei hier wieder zuerst

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
� �RRz

�
�RXi

� �RYj

�

� �RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
� �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
�����

berechnet wird� Die einzelnen Erf�ulltheitsgrade berechnen sich wie folgt

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
� �� �

�
�
r�

�RXi
� �RYj

��
� �RXi

� �RYj

�
� ������

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
� �� �

�
�
r�

�RXi
� �LYj��

��
� �RXi

� �LYj��

�
� ������

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
� �� �

�
�
r�

�LXi��
� �RYj

��
� �LXi��

� �RYj

�
� ������

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
� �� �

�
�
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� �LXi��

� �LYj��

�
� ����
�

Durch Einsetzen der Gleichungen ������	����
� in ����� erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
� �� �

�
�
r�

�RXi
� �RYj

��

�
r�

�RXi
� �LYj��

�� �
r�

�LXi��
� �RYj

�� �
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� �RXi

� �RYj � �RXi
� �LYj�� � �LXi��

� �RYj � �LXi��
� �LYj��

i
� ����
�
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wobei die Indizierungen i� j und z nach der Gleichung �
���� in Beziehung stehen� Durch

Anwendung der Gleichungen �
���� und �
���� erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

� �� �

�
�
r�

� � �LXi��
� � � �LYj��

�� �
r�

�� �LXi��
� �LYj��

��

�
r�

�LXi��
� � � �LYj��

�� �
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� �� �LXi��

� � � �LYj��

� �� �LXi��
� �LXi��

� �LYj�� � � � �LYj�� � �LXi��
� �LYj��

i

� �� �

�
�
r�
��LXi��

� �LYj��

�� �
r�

� � �LXi��
� �LYj��

��

�
r�

�LXi��
� �LYj�� � �

�� �
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� 


�
� ������

Weiterhin sind die Termer�
��LXi��

� �LYj��

��
�

r�
�LXi��

� �LYj��

��
�

r�
�LXi��

� �LYj�� � �
��

�

r�
� � �LXi��

� �LYj��

��
betragsgleich� wodurch Gleichung ������ zu

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

� � �
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�� �LXi��
� �LYj��

��
������

beschrieben werden kann� Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen

sich dann zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

� �
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�� �LXi��
� �LYj��

�� � ������

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

� �
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�� �LXi��
� �LYj��

�� � ������



� Minimum�Operator ��

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

� �
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�� �LXi��
� �LYj��

�� ������

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

��
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

� � �LXi��
� �LYj��

�� � ������

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�

qmin��

h
�RRz

�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD

i
� ������

wobei qmin�� gleich der Gleichung ������ gesetzt wird� Durch Einsetzen der Gleichungen

������	����
� in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�� �

qmin��

��
�
r�

�LYj�� � �LXi��

��
� �� �LXi��

� �LYj��

�
mA

�

�
�
r�

� � �LXi��
� �LYj��

��
� �� �LXi��

� �LYj��

�
mB

�

�
�
r�

�LXi��
� �LYj�� � �

��
� � � �LXi��

� �LYj��

�
mC

�

�
�
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� �LYj�� � �LXi��

�
mD

�
� ������

Genau wie bei der Untersuchung des algebraischen Produktes f�ur die Standard	Fuzzy	

Regler wird hier der Minimum	Operator in einem Fuzzy	Unterraum mit verschieden an�

geordneten Konklusionen in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumenA� B� C und D untersucht�

Bei dem Minimum	Operator ist es jedoch aufgrund der Betr�age notwendig� weitere An�

nahmen zu tre en �Tabelle �����



� Minimum�Operator ��

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� � �

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � �


� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� 	 �


� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 �

Tabelle ���� Annahmen zur geschlossenen analytischen Darstellung der Stellgr�o�e

�� Fall�

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich

u�kT � �
�� �

qmin��

��
�
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

� � �LXi��
� �LYj��

��

� 
� � �LXi��

�
mA �

�
�
r�

�LXi��
� �LYj�� � �

��

�
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� � � ��LXi��

�
mB

�
� ����
�

Die F�alle werden in vier Annahmen �Tabelle ����� welche im folgenden aufgef�uhrt sind�

unterteilt�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� � ��

Aufgrund dieser Annahme ergibt sich die Stellgr�o�e

u�kT � �
�� �

qmin��

h�
� � ��LYj�� � ��LXi��

�
mA �

�
��LXi��

� ��LYj��

�
mB

i
� ����
�

Mit

qmin�� � � � ��LYj�� ������

aus der Gleichung ������ erh�alt man die Stellgr�o�e

u�kT � �

�
�� �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mB

� � ��LYj��
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� �



� Minimum�Operator ��

welche eine Funktion der Regelabweichung e�kT � und der �Anderung der Regelabweichung

�e�kT � ist�

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

Es ergibt sich eine Stellgr�o�e von

u�kT � �
�� �

qmin��

�
�mA � 
�LXi��

mB

�
������

mit der Gleichung ������

qmin�� � � � ��LXi��
������

erh�alt man die Stellgr�o�e

u�kT � �
mA � ��LXi��

mB

� � ��LXi��

������

uf �kT � � f �e�kT �� �

welche eine Funktion der Regelabweichung e�kT � ist�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� 	 ��

Mit der Gleichung ������

qmin�� � 
� ��LXi��
���
��

erh�alt man die Stellgr�o�e

u�kT � �

�
�� ��LXi��

�
mA � �� �mB


� ��LXi��

���
��

uf �kT � � f �e�kT �� �

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

Es ergibt sich die Stellgr�o�e

u�kT � �
�� �

qmin��

h�

� ��LXi��

� ��LYj��

�
mA �

�
� � ��LXi��

� ��LYj��

�
mB

i
���
��

mit

qmin�� � 
� ��LYj�� ���

�

resultiert

u�kT � �

�
�� �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
� � �LXi��

� �LYj��

�
mB


� ��LYj��
���

�

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� �



� Minimum�Operator 
�

welche eine Funktion der Regelabweichung e�kT � und der �Anderung der Regelabweichung

�e�kT � ist�

Die Auswertung der anderen beiden Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy	Unterraum

ist �aquivalent zu der im ersten Fall� aus diesem Grund werden die Ergebnisse nur noch in

einer tabellarischen Form dargestellt�

�� Fall�

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich

u�kT � �
�� �

qmin��

��
�
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�LXi��
� �LYj�� � �

��

� 
� ��LYj��

�
mA �

�
�
r�

�LXi��
� �LYj��

��

�
r�

� � �LXi��
� �LYj��

��
� � � ��LYj��

�
mB

�
� ���
��

In der Tabelle ��� sind die Ergebnisse f�ur die verschiedenen Annahmen dargelegt�

�� Fall�

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�� �

qmin��

��
�
r�

�LYj�� � �LXi��

�� �
r�

�LXi��
� �LYj��

��
� �

�
mA

�

�
�
r�

�� �LXi��
� �LYj��

��
�

r�
�LXi��

� �LYj�� � �
��

� �

�
mB

�
� ���
��

In der Tabelle ��
 sind die Ergebnisse f�ur die verschiedenen Annahmen dargelegt�

Die F�alle zeigen� da� der Minimum	Operator die relationalen Regeln hinsichtlich der ge�

stellten Anforderungen �Bewertungskriterium� nicht �uber den ganzen Fuzzy	Unterraum

erf�ullt �Tabelle ��
�� In den F�allen � und � ist deutlich zu erkennen� da� die Abh�angig�

keit des Stellgr�o�enverlaufes uf im Fuzzy	Unterraum nicht nur von den Anordnungen

der Konklusionen bez�uglich den partiellen Fuzzy	Unterr�aumen A� B� C und D� sondern
auch von den Werten der Zugeh�origkeitsfunktionen �LXi��

�e�kT �� und �LYj�� ��e�kT �� der

Fuzzy	Referenzmengen Xi�� und Yj�� untereinander abh�angig ist� So geben im Fall �

die relationalen Regeln eine Abh�angigkeit des Stellgr�o�enverlaufes uR von der Regelab�

weichung e�kT � vor� als Ergebnis erh�alt man jedoch eine wechselnde Abh�angigkeit des

Stellgr�o�enverlaufes uf von der Regelabweichung e�kT � sowie von der Regelabweichung

e�kT � und der �Anderung der Regelabweichung �e�kT �� Auch im zweiten Fall ist eine

wechselnde Abh�angigkeit des Stellgr�o�enverlaufes festzustellen�



� Minimum�Operator 
�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �
mA � ��LYj�� mB

� � ��LYj��
uf �kT � � f ��e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �

�
���L

Yj��
��L

Xi��

�
mA�

�
�L
Xi��

��L
Yj��

�
mB

����L
Xi��

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
� � �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
� � �LYj�� � �LXi��

�
mB


 � ��LXi��

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
�� ��LYj��

�
mA �mB


 � ��LYj��
uf�kT � � f ��e�kT ��

Tabelle ���� Stellgr�o�en f�ur den �� Fall unter verschiedenen Annahmen
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�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� � � �

u�kT � �

�
� � �LYj�� � �LXi��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�
mB

� � ��LYj��
uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �

�
� � �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mB

� � ��LXi��

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
� � �LYj�� � �LXi��

�
mA �

�
�� �LXi��

� �LYj��

�
mB


 � ��LXi��

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
� � �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�� �LYj�� � �LXi��

�
mB


� ��LYj��
uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

Tabelle ���� Stellgr�o�en f�ur den 
� Fall unter verschiedenen Annahmen



� Minimum�Operator 



Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall

�� Annahme uR �� uf

�� Annahme uR � uf


� Annahme uR � uf


� Annahme uR �� uf

�� Fall

�� Annahme uR � uf

�� Annahme uR �� uf


� Annahme uR �� uf


� Annahme uR � uf


� Fall

�� Annahme uR � uf

�� Annahme uR � uf


� Annahme uR � uf


� Annahme uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von �min in der Fuzzy	Regelung
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� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz�

Der �Lukasiewicz	Operator ��Luk �Buckley und Silver ����� Gottwald ����� zeigt sich �uber

einen sehr gro�en Bereich sensitiv und besitzt ein interaktives Verhalten�

Beispiel 	��

Betrachtet werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT � � f�� � � �� �� � �g�
Es ergibt sich so eine bin�are Relation R�

�Luk
�Fuzzy	Relationsmatrix R�

�Luk
�

mit dem �Lukasiewicz	Operator ��Luk von

R�
�Luk

�

�
	


� �� �� �� �

�� �� �� � �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �����

mit den Projektionen

prE
�
R�

�Luk

�
� ��� �� �� ��� �� � �����

pr�E
�
R�

�Luk

�
� ��� �� �� ��� �� � ���
�

Das unscharfe bin�are kartesische Produkt R��
�Luk

�Fuzzy	RelationalmatrixR�
�
�Luk

�

berechnet sich dann zu

R
�
�
�Luk

� prTE
�
R�

�Luk

�
� pr�E

�
R�

�Luk

�
� ��� �� �� ��� ��T � ��� �� �� ��� ��

�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 ���
�

R
�
��Luk

�� R�
�Luk

�����

Damit ist gezeigt worden� da� ��Luk ein interaktives Verhalten besitzt�

�

Weiterhin erf�ullt der �Lukasiewicz	Operator die Anforderungen des Identit�atsgesetzes� der

Monotonie� der Kommutativit�at und der Assoziativit�at und ist eine archimedische t	Norm

mit dem addative generator f�x� � �� x� Der �Lukasiewicz	Operator ist aber nicht strikt

�Bandemer und N�ather ����� Butnariu und Klement ���
�� Da die Untersuchungen wie

beim Minimum	Operator zur Anwendung von t	Normen analytisch durchgef�uhrt werden�

wird der �Lukasiewicz	Operator analytisch dargestellt� Zu diesem Zweck wird die analyti�

sche Darstellung des Maximum	Operators �Bertram ����� auf den �Lukasiewicz	Operator

�ubertragen� Der �Lukasiewicz	Operator l�a�t sich wie folgt analytisch darstellen�

max
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �� �
�
j � � �Xi

� �Yj j ��Xi
� �Yj � �

�
�����

� �� �
�q
�� � �Xi

� �Yj �
� � �Xi

� �Yj � �
�
� �����
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�

wobei die Reihenfolge der Argumente bei der Berechnung keinen Ein"u� hat� da der

�Lukasiewicz	Operator das Gesetz der Kommutativit�at erf�ullt�

Beweis�

Fall �� �Xi
� �Yj 	 �

� max
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �Xi
� �Yj � �

f
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �� �
�q
�� � �Xi

� �Yj �
� � �Xj

� �Yj � �
�

mit
q
��� �Xi

� �Yj �
� � �Xi

� �Yj � �

folgt f
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �Xi
� �Yj � � � �Xi

� �Yj � �

� �Xi
� �Yj � �

� max
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

Fall �� �Xi
� �Yj � �

� max
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �

f
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �� �
�q
�� � �Xi

� �Yj �
� � �Xj

� �Yj � �
�

mit
q
��� �Xi

� �Yj �
� � �� �Xi

� �Yj

folgt f
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

� �Xi
� �Yj � � � �Xi

� �Yj � �

� �

� max
�
�� �Xi

� �Yj � �
�

�

Es ergibt sich somit ein Erf�ulltheitsgrad von

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

� �� �
�q
�� � �Xi

�e�kT ��� �Yj ��e�kT ���
�

� �Xi
�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��� �

�
� �����

Die einzelnen Erf�ulltheitsgrade berechnen sich wie folgt

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
� �� �

�r�
�� �RXi

� �RYj

��
� �RXi

� �RYj � �

�
� �����

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
� �� �

�r�
� � �RXi

� �LYj��

��
� �RXi

� �LYj�� � �

�
� ������

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
� �� �

�r�
� � �LXi��

� �RYj

��
� �LXi��

� �RYj � �

�
� ������
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�

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
� �� �

�r�
� � �LXi��

� �LYj��

��
������

��LXi��
� �LYj�� � �

�
�

Durch Einsetzen der Gleichungen �����	������ in ������ erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
� �� �

�r�
�� �RXi

� �RYj

��

�

r�
� � �RXi

� �LYj��

��
�

r�
� � �LXi��

� �RYj

��
�

r�
�LXi��

� �LYj��

��
� ��RXi

� ��RYj � ��LXi��
� ��LYj�� � 


i
� ����
�

Durch Anwendung der Gleichungen �
���� und �
���� erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

� �� �

�r�
�� �� � �LXi��

� � �� � �LYj���
��

�

r�
�� �� � �LXi��

�� �LYj��

��

�

r�
� � �LXi��

� ��� �LYj���
��

�

r�
�� �LXi��

� �LYj��

��
� �

�
� � �LXi��

�
� �

�
�� �LYj��

�
� ��LXi��

� ��LYj�� � 

i

� �� �

�r�
�� � �LXi��

� �LYj��

��
�

r�
�LXi��

� �LYj��

��

�

r�
�LYj�� � �LXi��

��
�

r�
��LXi��

� �LYj�� � �
���

� ����
�

Weiterhin sind die Termer�
�� � �LXi��

� �LYj��

��
�

r�
� � �LXi��

� �LYj��

��
r�

�LXi��
� �LYj��

��
�

r�
��LXi��

� �LYj��

��
betragsgleich� wodurch Gleichung ����
� zu

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�

r�
�LYj�� � �LXi��

� �
��
�

r�
�LXi��

� �LYj��

��
������

beschrieben werden kann� Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen

sich dann zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

r�
�LYj�� � �LXi��

� �
�� �

r�
�LXi��

� �LYj��

�� � ������
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�

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

r�
�LYj�� � �LXi��

� �
�� �

r�
�LXi��

� �LYj��

�� � ������

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

r�
�LYj�� � �LXi��

� �
�� �

r�
�LXi��

� �LYj��

�� ������

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

r�
�LYj�� � �LXi��

� �
�� �

r�
�LXi��

� �LYj��

�� � ������

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�

q�Luk��

h
�RRz

�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD

i
������

wobei q�Luk�� gleich der Gleichung ������ gesetzt wird� Durch Einsetzen der Gleichungen

������	������ in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�� �

q�Luk��

��r�
�� � �LYj�� � �LXi��

��
� �� �LXi��

� �LYj��

�
mA

�

�r�
�LXi��

� �LYj��

��
� �LYj�� � �LXi��

�
mB

�

�r�
�LYj�� � �LXi��

��
� �LXi��

� �LYj��

�
mC

�

�r�
�� �LXi��

� �LYj��

��
� �LYj�� � �LXi��

� �

�
mD

�
� ������

Genau wie bei den bisherigen Untersuchungen wird hier der �Lukasiewicz	Operator in

einem Fuzzy	Unterraum mit verschieden angeordneten Konklusionen in den partiellen

Fuzzy	Unterr�aumenA� B� C und D untersucht� Beim �Lukasiewicz	Operator sind genauso

wie beim Minimum	Operator aufgrund der Betr�age weitere Annahmen zu tre en�

�� Fall�

F�ur die Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�� �

q�Luk��

��r�
�� � �LYj�� � �LXi��

��
�

r�
�LXi��

� �LYj��

��

� �� ��LXi��

�
mA �

�r�
�LYj�� � �LXi��

��

�

r�
�� �LXi��

� �LYj��

��
� ��LXi��

� �

�
mB

�
� ������



� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz� 
�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� � ��

Aufgrund dieser Annahme ergibt sich die Stellgr�o�e

u�kT � �
�� �

q�Luk��

h�
�� ��LYj�� � ��LXi��

�
mA �

�
��LXi��

� ��LYj��

�
mB

i
� ����
�

Mit

q�Luk�� � �� ��LYj�� ����
�

aus der Gleichung ������ erh�alt man die Stellgr�o�e

u�kT � �

�
�� �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mB

� � ��LYj��
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� �

welche eine Funktion der Regelabweichung e�kT � und der �Anderung der Regelabweichung

�e�kT � ist� Weiterhin besitzt die Stellgr�o�engenerierung bei einem Zugeh�origkeitswert

von �LYj�� � �� � eine Singularit�at�

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

Es ergibt sich die Stellgr�o�e

u�kT � �
�� �

q�Luk��

�
� � 
�LXi��

�
mB � ������

Mit

q�Luk�� � �� ��LYj�� ������

erh�alt man

u�kT � � mA ������

uf �kT � � const� �

welche konstant dem Modalwert der Fuzzy	Referenzmenge UA ist�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �

L
Xi��

� �LYj�� 	 ��

Es ergibt sich die Stellgr�o�e

u�kT � �
�� �

q�Luk��

�

�LXi��

� �
�
mB � ������

Mit

q�Luk�� � ��LXi��
� � ���
��



� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz� 
�

erh�alt man

u�kT � � mB ���
��

uf �kT � � const� �

welche konstant dem Modalwert der Fuzzy	Referenzmenge UB ist�

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

Mit der Gleichung ����
�

q�Luk�� � ��LYj�� � � ���
��

erh�alt man die Stellgr�o�e

u�kT � �

�
�LYj�� � �LXi��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj�� � �
�
mB

��LYj�� � �
���

�

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT �� �

welche eine Funktion der Regelabweichung e�kT � und der �Anderung der Regelabweichung

�e�kT � ist�

Die Auswertungen der anderen beiden Anordnungen der Konklusionen imFuzzy	Unterraum

sind in den Tabellen ��� und ��� dargestellt �



� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz� 
�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � � mA

uf�kT � � const�

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �

�
���L

Yj��
��L

Xi��

�
mA�

�
�L
Yj��

��L
Xi��

�
mB

����L
Xi��

uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

� �
�
mB

��LXi��
� �

uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � � mB

uf�kT � � const�

Tabelle 	��� Stellgr�o�en f�ur den �� Fall unter verschiedenen Annahmen



� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz� 
�

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �

�
� � �LYj�� � �LXi��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mB

� � ��LYj��
uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� � ��

u�kT � �

�
� � �LXi��

� �LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�
mB

� � ��LXi��

uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LXi��
	 �LYj�� und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
�LYj�� � �LXi��

� �
�
mA �

�
�LXi��

� �LYj��

�
mB

��LXi��
� �

uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Annahme �LYj�� 	 �LXi��
und �LXi��

� �LYj�� 	 ��

u�kT � �

�
�LXi��

� �LYj�� � �
�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�
mB

��LYj�� � �

uf�kT � � f �e�kT ���e�kT ��

Tabelle 	��� Stellgr�o�en f�ur den 
� Fall unter verschiedenen Annahmen

Die F�alle zeigen� da� der �Lukasiewicz	Operator die relationalen Regeln hinsichtlich der ge�

stellten Anforderungen �Bewertungskriterium� nicht erf�ullt �Tabelle ��
�� In den F�allen �

und � ist deutlich zu erkennen� da� die Abh�angigkeit des Stellgr�o�enverlaufes im Fuzzy	

Unterraum nicht nur von den Anordnungen der Konklusionen bez�uglich den partiellen

Fuzzy	Unterr�aumen A� B� C und D� sondern auch von den Werten der Zugeh�origkeits�

funktionen �LXi��
�e�kT �� und �LYj�� ��e�kT �� der Fuzzy	Referenzmengen Xi�� und Yj��



� 	Lukasiewicz�Operator 
Beschr�ankte Di�erenz� 
�

untereinander abh�angig ist� So ergeben sich beim �Lukasiewicz	Operator neben der wech�

selnden Abh�angigkeit der Stellgr�o�e u�kT � von der Regelabweichung e�kT � und der �Ande�

rung der Regelabweichung �e�kT � sogar ein konstanter Stellgr�o�enverlauf� Weiterhin er�

geben sich bei bestimmten Konstellationen der Zugeh�origkeitswerte �LXi��
�e�kT �� und

�LYj�� ��e�kT �� Singularit�aten�

Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall

�� Annahme uR �� uf

�� Annahme uR �� uf


� Annahme uR �� uf


� Annahme uR �� uf

�� Fall

�� Annahme uR �� uf

�� Annahme uR �� uf


� Annahme uR �� uf


� Annahme uR �� uf


� Fall

�� Annahme uR � uf

�� Annahme uR � uf


� Annahme uR � uf


� Annahme uR � uf

Tabelle 	��� Ergebnisse der Anwendung von ��Luk in der Fuzzy	Regelung




 Einstein Produkt 




 Einstein Produkt

Das Einstein Produkt �ep zeichnet sich genauso wie das algebraische Produkt �ap durch

sein interaktives und sensitives Verhalten aus� nur das hier der numerische Aufwand zur

Berechnung des Operators gr�o�er ist�

Beispiel ���

Betrachtet werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT � � f�� �� �� ��� �g� Es
ergibt sich so eine bin�are Relation R�ep �Fuzzy	Relationsmatrix R�ep� mit

dem Einstein Produkt �ep von

R�ep �

�
	


�� � �� 


 �� �

�� 


 �� ��� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �����

mit den Projektionen

prE
�
R�ep

�
� ��� �� �� ��� �� �����

pr�E
�
R�ep

�
� ��� �� �� ��� �� � ���
�

Das unscharfe bin�are kartesische Produkt R��ep �Fuzzy	RelationalmatrixR
�
�ep

�

berechnet sich dann zu

R
�
�ep

� prTE
�
R�ep

�
� pr�E

�
R�ep

�
� ��� �� �� ��� ��T � ��� �� �� ��� ��

�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 ���
�

R
�
�ep �� R�ep �����

Damit ist gezeigt worden� da� �ep ein interaktives Verhalten besitzt�

�

Aus mathematischer Sicht �Rationalit�atsanforderungen� erf�ullt das Einstein Produkt das

Identit�atsgesetz� die Monotonie� die Kommutativit�at und die Assoziativit�at� Weiterhin

ist das Einstein Produkt strikt und damit eine archimedische t	Norm mit dem addative

generator f�x� � log
�
��x
x

�
� Der Erf�ulltheitsgrad der z	ten Regel berechnet sich wie folgt�

�z
�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�e�kT �� �Yj ��e�kT ��

� �
�
�Xi

�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��� �Xi
�e�kT �� �Yj ��e�kT ��

� � �����




 Einstein Produkt 



F�ur die Erf�ulltheitsgrade in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumenA� B� C und D ergibt sich

dann

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
�

�RXi
�RYj

� �
�
�RXi

� �RYj � �RXi
�RYj

� � �����

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
�

�RXi
�LYj��

��
�
�RXi

� �LYj�� � �RXi
�LYj��

� � �����

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
�

�LXi��
�RYj

� �
�
�LXi��

� �RYj � �LXi��
�RYj

� � �����

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
�

�LXi��
�LYj��

��
�
�LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � ������

Durch Einsetzen der Gleichungen �����	������ in ������ erh�alt man
mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
�RXi

�RYj

� �
�
�RXi

� �RYj � �RXi
�RYj

� � �RXi
�LYj��

��
�
�RXi

� �LYj�� � �RXi
�LYj��

� ������

�
�LXi��

�RYj

��
�
�LXi��

� �RYj � �LXi��
�RYj

� � �LXi��
�LYj��

��
�
�LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� �

Mit �
���� und �
���� ergibt sich somit
mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�

�
� � �LXi��

� �
� � �LYj��

�
� �

�
� � �LXi��

� �� �LYj�� �
�
� � �LXi��

� �
� � �LYj��

��

�

�
�� �LXi��

�
�LYj��

��
�
� � �LXi��

� �LYj�� �
�
�� �LXi��

�
�LYj��

�

�
�LXi��

�
� � �LYj��

�
��

�
�LXi��

� �� �LYj�� � �LXi��

�
� � �LYj��

��

�
�LXi��

�LYj��

��
�
�LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�

�
� � �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
� � �LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

������

� qep�� � ����
�




 Einstein Produkt 
�

Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen sich zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qep��
� ����
�

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qep��
� ������

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qep��
������

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qep��
� ������

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich

u�kT � �
�

qep��

h
�RRz

�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD

i
� ������

Durch Einsetzen der Gleichungen ����
�	������ in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�

qep��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
mA

�

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
mB �

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mD

�

�
�LXi��

�LYj��
� � �LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mD

�
� ������

Im folgenden werden die Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy	Unterraum nicht mehr

explizit angegeben� sondern nur noch die Ergebnisse dargestellt�

�� Fall�

u�kT � �
�

qep��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �RXi
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
� � �LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��




 Einstein Produkt 
�

�� Fall�

u�kT � �
�

qep��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�

�
�LXi��

�LYj��
� � �LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Fall�

u�kT � �
�

qep��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
� � �LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mD

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

Bei Verwendung des Einstein Produktes �ep als t	Norm ergibt sich in allen drei F�allen eine

Abh�angigkeit der Stellgr�o�e u�kT � von der Regelabweichung e�kT � und von der �Anderung

der Regelabweichung �e�kT �� Die Ergebnisse sind in der Tabelle ��� dargestellt�

Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR �� uf

�� Fall uR �� uf


� Fall uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von �ep in der Fuzzy	Regelung



� Hamacher Produkt 
�

� Hamacher Produkt

Das Hamacher Produkt �hp �Hamacher ����� zeichnet sich ebenso wie das algebraische

Produkt �ap durch sein interaktives und sensitives Verhalten aus� nur das hier wie beim

Einstein Produkt �ep der numerische Aufwand zur Berechnung des Operators gr�o�er ist�

Beispiel ���

Betrachtet werden die diskreten Zust�ande e�kT ���e�kT � � f�� �� �� ��� �g� Es
ergibt sich so eine bin�are Relation R�hp �Fuzzy	Relationsmatrix R�hp� mit

dem Hamacher Produkt �hp von

R�hp �

�
	

�� 


 �� 
�� �� �

�� 
�� �� ���� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 �����

mit den Projektionen

prE
�
R�hp

�
� ��� �� �� ��� �� � �����

pr�E
�
R�hp

�
� ��� �� �� ��� �� � ���
�

Das unscharfe bin�are kartesische Produkt R��hp �Fuzzy	RelationalmatrixR
�
�hp

�

berechnet sich dann zu

R
�
�hp

� prTE
�
R�hp

�
� pr�E

�
R�hp

�
� ��� �� �� ��� ��T � ��� �� �� ��� ��

�

�
	

�� � �� � �� �

�� � �� �� �� ��

�� � �� �� �

�
�
 ���
�

R
�
�hp

�� R�hp � �����

Damit ist gezeigt worden� da� �hp ein interaktives Verhalten besitzt�

�

Aus mathematischer Sicht �Rationalit�atsanforderungen� erf�ullt das Hamacher Produkt

das Identit�atsgesetz� die Monotonie� die Kommutativit�at und die Assoziativit�at�Weiterhin

ist das Hamacher Produkt strikt und damit eine archimedische t	Norm mit dem addative

generator f�x� � log
�
��x
x

�
� Der Erf�ulltheitsgrad der z	ten Regel berechnet sich wie folgt

�z
�
�Xi

� �Yj
�
�

�Xi
�e�kT �� �Yj ��e�kT ��

�Xi
�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��� �Xi

�e�kT �� �Yj ��e�kT ��
� �����



� Hamacher Produkt 
�

Die Erf�ulltheitsgrade in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumenA� B� C und D berechnen sich

zu

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
�

�RXi
�RYj

�RXi
� �RYj � �RXi

�RYj
� �����

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
�

�RXi
�LYj��

�RXi
� �LYj�� � �RXi

�LYj��
� �����

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
�

�LXi��
�RYj

�LXi��
� �RYj � �LXi��

�RYj
� �����

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
�

�LXi��
�LYj��

�LXi��
� �LYj�� � �LXi��

�LYj��
� ������

Durch Einsetzen der Gleichungen �����	������ in ������ erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
�RXi

�RYj
�RXi

� �RYj � �RXi
�RYj

�
�RXi

�LYj��
�RXi

� �LYj�� � �RXi
�LYj��

������

�
�LXi��

�RYj
�LXi��

� �RYj � �LXi��
�RYj

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�

Mit �
���� und �
���� ergibt sich somit

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�

�
�� �LXi��

� �
�� �LYj��

�
� � �LXi��

� �� �LYj�� �
�
� � �LXi��

� �
�� �LYj��

�

�

�
�� �LXi��

�
�LYj��

�� �LXi��
� �LYj�� �

�
� � �LXi��

�
�LYj��

�
�LXi��

�
�� �LYj��

�
�LXi��

� �� �LYj�� � �RXi

�
�� �LYj��

�

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
� � �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
�LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
�LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
��LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

������

� qhp��



� Hamacher Produkt 
�

Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen sich dann zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qhp��
� ����
�

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qhp��
� ����
�

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qhp��
������

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qhp��
� ������

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�

qhp��

h
�RRz

�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

��LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD

i
� ������

Durch Einsetzen der Gleichungen ����
�	������ in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�

qhp��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
�LYj��

�
mA

�

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
mB �

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mC

�

�
�LXi��

�LYj��
��LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mD

�
� ������

�� Fall�

u�kT � �
�

qhp��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
mA �

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
��LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��



� Hamacher Produkt ��

�� Fall�

u�kT � �
�

qhp��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�

�
�LXi��

�LYj��
��LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Fall�

u�kT � �
�

qhp��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
�LYj��

�
�LXi��

�LYj��
��LXi��

�LYj�� � �LXi��
� �LYj��

�
mA �

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

� � �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�
mD

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

Bei Verwendung des Hamacher Produktes �hp als t	Norm ergibt sich in allen drei F�allen

eine Abh�angigkeit der Stellgr�o�e u�kT � von der Regelabweichung e�kT � und von der �Ande�

rung der Regelabweichung �e�kT � �Tabelle �����

Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR �� uf

�� Fall uR �� uf


� Fall uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von �hp in der Fuzzy	Regelung



� Durchschnitts�Operatoren 
Kompensatorische Operatoren� ��

� Durchschnitts�Operatoren 
Kompensatorische

Operatoren�

Die Durchschnitts	Operatoren stellen eine weitere Klasse von Operatoren dar� Eine grund�

legende Erkenntnis dieser Forschungsrichtung war die Tatsache� da� die Sprache im Alltag

eine "exible Verwendung von Und und Oder bevorzugt� Weiterhin gibt es berechtigte

Zweifel an der Eignung� z� B� des Minimum	Operators� das menschliche Konzept des Und

angemessen zu repr�asentieren �Hamacher ����� Thole� Zimmermann und Zysno ������ Er�

folgt die Verkn�upfung zweier Fuzzy	Mengen mittels des Durchschnitts	Operators� dann

liegt der resultierendeWert zwischen den Ergebnissen der Anwendung des Minimum	 und

des Maximum	Operators �Bild ���� �Mizumoto ����a� b� B�ohme ���
�� Auf dieser Weise

Bild ���� Laufbereich von Durchschnitts	Operatoren

kommt es zu einer Kombination der beiden Operatoren�

De�nition ��� �Mizumoto ����a�

Ein Durchschnitts	Operator ist eine Funktion M � D�N � D�N � D
�
N mit den

folgenden Eigenschaften�

�i� min
�
�Xi

� �Yj
�
�M

�
�Xi

� �Yj
�
� max

�
�Xi

� �Yj
�
und M �� fmin�maxg

�ii� M
�
�Xi

� �Yj
�
�M

�
�Yj � �Xi

�
�Symmetrie�

�iii� M ist monoton und stetig

�iv� M��� �� � �� M��� �� � �

�v� M ��Xi
� �Xi

� � �Xi
�Idempotenz�

�

Weiterhin wurde von Mizumoto �����a� gezeigt� da� alle streng monoton steigenden

Durchschnitts	Operatoren die Bedingung der Assoziativit�at verletzten� weshalb die Ver�

kn�upfung vonmehr als zweiWerten nicht erlaubt ist� Im folgenden werden die Durchschnitts	

Operatoren �nicht	parametrisierte Operatoren�� welche f�ur die Standard	Fuzzy	Regler

untersucht werden� aufgef�uhrt�

Harmonisches Mittel�

Dhm

�
�Xi

� �Yj
�
�

��Xi
�Yj

�Xi
� �Yj

�����
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Geometrisches Mittel�

Dgm

�
�Xi

� �Yj
�
�
p
�Xi

�Yj �����

Arithmetisches Mittel�

Dam

�
�Xi

� �Yj
�
�
�Xi

� �Yj
�

���
�

��� Harmonisches Mittel

Das Harmonische Mittel Dhm besitzt genauso wie alle t	Normen� � welche zur axiomati�

schen Klasse geh�oren� ein interaktives und sensitives Verhalten� Aus mathematischer Sicht

erf�ullt das Harmonische Mittel das Identit�atsgesetz� die Monotonie� die Kommutativit�at

und die Assoziativit�at� Der Erf�ulltheitsgrad der z	ten Regel berechnet sich wie folgt�

�z
�
�Xi

� �Yj
�
�

��Xi
�e�kT �� �Yj ��e�kT ��

�Xi
�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��

� ���
�

F�ur die Erf�ulltheitsgrade in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumenA� B� C und D ergibt sich

dann

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
�

��RXi
�RYj

�RXi
� �RYj

� �����

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
�

��RXi
�LYj��

�RXi
� �LYj��

� �����

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
�

��LXi��
�RYj

�LXi��
� �RYj

� �����

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
�

��LXi��
�LYj��

�LXi��
� �LYj��

� �����

Durch Einsetzen der Gleichungen �����	����� in ������ erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
��RXi

�RYj
�RXi

� �RYj
�

��RXi
�LYj��

�RXi
� �LYj��

�
��LXi��

�RYj
�LXi��

� �RYj
�

��LXi��
�LYj��

�LXi��
� �LYj��

� �����

�Beschr�ankt auf die t�Normen� welche in diesem Bericht behandelt wurden�
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Mit �
���� und �
���� ergibt sich somit

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
�
�
�� �LXi��

� �
�� �LYj��

�
�� �LXi��

� �� �LYj��
�
�
�
� � �LXi��

�
�LYj��

� � �LXi��
� �LYj��

�
��LXi��

�
�� �LYj��

�
�LXi��

� �� �LYj��

�
��LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

� �

�
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
� �LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
�� �LXi��

� �LYj��

�
�LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

�
������

� qhm�� �

Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen sich dann zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qhm��

� ������

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qhm��

� ������

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qhm��

����
�

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qhm��

� ����
�

F�ur die allgemeine Beschreibung der Stellgr�o�e ergibt sich dann

u�kT � �
�

qhm��

h
�RRz

�
�RXi

� �RYj

�
mA � �RLz��

�
�RXi

� �LYj��

�
mB

� �LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
mC � �LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
mD

i
� ������

Durch Einsetzen der Gleichungen ������	����
� in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�

qhm��

��
� � �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

� � �LXi��
� �LYj��

�
mA

�

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
�� �LXi��

� �LYj��

�
mB �

�
�LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��

�
mC

�

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

�
mD

�
� ������
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�� Fall�

u�kT � �
�

qhm��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
� �LYj��

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj��

�
mA

�

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Fall�

u�kT � �
�

qhm��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
� �LYj��

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��

�
mA

�

�

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj��

�
�

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

�
mB

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

�� Fall�

u�kT � �
�

qhm��

��
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj��

�� �LXi��
� �LYj��

�
�LXi��

�LYj��
�LXi��

� �LYj��

�
mA

�

�
�LYj�� � �LXi��

�LYj��
� � �LXi��

� �LYj��

�
�

�
�LXi��

� �LYj���
L
Xi��

�� �LYj�� � �LXi��

�
mD

�
������

uf �kT � � f �e�kT ���e�kT ��

Bei Verwendung des Harmonischen	Mittel Dhm als Durchschnitts	Operator ergibt sich

in allen drei F�allen eine Abh�angigkeit der Stellgr�o�e uf von der Regelabweichung e�kT �

und von der �Anderung der Regelabweichung �e�kT � �Tabelle ����� Weiterhin treten bei

�LXi��
� � und �LYj�� � � Singularit�aten auf�
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Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR �� uf

�� Fall uR �� uf


� Fall uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von Dhm in der Fuzzy	Regelung

��� Geometrisches Mittel

F�ur das GeometrischeMittel gelten die Eigenschaften der klassischen Mengenlehre wie die

G�ultigkeit des Identit�atsgesetzes� Monotonie� Kommutativit�at sowie Assoziativit�at� Das

Geometrische Mittel weist ein interaktives und sensitives Verhalten auf� Es ergibt sich ein

Erf�ulltheitsgrad von

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

�
q
�Xi

�e�kT �� �Yj ��e�kT �� � ������

Die einzelnen Erf�ulltheitsgrade berechnen sich wie folgt

�RRz
�
�RXi

� �RYj

�
�
q
�RXi

�RYj � ������

�RLz��
�
�RXi

� �LYj��

�
�
q
�RXi

�LYj�� � ������

�LRz�m�E

�
�LXi��

� �RYj

�
�
q
�LXi��

�RYj � ����
�

�LLz�m�E��

�
�LXi��

� �LYj��

�
�
q
�LXi��

�LYj�� � ����
�

Durch Einsetzen der Gleichungen ������	����
� in ������ erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�
q
�RXi

�RYj �
q
�RXi

�LYj�� �
q
�LXi��

�RYj �
q
�LXi��

�LYj�� � ������

Durch Anwendung der Gleichungen �
���� und �
���� erh�alt man

mEm�EX
z��

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�
�

�

r�
� � �LXi��

� �
� � �LYj��

�
�

r�
�� �LXi��

�
�LYj��
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�

r
�LXi��

�
�� �LYj��

�
�
q
�LXi��

�LYj��

�
q
�� �LXi��

� �LYj�� � �LXi��
�LYj�� �

q
�LYj�� � �LXi��

�LYj��

�
q
�LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

�
q
�LXi��

�LYj�� ������

� qgm��

Die Fuzzy	Basisfunktionen im Fuzzy	Unterraum berechnen sich dann zu

fbf z �
�RRz

�
�RXi

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qgm��

� ������

fbf z�� �
�RLz��

�
�RXi

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qgm��

� ������

fbf z�m�E �
�LRz�m�E

�
�LXi��

�e�kT ��� �RYj��e�kT ��
�

qgm��

������

und

fbf z�m�E�� �
�LLz�m�E��

�
�LXi��

�e�kT ��� �LYj����e�kT ��
�

qgm��

� ���
��

Durch Einsetzen der Gleichungen ������	���
�� in die Gleichung ����� erh�alt man

u�kT � �
�

qgm��

�q
�� �LYj�� � �LXi��

� �LYj�� �
L
Xi��

mA

�
q
�LXi��

� �LXi��
�LYj�� mB �

q
�LYj�� � �LXi��

�LYj�� mC

�
q
�LXi��

�LYj�� mD

�
� ���
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u�kT � �
�
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q
�LXi��

� �LXi��
�LYj��

�
mA �
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�LYj�� � �LXi��
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�
q
�LXi��

�LYj��

�
mB

i
���
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uf �kT � � f �e�kT ��

Beweis�


u
�
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� �LYj��

�

�LYj��

�

�
						


�� � ��� � �LXi��
�q
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Das Geometrische Mittel Dhm als Durchschnitts	Operator approximiert in allen drei

F�allen �uber den ganzen partiellen Fuzzy	Unterraum die linguistischen Regeln� �Tabel�

le �����
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Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR � uf

�� Fall uR � uf


� Fall uR � uf

Tabelle ���� Ergebnisse der Anwendung von Dgm in der Fuzzy	Regelung

��� Arithmetisches Mittel

Bei der Anwendung des Arithmetischen	Mittels �Dubois und Prade ����� berechnet sich

der Erf�ulltheitsgrad der z	ten Regel zu

�z
�
�Xi

�e�kT ��� �Yj��e�kT ��
�

�
�Xi

�e�kT �� � �Yj ��e�kT ��

�
� ���
��

Wie man aus der Gleichung ���
�� erkennt� ist eine Regel auch dann aktiv ��z 	 ��� wenn

eine Partialpr�amisse nicht erf�ullt� ist� In diesem Fall sind nicht maximal vier Regeln aktiv

sondern maximal zehn Regeln� obwohl jeder Eingang nur auf zwei Fuzzy	Referenzmengen

abgebildet wird� Dadurch� da�

Dam ��Xi
� �� �� � � �Xi

� ��� �� ���
��

bzw�

Dam

�
�Yj � �

�
�� � � �Yj � ��� �� ���
��

ist� wird eine Stellgr�o�engenerierung erzielt� die nicht ann�ahernd die linguistischen Regeln

approximiert� Betrachtet man z� B� ein Fuzzy	Unterraummit gleichen Konklusionen �Bild

�����

UA UA

UA UA

Bild ���� Fuzzy	Unterraum mit vier gleichen in der Konklusion zugeordneten Fuzzy	

Referenzmengen UA

so ist in diesem Fall die Stellgr�o�e bei allen hier behandelten Operatoren konstant� Beim

arithmetischen Mittel ist die Stellgr�o�e eine Funktion der Regelabweichung e�kT � und

�Bei Fuzzy�Regler mit einer Fuzzi	zierung �uber Fuzzy�Einermengen ist dies der Fall� wenn die Zu�

geh�origkeitsfunktion � gleich Null ist�
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der �Anderung der Regelabweichung �e�kT �� Das arithmetische Mittel ist somit f�ur die

Anwendung in der Fuzzy	Regelung v�ollig ungeeignet� Die Gleichungen �
���� und �
����

sind somit Grundgleichungen zur Auswahl von Operatoren zur disjunktiven Verkn�upfung

von Fuzzy	Mengen in der Fuzzy	Regelung� Das hei�t� der Tr�ager einer bin�aren Fuzzy	

Relation

T �R� � f�A�x�� �B�y� j �A�x�� �B�y� � DN � � ��A�x�� �B�y�� 	 �g ���
��

sollte nicht gr�o�er sein als der Tr�ager der Fuzzy	Mengen der bin�aren Relation

T �A� � fx j x � DN � �A�x� 	 �g ���
��

bzw�

T �B� � fy j y � DN � �B�y� 	 �g � ���
��



�� Zusammenfassung und Ausblick �


�� Zusammenfassung und Ausblick

Bei der Anwendung von geeigneten Verkn�upfungs	Operatoren zur konjunktiven Ver�

kn�upfung �fuzzy	logisches Und� gibt es zahlreiche Bewertungskriterien �Relationalit�ats�

anforderungen� pragmatische Aspekte� zur Auswahl dieser Verkn�upfungs	Operatoren� Je�

doch lassen all diese Bewertungskriterien eine Verbindung zwischen der Fuzzy	Logik und

der Regelungstechnik vermissen�

In diesem Bericht� wurde ein neues Bewertungskriterium zur Auswahl von Verkn�upfungs	

Operatoren in der Fuzzy	Regelung vorgestellt� Bewertet wurden die Verkn�upfungs	Ope�

ratoren zur Regelung von technischen Prozessen durch einen Vergleich der durch die aufge�

stellten linguistischen Regeln beschriebene Abh�angigkeit der Stellgr�o�e uR mit der aus der

analytischen Beschreibung des Fuzzy	Reglers berechneten Abh�angigkeit der Stellgr�o�e uf �

Die Fuzzy	Regler wurden innerhalb eines Fuzzy	Unterraumes durch eine analytische Glei�

chung beschrieben� Innerhalb des Fuzzy	Unterraumes wurden die Anordnung der Konklu�

sionen in den partiellen Fuzzy	Unterr�aumen so ver�andert� da� eine bestimmte Abh�angig�

keit der Stellgr�o�e von der Regelabweichung und�oder der �Anderung der Regelabweichung

durch die linguistischen Regeln vorgegeben ist �Tabelle ������

Anordnungen der Konklusionen Abh�angigkeit der Stellgr�o�e

�� Fall uR � R�e�

�� Fall uR � R��e�


� Fall uR � R�e��e�

Tabelle ����� Unterscheidung der einzelnen F�alle

Die Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy	Unterraum �drei F�alle� entsprachen je�

weils vier linguistischen Regeln� Untersucht wurden die aus der Literatur bekanntesten t	

Normen� Algebraisches Produkt� Minimum	Operator� �Lukasiewicz	Operator� Hamacher

Operator� Einstein Produkt und Durchschnitts	Operatoren� Harmonisches Mittel� Geo�

metrisches Mittel� Arithmetisches Mittel�

�Die Ergebnisse dieses Berichtes entstanden im Rahmen des Projektes


Fuzzy�Regler f�ur lineare und

bilineare Systeme bei ver�anderlichen Systemparametern�� das von der DFG Az�� schw �������� gef�ordert

wurde�
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Bei den Untersuchungen zeigte sich� da� nur das algebraische Produkt und das geome�

trische Mittel die linguistischen Regeln �uber den ganzen Fuzzy	Unterraum approximiert

�Tabelle ������

Anordnungen der Konklusionen Vergleich der Stellgr�o�enabh�angigkeiten

�� Fall uR � uf

�� Fall uR � uf


� Fall uR � uf

Tabelle ����� Ergebnisse der Anwendung des algebraischen Produktes und des geome�

trischen Mittels in der Fuzzy	Regelung

Beim algebraischen Produkt und beim geometrischen Mittel kann der Anwender sicher

sein� da� sein Wissen zur Regelung eines Prozesses in Form z� B� einer Karnaugh	Tafel

auch wirklich von dem Fuzzy	Regler approximiert wird �Kennfeld�� So wird z� B� vom

Anwender durch seine lingustische Beschreibung bei einem Fehler in der N�ahe des Null�

punktes� d� h� beim Erreichen der F�uhrungsgr�o�e� eine Stellgr�o�enabh�angigkeit nur von

der Regelabweichung gefordert �z� B� um einen ruhigeren F�uhrungsverlauf um den Arbeits�

punkt zu erzielen�� Ist dies nicht der Fall� h�angt z� B� die Stellgr�o�e von der Regelabwei�

chung und der �Anderung der Regelabeichung ab� so kann sich dieses negativ auf die Rege�

lung aus�uben� In diesem Fall ist es jedoch nicht auf falsch aufgestellte linguistische Regeln

zur�uckzuf�uhren� sondern auf eine schlechte Approximation des Fuzzy	Reglers durch den

Verkn�upfungs	Operator� Neben der sehr guten Approximation der linguistischen Regeln

zeichnet sich das algebraische Produkt weiterhin durch sein interaktives und sensitives

Verhalten aus� welches besonders in der Fuzzy	Regelung wichtig ist� Weshalb vom Stand�

punkt der Fuzzy	Regelung aus und auf der Grundlage der hier gezeigten Ergebnisse das

algebraische Produkt allen hier behandelten Verkn�upfungs	Operatoren vorzuziehen ist�

Beim Minimum	Operator wirkt sich besonders sein nicht	interaktives Verhalten und die

nicht vorhandende Approximation der linguistischen Regeln �uber den ganzen Fuzzy	

Unterraum negativ aus� Weiterhin wurde festgestellt� da� die Abh�angigkeit des Stell�

gr�o�enverlaufes uf im Fuzzy	Unterraum nicht nur von den Anordnungen der Konklu�

sionen� bez�uglich den partiellen Fuzzy	Unterr�aumen� sondern auch von den Werten der

Zugeh�origkeitsfunktionen der Fuzzy	Referenzmengen untereinander abh�angig ist�

Der �Lukasiewicz	Operator konnte die linguistischen Regeln nicht approximieren� So erga�

ben sich beim �Lukasiewicz	Operator neben der wechselnden Abh�angigkeit der Stellgr�o�e
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uf von der Regelabweichung und der �Anderung der Regelabweichung im Fuzzy	Unterraum

ein konstanter Stellgr�o�enverlauf� Weiterhin ergaben sich bei bestimmten Konstellatio�

nen der Zugeh�origkeitswerte der Fuzzy	Referenzmengen sogar Singularit�aten� welche pro�

grammtechnisch zu ber�ucksichtigen w�aren�

Das Einstein	 sowie das Hamacher	 Produkt zeichnen sich besonders durch ihr inter�

aktives Verhalten aus� erf�ullen jedoch das Bewertungskriterium nicht� So das hier kein

Vorteil gegen�uber dem algebraischen Produkt festzustellen war� zumal mit der Anwen�

dung des Einstein	 bzw� des Hamacher	 Produktes ein wesentlich gr�o�erer numerischer

Aufwand zur Berechnung der Operatoren verbunden ist� Weiterhin konnte festgestellt

werden� da� die Durchschnitts	Operatoren �mit Ausnahme des geometrischen Mittels� in

keinster Weise eine Alternative zu den t	Normen darstellen�

Das hier aufgestellte Bewertungskriterium ist nicht nur auf die �Uberpr�ufung von Ver�

kn�upfungs	Operatoren beschr�ankt� so da� dieses Bewertungskriterium auch auf andere

Probleme in der Fuzzy	Regelung angewandt werden kann� Im weiteren soll �uberpr�uft

werden� ob eine allgemeine Regel zur Anwendung von Verkn�upfungs	Operatoren in der

Fuzzy	Regelung hergeleitet werden kann� um nicht bei jedem Verkn�upfungs	Operator

eine analytische Darstellung des Fuzzy	Reglers berechnen zu m�ussen�
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A Kennfelder

Im folgenden sind die Kennfelder eines Standard	Fuzzy	PI	Reglers �Berger ���
a� f�ur

unterschiedliche Verkn�upfungs	Operatoren dargestellt�
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des algebraischen Produktes
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Minimum	Operators
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des �Lukasiewicz	Operators
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Hamacher Produktes
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Einstein Produktes
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Bild A�	� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Geometrischen Mittels
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Harmonischen Mittels
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Bild A��� Kennfeld des Fuzzy	Reglers unter Anwendung des Arithmetischen Mittels
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Bild B��� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
algebraische Produkt �Produkt	Operator�
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Bild B��� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��ap�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B��� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber den
Minimum	Operator
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Bild B��� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��min
�e��e�� j

e � X� �e � Yg
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Bild B��� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber den
�Lukasiewicz	Operator

�� ���� ���� ���
 ���� � ��� ��
 ��� ��� ���

����

����

���


����

�

���

��


���

���

�

�e

e

Bild B�	� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��
�Luk

�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B��� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
Hamacher Produkt
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Bild B��� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��hp�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B��� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
Einstein Produkt
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Bild B���� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��ep�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B���� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
Arithmetische Mittel
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Bild B���� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��am�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B���� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
Harmonische Mittel
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Bild B���� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��hm�e��e�� j
e � X� �e � Yg
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Bild B���� Bin�are Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��e��e�� j e � X� �e � Yg �uber das
Geometrische Mittel
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Bild B��	� Konturdarstellung der bin�aren Fuzzy	Relation R � f��e��e�� ��gm�e��e�� j
e � X� �e � Yg


