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1 Einleitende Ubersicht

Bei der kognitiven Analyse zur Regelung technischer Prozesse wird das Expertenwissen in
Form von linguistischen Regeln formuliert. Linguistisch formulierte Regeln bestehen im
allgemeinen aus einer Pramisse, die eine bestimmte Situation in Form einer (unscharfen)
Spezifikation der Werte fiir die Meflgroien beschreibt, und einer Konklusion, die den ge-
eigneten Stellenwert fiir diese Situation (unscharf) angibt. Neben dem Partitionieren der
durch die linguistischen Terme assoziierten Fuzzy—Mengen und der Defuzzifizierungsme-
thode miissen geeignete Verkniipfungs—Operatoren wie Durchschnitt (Konjunktion) und
Vereinigung (Disjunktion) (Béhme 1993) fiir die Fuzzy-Mengen definiert werden. Die
wesentlichen Verkniipfungen im Zusammenhang mit Fuzzy—Mengen kénnen durch die
t—Normen T bzw. t—Conormen (s—Normen) L (Kaufmann und Gupta 1991, Kruse, Geb-
hardt und Klawonn 1994, Gottwald 1989, 1993, Béhme 1993, Butnariu und Klement 1993,
Bertram u. a. 1994) realisiert werden. Sie entsprechen dem Durchschnitt (fuzzy—logisches

UND) zweier Fuzzy—Mengen

AN B = {(2,pans(@)) | fans() = T (uale), () A e € D) (1.1)

bzw. der Vereinigung (fuzzy—logisches ODER)

AU B = {(, pavp(@)) | pavs(z) == L(pa(z), pp(e)) Nw € D} (1.2)

(Kacprzyk und Zidlkowski 1986, Kacprzyk und Iwanski 1987). t—~Normen bzw. t-Conormen
geniigen den Minimalvoraussetzungen fiir einen Durchschnittsoperator bzw. einem Ver-
einigungsoperator (Nauck, Klawonn und Kruse 1994) wie z. B. Monotonie und die An-
wendbarkeit des Kommutativ— und Assoziativgesetzes (Bohme 1992). Zur Auswahl von

t—Normen bzw. t—Conormen kénnen verschiedene Ziele verfolgt werden, wie z. B. (Grimm

1992, 1994):
e Erhaltung von méglichst vielen Eigenschaften der klassischen Mengenlehre,
e anwendungsbezogene Abbildung von semantischen Bedeutungen.

In diesem Bericht werden die Fuzzy—Operatoren (Verkniipfungs—Operatoren) beziiglich
ihres charakteristischen Fin— und Ausgangsverhaltens untersucht. Ausgangspunkt der
Untersuchungen sind Standard-Fuzzy—Regler (Berger 1994a, b) (Abschnitt 2) (Hierbei
werden die Standard-Fuzzy—Regler unabhangig von der Art der Zugehorigkeitsfunktio-
nen px,(e(k1)) und py, (Ae(kT)) betrachtet.). Da bei der Defuzzifizierung die Schwer-
punktmethode fiir Fuzzy-FEinermengen (Kahlert und Frank 1993, Bertram u. a. 1994)

angewandt werden soll

mpMAE

Z a, (e(kT), Ae(kT)) m,
u(kT) = — s : (1.3)

> . (e(kT), Ae(kT))

z=1
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welche die Operatoren Aktivierung, Aggregation und Defuzzifizierung zu einem Rechen-
schritt zusammenfafit (Kroll 1993, Bertram u. a. 1994), werden hier nur die +~Normen

untersucht (Operator zur Pramissenauswertung). Der Erfiilltheitsgrad (Bertram 1991)
0 (e(KT), AelKT)) = T (jix, (e(KT)). i, (Ae(kT))) (1.4)

der Regel R, wird in Abhéngigkeit der t~Norm T berechnet. Die Ergebnisse sind un-
abhéngig von den Zugehorigkeitsfunktionen (Repréasentation der Fuzzy—Referenzmenge),
wenn die Fuzzy—Referenzmengen konvex (Lowen 1980), normalisiert, einfach tiberlappend
und orthogonal sind (Rommelfanger 1994, Bandemer und Gottwald 1993, Béhme 1993,
Driankov, Hellendoorn und Reinfrank 1993, Leichtfried und Heiss 1995).

Definition 1.1 (Lowen 1980)

Eine Fuzzy-Menge p : D — DY ist konvex, wenn fiir alle z,y € D und a € D

plaz+(1—a)y) > min(u(x),u(y))

ist. O
Nach Kacprzyk (1983) werden die Operatoren einer
e intuitiven,
e axiomatischen! oder
e cxperimentellen

Klasse zugeteilt. Die experimentelle Klasse, in der der Operator experimentell fiir den
speziellen Anwendungsfall bestimmt wird (Zimmermann 1978), wird hier nicht betrach-
tet. Untersucht werden in den Abschnitten 4 bis 8 die in der Tabelle 1.1 aufgefiithrten
t—Normen, welche zur intuitiven und axiomatischen Klasse gehoren (nicht parametrische
und kontinuierliche -~Normen) (Wangming 1988, Lee 1990, Mayer u a. 1993, Ying 1993,
Mesiar 1994). Es erfolgt eine Beschreibung der binére Darstellung T : D xDf — Dj;.
n 1=1
Eine Erweiterung auf ' : D} x --- x DY — DY, ist jedoch méglich. Zusétzlich zu den
1=1
t—Normen werden im Abschnitt 9 die Durchschnitts—Operatoren (Kompensatorische-Ope-
ratoren) (Mizumoto 1989b, Bohme 1993), welche in der Tabelle 1.2 aufgefiihrt sind, be-
handelt.

! Die grundlegende Arbeit zur Erstellung der axiomatischen Systeme wurden von Bellmann und Giertz

(1973) geleistet.
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Algebraisches Produkt Tap (,UX“ ,uyj) =[x, [y,

Minimum-Operator T nin (,uXi , ,uyj) = min (,UX“ ,uy])

Lukasiewicz—Operator T Fuk (,uXi,,uyj) = max (0, px; + py, — 1)

Ux, My,

Hamacher Produkt Thp (NXmNYJ) = lx, + 4 [ix, j
X, Y TR Y

KX, Hy;

Einstein Produkt Tep (,UXmlqu) = 9 (N T [ix, J )
— \HX; Y TOHX Y

Tabelle 1.1: Untersuchte t~Normen

Durch die Anwendung von Durchschnitts—Operatoren kénnen kompensatorische Effek-
te erzielt werden. Der Begriff ,kompensatorisch® bezieht sich hier auf die Neigung des
menschlichen Sprachverstandnisses zwischen den Formulierungen UND und ODER zu ge-
wichten. Der resultierende Wert des Durchschnitts—Operators liegt zwischen dem Mini-

mum— und Maximum—Operator. Der Erfiilltheitsgrad
o (e(KT), Ae(kT)) =D (px,(e(KT)), py, (Ae(kT))) (1.5)

wird in diesem Abschnitt in Abhéngigkeit vom Durchschnitt—Operator D untersucht.

2 px; py,

Harmonisches Mittel | Dy, (,uXi,,uyj) = n
Hx; Ky,

Geometrisches Mittel | Dy, (/LX“/LYJ) = JIX, iy,

px; + fy,

Arithmetisches Mittel | D, (,uXi,,uyj) = 5

Tabelle 1.2:  Untersuchte Durchschnitts—Operatoren (Kompensatorische Operatoren)
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In diesem Bericht wird ein neues Bewertungskriterium zur Auswahl von Fuzzy-Opera-
toren (t~Normen, Durchschnitts—Operatoren) hergeleitet. Bewertet wird der Einsatz von
t—Normen bzw. Durchschnitts—Operatoren zur Regelung von technischen Prozessen an-

hand der durch die aufgestellten linguistischen Regeln (relationale Regeln) beschriebenen

Abhéangigkeit der Stellgrofie z. B.
u(kT) = R (e(kT), Ae(kT)) (1.6)

und dem charakteristischen Ausgangsverhalten (Approximation der relationalen Regeln

durch den Fuzzy—Regler) (Abschnitt 3) z. B.
uw! (kT) = f(e(kT), Ae(kT)) . (1.7)

Untersucht wird die Abhingigkeit der StellgréBe u/(kT) von der Regelabweichung e(kT)
und/oder der Anderung der Regelabweichung Ae(kT) im Zusammenhang mit den aufge-
stellten relationalen Regeln (k7). Zu diesem Zweck werden die Standard-Fuzzy-Regler
analytisch (Ying, Silver und Backley 1990, Bertram 1992, Behmenburg 1993, Behmenburg
und Bertram 1993, Berger 1994¢) in einem Fuzzy—Unterraum dargestellt. Die Einteilung
der Fuzzy-Unterrdaume entstehen aufgrund der Partitionierung (Kruse, Gebhardt und

Klawonn 1994) der Fuzzy—Referenzmengen

X, = {e(kT), ux, (e(kT)) | e(kT) € Dy} (1.8)
und

Y; = {Ae(kT), py, (Ae(kT)) | Ae(kT) € Dy} (1.9)
mit:=1,...,mgundj = 1,...,mag (Berger 1994c). Innerhalb eines Fuzzy—Unterraumes

wird das Regelungsverhalten des Fuzzy—Reglers durch maximal vier aktive (Frenck 1993,
1994) relationale Regeln beschrieben. Die vier aktiven relationalen Regeln entstehen auf-
grund der einfachen Uberlappung der Fuzzy—Referenzmengen X; und Yymite=1,...,mg
und 5 = 1,...,mag {iber den normierten Definitionbereich Dy . Eine aktive relationale

Regel entspricht einem partiellen Fuzzy—Unterraum A, B, C oder D (Berger 1994c).

Untersucht wird das Regelungsverhalten der Standard-Fuzzy—Regler fiir verschiedene
t—Normen bzw. Durchschnitts—Operatoren fiir unterschiedliche Anordnungen der Kon-
klusionen im Fuzzy—Unterraum. Die hier dokumentierten Ergebnisse kénnen als weite-
res Auswahlkriterium zur Anwendung von #~Normen bzw. Durchschnitts—Operatoren zur
konjunktiven Verkniipfung von Partiapramissen zur Regelung technischer Prozesse mit
der Fuzzy-Logik dienen. Dem Anwender ist somit neben den Gesichtspunkten der Rela-
tionalitdtsanforderungen wie z. B. Kommutativitat, Assoziativitat, Stetigkeit, Monotonie
und Idempotenz (Bohme 1993) und den pragmatischen Aspekten wie z. B. sensitives und
interaktives Verhalten, empirische Relevanz, Adaptionstdhigkeit, numerische Effizienz und
Skalenniveau der Zugehorigkeitsfunktionen (Zimmermann 1987, Grimm 1992, 1994, Pe-
drycz 1993, Driankov Hellendoorn und Reinfrank 1993, Mayer u. a. 1994) von t~Normen
bzw. Durchschnitts—Operatoren eine weitere Entscheidungshilfe an die Hand gelegt. Der

Bericht schlieft mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick in Abschnitt 10.
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2 Analytische Darstellung

Innerhalb der Fuzzy—Unterrdume lassen sich die relationalen Fuzzy—Regler durch eine
analytische Funktion (Ying, Silver und Backley 1990, Grimm 1992, Bertram 1992, Beh-
menburg und Bertram 1993 und Berger 1994c) beschreiben. Die Fuzzy—Unterrdume ent-
stehen aufgrund der Partitionierung (Kruse, Gebhardt und Klawonn 1994) der Fuzzy—

Referenzmengen tiber dem normierten Definitionsbereich Dy (Bild 2.1).

Y Y Y Y Y

1 2 3 4 5

LK

RR RL RR RL BR RL RR RL
7 O<4 O<4 O<5

LR LL LR LL LR LL LR LL

Ag |0 |0 | Qg Oy [0 10y [ Oy
RR | RL
a a

BRR RL RR RL
6 7 / O(E 0(9 0(9 0(10

LR LL LR LL LR LL
a 11 a 12 ]/%

a a a 0
RR| RL RR | RL RR| RL| RR| RL

73 14 14 15
0(11 0(12 0(12 0(13 0(13 0(14 0(14 O<15

X

N

SO

LR LL LR LL LR LL LR LL

0(16 0(77 0(17 0(18 0(18 0(19 0(19 O<20

;ﬁw

RR RL RR RL BRR RL ER EL
0(76 0(17 0(77 78 78 0(79 0(79 0(20
LR LL LR LL LR LL LR LL

0(21 0(22 0(22 0(23 0(23 0(24 0(24 0(25

-
-

><Lm

Bild 2.1: Fuzzy—Unterrdume und Fuzzy—Referenzmengen X; und Y; der Partialpramissen

in der e-Ae-Ebene

In einem Fuzzy—Unterraum wird der Fuzzy—Regler durch maximal vier aktive (Frenck
1993, 1994) relationale Regeln beschrieben, wobei ein partieller Fuzzy—Unterraum A, B,
C oder D (Berger 1994c) eine aktive relationale Regel charakterisiert (Bild 3.2) (z. B.
markiertes Quadrat im Bild 2.1).

Al B
C|D

Bild 2.2: Fuzzy-Unterraum mit zusédtzlicher Unterteilung in partielle Fuzzy-Unterrdume

A,B,C und D

Zur Darstellung der Fuzzy—Unterraume werden die Erfiilltheitsgrade . (e(kT), Ae(kT))
fir z = 1,...,mgmag bzw. die Zugehdrigkeitsfunktionen px, (e(k1")) und py, (Ae(ET'))
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(Bild 2.3) weiter unterschieden in

OE ((KT), Ac(KT)) = gk (e(KT)) il (Ac(AT)) | 2.1)

oFL (e(KT), Ae(KT)) = & (e(KT)) ub (Ae(KT)) , (2:2)

ol (e(kT), A (2.3)
und

ol (e(kT), Ac (2.4)
wobei die Indizierun; : Fuzzy—Referenzmengen

X; und Y] verweisen

Ae
(8 e) .

R
r (B /uyj(A e)

—

A (;

Bild 2.3: Unterscheidung der Zugehorigkeitsfunktion py, (Ae(kT')) in ,u{;ﬂ (Ae(kT)) und
uf (Ac(kT))

Die Stellgréfie
mpMmMAER
Z a, (e(kT), Ae(kT)) m,
u(kT) = —=2 : (2.5)

mpMAE

> . (e(kT), Ae(kT))

z=1

welche nach der Schwerpunktmethode fiir Fuzzy—Einermengen (Kahlert und Frank 1993,
Bertram u. a. 1994) berechnet wird, kann im Fuzzy—Unterraum durch folgende allgemeine

Form dargestellt werden
u(KT) = fof*ma+ fof*mp + Fof 28 me + fof+mastip, (2.6)

Mit fbf* der Fuzzy—Basisfunktion (Wang 1994a, b, Leichtfried und Heiss 1995) im par-
tiellen Fuzzy—Unterraum A der Regel R, und den damit direkt daraus folgenden Fuzzy—
Basisfunktionen fbf**!, fbf**™ae und fbf**™ae+! der anderen partiellen Fuzzy-Unter-
raume B,C und D sowie dem Modalwerten m (Bohme 1993, Pedrycz 1993) der Fuzzy—
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Reterenzmengen Uy, Ug, Ups, Up € U. Die Fuzzy—Basisfunktionen zu jedem Fuzzy—Unter-
raum A, B,C und D berechnen sich zu

B (e (e(kT)), pft (Ae(kT
fbfzzmm;(ﬂ (e(kT)), ufl (Ae(kT))) | 2

S o (pxi(e(KT)), oy, (Ae(kT)))

z=1

popeit = o (D), i, (ARTD) )

S o (pxi(e(KT)), oy, (Ae(kT)))

z=1

0, (ke (e(RT)). i (Ac(RT))

Jofman = e (2.9)
. (nx, (e(KT)). oy, (Ae(kT)))
z=1
und
otk o (i, (e(RT)), pk, (Ae(RT)))
sdm z+m +1 Xix1 ? ij 1
fofmantl = : : ; (2.10)
> a. (px(e(RT)), py, (Ae(kT)))
z=1
wobei
e RR(,R R
> o (px(e(kT)), py, (Ae(kT))) = oFF (4, )
z=1
+ off (IMR IML )+aLR (IML ,MR)—I- Ll (IML IML ) (2.11)
z4+1 X Y50 z2+maE Xig12 Y z2+map+1 X120 MYy

ist.
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3 Bewertungskriterium

Das Bewertungskriterium iiberpriift anhand der aufgestellten relationalen Regeln die An-
wendbarkeit von {—Normen bzw. Durchschnitts—Operatoren zur konjunktiven Verkniipf-
ung von Partialpramissen zur Regelung technischer Prozesse. Dabei werden die aktiven
Regeln im Fuzzy—Unterraum bei verschiedenen Anordnungen der Konklusionen in den
partiellen Fuzzy-Unterrdumen A, B,C und D untersucht. Eine Anordnung der Konklu-
sionen, welche in der Bild 3.1 dargestellt ist,

Us | Us
Ug | Up

Bild 3.1: Fuzzy—Unterraum mit zwei gleichen in den Konklusionen zugewiesenen Fuzzy—

Referenzmengen U4 und Ugp

kann z. B. durch folgende vier relationale Regeln beschrieben werden:

WENN  (EISsT X,) UND (AEISTY;) DANN (UISTUyY) , (3.1)
WENN (EIST X,) UND (AEISTY5) DANN (UISTUyY) , (3.2)
WENN (EIST X5) UND (AEISTY;) DANN (UIST Ug) und (3.3)
WENN  (EIST X5) UND (AEISTY;) DANN (UIsT Up) . (3.4)

Bei den relationalen Regeln ist zu erkennen, dal, unabhéngig mit welchem Zugehorigkeits-
wert gy, (Ae(kT))) und py, (Ae(kT))) die Anderung der Regelabweichung Ae(kT') auf
die Fuzzy—Referenzmengen Y; und Y; abgebildet wird, die Konklusion immer (U IST Uy)
bzw. (U 18T Ug) ist, dieses ist jedoch nicht von der fuzzifizierten Anderung der Regel-
abweichung AFE selbst abhéngig, sondern von der fuzzifizierten Regelabweichung F. Das
heifit, die relationalen Regeln beschreiben das Regelungsverhalten unabhangig von der
Anderung der Regelabweichung Ae(kT). Diese kann durch die Fuzzy—Relationalmatrizen
(unscharfe kartesische Relation?) (Wu, Boming und Schneider 1994)

RY? = EQAEQU (3.5)
Siipe = [nx (kD) @y, (Ae(kT))] @, (u(kT) (3.6)

der z—ten Regeln dokumentiert werden. Zur Erstellung der Fuzzy—Relationalmatrizen RY

werden die diskreten Zustande e(kT), Ae(kT), u(kT) € {0,5;0,75; 1} betrachtet. Nach

0 Ve &]0,0,5]
05 Ve € [0;0,5]

HXx, (:13) = Ky, (513) = 17 Ve — 075 (37)
1

075*”/' Ve e l0,51]

2Das kartesische Produkt A® B : 1Dy x Dy — D} ist definiert als A@ B = {(a,b, pagp(a,b)) | (a,b) €
Dy x Dy, pagp(a,b) = min(pa(a), pp(b))} (Freeling 1980).
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0 Ve <0,5
o, () = oy, () { TS e e 0.5 (3.5)
1 Ve >1
0 Vu=#0,5
kET)) = ’ :
poauk?)) = {0 T (3.9
0 Vu#l
kET)) = { 3.10
(e = {077 (3.10)
mit @ = [e(kT), Ae(kT))?, ergeben sich somit die Fuzzy-Mengen
Xy = Yi=1/0,5+0,5/0,75+0/1 (3.11)
Xs = Y5=0/0,5+0,5/0,75+1/1 (3.12)
Us = 1/0,540/0,75+0/1 (3.13)
Usg = 0/0,5+0/0,7541/1 (3.14)
aufgrund der Partitionierung der Fuzzy-Referenzmengen X;, Y, und Uy mite =1,...,mg,

J = 1,...,mag und k& = 1,...,my iber Dy nach der Notation von Zadeh (1973,
1986) (A =27 pa(a;)/x;). Schragstrich und Summationszeichen sind hier rein formal—
syntaktisch zu verstehen, haben also nicht die Bedeutung wie in der klassischen Mathe-

matik (Kaufmann 1975). Die vier Fuzzy-Relationalmatrizen RY berechnen sich wie folgt:

Ry = [ux, (k7)) © vy (Ae(kT))|" @ o, (u(kT))

1 0 0]
0,5 0 0
0 0 0
1 05 01* 0,5 0 0
= {0,5 0,5 0| @[100]=1]0,5 0 0], (3.15)
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
L0 0 0]
T
RY = [px, (e(kT)" @ py,(Ae(kT)| @ por, (u(KT))
0 0 0]
0,5 0 0
1 0 0
0 05 117° 0 0 0
= {o 0,5 0,5 @[100]=1]0,5 0 0], (3.16)
0 0 0 0,5 0 0
0 0 0
0 0 0
L0 0 0]
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Ry = [ux, (k1) © vy (Ae(kT))|" @ oy (u(kT))

0 0 0 7
0 0 0
0 0 0

o o0 o017 0 0 0,5

= {0,5 0,5 0 ®[001]: 0 0 0,5, (3.17)

1 0,5 0 0 0 0
0 0 1
0 0 0,5
10 0 0 |
T

Ry = [ux,(e(kT)" @ py,(Ae(kT))]" @ prur, (u(kT))

(0 0 0 T
0 0 0
0 0 0

o o o0717F 00 0

= {0 0,5 0,5 @[001]=1[0 0 0,5 (3.18)

0 0,5 1 0 0 0,5
0 0 0
0 0 0,5
10 0 1 |

Es ist zu erkennen, dafl bei gleicher Partialpramisse px, (e(kT)) bzw. ux, (e(kT)) die
Belegung der Spalten der Relationalmatrizen R? mit z = 1,2,...,4 nicht von den Par-
tialpramissen py, (Ae(kT)) und py, (Ae(kT)) beeinflut wird. In der Bild 3.2 ist eine

weitere Anordnung der Konklusionen dargstellt.

Us | Up
Us | Up

Bild 3.2: Fuzzy—Unterraum mit zwei gleichen in den Konklusionen zugewiesenen Fuzzy—

Referenzmengen U4 und Ugp

Diese Anordnung kann z. B. durch folgende vier relationale Regeln beschrieben werden:

WENN  (EISsT X,) UND (AEISTY;) DANN (UISTUyY) , (3.19)
WENN  (EISsT X,) UND (AEISTY5) DANN (UIsT Ug) , (3.20)
WENN  (EIST X5) UND (AEISTY;) DANN (UIST Uy) und (3.21)
WENN  (EIST X5) UND (AEISTY;) DANN (UIsT Up) . (3.22)

Bei diesen relationalen Regeln ist zu erkennen, daff unabhéngig mit welchem Zugehérig-

keitswert px, (e(kT))) und px, (e(kT))) die Regelabweichung e(kT') auf die Fuzzy—Re-
ferenzmengen X4 und X5 abgebildet wird, die Konklusion immer (U IST Uy) bzw. (U IST
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Up ist. Dieses ist jedoch nicht von der fuzzifizierten Regelabweichung F selbst abhangig,
sondern von der fuzzifizierten Anderung der Regelabweichung AFE. Das heift, die rela-

tionalen Regeln beschreiben das Regelungverhalten unabhéngig von der Regelabweichung

e(kT).

Insgesamt werden die Operatoren beziiglich drei unterschiedlichen Anordnungen (Félle)
der Konklusionen im Fuzzy—Unterraum hin untersucht. Die drei Félle und die damit aus
den linguistischen Regeln vorgegebene Abhangigkeit der StellgroBe u(kT) von der Regel-
abweichung e(kT) und/oder der Anderung der Regelabweichung Ae(kT') ist in der Tabelle
3.3 dargestellt.

Anordnung der Fuzzy—Ausgangsmengen Abhéangigkeit des Stellgroflenverlaufes

Ua | Ua abhéngig von der
Ug | Ug

Regelabweichung e
Usa | U
Uj Ui abhéngig von der

Anderung der Regelabweichung Ae
Ua | Us abhéngig von der
Ug | Uy
Regelabweichung e und deren Anderung Ae

Tabelle 3.3: Abhéngigkeit des Stellgréfenverlaufes im Zusammenhang mit der Anord-

nung der Fuzzy—Ausgangsmengen im Fuzzy-Unterraum

Verglichen wird die aus den linguistischen Regeln vorgegebene Abhangigkeit der Stellgrofie
u(kT) = R (e(kT), Ae(kT)) (3.23)

mit der aus der analytischen Beschreibung des Fuzzy—Reglers berechneten Abhangigkeit
der Stellgrofie

uf(kT) = f(e(kT), Ae(kT)) . (3.24)
Ist

uft = uf (3.25)
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so approximiert der Fuzzy—Regler (in Abhéngigkeit des Operators fiir die konjunktive
Verkniipfung) die linguistischen Regeln. Gleichung (3.25) dient somit zur Beurteilung

der Anwendung von {—Normen bzw. Durchschnitts—Operatoren in der Fuzzy—Regelung

(Tabelle 3.4).

‘ Vergleich der Stellgréflenabhédngigkeiten ‘ Aussage tiber die Operatoren

uft = uf approximiert die
linguistischen Regeln
ult £ uf approximiert nicht die

linguistischen Regeln

Tabelle 3.4: Bewertungskriterium zur Anwendung von Operatoren zur Konjunktiven—

Verkniipfung in der Fuzzy—Regelung

3.1 Operatoren

Neben dem allgemein bekannten Minimum— und Maximum-Operator (Zadeh 1965) gibt
es weitere Operatoren zur Verkniipfung unscharfer Mengen. Diese Operatoren lassen sich
hinsichtlich der zu realisierenden Verkniipfungen in ¢~Normen fiir die konjunktive Ver-
kntipfung (fuzzy—logisches UND) und t—Conormen (s—Normen) fiir die disjunktive Ver-
kntipfung (fuzzy—logische ODER) kategorisieren. Im folgenden werden die Begriffe t~Norm
und t—Conorm definiert und im néchsten Abschnitt die ~Normen vorgestellt, welche in
diesem Bericht untersucht werden.

Definition 3.1 (Nauck, Klawonn und Kruse 1994)

Eine Funktion T : D} x Df — D heifit + Norm, wenn sie die Bedingungen
(i) T(px,, 1) = px, (Einselement)

(i) px, < py, = Tluxe, pz) < Ty, 1z, (

(i)  T(px,py,) = Ty, px;) (Kommutativitat)
(v)  Tlxe, Ty pz,)) = TT (ixs ov;,)5 12,) (

Monotonie)

Assoziativitat)

erfillt.
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Die interessanteste Eigenschaft einer t—Norm ist die Assoziativitat, weil dadurch die (re-
kursive) Berechnung des Durchschnitts von mehr als zwei Mengen erméglicht wird. Aus
praktischer Sicht ist auBerdem erfreulich, dafl die Reihenfolge der Argumente bei der Be-
rechnung keine Rolle spielt (Kommutativitit). Als wiinschenswert, aber nicht notwendige
Eigenschaft einer den Durschnitt N zwischen unscharfen Mengen représentierenden Funk-

tionen seien noch die Stetigkeit sowie die Idempotenz zu nennen (Fathi-Torbaghan und

Hoffmann 1994).

Definition 3.2 (Nauck, Klawonn und Kruse 1994)

Eine Funktion | : Dy xDf, — D} heifit #~Conorm, wenn sie die Bedingungen

(i) 1(px,,0) = px, (Einselement)
(i) px, < py, = Llpxi, pz,) < Loy, pz,) (Monotonie)

(i)  L(px,,py,) = Llpy,, px;) (Kommutativitat)
( (

iV) J_(IuXi7 J—(:uijuzk)) = J_(J_(ILLXi7ILLY])7ILLZk) ASSOZiatiVitét)

a

t—Normen und t—Conormen sind duale Operatoren. Man erhélt aus einer t~Norm T eine
t—Conorm mittels

Lpxispy,) =1 =T = px,, 1 — py;) (3.26)
und umgekehrt aus einer #—Conorm L eine {~Norm durch

Tluxispy,) =1 = L1 —px;, 1= py,) - (3.27)
Weiterhin gelten fiir die {~Normen

T(ux,,0)=0 V pux, €D (3.28)
bzw. fiir die +-Conormen

L(ux,,1)=1 V ux, €D}, (3.29)

welches, wie im Abschnitt 9 dargelegt wird, grundentscheidend fiir die Verwendung von
Operatoren zur Fuzzy—Regelung ist. An dieser Stelle sei noch einmal erwéhnt, daf} ¢—
Normen T und t—Conormen L nicht fiir bestimmte, konkrete Verkniipfungen stehen,
sondern als Platzhalter fiir all diejenigen Verkniipfungen zu verstehen sind, welche die

von t—Normen und {—Conormen geforderten Eigenschaften besitzen (Definition 3.1 und

3.2).
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3.2 t—Norm—basierte Operatoren

t—Normen und {—Conormen werden weiter in nicht—parametrische Operatoren und para-
metrische Operatoren unterteilt (Zimmermann 1987, Kruse, Gebhardt und Klawonn 1994,
Mayer u. a. 1994). Parametrische Operatoren, welche hier nicht behandelt werden, aber
aus Griinden der Vollstandigkeit erwdhnt werden, umfassen méoglichst viele t—Normen
bzw. t—Conormen. Der Parameter v kann ein bestimmtes Intervall reeller Zahlen durch-

laufen, fiir jeden festen Wert des Parameters ~ ergibt sich ein spezieller Operator der

t—Norm bzw. t—Conorm. Zu nennen sind hier z. B. die HAMACHER—-Operatoren

Hx; 1y,

HT } 2 J
~ (,UXl ILI/Y]) v+ (1—7) (,uXi—FNYJ_,uXi IMYJ)
. | _ l : Y 3.31
5 (IMXNIMYJ) 1— (1 — V)ﬂXi Hy; ( )

(3.30)

dessen Parameter v alle nicht-negativen reellen Zahlen annehmen darf (0 < v < o0).
Der Laufbereich (Bohme 1993) der HAMACHER-Operatoren HWT bzw. HwL erstreckt
sich vom Hamacher Produkt (algebraischer t—Quotient) tiber das algebraische Produkt
bis hin zum drastischen Produkt bzw. von Hamacher Summe (algebraischer s—Quotient)
tiber die algebraische Summe bis hin zur drastischen Summe. Zu den parametrischen
Operatoren gehoéren weiterhin der YAGER-, WEBER—-, DUBOIS-PRADE—-, FRANK-,
SCHWEIZER-SKALAR~- und DOMBI-Operator (Béhme 1993, Bothe 1993, Mayer u. a.
1993, Gottwald 1993, Butnariu und Klement 1993).

Im folgenden werden die {~Normen, welche fiir die Standard—Fuzzy—Regler untersucht
werden, aufgefithrt (Top, Tomin und Ty gehoren zu der Fundamental ¢~Norm T, (Kle-
ment 1982)).:

Algebraisches Produkt:

Tap (MXMMY]) = Bx; [y, (3.32)
Minimum-Operator:

T inin (,MX“ mg) = min (uxi,uyj) (3.33)

Lukasewicz—Operator (Beschrankte Differenz):

T Luk (,uXi,,uyj) = max (0, px, + py, — 1) (3.34)
Einstein Produkt:
Tep (130 11,) = 2 (3.35)
2= (pox, + py, — px, oy, )
Hamacher Produkt (algebraischen t—Quotienten):
Thp (px, ;) = X (3.36)

px; tfy; = px, [y,
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Das drastische Produkt

i . . =1
Tap (’MX“'MYJ) - {Bnm (IMX“IMYJ) so\vrllsfcnaX(ﬂX“MYJ) (3.37)

wird aufgrund seines diskontinuierlichen Verhaltens (Wangming 1988) nicht untersucht.
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4 Algebraisches Produkt

Das algebraische Produkt (Hamacher 1976) zeichnet sich besonders durch sein interak-
tives und sensitives Verhalten aus, wodurch eine ,glatte* Stellgréflengenerierung zu er-
reichen ist (Pedrycz 1981, Brown und Harris 1991) (Anhang A, B). Uber Projektionen
pr (Yager 1980, Bandemer und Néther 1992) einer Relation R kann bestimmt werden,
ob ein Operator ein interaktives oder ein nicht—interaktives Verhalten besitzt (Nguyen
1977, Dubois und Prade 1979). Im allgemeinen Fall einer unscharfen n—stelligen Relation
Rr e Xy x Xy x-+- x X,y x X, mit xq,29,...,2,_1,2, € D firein 1 < k < n mit

J1 < j2 < -+ < Jp_1 < jr wachsende Folge von Indizes < n kénnen die Projektionen®
prj, (RT)
Pri 7j27~~~7jk—17jk(RT) = —l—ijl,]Q,...,]k_l,]k (x]mx]zv cee 7xjk—17xjk) =
= sup T (xq,22,...,20-1,2,) VYV, € Z (4.1)
x €D

g, Visl.k

auf Z = X, x X, x - x X

iy X Xj, berechnet werden. Der Index T soll darauf hin-

weisen, dafl die Relation durch eine {—Norm berechent wurde. Wird die Relation durch
einen Durchschnitts—Operator berechnet, dann ist der Index T durch D zu ersetzen. Da
man aus einer unscharfen n—stelligen Relation Rt € X7 x Xy x -+ x X,,_1 x X, jeweils
n ,eindimensionale* Projektionen pr; (Rt) fiir j = 1,...,n erhalt, kann der Satz 4.1 zur

Uberpriifung von interaktivem Verhalten angesetzt werden.

Satz 4.1 (Bandemer und Gottwald 1993)

Kann eine unscharfe Relation Bt € X; x X3 x --+ x X,_1 x X,, aus allen
Projektionen (eindimensional) pr; (Rt), 5 = 1,...,n zurlickgewonnen werden,

und zwar als unscharfes kartesisches Produkt
RY = pri(R7) @ pra(Rr) @ -+ @ pro_1(By) @ pro(Rr) (4.2)
dann ist die Relation nicht—interaktiv (separabel).

a

Im Falle der Standard—Fuzzy—Regler (Berger 1994a, b) ergibt sich eine unscharfe binére

kartesische Relation
R2 = prp(Rt) @ prap(Rt) VE, VAE € Dy , (4.3)
mit den Projektionen

pre (Rr) = Tg(e(kT)) = sup T (e(kT),Ae(kT)) VE € Dy, (4.4)

EEDN

3In diesem Fall spricht man von einer ,n — 1-dimensionalen Projektion (Bandemer und Gottwald

1993).
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prag (Rt) = Tap(Ae(kT)) = sup T (e(kT),Ae(kT)) VYAFE € Dy . (4.5)

AE€Dy

Im Beispiel 4.1 wird an diskreten Zustdnden gezeigt, dafl das algebraische Produkt inter-
aktiv ist.

Beispiel 4.1

Betrachtet werden die diskreten Zustande e(kT'), Ae(kT) € {0,5;0,75;1}. Es
ergibt sich so eine bindre Relation R+, (Fuzzy-Relationsmatrix Ry, ) mit

dem algebraischen Produkt T,, von

0,25 0,375 0,5
Ry, = |0,375 0,5625 0,75 (4.6)
0,5 0,75 1
mit den Projektionen
pre (Rr,,) = [0,5;0,75:1] , (4.7)
prae (Rr,,) = [0,5:0,75;1] . (4.8)

Das unscharte binire kartesische Produkt R%g (Fuzzy—Relationalmatrix R%g)

berechnet sich dann zu

RY = prj (RTW) @ prag (RTW)
= [0,5;0,75:1]" ©10,5;0,75;1]

0,5 0,5 0,5
= 10,5 0,75 0,75 (4.9)
0,5 0,75 1
R%g # Ry, . (4.10)
Damit ist gezeigt worden, dafl T,, ein interaktives Verhalten besitzt.
O

Im Bild 4.1 ist exemplarisch ein Trager T (at) einer biniren Relation fiir interaktives und

nicht—interaktives Verhalten dargestellt.

Aus mathematischer Sicht (Rationalitatsanforderungen) erfiillt das algebraische Produkt
das Identitatsgesetz, die Monotonie, die Kommutativitat sowie die Assoziativitdt und
gehort nach Kacprzyk (1983) zur axiomatischen Klasse der Operatoren. Weiterhin han-
delt es sich bei dieser t-~Norm um eine archimedische t~Norm (Alsina, Trillas und Valverde

1983, Bandemer und Nahter 1992, Butnariu und Klement 1993) nach der



a) - b) -

Bild 4.1: Trager T (o) einer bindren Relation a) nicht—interaktiv b) interaktiv

Definition 4.1 (Kruse, Gebhardt und Klawonn 1994)

Es sei T :Df, xDf; — DI, so heiBt T Archimedische t-Norm genau dann, wenn
T eine stetige t—Norm ist und fiir alle a €]0; 1] die Ungleichung T(a,a) < a
gilt.

a

Archimedische t-Normen sind mathematisch besonders attraktiv (Kruse, Gebhardt und
Klawonn 1994, Butnariu und Klement 1993) da sie z. B. die Bedeutungspostulate von

Hamacher (1978) gentigen. Sie lassen sich wie folgt représentieren:

Satz 4.2 (Kruse, Gebhardt und Klawonn 1994)

Eine Funktion T : D} xD}, — DY ist genau dann eine Archimedische t~Norm,
wenn eine streng monoton fallende stetige Funktion f : D} x D — [0; 0]
existiert mit f(1) = 0 und

T(a,b) = fV (f(a) + f(b)),
wobei (=1 die Pseudo—Inverse von f ist, d. h.

oy J €01 f@) =y} L falls y € [0; f(0)]
™) = {0 Jalls y € [f(0);00] (411)

Fir f(0) = oo ist T streng monoton fallend in beiden Argumenten.

a

Die Funktion f wird als additive generator der archimedischen t—Norm bezeichnet (Alsina,

Trillas und Valverde 1983).
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Beispiel 4.2

Gegeben ist folgende Funktion

Pl o) o= f T e

o0 , Ve =0

Die Funktion f erfiillt die Vorausetzungen vom Satz 4.2. Es ergibt sich somit

T(a,b) = f7V(f(a) + £())
= UV (= 1In(a) —In(b))
= exp (In(a) + In(b))
= ab (algebraisches Produkt) .

a

Eine weitere Uberpriifung von archimedischen t—Normen besteht in der Betrachtung

n—oo

T z.=1lm T « (4.12)
n=1 =1

n n n-1
fiir ; € Dy und ( T :1;2) mit T ;=T ( T X, l’n)
n € NN{co} =1

oder mit der Verwendung der Funktion f

Satz 4.3 (Butnariu und Klement 1993)

Ist T eine Archimedische t-Norm, und ist (z,), € N {oo} €10€ konstante Sequenz
in [0; 1] fiir alle n € NN {oo} dann gilt

T r, =0.
n=1
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Eine archimedische t-Norm heifit strikt nach Bandemer und Néther (1992), d. h. sie ist
streng monoton und stetig, wenn T zunimmt im Bereich D x Df;. Allgemein gilt, daf
jede strikte t—~Norm eine archimedische t—Norm ist. Umgekehrt gilt dies nicht, ein Beispiel
ist hier der Lukasiewicz—Operator T z,; (Abschnitt 6).

Es ergibt sich ein Erfiilltheitsgrad

. (jux, (e(KTY). iy, (Ae(KT))) = o, (e(kT)) oy, (Ae(kT)) (1.13)

der z-ten Regel. Die einzelnen Erfiilltheitsgrade in den partiellen Fuzzy-Unterraumen A,

B, C und D berechnen sich wie folgt:

o () = B (e(KT)) i} (Ac(KT)) | (1.1
oftly (il ik, ) = ik (e(KT)) ik, (Ae(KT)) (4.15)
s (W i8) = Wy, (e(RT)) i (Ae(RT)) (4.16)
ol aor (W ih,) = ok, (eRT)) pf | (Ae(RT)) (4.17)
Durch Einsetzen der Gleichungen (4.14)—(4.17) in (2.11) erhalt man
MEMAE
o (jox,(e(KT). oy, (Ae(kT)) ) =
z=1
e A T e S 15 SN TA A S T SR T A (4.18)

wobei die Indizierungen z und j der Fuzzy—Referenzmengen der Eingangsgrofien in fol-

gender Beziehung zum Index
Z:mAEi—mAE—I—j (419)

stehen.

Durch die einfache Uberlappung (Leichtfried und Heiss 1995) und Orthogonalitit (Rom-
melfanger 1994) der Fuzzy—Referenzmengen X; und Y; lassen sich die Zugehorigkeitsfunk-

tionen zu

u, (e(KT)) + ik, (Ae(kT)) = 1 (4.20)
und

WE ((KT)) + b, (Ae(kT)) = 1 (121)
schreiben mit ¢ = 1,...,mg —1und j =1,...,mag — 1. Es ergibt sich somit

MEMAE

> s (ux, (e(RT)), i, (Ae(kT))) =

z=1
= (1—pk,) (L=pb )+ (1 —uk,,) st

L L L L
T X (1 B 'MYJ-H) T X Y
=1. (4.22)
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Die Fuzzy-Basisfunktionen im Fuzzy-Unterraum A, B,C und D berechnen sich dann zu

Fofe =l (R (e(RT)), uf} (Ae(KT))) (4.23)
Fort = ol (iR (e(RT)), i, (Ae(RT))) (4.24)
Fofrmae = bl (i, (e(RT)), o (Ae(RT)) (4.25)
und
fbfz—l_mAE-I—l = a?—ll—/mAE-I—l (/L§1+1(e(kT))7 Iu}[//vj+1 (Ae(kT))) ° (426)
Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich dann
—I_OéfWLAE (Ngfz‘“"u}]%) mg + Oé—IIEMAE-I-l (ﬂ§i+17’u}[}]+1) mp . (4'27)

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.23)—(4.26) in die Gleichung (2.6) erhalt man

w(hT) = (1= pk,,, — b, +uk,, nf,,)ma
L L L L L L
+ ('MYJ-H T Hxin 'MYJ-H) mp + ('qu‘+1 o 'qu‘+1'uYJ+1) mec

+ ,u}L/Hl ,ug}ﬂrlmp : (4.28)

1. Fall:
Im ersten Fall besitzen die partiellen Fuzzy—Unterrdume A, B bzw. die partiellen Fuzzy—

Unterraume C,D die Konklusionen mit den Fuzzy—Referenzmengen Uy bzw. Ug (Bild
4.2).

Us | Us
Ug | Up

Bild 4.2: Fuzzy—Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy—

Referenzmengen U4 und Ugp

Fir die StellgréBe ergibt sich dann

ulkT) = (V= gk, = i, kg, o, 1Y, — e, BT, ) ma
(W = Wb, + b, ik )
= (1 — ﬂ§i+1) ma + ,ug}l,HmB (4.29)
W(KT) = [(e(kT)) .
2. Fall:
Im zweiten Fall besitzen die partiellen Fuzzy—Unterraume A, C bzw. die partiellen Fuzzy—

Unterraume B, D die Konklusionen mit den Fuzzy—Referenzmengen U, bzw. Up (Bild
4.3).
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Us | Up
Us | Up

Bild 4.3: Fuzzy—Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy—

Referenzmengen U4 und Ugp

Die Stellgréfle berechnet sich zu

w(hT) = (V= pk,,, —ub,, + ik, i, + 1k, — ik, 08, ) ma
T (’M)L/J+1 B 'ugfwl'u%ﬂ T ’M}L/J+1 'ugfm) "B
- (1 B 'u}L/JH) ma + ”%HmB (4.30)
uw (KT) = f(Ae(ET)) .
3. Fall:
Im dritten Fall besitzen die partiellen Fuzzy—Unterrdume A, D bzw. die partiellen Fuzzy—

Unterraume B,C die Konklusionen mit den Fuzzy—Referenzmengen Uy bzw. Up (Bild
4.4).

Us | Up
U | Us

Bild 4.4: Fuzzy—Unterraum mit zwei gleichen in der Konklusion zugewiesenen Fuzzy—

Referenzmengen U4 und Ugp

Fir die StellgréBe ergibt sich dann

u(kT) = (1 N ’ungl N 'u}LG+1 +2”§fi+1 ’M}L/JH) ma -t ('u}[}]-l'l N 2”§Q+1ﬂ3€]+1
+ ik, ) ma (4.31)
' (KT) = f(e(kT), Ae(kT)) .

Wie in drei Féllen gezeigt wurde, approximiert die £-Norm T,, die relationalen Gleichun-
gen. Im ersten Fall, wo die relationalen Regeln eine Stellgroflengenerierung unabhangig
von der Anderung der Regelabweichung Ae(kT) (durch die Belegung der Konklusionen
im den partiellen Fuzzy—Unterrdumen A, B, C und D) fordern, kann dieses durch die
analytische Beschreibung der Standard-Fuzzy-Regler u/(kT) = f (e(kT)) dokumentiert
werden. Auch im zweiten Fall, wo die relationalen Regeln eine Stellgroflengenerierung
unabhéngig von der Regelabweichung e(kT') fordert, wird dieses durch die analytische
Funktion u/(kT) = f(Ae(kT)) dokumentiert. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 4.1 zu-

sammengefafit.
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Anordnungen der Konklusionen | Vergleich der Stellgréflenabhéngigkeiten

1. Fall ult = uf
2. Fall ult = uf
3. Fall ult = uf

Tabelle 4.1:

Ergebnisse der Anwendung von T,, in der Fuzzy-Regelung
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5 Minimum—Operator

Der Minimin—Operator (Zadeh 1965), der nach Zadeh (1973) als Regel der maximalen
Restriktion bezeichnet wird, entspricht der Verallgemeinerung der gewdhnlichen Konjuk-
tion (Grimm 1992), wie sie aus der Boolschen Algebra (Bohme 1992) her bekannt ist. Fiir
den Minimum—Operator gelten die Eigenschaften der klassischen Mengenlehre wie die
Giiltigkeit des Identitétsgesetzes, Monotonie, Kommutativitat, Assoziativitat, Existenz
einer Komplementfunktion sowie die Giiltigkeit des Distributivgesetzes und gehoért nach
Kacprzyk (1983) zur intuitiven Klasse der Operatoren. Der Minimum—Operator weist ein
nicht—interaktives Verhalten auf, da das Verkniipfungsergebnis immer nur von einem Ar-
gument abhdngt und sich nur dann &ndert, wenn ein Argument kleiner als das andere
wird, weshalb es auch als ,hart“ bezeichnet wird (Bellman und Zadeh 1970). In diesem

Zusammenhang spricht man auch von einem ,Informationsverlust®.

Beispiel 5.1

Betrachtet werden die diskreten Zustande e(kT'), Ae(kT) € {0,5;0,75;1}. Es
ergibt sich so eine binare Relation R+ _, (Fuzzy—Relationalmatrix Rt ) mit

dem Minimum-Operator T,,;, von

0,5 0,5 0,5
Rr.. =105 0,75 0,75 (5.1)
0,5 0,75 1

mit den Projektionen

prag (Rr,..) = [0,5;0,75;1] . (5.3)

Das unscharfe binire kartesische Produkt RY  (Fuzzy-Relationalmatrix RY )

berechnet sich zu

R? = prp(Rr,.,) @prap (Rr,.,)
= [0,5;0,75;1]" @[0,5;0,75;:1]
0,5 0,5 0,5
= (0,5 0,75 0,75 (5.4)
0,5 0,75 1
R? = Rr,, . (5.5)

Damit ist gezeigt worden, dal T,,;, ein nicht—interaktives Verhalten besitzt.

a
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Weiterhin ist der Minimum—Operator keine archimedische t—Norm, weil er idempotent
und damit nicht strikt ist. Da die Untersuchungen zur Anwendung von #—Normen in
der Fuzzy-Regelung analytisch durchgefithrt werden, ist es notwendig, den Minimum-—
Operator analytisch zu beschreiben. Zu diesem Zweck wird die analytische Beschreibung
des Minimum—Operators nach Bertram (1992) verwendet, welche ohne Beweis hier dar-

gelegt wird:

min (s, py,) = 0,5 (= | px, — oy, |+, + poy,) (5.6)
= 0,5 (—/(ux, — py,)* + px, + py, ) - (5.7)

Die Reihenfolge der Argumente hat bei der Berechnung keinen Einfluf, da der Minimum-—
Operator das Gesetz der Kommutativitét erfiillt. Es ergibt sich somit ein Erfiilltheitsgrad

VoI

o (x,(e(kT)), iy, (Ae(kT))) = 0,5 (=/(ux,(e(KT)) — py, (Ae(kT)))?
+ pux (e(RT)) + py, (Ae(RT))) (5.8)

Ausgangspunkt sind die Gleichungen (2.5)—(2.11), wobei hier wieder zuerst

S (o (KT )) .y, (Ae(RT ) = o (u )
z=1
+ Oéf—fl (ﬂ§i7ﬂ)€]+1) + aﬁfmAE ('ugfz‘ﬂﬂu%) + Oég‘fmAE‘Fl ('ugfz‘ﬂ"u%“) (59)

berechnet wird. Die einzelnen Erfiilltheitsgrade berechnen sich wie folgt

oftF (uf ) 2075(— (%, = 1) + i +M§%) : (5.10)
oftly (uut, ) = 0.5 (—ﬂﬂi — ) M;L/m) : (5.11)
O‘gfmm (”gfz‘ﬂ’”%) =0,5 (_¢('M§fz‘+1 N ”%)2 + ”gfm T 'u%) ’ (5.12)
g gt ('”?(HNMLGH) =0,5 (_¢('M§Q+1 - ”5LG+1)2 + ”gfm + '”1LG+1) : (5.13)

Durch Einsetzen der Gleichungen (5.10)—(5.13) in (5.9) erh&lt man
MpMAE

3 (T (el 7)) = 05| (= o)

z=1

_¢(’u§i - 'M{?Hl)z - ¢('M§fz‘+1 - ”%)2 - ¢('M§fz‘+1 _'M{J/JH)Q

+ 1+ e ek, e+ ek ] (5.14)
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wobei die Indizierungen 7, j und z nach der Gleichung (4.19) in Beziehung stehen. Durch
Anwendung der Gleichungen (4.20) und (4.21) erhalt man

MEpMAE

> a (Mxi(e(kT))aﬂYj(Ae(kT))) B

2=1
= 0,5 l—¢(1 —/&.H —1 —I-,M;L/JH)Q — ¢(1 —,ug(m —/L}L/JH)Q

2 2 I I
_¢('M§fz‘+1 —1—|—,u{7j+l) - ¢('M§(i+1 _'u)[//J+1) +1_”Xi+1 —|—1—,uyj+1

+ 1_’u§(1+1 —|-,M§(i+1 —I_”)L/JH +1_N)€J+1 —|-,u§(i+1 —I_M}L/Hl]
_ L L \? L L \?
= 0,5 l_¢(_”)ﬁ‘+1 T 'MYJ‘H) N ¢(1 T X T 'MYJ-H)

Ak b =1) = =) 1] (5.15)

Weiterhin sind die Terme

\/(_ﬂ§i+1 —I_ IM}L/J_H)z :\/(/L%H_l - ,U}L/J_I_l)2 y

e S (TN T

betragsgleich, wodurch Gleichung (5.15) zu

MEpMAE

> ax (e (e(KT)), o (Ae(kT))) =

z=1

=2- \/(ﬂ%+1 - N%(i+1)2 - ¢(1 — /L%(H_l - ﬂ}%_l_l)z (5.16)

beschrieben werden kann. Die Fuzzy—-Basisfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen

sich dann zu

nro - ol (R, (e(RT)) i (Ae(kT)) | 5.17)

2 — \/(ﬂ%+1 - N%(Hl)z - ¢(1 - M%(H_l - ’M}L/JH)Q

Py o (1R (D)) i, (Ac(hT)) 5.18)

2 — \/(ﬂ%+1 - N%(Hl)z - ¢(1 - M%(H_l - ’M}L/JH)Q
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ol (i (e(RT)), pfl (Ae(kT)))

2 — \/(ﬂ%+1 - N%(Hl)z N ¢(1 B ’ug(""'l B M}L/J‘H)Q

fhfrtmas — (5.19)

und

et mapn (P, (D)) i, (AT)) 5.20)

2 — \/(ﬂ%+1 - N%(Hl)z N ¢(1 B ’ug(""'l B M}L/J‘H)Q

Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich dann

u(hT) = —— o™ (ol pdt) mact ol (o) e
+ aﬁfmAE (N?{Hl,ﬂ)}%) me + Oég‘fmAE‘Fl (ﬂgfz‘H’ﬂ}LﬁH) mD] ? (5'21)

wobel ¢minq gleich der Gleichung (5.16) gesetzt wird. Durch Einsetzen der Gleichungen
(5.10)—(5.13) in die Gleichung (2.6) erh&lt man

0,5 2
u(kT) = [(_ \/(Iu)[}]-}l - IIL%HJ) —I_ 2 - N%H.l - IM}[}]+1) mA

Amin,o

2
( ¢(1_”Xz+1 'u}[//]-l'l) +1_”§(1‘+1+”3L/J+1)m3
( ¢('MX1+1+'MY+1_1) +1+”§fz‘+1_”%+1)mc
2
( ¢('MX1+1 ’M}L/J+1) + ’M}L/J+1 + 'ugfm) mD] : (5.22)

Genau wie bei der Untersuchung des algebraischen Produktes fiir die Standard—Fuzzy—

Regler wird hier der Minimum—QOperator in einem Fuzzy—Unterraum mit verschieden an-
geordneten Konklusionen in den partiellen Fuzzy-Unterrdumen A, B, C und D untersucht.
Bei dem Minimum—Operator ist es jedoch aufgrund der Betrdge notwendig, weitere An-
nahmen zu treffen (Tabelle 5.1).
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1. Annahme /&,H > ,u;L/JH und /&M + N}L/Hl <1

2. Annahme NiL/]H > ,Ug(i_l_l und N?{m + ﬂiL/]+1 <l

3. Annahme ,ug}m > ,u}L/JH und /&M + N}L/Hl > 1

4. Annahme ,u}L/JH > /&m und /&M + N}L/Hl > 1

Tabelle 5.1:  Annahmen zur geschlossenen analytischen Darstellung der Stellgrofie

1. Fall:
Fiir die StellgroBe ergibt sich

wkT) = o [(_¢(’u{;ﬂ+1 - 'ugfwl)z - ¢(1 - 'ugfz‘ﬂ - 'M{?Hl)z

Amin,o

+3-2 ”gfwl) ma (_¢(’M§Q+1 —I_MLGH B 1)2

2
_\/(/L%Hl — IM§L/J+1) + 1+ 2”§Q+1) mB] . (523)

Die Félle werden in vier Annahmen (Tabelle 5.1), welche im folgenden aufgefiihrt sind,

unterteilt.

1. Annahme /&m > ”5LG+1 und ,ug(m + N)%H < 1:
Aufgrund dieser Annahme ergibt sich die Stellgrofie

0,5
u(kT) = = [(2 + Z,M)L/JH — 2,u§(i+1) ma + (2/@}”1 + Z,M}L/JH) mB] : (5.24)

Mit
Gmina = 1+ 2p1y (5.25)

J+1

aus der Gleichung (5.16) erhdlt man die Stellgrofie

(L= sk by ) ma+ (05, +ad,,) ms
L+ Q'M{J/ﬁl
uf(kT) = f(e(kT), Ae(kT)) ,

u(kT) = (5.26)
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welche eine Funktion der Regelabweichung e(k7T') und der Anderung der Regelabweichung
Ae(kT) ist.

2. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH < 1:
Es ergibt sich eine Stellgréfie von

0,5
Amin,o

mit der Gleichung (5.16)

u(kT) =

(2ma + 44k, mB) (5.27)

dmin,o = 1 + 2,“?( (528)

i41
erhdlt man die Stellgréfie

ma—+2uk  m
W(kT) = AH;XLM b (5.29)
Hx

ul (KT) = [(e(kT))

i1

welche eine Funktion der Regelabweichung e(kT') ist.

3. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH > 1:
Mit der Gleichung (5.16)

dmin,o = 3 — 2#?(1._'_1 (530)
erhdlt man die Stellgréfie

2—2,uL, ma+0,5mp
u(kT) = ( );i)g,ﬁ (5.31)
Xig1

W (KT) = f(e(kT)) .

4. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH > 1:
Es ergibt sich die Stellgrofie

0,5
u(kT) = == (4 —2pk,, —2pk ) ma+ (24205, — 208 ) ms] (5.32)
mit
dmin,o = 3 — Qﬂ}L/H_l (533)
resultiert
2 — L, — mA—I— 1—|— L, — mpeg
u(kT) _ ( PXip 'MYJ-H) ( FXiga 'MYJ-H) (5‘34)

3—2/@%“
u (KT) = f(e(kT), Ae(kT)) ,
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welche eine Funktion der Regelabweichung e(k7T') und der Anderung der Regelabweichung
Ae(kT) ist.

Die Auswertung der anderen beiden Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy—Unterraum
ist dquivalent zu der im ersten Fall, aus diesem Grund werden die Ergebnisse nur noch in
einer tabellarischen Form dargestellt.

2. Fall:
Fiir die StellgroBe ergibt sich

a1y = 2 (b))

Amin,o
2
—I_ 3 - 2#{//]_'_1) ma —I_ (_ \/(’u§1+1 - /L%+1)
2
_¢(1_M§(M—ﬂ§]+l) +1+2ui+1) mB] . (5.35)

In der Tabelle 5.2 sind die Ergebnisse fiir die verschiedenen Annahmen dargelegt.

3. Fall:
Fir die StellgréBe ergibt sich dann

1) = B0l =) (o, i) 2)

Amin,o
¥ (M (1= ko, — i) 1y (ks + b = 1)’ +2) mB] - (5.36)

In der Tabelle 5.3 sind die Ergebnisse fiir die verschiedenen Annahmen dargelegt.

Die Félle zeigen, dal der Minimum—Operator die relationalen Regeln hinsichtlich der ge-
stellten Anforderungen (Bewertungskriterium) nicht iiber den ganzen Fuzzy-Unterraum
erfilllt (Tabelle 5.4). In den Fillen 1 und 2 ist deutlich zu erkennen, daff die Abhingig-
keit des StellgréBenverlaufes u/ im Fuzzy-Unterraum nicht nur von den Anordnungen
der Konklusionen beziiglich den partiellen Fuzzy-Unterrdumen A, B, C und D, sondern
auch von den Werten der Zugehérigkeitsfunktionen ,ug}m (e(kT)) und ,u}L/JH (Ae(kT)) der
Fuzzy-Referenzmengen X,;y; und Yj;; untereinander abhéngig ist. So geben im Fall 1
die relationalen Regeln eine Abhingigkeit des Stellgréfienverlaufes u” von der Regelab-
weichung e(kT') vor, als Ergebnis erhdlt man jedoch eine wechselnde Abhingigkeit des
StellgréBenverlaufes u/ von der Regelabweichung e(kT') sowie von der Regelabweichung
e(kT) und der Anderung der Regelabweichung Ae(kT). Auch im zweiten Fall ist eine
wechselnde Abhéngigkeit des Stellgréflenverlaufes festzustellen.
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1. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH < 1:

ma+2pf
u(kT) = T 21&);;

J+1

W (KT) = f (Ae(kT))

mp

2. Annahme N)%H > /&m und ,ug(m + N)%H <1:

L I I I
1 MY]+1+MX1'+1) mA—l_(MXi-I-l—I—MY]-I-l) mp
u(kT) -

1-I-2MX1.+1

_
W (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

3. Annahme /&m > ”5LG+1 und ,ug(m + N)%H > 1:

(2_,“?(”1 _'u}[}]-l'l) ma -t (1+'M3LG+1 —/&Hl) "B

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

3 — 2”§(i+1

4. Annahme N)%H > /&m und ,ug(m + N)%H > 1:

(2 B 2”3%“) ma+ms
3 —2p¢
W(ET) = f(Ae(KT))

u(kT) =

Tabelle 5.2:

StellgréBen fir den 2. Fall unter verschiedenen Annahmen
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1. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH <1:

(1 + 'u}L/J+1 B ”gfz‘ﬂ) ma+ ('u}[}]-l'l + 'ugfwl) mp
1+ 2pf

41

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

2. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH < 1:

(1 —I_’ug(Hl B 'u}[//]-l'l) ma+ ('ugfz‘ﬂ —I_MLGH) mB
14 24k

u(kT) =
i1

W (KT) = f(e(kT), Ae(KT))

3. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH > 1:

(1 —I_MLGH _'ugfwl) ma+ (2_”§fz‘+1 _'u)[//J+1) mB
3_2”§(i+1

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

4. Annahme N)%H > /&m und ,ug(m + N)%H > 1:

(1+'M§fz‘+1 _M)[//J-l'l) ma -t (2_'”3%“ _'ugfwl) "B
3 —2p¢

u(kT) =
w/ (kT) = f (e(kT), Ae(kT))

Tabelle 5.3:  Stellgroflen fiir den 3. Fall unter verschiedenen Annahmen
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1. Fall
1. Annahme ult £ uf
2. Annahme ult = uf
3. Annahme ult = uf
4. Annahme ult £ uf
2. Fall
1. Annahme ult = uf
2. Annahme ult £ uf
3. Annahme ult £ uf
4. Annahme ult = uf
3. Fall
1. Annahme ult = uf
2. Annahme ult = uf
3. Annahme ult = uf
4. Annahme ult = uf

Tabelle 5.4: Ergebnisse der Anwendung von T,,;, in der Fuzzy—Regelung
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6 Lukasiewicz—Operator (Beschriankte Differenz)

Der Lukasiewicz—Operator T ., (Buckley und Silver 1988, Gottwald 1989) zeigt sich {iber

einen sehr groflen Bereich sensitiv und besitzt ein interaktives Verhalten.

Beispiel 6.1

Betrachtet werden die diskreten Zustande e(kT'), Ae(kT) € {0,5, 0,75, 1}.
Es ergibt sich so eine binire Relation RTLuk (Fuzzy—Relationsmatrix RTLuk)

mit dem Lukasiewicz—Operator T, von

0 0,25 0,5
Rr,, = 10,25 0,5 0,75 (6.1)
0,5 0,75 1

mit den Projektionen

pre (Rr,,) = [0,50,751] (6.2)
PrAE (RTLuk) = [0,5;0,75;1] . (6.3)

Das unscharfe binére kartesische Produkt R?L \ (Fuzzy—Relationalmatrix R?L k)

berechnet sich dann zu

R§Luk = prp (RTLuk) Q@ prap (RTLuk)
= [0,5;0,75:1]" ©10,5;0,75;1]

0,5 0,5 0,5
= 0,5 0,75 0,75 (6.4)

0,5 0,75 1
R}  # R, (6.5)

Damit ist gezeigt worden, dal Tz, ein interaktives Verhalten besitzt.

a

Weiterhin erfiillt der Lukasiewicz—Operator die Anforderungen des Identitdtsgesetzes, der
Monotonie, der Kommutativitdt und der Assoziativitat und ist eine archimedische t~Norm
mit dem addative generator f(x) = 1 — . Der Lukasiewicz—Operator ist aber nicht strikt
(Bandemer und Nather 1992, Butnariu und Klement 1993). Da die Untersuchungen wie
beim Minimum-Operator zur Anwendung von {—Normen analytisch durchgefiithrt werden,
wird der Lukasiewicz—Operator analytisch dargestellt. Zu diesem Zweck wird die analyti-
sche Darstellung des Maximum-Operators (Bertram 1992) auf den Lukasiewicz—Operator

tibertragen. Der Lukasiewicz—Operator 1a8t sich wie folgt analytisch darstellen.
max (Oaﬂxi + py; — 1) = 0,5 (| Lt px, + oy, | +ox, + v, — 1) (6.6)
= 0,5 (/(1 = px, — ) + px, +py, — 1) (6.7)
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wobei die Reihenfolge der Argumente bei der Berechnung keinen Einflul hat, da der

Lukasiewicz—Operator das Gesetz der Kommutativitét ertiillt.
Beweis:

Fall 11 px, + py, > 1

= maX(O,,uXi—l—,uyj—l) = px, tpy, —1
Oy +uy, —1) = 0.50/(1—px, — py,)> + px, + oy, — 1)
mit /(L= px, — gy, )? = px, +py, —1
folgt f((),MXHrMYJ—l) = px, Hpy, — L4 px +py, -1
= px, +py, —1

= max (O,ﬂxi + py, — 1)

Fall 2: px, +py, <1

= max (O,ﬂxi + py, —1) = 0
f(()aMXHrMYJ—l) = 075(\/(1—Mxi—ﬂn)2+/¢x]+ﬂ1@—1)
mit /(1= px, = py,)? = 1 —px, =y,
folgt  f (Oaﬂxi + py, — 1) = px,tpy, =1 —px,—py, +1
= 0

= max (O,ﬂxi + py, — 1)

O
Es ergibt sich somit ein Erfiilltheitsgrad von
o (px (e(KT)), py,(Ae(kT))) = 0,5 (/(1 — px.(e(kT)) — py, (Ae(kT)))?
+ px, (e(KT)) + py, (Ae(kT)) = 1) . (6.8)
Die einzelnen Erfiilltheitsgrade berechnen sich wie folgt
2
of (iR pugt) = 0,5 (ﬂl — R =) k- 1) : (6.9)
2
oftly (uh ut, ) =05 (ﬂl s A A RS ST 1) : (6.10)

2
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2
a?—ll—/mAE-I—l (/LXz-I-l”quj-l-l) = 075 (\/(]‘ - ﬂ§i+1 - Iu}[}]+1) (612)
+”§fi+1 +’“%+1 N 1) :
Durch Einsetzen der Gleichungen (6.9)—(6.12) in (2.11) erh&lt man

MEpMAE

- o (NXi(e(kT))muYJ (Ae(kT))) =0,5 V(l - ﬂ§¢ - N}]%)Z

—|—¢(1 - ﬂi - lu}[}]+1)2 T ¢(1 - ﬂ§i+1 - M{%)Q T ¢(’u§(i+1 _’M{J/J“)z

+2pk 2 +2pk | +2pk -4 (6.13)

Durch Anwendung der Gleichungen (4.20) und (4.21) erh&lt man

MEpMAE

> a (ux(e(kT)), v, (Ae(kT))) =

z=1

~ 0,5 V@ S R L ) /(1 — (= k) - b))

+¢ 'qu+1 — (1= ”%H))Q—I_ ¢(1 _'ugfwl _M}[//J+1)2+2 (1 _’ungl)
+2 (1_'MYJ+1) +2”§fi+1 —I_QMLGH _4]

+¢(”3LG+1 - 'ugfwl)z + ¢(_'M§Q+1 N 'M}L}J-l'l T 1)2] ' (6.14)

Weiterhin sind die Terme

Ve, ) = (- ik, - i)’
¢('M§(i+1 N 'M{?Hl)z :¢(_'M§Q+1 + 'M{?Hl)z

betragsgleich, wodurch Gleichung (6.14) zu

MEpMAE

I (px, (e(KT)), v, (Ae(KT))) =
:\/(/“L/J+1 + lugfi.u - —I_ \/ IMXH,l ,UYJ_H) (615)

beschrieben werden kann. Die Fuzzy—-Basisfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen
sich dann zu

alth kTY), i (Ae(kT
nro - GG w]( (k1))

2
L L L
\/('MYJ‘Fl A ¢ 'qu‘+1 o 'MYJ+1)

: (6.16)
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fbfz-l—l — f—l?l( ( (kT)z)vlu it (Ae(kT))) _ (617)
¢('MYJ+1 T ’MXH1 1) ¢ ’qu+1 ML/JH)

fppmas o s (qurl(e(lzT)), Wl (Ae(kT)) | o
¢('M{J/J+1 + ’u%iﬂ 1) ¢(’MX1+1 'M{J/JH)

und

ppprmastt e (1, (D)) i (Ae(RT)) - 6.19)

¢('M§ij+1 + 'ugfwl - 1)2 o ¢('M§fz‘+1 - 'M{?Hl)z

Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich dann

) = ol () ol ()
+ aZ+mAE (N?{Hl,ﬂ;}%) me + Oé—lj}TfLAE-I-l (ﬂ§i+17ﬂ}[}]+1) mD] (6‘20)

wobel qruto gleich der Gleichung (6.15) gesetzt wird. Durch Einsetzen der Gleichungen
(6.16)—(6.19) in die Gleichung (2.6) erh&lt man

0,5 2
1) = 2 (s ) 1= =)

2

+ (¢(’u§(i+1 N ’M{J/Hl) T 'u}L/Hl - 'ugfz‘ﬂ) mp
2

T (¢(M3L/J+1 o ﬂ§i+1) + :”g(“,l - N{J/JH) me

2
+ (¢(1 a 'ugfz‘ﬂ - ’M}L/JH) + 'u}L/JH + 'ugfwl - 1) mD] : (6.21)

Genau wie bei den bisherigen Untersuchungen wird hier der Lukasiewicz—Operator in
einem Fuzzy—Unterraum mit verschieden angeordneten Konklusionen in den partiellen
Fuzzy-Unterrdumen A, B, C und D untersucht. Beim Lukasiewicz—Operator sind genauso

wie beim Minimum—Operator aufgrund der Betridge weitere Annahmen zu treffen.

1. Fall:
Fir die StellgréBe ergibt sich dann

u(kT) = qj;fa [(ﬂ T M%m)2 + ﬂu%m - M;L/m)z

+1- 2”§(i+1) ma (¢(’M}L/J+1 N ’ugf""'l)z

2
+ ¢(1 — ik k) 2k, - 1) mB] . (6.22)
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1. Annahme /&m > ”5LG+1 und ,ug(m + N)%H < 1:
Aufgrund dieser Annahme ergibt sich die Stellgrofie
0,5

qLuk,o

u(kT) = (2= 2pf,, —26%,,,) ma+ (26%,,, —20%,,) ms| . (6.23)
Mit

Qruke = 1 = 215, (6.24)
aus der Gleichung (6.15) erhdlt man die Stellgrofie

(1 B 'ugfz‘“ B ”5LG+1) mat (’u%m N ”5LG+1) B
1= Q'M{J/ﬁl
W(T) = f(e(T). Ae(kT)) .

u(kT) =

(6.25)

welche eine Funktion der Regelabweichung e(k7') und der Anderung der Regelabweichung
Ae(kT) ist. Weiterhin besitzt die Stellgrofengenerierung bei einem Zugehorigkeitswert

von ,u}L/JH = 0,5 eine Singularitét.

2. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH < 1:
Es ergibt sich die Stellgrofie

0,5
w(kT) = (2—44k,,) ms. (6.26)
qLuk,o
Mit
qLuk,a = 1— Qﬂ}L/H_l (627)
erhalt man
w(kT) = my (6.28)

u!(kT) = const. ,

welche konstant dem Modalwert der Fuzzy—Referenzmenge Uy ist.

3. Annahme /&m > ”5LG+1 und ,ug(m + N)%H > 1:
Es ergibt sich die Stellgrofie

(10%,,, —2) ms . (6.29)

Mit

Qruko =205, — 1 (6.30)



6 Lukasiewicz—Operator (Beschrinkte Differenz) 39

erhalt man

uw(kT) = mp (6.31)
w/(kT) = const. ,

welche konstant dem Modalwert der Fuzzy—Referenzmenge Up ist.

4. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH > 1:
Mit der Gleichung (6.13)

qLuk,a = 2,“}[//]_'_1 —1 (632)
erhdlt man die Stellgréfie

L L L L
ty. = pix,, ) mat ey, tpy,, —1)ms
u(kT) = ( Yi+ Xz+) ( Xit Yi+ ) (6.33)
2#)]7]“ —1

w (kT) = f(e(kT),Ae(kT)) ,

welche eine Funktion der Regelabweichung e(k7T') und der Anderung der Regelabweichung
Ae(kT) ist.

Die Auswertungen der anderen beiden Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy—Unterraum
sind in den Tabellen 6.1 und 6.2 dargestellt .
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1. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH < 1:

w(kT) =my
uf(kT) = const.

2. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH < 1:

1oyl L L _,L
MY] 1 MXi-I-l)mA-I—(MY]-I-l MXi-I—l mp

u(kT) = ( . 1-2,:L
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

P41

3. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH > 1:

(N§i+1 B 'M5L/J+1) ma+ (’M)L/JH + ’u%iﬂ B 1) mB
L
2p%,,, —1

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

4. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH > 1:

u(kT) =mp
uf(kT) = const.

Tabelle 6.1:  Stellgroflen fiir den 2. Fall unter verschiedenen Annahmen
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1. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH < 1:

(1 N 'M{J/J‘H B ’u%iﬂ) ma + (u%m - 'M{J/JH) mp

1 — 2#)]7]“

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT),Ae(kT))

2. Annahme ML/JH > /&m und ,ug(m + ML/JH < 1:

(1 B 'ugfwl B 'u}[//]-l'l) ma+ ('u}[}]-l'l _'ugfwl) mB

1 - 2”§(i+1

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(KT))

3. Annahme /&m > ,u{?Hl und ,ug(m + ML/JH > 1:

('u}[}]-l'l + 'ugfwl B 1) ma+ ('ugfz‘ﬂ B ’M}L/JH) mB
T
2p%,,, —1

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

4. Annahme N)%H > /&m und ,ug(m + N)%H > 1:

('ugfm + ’M}L/J+1 B 1) ma+ (’M}L/JH B 'ugfm) mn

2#)]7]“ —1

u(kT) =
wl (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

Tabelle 6.2:  Stellgroflen fiir den 3. Fall unter verschiedenen Annahmen

Die Félle zeigen, dafl der Lukasiewicz—Operator die relationalen Regeln hinsichtlich der ge-
stellten Anforderungen (Bewertungskriterium) nicht erfiillt (Tabelle 6.3). In den Fallen 1
und 2 ist deutlich zu erkennen, daff die Abhéngigkeit des Stellgréfenverlaufes im Fuzzy—
Unterraum nicht nur von den Anordnungen der Konklusionen beziiglich den partiellen
Fuzzy-Unterrdumen A, B, C und D, sondern auch von den Werten der Zugehorigkeits-
funktionen ’u§i+1 (e(kT)) und ,u}L/JH (Ae(kT)) der Fuzzy—Referenzmengen X,;1 und Yjqq
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untereinander abhéngig ist. So ergeben sich beim Lukasiewicz—Operator neben der wech-
selnden Abhéngigkeit der StellgréBe u(kT') von der Regelabweichung e(k7) und der Ande-
rung der Regelabweichung Ae(kT') sogar ein konstanter Stellgrofienverlauf. Weiterhin er-
geben sich bei bestimmten Konstellationen der Zugehorigkeitswerte ,ug}m (e(kT)) und
,u}L/JH (Ae(kT)) Singularitéten.

‘ Anordnungen der Konklusionen | Vergleich der Stellgréflenabhéngigkeiten

1. Fall
1. Annahme ult £ uf
2. Annahme ult £ uf
3. Annahme ult £ uf
4. Annahme ult £ uf
2. Fall
1. Annahme ult £ uf
2. Annahme ult £ uf
3. Annahme ult £ uf
4. Annahme ult £ uf
3. Fall
1. Annahme ult = uf
2. Annahme ult = uf
3. Annahme ult = uf
4. Annahme ult = uf

Tabelle 6.3:  Ergebnisse der Anwendung von Tz, in der Fuzzy—Regelung
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7 Einstein Produkt

Das Einstein Produkt T., zeichnet sich genauso wie das algebraische Produkt T,, durch
sein interaktives und sensitives Verhalten aus, nur das hier der numerische Autwand zur

Berechnung des Operators grofler ist.

Beispiel 7.1

Betrachtet werden die diskreten Zustande e(kT'), Ae(kT) € {0,5;0,75;1}. Es
ergibt sich so eine bindre Relation Ry, (Fuzzy-Relationsmatrix Ry, ) mit

dem Finstein Produkt T., von

0,2 0,333 0,5
R+, = 0,333 0,529 0,75 (7.1)
0,5 0,75 1
mit den Projektionen
pre (Rr,) = [0,5:0,75;1] (7.2)
prae (Rr.,) = [0,5;0,75:1] . (7.3)

Das unscharte binire kartesische Produkt R%p (Fuzzy—Relationalmatrix R%p)

berechnet sich dann zu

R = pry (RTep) @ prag (RTep)
= [0,5;0,75;1]" @[0,5;0,75;:1]

0,5 0,5 0,5
= 0,5 0,75 0,75 (7.4)
0,5 0,75 1
R?ep % RTGP (75)
Damit ist gezeigt worden, dafl T., ein interaktives Verhalten besitzt.
O

Aus mathematischer Sicht (Rationalitdtsanforderungen) erfiillt das Einstein Produkt das
Identitatsgesetz, die Monotonie, die Kommutativitdt und die Assoziativitdt. Weiterhin
ist das Finstein Produkt strikt und damit eine archimedische t—~Norm mit dem addative
generator f(x) = log (2_795) Der Erfiillltheitsgrad der z—ten Regel berechnet sich wie folgt,

px (e(KT)) oy, (Ae(kT)
2 — (jox. (e(KT)) + o, (A(kT)) — px, (e(kT)) oy, (Ae(kT)

o (o) =

(7.6)
)
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Fiir die Erfiilltheitsgrade in den partiellen Fuzzy-Unterraumen A, B, C und D ergibt sich

dann

RR (/&mﬂ%) _ Ni N%

O{Z
2 — (ﬂi + 15— ﬂ%)

Y

R L
Hx, My,

2— (ﬂi + i, — 1K, ﬂ;%“)

RL (,R L _
P | (ﬂxiaﬂxfj+1) =

Y

L R
Hxipn Hy;

2_('M§(1‘+1+”3}%_M§Q+1 ,u}]%)

LR L RY _
z2+maE ('MXHN'MYJ) -

o

Moy MY
2- ('ugfz‘ﬂ + 'u}LG+1 - 'ugfwl ’M}L/JH)
Durch Einsetzen der Gleichungen (7.7)—(7.10) in (2.11) erh&lt man

MEpMAE

LL L L _
QO fmap+1 ('uXi+17'uY]+1) -

> s (o (e(RT)), iy, (Ae(kT))) =
z=1
2— (B +uf =R uf)  2— (uB +pk,, —uk ub,)
L R L L
n HXxip My, HXi By,

Mit (4.20) und (4.21) ergibt sich somit
MEpMAE
. (jux. (e(KT)). o, (Ae(KT))) =

(1 B ’ungl) (1 B 'u}[//]-l'l)
2_(1_”§(z‘+1+1_'u3%+1_(1_”§fz‘+1) (1_'”5%+1))
(1 B 'ugfwl) 'M}I}J+1
2_(1_’@?“1—I_ML/JH_(I_”%QH) ’M}L/JH)
'ugfm (1 _”5LG+1)
2_(”§fz‘+1+1_”%+1_”§ﬁ+1 (1_'”5%+1))

L L
PXipr Pyip

z=1

_|_

_|_

+ .
L R L R L L L L
2_('uXiH—I_’uYJ_'uXi+1 'MYJ) 2_('MX1‘+1+'MYJ+1_'MXi+1 'MYJ+1)

_I_
2= (uh, 40k, — vk, vh,)
_1—M§(i+1—/l%+1+/i§(i+1ﬂ;%+l N%H_M%H”%H
L+ ok, 1y, Lt ok, — 1y, ik,
. PR — Y X PR MY

L _ L T T L _ L _ L
1—|_'MYJ+1 PXip Py 2+'qu‘+1 Py, = BXip — Py

= fep,ov -

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)
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Die Fuzzy—Basistfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen sich zu

ofF (UR (e(kT)), plt (Ae(KT)))

fore = p : (7.14)
g L O (Mi(e(kTq)),M@H(Ae(m)) | (1.15)
fypriman — s (ml(e;w)),&(Ae(ﬂ))) _

und

ol (i, (e(RT)), e, (Ae(KT)))

fofetmant (7.17)
qep,O[
Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich
1
ep,o
—I_ agfmAE (IM§1+17IM§%) mc —I_ a?—ll—/mAE-I—l (Iuﬁi_kl?ﬂ)[}]*_l) mD:| ‘ (718)

Durch Einsetzen der Gleichungen (7.14)—(7.17) in die Gleichung (2.6) erhalt man

1 [(1_”%“_”%“—'_”?@% 'M{J/JH)
L T ma
Gep,o 1+ HXi Fyy,

L L L L L L

Pyipn 7 PXin Py Pxipn = Py PXa

Tl Tk Lk mB T 7 Tk L b mp
'uXi+1 ILI/Y]-l-l 'uXi+1 IMYJ_H :uXH_l:uYH_l

1o 1Y
; ( R M ) mD] | (7.19)
2+ PXipr PYp = HXipn = Hyy,

u(kT) =

Im folgenden werden die Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy—Unterraum nicht mehr
explizit angegeben, sondern nur noch die Ergebnisse dargestellt.

1. Fall:

u(kT) =

1 [(1 _'ugfwl _'M{J/JH —|-,M§(i+1 'M{J/JH
Lk, i,
'u}[}]-l'l _'ugfwl 'u}[}]-l'l ) M+ ( 'ugfz‘ﬂ _'M{J/JH'M%QH
Uk, — b, vk, ) T \U ok, - Rk
Mo 14,
)™ 20
uw (kT) = f(e(kT), Ae(kT))

QSp,oz

_|_
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2. Fall:

— 1 1 B ﬂ§i+1 o lu}[//].u —I_ ﬂ§i+1 IM}[//J_H
u(kT) =
1 L L
+ PXip 1Y

L L L
'uXi+1 'MYJ+1'MX1‘+1

QSp,oz

L L L
Pyip 7 PXi Py

1+
v S
B
2—|-,M§(i+1 'M}I}J-I'l _'ugfwl _'u)L/JH
[ (e(kT), Ae(kT))

3. Fall:

L L L L
1 [(1 T HXip T Py —I_'qu‘+1 Py,
L L
L+ FXipr PYip
L L
PXip1 MY )mA_I_(
L L L L
2+'qu‘+1 Py T HEX T Y
L L L
'uXi+1 o 'MYJ+1'MX1‘+1
1 T T T mp
+ Py = PXia Py
[ (e(kT), Ae(kT))

qepvo‘

_|_

_|_

uf(kT) =

ma + (
_ L L ) L _ L L
(TR LD TRV S I+ PXipn = Py X

(7.21)

L L L
Pyipn 7 PXi By

T L T
1—I_'uXi+1 ILI/Y]-l-l 'uXi+1

(7.22)

Bei Verwendung des Einstein Produktes T, als £-~Norm ergibt sich in allen drei Féllen eine
Abhingigkeit der StellgréBe u(kT') von der Regelabweichung e(k7) und von der Anderung
der Regelabweichung Ae(kT'). Die Ergebnisse sind in der Tabelle 7.1 dargestellt.

Anordnungen der Konklusionen ‘ Vergleich der Stellgréflenabhédngigkeiten

1. Fall ult £ uf
2. Fall ult £ uf
3. Fall ult = uf
Tabelle 7.1:  Ergebnisse der Anwendung von T, in der Fuzzy-Regelung
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8 Hamacher Produkt

Das Hamacher Produkt T, (Hamacher 1978) zeichnet sich ebenso wie das algebraische
Produkt T,, durch sein interaktives und sensitives Verhalten aus, nur das hier wie beim

Einstein Produkt T., der numerische Aufwand zur Berechnung des Operators gréfer ist.

Beispiel 8.1

Betrachtet werden die diskreten Zustande e(kT'), Ae(kT) € {0,5;0,75;1}. Es
ergibt sich so eine bindre Relation R+, (Fuzzy—Relationsmatrix RThp) mit

dem Hamacher Produkt T, von

0,333 0,428 0,5
Rr,, = |0,428 10,5625 0,75 (8.1)
0,5 0,75 1
mit den Projektionen
pre (Rr,,) = [0,50,751] (8.2)
PrAE (RThp) = [0,5;0,75;1] . (8.3)

Das unscharfe binére kartesische Produkt RY (Fuzzy-Relationalmatrix RS )
hp hp

berechnet sich dann zu

R7, = prg (RThp) @ prag (RThp)
= [0,5;0,75:1]" @[0,5;0,75;:1]

0,5 0,5 0,5
= 10,5 0,75 0,75 (8.4)
0,5 0,75 1
R%p # Rr,, . (8.5)
Damit ist gezeigt worden, dafl T, ein interaktives Verhalten besitzt.
O

Aus mathematischer Sicht (Rationalitdtsanforderungen) erfiillt das Hamacher Produkt
das Identitétsgesetz, die Monotonie, die Kommutativitit und die Assoziativitdt. Weiterhin
ist das Hamacher Produkt strikt und damit eine archimedische t—~Norm mit dem addative
generator f(x) = log (1_795) Der Erfilltheitsgrad der z—ten Regel berechnet sich wie folgt

o (NX- MY) = px.(e(kT) py, (Ac(RT))
TN (e(RT) + vy (Ae(RT)) — px, (e(kT)) py, (Ae(RT))

(8.6)
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Die Erfiilltheitsgrade in den partiellen Fuzzy—Unterrdumen A, B, C und D berechnen sich

ANl
R R
Hx, Hy;

uX, +uf = uf nf

ofF (uf ) =

Y

R L
Hx, Hy;y,

R T R L
'uXi—I_'uY]H ¢ ILI/Y]-l-l

RL { R L _
Azt (’uXi"uYJH) - ’

L R
HXxip My,

L R L R
X T HY, = BXyy My,

LR L RY _
z2+maE ('MXHN'MYJ) -

o

L L
_ PXipr Py
=T L L L -
PXit + Py = PXin My

Durch Einsetzen der Gleichungen (8.7)—(8.10) in (2.11) erh&lt man

LL L L
O{Z-I—TrLAE-I—l (IMXH_l ” IMYJ+1)

MEMAE
> s (px(e(kT), iy, (Ae(kT))) =
z=1
B uy, 1y 1Y, 1y,
pX, ol =% el iR e, — ek, e,
15, 1y 15 1Y,

T R _ L R T L _ L L -
X THY, = BXpy My, Xy THY . — HXyy MY,

Mit (4.20) und (4.21) ergibt sich somit

> o (x,(e(kT)), py, (Ae(RT))) =
_ (1 wk,) (L-nb,)
Lk e = (k) (Do)
(1 B 'ugfm) ”5LG+1
1- ”gfm + ”%H - (1 B 'ugfm) ”5LG+1
'ugfm (1 B ”5LG+1)
T Y R A A
H s MY

T I _ L T
PXi + Py = PXon My

_1—M§(i+1—/l%+1+/i§(i+1ﬂ;%+l N%H_M%H”%H
L—pk,, 1y, U—pk, + 0y, wk,,
. PR = 19,0, MRy PR 19,4,
L= 'M}I}J-I'l + M§i+1’u}%+1 _'ugfwl 'M}I}J-I'l + ’ungl + 'M}I}J-I'l

= hp,o

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

(8.12)
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Die Fuzzy—Basistfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen sich dann zu

ofF (UR (e(kT)), plt (Ae(KT)))

fore = - , (8.13)

g L O (Mi(e(kTq)),M@H(Aem») | 8.14)
hp,o

fypriman — s (ml(e;w)),&(Ae(ﬂ))) .
hp,o

und

ol (i, (e(RT)), e, (Ae(KT)))

fofrrmastt (8.16)
Ghp,a
Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich dann
1
u(kT) = m {OéfR (/@ﬂﬂ%) ma Offﬁ (N?NML/JH) mp
+a£fmAE (IM§1+17IM§%) mc —I_ a?—ll—/mAE-I—l (Iuﬁi_kl?ﬂ)[}]*_l) mD:| ‘ (817)

Durch Einsetzen der Gleichungen (8.13)—(8.16) in die Gleichung (2.6) erhalt man

1 1_M§(1‘+1_”%ﬁ+1+ﬂgfz‘+1”%+1
u(kT) = T 17 ma
Ghp,a 1— HXi By,
L L L L L L
Pyipn 7 PXin Py Pxipn = Py Pxin
+ L T L mp + T L T mg
L+ 'uXi+1 o ILI/Y]-l-l 'uXi+1 1+ IMYJ_H + :uXH_l:uYH_l
Wi 1Y
+ (_ T T l+1_|_ JL+1 1L ) mD] . (8.18)
PXipn HYj0 T HXip T HY
1. Fall:
1 1_M§(1‘+1_M%+1+N§Q+1M{J/J+1
u(kT) = I =
th7a IMX,‘+1 IMYJ+1

_|_

L L L L L L
Pyipn 7 PXi Py ) o+ ( PXipn = Py PXin
1+”§(1‘+1_'M3L/J+1 'ugfz‘ﬂ 1+M%+1+”§(1‘+1”3LG+1
15, 1Y
i+1 1
PXipn HYj0 T HX o T HY,
W) = f(e(T), Ae(kT))
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2. Fall:

L L L L
kT - 1 1 - luXi+1 - IMYJ+1 —I_ ’uXi+1 ’qu+1
u(kT) 1— L T
qhp,o ’uXi+1 'MYJ+1
L L L L L L
PXipn = Py PXin 4 Py, 7 PXi Py
1+l 14k T ma 1+ L — L T
Py T HXip FY, . PXipn = Py HXip
X 1Y
+ T T T T mpg (820)
T HXip Py —I_'qu‘+1 —I_’MYJ-I-l
w (KT) = f(e(kT),Ae(kT))

3. Fall:
1 1_M§(1‘+1_M{J/J+1+N§Q+1M{J/J+1
u(kT) = 1 = "
qhp,o T HX 0 Py
L L L L L
FXipr Y ) A+ ( Pyipn = PXi By
— 1%, MY R, TR, Lt ok, — 1y, ik,

L L L
'uXi+1 o 'MYJ+1'MX1‘+1
mp (8.21)
Ut pge,, + 0k, 13

41 i+1 P4

uw (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

Bei Verwendung des Hamacher Produktes T}, als {-Norm ergibt sich in allen drei Féllen
eine Abhingigkeit der StellgrBe u(kT') von der Regelabweichung e(kT') und von der Ande-
rung der Regelabweichung Ae(kT') (Tabelle 8.1).

Anordnungen der Konklusionen ‘ Vergleich der Stellgréflenabhédngigkeiten

1. Fall ult £ uf
2. Fall ult £ uf
3. Fall ult = uf

Tabelle 8.1:  Ergebnisse der Anwendung von T, in der Fuzzy-Regelung
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9 Durchs
Operat

Die Durchschnitts
legende Erkenntn
eine flexible Verw
Zweifel an der Eig
angemessen zu rej
folgt die Verkniip
liegt der resultiere

des Maximum—O;

!
po Tmin 1 max 1 ds

F t—Norm —==—— Durchschnitts—Operator —==— t—Conorm %
!

Bild 9.1: Laufbereich von Durchschnitts—Operatoren

kommt es zu einer Kombination der beiden Operatoren.

Definition 9.1 (Mizumoto 1989a)

51

rische

lar. Eine grund-
rache im Alltag
t es berechtigte
onzept des UND
Zysno 1979). Er-
Jperators, dann
Minimum-und
\uf dieser Weise

Ein Durchschnitts—Operator ist eine Funktion M : D}, x Df, — D} mit den

folgenden Eigenschaften:

i) min (,uXi,,uyj) <M (,uXi,,uyj) < max (,uXi,,uyj) und M ¢ {min, max}
i) M (,uXi,,uyj) =M (,uy] ) ,uXi) (Symmetrie)

(

(

(ili) M ist monoton und stetig
(iv)  M(0,0) =0, M(1,1)=1
(

v) M (px,, px,) = px, (Idempotenz)

a

Weiterhin wurde von Mizumoto (1989a) gezeigt, dafl alle streng monoton steigenden

Durchschnitts—Operatoren die Bedingung der Assoziativitat verletzten, weshalb die Ver-

kntipfung von mehr als zwei Werten nicht erlaubt ist. Im folgenden werden die Durchschnitts—

Operatoren (nicht-parametrisierte Operatoren), welche fiir die Standard-Fuzzy—Regler

untersucht werden, aufgefiihrt.

Harmonisches Mittel:
2px; py,

(9.1)
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Geometrisches Mittel:
Dym (MXMMY]) =X, [y, (9.2)
Arithmetisches Mittel:
px;, + py,
Do (MXmNYJ) = (9.3)

9.1 Harmonisches Mittel

Das Harmonische Mittel Dy, besitzt genauso wie alle - Normen®* , welche zur axiomati-

schen Klasse gehoren, ein interaktives und sensitives Verhalten. Aus mathematischer Sicht

erfiillt das Harmonische Mittel das Identitatsgesetz, die Monotonie, die Kommutativitét

und die Assoziativitdt. Der Erfiillltheitsgrad der z—ten Regel berechnet sich wie folgt,

a. (jx,. v, = 2 pix, (e(KT)) py, (Ae(kT))
TS i (e(RT) + iy (Ae(RT)

(9.4)

Fiir die Erfiilltheitsgrade in den partiellen Fuzzy-Unterraumen A, B, C und D ergibt sich

dann
20, 1

p¥, +

afR (ﬂ?ivﬂ%) =

Y

R L
RL R L _ Q'MXz‘ i
az+1 :uXiv:uYH_l - R T 9
X, Ty,

o

L R
LR R) _ 2%, 1y,
2

L
Hnse (o) = ph. .+l
41 7

L L
oLl L L _ Q”Xm i
z+map+1 'uXi+17'uY]+1 - L n L :
PXipn T Py

Durch Einsetzen der Gleichungen (9.5)—(9.8) in (2.11) erhalt man

MpMAE

> s (ux, (e(RT)), i, (Ae(kT))) =

z=1

o2 e 2p b, 20k, el 20k, b,

B O L O Y 70 SRS VL A TS SO L

4Beschrinkt auf die t-Normen, welche in diesem Bericht behandelt wurden.

(9.5)

(9.6)
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Mit (4.20) und (4.21) ergibt sich somit

MEpMAE

> s (i (e(kT), v, (Ae(kT))) =

2=1
_ 2 (1_”§(z‘+1) (1_'”5%+1) 2 (1_M§Q+1) 'M}L}J-l'l 2’u§(i+1 (1_'M5LG+1)
N 1_N§(1‘+1+1_'M5L/J+1 1_M§(1‘+1+N3L/J+1 ﬂg{i+1+1_ﬂ%+1
21X MY
Mo+ A,

A L L L L L
:2[1 FXipn = Mo T R Mo | MY — P MY

2_M§i+1_'u3%+1 1—/L§(i+1—|-,u{7]+1
PR = 10 MR | PR MY,
+ T T - (9.10)
Hy,p + PXit PXit + Hy,p
= qhm,o -
Die Fuzzy—Basistfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen sich dann zu
e~ TR i (AT)) 0.11)
qhm,o 7 ‘
= o (). i (Ac(RT)) 0.12)
qhm,o 7
fppimas — Omap (i (1)), i (Ac(KT))) 0.13)
qhm,o
und
LL L L
fbfz-l-mAE-I-l — aZ+mAE+1 (ﬂXi+1(e(kT))7’uYJ+1 (Ae(kT))) (9 14)
qhm,o
Fir die allgemeine Beschreibung der Stellgréfle ergibt sich dann
1
u(kT) = — B (8 ) ma+ ofly (W ud,,) ms
+ aﬁfmAE (Ngfz‘“"u}]%) mg + Oé—IIEMAE-I-l (ﬂ§i+17’u}[}]+1) mD] . (915)

Durch Einsetzen der Gleichungen (9.11)—(9.14) in die Gleichung (2.6) erhalt man
2 [(1 _'ugfwl _'M{J/JH —|-,M§(i+1 'M{J/ﬁl)
T T ma
th,a 2 - /’LX1+1 - /,LY]+1
'u}[}]-l'l B 'ugfz‘ﬂ 'u}[}]-l'l 'ugfz‘ﬂ B 'u}[}]-l'l 'ugfz‘ﬂ
1_'qu‘+1—|_'uYJ+1 1_'MYJ+1+'MX1‘+1

L L
4 (—”X”l s ) mD] . (9.16)

L L
PXit + Hy,p

u(kT) =
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1. Fall:
L L L L L L L
LT = 2 1_”Xi+1_NYJ+1+'uXi+1 TS Yy = PXip Py
u(kT) = 5 _ L T + 1_ L T ma
qhm7a - /'LX1+1 - /’LY]+1 - /’LX1+1 —I_ /’LY]+1
L L L L L
'uXi+1 o ILI/Y]-l-l 'uXi+1 'uXi+1 ILI/Y]-l-l
T 7 r t 1 T | ms (9.17)
1_'MYJ+1+'MX1‘+1 FXipn T 1Y 4

uw (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

2. Fall:
L L L L L L L
u(kT) _ 2 [(1 o 'uXi+1 o ILI/Y]-l-l + 'uXi+1 ILI/Y]-l-l 'uXi+1 o 'MYJ+1'MX1‘+1) mA]
qhm7a 2 - IUJ§1+1 - IUJ}[}J+1 1 - IUJ}[}J+1 —I_ IUJ§1+1
L L L L L
Pyipn 7 PXi Py PXip Y
+ 1 T T + T T mp (9.18)
~Hxin + P, FXip + P,

uw (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

3. Fall:
L L L L L L
LT B 1 1 - IuXi.H - IMYJ.H + 'uXi+1 ’uY]+1 ’uXi+1 ’uYJ+1
u( ) — 2 L L —I_ L _I_ L ma

qhm7a /’LX1+1 /’LY]+1 /’LX1+1 /’LY]+1
L L L L L L

—|— (IMYJ_H - IuXi+1 ’uY]+1 ) _I_ (’uXi+1 - ’uYJ+1’uX"+1 ) mD] (919)
1_'M§(1‘+1+N3L/J+1 1_'M{J/J+1+'M§Q+1

W (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

Bei Verwendung des Harmonischen—-Mittel Dy, als Durchschnitts—Operator ergibt sich
in allen drei Féllen eine Abhéngigkeit der Stellgrofe u/ von der Regelabweichung e(kT)
und von der Anderung der Regelabweichung Ae(kT) (Tabelle 9.1). Weiterhin treten bei

,ug}m =1 und ,u}L/JH = 1 Singularitéten auf.
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Anordnungen der Konklusionen ‘ Vergleich der Stellgréflenabhédngigkeiten

1. Fall ult £ uf
2. Fall ult £ uf
3. Fall ult = uf

Tabelle 9.1:  Ergebnisse der Anwendung von Dy, in der Fuzzy—Regelung

9.2 Geometrisches Mittel

Fiir das Geometrische Mittel gelten die Eigenschaften der klassischen Mengenlehre wie die
Giltigkeit des Identitatsgesetzes, Monotonie, Kommutativitat sowie Assoziativitdt. Das
Geometrische Mittel weist ein interaktives und sensitives Verhalten auf. Es ergibt sich ein
Erfilltheitsgrad von

. (jux, (e(KT)). iy, (Ae(kT))) = \Jox, (e(KT)) s, (De(KT)) . (9.20)

Die einzelnen Erfiilltheitsgrade berechnen sich wie folgt

ol (W) = Juk, i (9.21)
oftly (u i, ) =ik b, (9.22)
e (W) =ik, (923)
i (o) =k, i, (9.24)

Durch Einsetzen der Gleichungen (9.21)—(9.24) in (2.11) erhalt man

MEpMAE

> s (px(e(kT), iy, (Ae(kT))) =
z=1
=ikl R ek, ik e+ ek, b (9.25)

Durch Anwendung der Gleichungen (4.20) und (4.21) erh&lt man

MEpMAE

>, o (MXi(e(kT))aNYJ(Ae(kT))) -

_ ¢(1—u§g+1) (1—n§]+1)+¢(1_,¢§g+1) uh
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L L [ L L
+ ¢/¢X,‘+1 (1 - ,UY]H) + HXi By,

_ L L L L L L L
- \/1_'uXi+1_'uYJ+1+'uXi+1 'MYJ+1+\/'MYJ+1_'MX1‘+1 Hy,p

Die Fuzzy—Basistfunktionen im Fuzzy—Unterraum berechnen sich dann zu

ofF (UR (e(kT)), plt (Ae(KT)))

fofr = - . ) (9.27)
gm,o
oLl (e(KT)), pd . (Ae(kT
e o o (R q)) b (Ae(kT)) 9:28)
gm,o
ol L (e(kT)), pdt (Ae(kT
fppimas — Omas (1 (1)), i (AT ))) (9:29)
qgm,O[
und
et Omapn (P, (D)., (AT 9.30)
qgm,O[
Durch Einsetzen der Gleichungen (9.27)—(9.30) in die Gleichung (2.6) erhalt man
1
k) = - (V1= by — ik + by, ik, ma
gm,o
+ \/'ugfwl B ’ungl 'M}I}J-I'l mp + \/ML/JH B ’ungl 'M}I}J-I'l mc
+ ,/,ug(“rl ,u}L/Hl mD) : (9.31)
1. Fall:
1
u(kT) = q [(\/1 - 'M}L}J-l'l - 'ugfz‘ﬂ + 'u}LG+1 'ugfwl
gm,o
+ \//&.H B ’ungl 'M}I}J-I'l ) ma + (\/MLGH B ’ungl 'M}I}J-I'l
+ Vv 'ugfwl ’M}L/JH) mB] (9'32)
ul (KT) = f(e(kT))
Beweis:

0,5(—1+ ,u%m) B 0, 5,u§(i+1
L L I I I I I I I
du (,UX“r1 ) ,UY]H) _ \/1 MY TOEX o TR BX \/ﬂxm — My, X,

L
a,uY]_H Qgm,o
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L L L L L L L
\/1 o ILI/Y]-l-l o 'uXi+1 + ILI/Y]-l-l 'uXi+1 + \/luXi+1 o ILI/Y]-l-l 'uXi+1

2
(¢gm.a)
075(_]‘_IM§1+1) —I— 075(]‘—|—IM§1+1)
L L L L
n \/1 _'M{J/JH —/&.H —I_”)L/JH PXip \/’uYJ+1 ~ My PXop
(dgma)’

_075ﬂ§i+1 _I_ 075 ﬂ§i+1 ]

L L L L
i \/'qu‘+1 My X VHY, 1

(dgrm.a)’

—0,5(1 — pk,,,) 0,5 p,,,
L L L L
\/’uYJ+1 —HY 1 PXip \/'MYJ+1

ng,a

\/'M)L/JH o ’M}L/J+1 'ugfwl + \V 'u}LG+1 ’ug(i+1
(dgm.a)’
0,5(—1 4+ pk,,,) N 0,5(1 — uk.,,,)
\/1 B ’M}L/J+1 B 'ugfwl + 'u}LG+1 'ugfz‘ﬂ \/'u)[}]-l'l B 'u}L/J+1 N§i+1
(dgm,a)’
0,5 1%, . 0,5/pk.,, |
+ \/'ugfwl B 'u}LG+1 'ugfwl \/E

(dgrm.a)’

= 0V uy,.n%,, € [0:1]

075(_]‘+Iu)[}]+1) . 075(]‘_Iu)[}]+1)
L L L L L L L L L
du (,UX“r1 ) ,UY]H) _ \/1 MY TOEX o TR BX \/ﬂxm — My, X,

L
aluXH_l ng,a

VU= b, =k, b, ik ek, — et ek
(ngya)z
0,5(—1+py,,) . 0,5 py,
\/1 B ’M}I}J+1 B ’ungl + 'M}I}J-I'l 'ugfwl \/ML/JH B 'M}I}J-I'l ’ungl
(nga)z




9 Durchschnitts—Operatoren (Kompensatorische Operatoren) 58

_0,5(1 — /1/}[}]-]-1) ., //L}L/J__H -

L L L I
\/’uXi+1 ILI/Y]-l-l 'uXi+1 \/’uXi+1

mg
(¢gm o)’
_0’5”5%+1 4 0’5”3%“
L L L L
n \/’uYHl T Hyi PXop \/'qu‘+1
qgm,oz
L L L
\/ML/JH B 'M}I}J-I'l PXit + VHY 1 FXip
2
(¢gm.a)
L L
075(_1+ﬂy}+1) 075ﬂ}/]+1
L L L L L L L
i \/1 My T HEx —I_'MYJ-I-l PXip \/'MYJ+1 ~ My PXop

(dgm.a)°

L L T
0.5(1 —pf ) +0,5 kL
L L L /L
_I_ \/ILLX1+1 - ILLYvJ+1 /’LX1+1 /’LX1+1

(dgrm.a)’

£ 0 Y py, ek, €01

2. Fall:

1
u(kT) = [(\/1 N ﬂ}[}J+1 - 'ugfz‘ﬂ + M}[}J-I-l 'ugfz‘ﬂ

ng,a

I3 I3 I3 I3 I3 I3
+ \/'MYJ-H THX Y )mA + (\/'qu‘H T HXi Py

T V ’ungl 'u)L/Hl) mB] (9.33)

W (KT) = f(Ae(kT))

Beweis:
075(_]‘—|—IM§1+1) . 075(1_IM§1+1)
L L T T T T T T T
Ou ('MXHN'MYJH) _ \/1 — WY T EX T Y B \/'MYJ+1 ~ MY PXig

- =
a,uY]_H Qgm,o
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L L L L L L L
\/1 THY L T Ex —I_’MYJ-I-l PXit + \/’uYJ+1 —HY 1 PXip

2
(9gm.o)
L
075(_]‘—|—IM§1+1) —I— 075(]‘_IMX1+1)
L L L L L L L
n \/1 My T HEx —I_'MYJ-I-l PXip \/’uYJ+1 ~ My PXop
2
(9gm,a)
L L ]
05pk,, 05k,
L L L L
\/'qu‘+1 My X VHY, 1
+ 3 ma
(9gm.o)
L L i
_075IMX,‘+1 —I— 075IMX1‘+1
L L L L
n \/’uYJ+1 —HY 1 PXip \/'MYJ+1
qgm,oz
L L L L L
\/’uXi+1 - ILI/Y]-l-l 'uXi+1 + \/ ILI/Y]-l-l 'uXi+1
2
(ggm,a)
L
075(_]‘—|—IM§1+1) —I— 075(]‘_IMX1+1)
L L L L L L L
i \/1 —Hy, T X, —I_’MYJ-I-l PXii \/'MYJ+1 —Hy, . PXip
2
(9gm,a)
075'M§(1‘+1 4 075 M%(H_l
L L L L
\/'qu‘+1 My PXip VHY, 14
+ 3 mp
(9gm.o)
L L . i
# 0V . ey, € [0:1]
L
075(_1 —I_Iu)[//vj+1) . 075ﬂY]+1
L L L L L L L
Ou (”gfwl’”%ﬁﬂ) \/1 ~ MY T X T Y B, \/'MYJ+1 MY PXig

L
'uXi+1 Ggm,o

\/1 B 'u}[}]-l'l B 'ugfz‘ﬂ + 'u}[}]-l'l 'ugfz‘ﬂ + \/'u)L/JH B 'u}[}]-l'l 'ugfz‘ﬂ
(ngya)z
0,5(=1+py,,) . 0,5 py,
\/1 B ’M}I}J+1 B ’ungl + 'M}I}J-I'l 'ugfwl \/ML/JH B 'M}I}J-I'l ’ungl
(nga)z
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L L ]
_0,5(1—/Lyj+1) —I_\/,ij_l_l
L L L
\/’uXi+1 o ILI/Y]-l-l 'uXi+1 \/’ugfz‘ﬂ
2
(qgm,)

L L
—0,5(1 + g, ) . 0,547,
L L L L
\/’uXi+1 - 'MYJ+1 ’uXi+1 \/luXi+1

+
Ggm,o
Vi, — b ik, + /by ek
(nga)z
0,5(=1+py,,) 0,5 py,
i \/1 B 'M}I}J+1 B 'ugfz‘ﬂ —I_”)L/JH 'ugfz‘ﬂ \/'%L/Hl B 'M{J/JH 'ugfz‘ﬂ

(dgm.a)°

075(1—#{}]4-1) —|_075 IUJ}[}J_l_l_

L L L L
4 \/’uXi+1 o ILI/Y]-l-l 'uXi+1 V 'uXi+1

2 mp
(qgm.o)
=0 Y py, 0k, € (01
O
3. Fall:
1
u(kT) = q [(\/1 B 'M}L}J-l'l a 'ugfz‘ﬂ + 'u}LG+1 'ugfwl
gm,a
/T L L L L
+ FXip1 PYj4a ) ma + (\/ILI/Y]-I-l T HXip My
+ ik, — k., vk, ) msl (9.34)

uw (KT) = f(e(kT), Ae(kT))

Das Geometrische Mittel Dy, als Durchschnitts—Operator approximiert in allen drei

Fallen {iber den ganzen partiellen Fuzzy—Unterraum die linguistischen Regeln. (Tabel-

le 9.2).
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Anordnungen der Konklusionen ‘ Vergleich der Stellgréflenabhédngigkeiten

1. Fall ult = uf
2. Fall ult = uf
3. Fall ult = uf

Tabelle 9.2:  Ergebnisse der Anwendung von D, in der Fuzzy-Regelung

9.3 Arithmetisches Mittel

Bei der Anwendung des Arithmetischen—Mittels (Dubois und Prade 1980) berechnet sich
der Erfilltheitsgrad der z—ten Regel zu
pxi (e(RKT) + py; (Ae(RT))

o (jx, (e(RT)), iy, (Ae(RT))) = 5 : (9.35)

Wie man aus der Gleichung (9.35) erkennt, ist eine Regel auch dann aktiv (a, > 0), wenn
eine Partialpramisse nicht erfiillt? ist. In diesem Fall sind nicht maximal vier Regeln aktiv

sondern maximal zehn Regeln, obwohl jeder Eingang nur auf zwei Fuzzy—Referenzmengen

abgebildet wird. Dadurch, dafl

Dam (IUXMO) 7é 0 Voux, € [0; 1] (9'36)

bzw.

Dan (1,,0) #0 ¥ py, € [051] (9.37)

ist, wird eine Stellgroflengenerierung erzielt, die nicht anndhernd die linguistischen Regeln

approximiert. Betrachtet man z. B. ein Fuzzy—Unterraum mit gleichen Konklusionen (Bild

9.2),

Us | Uy
Us | Uy

Bild 9.2: Fuzzy—Unterraum mit vier gleichen in der Konklusion zugeordneten Fuzzy—

Referenzmengen U4

so ist in diesem Fall die Stellgréfie bei allen hier behandelten Operatoren konstant. Beim
arithmetischen Mittel ist die Stellgrofie eine Funktion der Regelabweichung e(k7') und

®Bei Fuzzy—Regler mit einer Fuzzifizierung iiber Fuzzy—Einermengen ist dies der Fall, wenn die Zu-
gehorigkeitsfunktion p gleich Null ist.
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der Anderung der Regelabweichung Ae(kT). Das arithmetische Mittel ist somit fir die
Anwendung in der Fuzzy—Regelung vollig ungeeignet. Die Gleichungen (3.21) und (3.22)
sind somit Grundgleichungen zur Auswahl von Operatoren zur disjunktiven Verkniipfung
von Fuzzy—Mengen in der Fuzzy—Regelung. Das heifit, der Tréger einer bindren Fuzzy—

Relation

T(R) = {pa(x), u(y) | palx), pa(y) € Dy, o (palz), paly)) > 0} (9.38)

sollte nicht gréfer sein als der Tréger der Fuzzy—Mengen der bindren Relation
T(A)={x |z €Dy, pa(x) > 0} (9.39)
bzw.

T(B)={y |y €Dy,pus(y) >0} . (9.40)
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10 Zusammenfassung und Ausblick

Bei der Anwendung von geeigneten Verkniipfungs—Operatoren zur konjunktiven Ver-
kntipfung (fuzzy—logisches UND) gibt es zahlreiche Bewertungskriterien (Relationalitats-
anforderungen, pragmatische Aspekte) zur Auswahl dieser Verkniipfungs—Operatoren. Je-
doch lassen all diese Bewertungskriterien eine Verbindung zwischen der Fuzzy—Logik und

der Regelungstechnik vermissen.

In diesem Bericht® wurde ein neues Bewertungskriterium zur Auswahl von Verkniipfungs—
Operatoren in der Fuzzy—Regelung vorgestellt. Bewertet wurden die Verkniipfungs—Ope-
ratoren zur Regelung von technischen Prozessen durch einen Vergleich der durch die aufge-
stellten linguistischen Regeln beschriebene Abhéngigkeit der StellgréBe u!® mit der aus der
analytischen Beschreibung des Fuzzy-Reglers berechneten Abhéingigkeit der Stellgréfie u/.

Die Fuzzy—Regler wurden innerhalb eines Fuzzy—Unterraumes durch eine analytische Glei-
chung beschrieben. Innerhalb des Fuzzy—Unterraumes wurden die Anordnung der Konklu-
sionen in den partiellen Fuzzy—Unterrdumen so verdndert, daf} eine bestimmte Abhéangig-
keit der StellgréBe von der Regelabweichung und/oder der Anderung der Regelabweichung
durch die linguistischen Regeln vorgegeben ist (Tabelle 10.1).

Anordnungen der Konklusionen ‘ Abhéangigkeit der Stellgrofie

1. Fall ult = R(e)
2. Fall ult = R(Ae)
3. Fall ul = R(e, Ae)

Tabelle 10.1:  Unterscheidung der einzelnen Félle

Die Anordnungen der Konklusionen im Fuzzy—Unterraum (drei Fille) entsprachen je-
weils vier linguistischen Regeln. Untersucht wurden die aus der Literatur bekanntesten ¢
Normen; Algebraisches Produkt, Minimum—Operator, Lukasiewicz—Operator, Hamacher
Operator, Einstein Produkt und Durchschnitts—Operatoren; Harmonisches Mittel, Geo-
metrisches Mittel, Arithmetisches Mittel.

5Die Ergebnisse dieses Berichtes entstanden im Rahmen des Projektes , Fuzzy-Regler fiir lineare und
bilineare Systeme bei verinderlichen Systemparametern®, das von der DFG Az.: schw 120/53—1 gefordert
wurde.
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Bei den Untersuchungen zeigte sich, dafl nur das algebraische Produkt und das geome-
trische Mittel die linguistischen Regeln iiber den ganzen Fuzzy—Unterraum approximiert

(Tabelle 10.2).

‘ Anordnungen der Konklusionen | Vergleich der Stellgréflenabhéngigkeiten

1. Fall ult = uf
2. Fall ult = uf
3. Fall ult = uf

Tabelle 10.2: Ergebnisse der Anwendung des algebraischen Produktes und des geome-
trischen Mittels in der Fuzzy—Regelung

Beim algebraischen Produkt und beim geometrischen Mittel kann der Anwender sicher
sein, dafl sein Wissen zur Regelung eines Prozesses in Form z. B. einer Karnaugh—Tafel
auch wirklich von dem Fuzzy—Regler approximiert wird (Kennfeld). So wird z. B. vom
Anwender durch seine lingustische Beschreibung bei einem Fehler in der Nahe des Null-
punktes, d. h. beim Erreichen der Fithrungsgréfle, eine Stellgréenabhéangigkeit nur von
der Regelabweichung gefordert (z. B. um einen ruhigeren Fiithrungsverlauf um den Arbeits-
punkt zu erzielen). Ist dies nicht der Fall, hingt z. B. die Stellgroie von der Regelabwei-
chung und der Anderung der Regelabeichung ab, so kann sich dieses negativ auf die Rege-
lung ausiiben. In diesem Fall ist es jedoch nicht auf falsch aufgestellte linguistische Regeln
zuriickzufiihren, sondern auf eine schlechte Approximation des Fuzzy—Reglers durch den
Verkniipfungs—Operator. Neben der sehr guten Approximation der linguistischen Regeln
zeichnet sich das algebraische Produkt weiterhin durch sein interaktives und sensitives
Verhalten aus, welches besonders in der Fuzzy—Regelung wichtig ist. Weshalb vom Stand-
punkt der Fuzzy—Regelung aus und auf der Grundlage der hier gezeigten Ergebnisse das

algebraische Produkt allen hier behandelten Verkniipfungs—Operatoren vorzuziehen ist.

Beim Minimum—Operator wirkt sich besonders sein nicht—interaktives Verhalten und die
nicht vorhandende Approximation der linguistischen Regeln iiber den ganzen Fuzzy-—
Unterraum negativ aus. Weiterhin wurde festgestellt, dafl die Abhéngigkeit des Stell-
grofenverlaufes u/ im Fuzzy-Unterraum nicht nur von den Anordnungen der Konklu-
sionen, beziiglich den partiellen Fuzzy—Unterrdumen, sondern auch von den Werten der

Zugehorigkeitsfunktionen der Fuzzy—Referenzmengen untereinander abhangig ist.

Der Lukasiewicz—Operator konnte die linguistischen Regeln nicht approximieren. So erga-
ben sich beim Lukasiewicz—Operator neben der wechselnden Abhéangigkeit der Stellgrofie
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uf von der Regelabweichung und der Anderung der Regelabweichung im Fuzzy—Unterraum
ein konstanter Stellgréfenverlauf. Weiterhin ergaben sich bei bestimmten Konstellatio-
nen der Zugehorigkeitswerte der Fuzzy—Referenzmengen sogar Singularitidten, welche pro-

grammtechnisch zu beriicksichtigen wéren.

Das Einstein— sowie das Hamacher— Produkt zeichnen sich besonders durch ihr inter-
aktives Verhalten aus, erfiillen jedoch das Bewertungskriterium nicht. So das hier kein
Vorteil gegeniiber dem algebraischen Produkt festzustellen war, zumal mit der Anwen-
dung des Einstein— bzw. des Hamacher— Produktes ein wesentlich groflerer numerischer
Aufwand zur Berechnung der Operatoren verbunden ist. Weiterhin konnte festgestellt
werden, dafl die Durchschnitts—Operatoren (mit Ausnahme des geometrischen Mittels) in

keinster Weise eine Alternative zu den —Normen darstellen.

Das hier aufgestellte Bewertungskriterium ist nicht nur auf die Uberpriifung von Ver-
kniipfungs—Operatoren beschrankt, so dafl dieses Bewertungskriterium auch auf andere
Probleme in der Fuzzy-Regelung angewandt werden kann. Im weiteren soll {iberpriift
werden, ob eine allgemeine Regel zur Anwendung von Verkniipfungs—Operatoren in der
Fuzzy—-Regelung hergeleitet werden kann, um nicht bei jedem Verkniipfungs—Operator

eine analytische Darstellung des Fuzzy—Reglers berechnen zu miissen.
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A Kennfelder

Im folgenden sind die Kennfelder eines Standard-Fuzzy-PI-Reglers (Berger 1994a) fiir
unterschiedliche Verkniipfungs—Operatoren dargestellt.
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Bild A.1: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des algebraischen Produktes
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Bild A.2: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Minimum—Operators
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Bild A.3: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Lukasiewicz—Operators
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Bild A.4: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Hamacher Produktes
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Bild A.5: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Einstein Produktes
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Bild A.6: Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Geometrischen Mittels
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Kennfeld des Fuzzy—Reglers unter Anwendung des Harmonischen Mittels

Bild A.7

Reglers unter Anwendung des Arithmetischen Mittels

Kennfeld des Fuzzy

Bild A.8
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B Binire Fuzzy—Relationen

Bild B.1: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e,Ae),ale,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber das
algebraische Produkt (Produkt—Operator)
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Bild B.2: Konturdarstellung der bindren Fuzzy-Relation B = {((e, Ae), at,, (e, Ac)) |
ceX, AeceY}
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OéTap

Bild B.3: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e,Ae),a(e,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber den

Minimum-Operator
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Bild B.4: Konturdarstellung der bindren Fuzzy—Relation R = {((e, Ae), aT,, (e, Ae)) |
ceX, AeceY}
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OéTap

Bild B.7: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e,Ae),ale,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber das
Hamacher Produkt
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Bild B.8: Konturdarstellung der bindren Fuzzy-Relation R = {((e, Ae), aT, (e, Ac)) |
ceX, AeceY}
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OéTap

Bild B.9: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e,Ae),ale,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber das

Finstein Produkt
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Bild B.10: Konturdarstellung der binéren Fuzzy-Relation R = {((¢, Ae), ar, (e, Ac)) |

ceX, AeceY}
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Bild B.11: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e, Ae), af
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Bild B.12: Konturdarstellung der binidren Fuzzy—Relation R = {((e, Ae), aT,,. (e, A¢e)) |
ceX, AeceY}
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OéTap

Bild B.13: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e, Ae),ale,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber das
Harmonische Mittel
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Bild B.14: Konturdarstellung der bindren Fuzzy—Relation R = {((e, Ae), aT,, (€, Ae)) |
ceX, AeceY}
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OéTap

Bild B.15: Bindre Fuzzy—Relation R = {((e, Ae),ale,Ae)) | e € X, Ae € Y} iiber das
Geometrische Mittel
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Bild B.16: Konturdarstellung der bindren Fuzzy-Relation R = {((¢, Ae), ar,,. (e, Ae)) |
ceX, AeceY}



