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� Einleitende �Ubersicht

Die variabel strukturierte Regelung �VSR� und in diesem Zusammenhang das Auftreten

von Gleitzust	anden� sogenannten Sliding�Modes� wurde zun	achst vor allem in der So�

wjetunion durch Emeljanov und einige seiner Mitforscher untersucht �Emeljanov �����

Utkin ������ In ihren Arbeiten wurden als Regelstrecken f	ur gew	ohnlich lineare Systeme

�� Ordnung in der Phasenebene analysiert� Seitdem hat sich die Regelung mittels variabler

Struktur zu einer generell verwendbaren Entwurfsmethode weiterentwickelt� welche schon

auf ein sehr breites Spektrum von Systemtypen angewendet wurde� Hierzu z	ahlen nichtli�

neare Systeme �Sira
Ram��rez ����� Singh ����� Slotine ������ MIMO
Systeme �Bartolini

u� a� ���
� Zhou und Fisher ������ zeitdiskrete Systeme �Wang u� a� ����� Chan ������

Large�Scale
Systeme �gro�e Systeme� �Khurana u� a� ����a�� unendlich dimensionale Sy�

steme �Orlov und Utkin ����� und stochastische Systeme� Zus	atzlich hat sich die Zielset�

zung derartiger Regelungen stark erweitert� so da� nicht mehr allein die Stabilisierung�

sondern eine Vielzahl anderer Aufgaben wahrgenommen werden� Dazu z	ahlen Folgere�

gelungen� Sliding�Mode
Beobachter �Slotine u� a� ����� und adaptive Regelungskonzep�

te �Behmenburg ������ Diejenige Eigenschaft� welche dabei die Regelung mit variabler

Struktur am deutlichsten auszeichnet� ist ihre Robustheit� Das bedeutet� da� ein derart

geregeltes System weitgehend unabh	angig von Parameterungenauigkeiten und 	au�eren

St	orungen ist�

Dieser Bericht soll eine 	Ubersicht der Grundlagen der Sliding�Mode
Regelung geben� In

Form eines einfachen Beispiels wird zun	achst die Idee� auf der die Methode basiert� vor�

gestellt� Daran schlie�t sich die Formulierung der allgemeinen Problemstellung beim Ent�

wurf von Sliding�Mode
Regelungen an� und mathematische
�
Werkzeuge� zur Behandlung

dieser Problemstellung werden erl	autert�

Abschnitt 
 des Berichtes behandelt die Regelung von linearen Systemen mittels VSR


Verfahren� Diese Einschr	ankung geschieht� um die Darstellung nicht durch sekund	are

E�ekte zu 	uberfrachten� F	ur diesen vereinfachten Fall werden drei verschiedene Aspekte

behandelt� Dieses sind� die eingesetzten Schaltmuster� Bedingungen der Erreichbarkeit

und die Wahl eines geeigneten Regelgesetzes�

Im vierten Hauptabschnitt des Berichtes werden schlie�lich die Eigenschaften VSR
gere�

gelter Systeme behandelt� Besonderes Interesse �ndet dabei die Phase des Sliding�Modes

w	ahrend der Regelung� Die hier eintretenden� als Klappern bezeichneten E�ekte stellen

das Haupthindernis bei der Anwendung von Sliding�Mode
Reglern dar� Es werden die

Auswirkungen der 	ublicherweise eingesetzten Methoden zur L	osung dieses Problems auf�

gezeigt und ein Ansatz f	ur weitergehende Untersuchungen formuliert�

Den Abschlu� des Berichtes bildet eine Zusammenfassung mit Ausblick auf in n	achster

Zeit anstehende Arbeiten�
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� Leitgedanke der variabel strukturierten Regelung

�VSR�

Die grundlegende Idee der VSR soll hier beispielhaft durch ein System zweiter Ordnung

erl	autert werden�

	x� � �x � x � u � �����

u � ��x �

Dabei gelte�

� �

�
� � f	ur s�x� �x� � �

�� � f	ur s�x� �x� � �
�����

und

s�x� �x� � x �x � �� �x� � x� �x � �� �x� � ���
�

Die Gr	o�e s wird zu Null� wenn

x � � oder �x� �� �x � � � �����

����� ����� � ���� ����

�x

����

����

�

�����

�����
II

I

x

I

II

Bild �
�� Bereiche in der Phasenebene

Mit diesen Funktionen werden Kurven beschrieben� die die Phasenebene �x� �x
Ebene� in

Bereiche einteilen� in welchen s�x� �x� unterschiedliches Vorzeichen hat �Bild ���� und �

seinen Wert 	andert� Aus diesem Grunde werden diese Kurven h	au�g als Schaltlinien

�F	ollinger ����� und s�x� �x� als Schaltfunktion bezeichnet� An sp	aterer Stelle dieses Be�

richtes sollen diese Begri�e genauer de�niert werden�
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Wird die R	uckf	uhrverst	arkung � gem	a� Gl� ����� mittels des Vorzeichens von s�x� �x� ge�

schaltet� ist das geregelte System in den zwei Regionen der Phasenebene analytisch durch

zwei unterschiedliche Modelle de�niert�

Im Bereich I� mit s�x� �x� � �� lautet die Modellgleichung�

	x� � �x � �x � � � �����

Im Bereich II� wo s�x� �x� � �� gilt�

	x� � �x� 
x � � � �����

����� ����� � ���� ���� x

�x

����

����

�

�����

�����

Bild �
�� Trajektorien des instabilen Strudelpunktes
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���� ���� x

Bild �
�� Trajektorien des Sattelpunktes
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In den Bildern ��� und ��
 sind die Trajektorien der Systeme in der Phasenebene wie�

dergegeben� Die Gleichgewichtslage von System ����� stellt einen instabilen Strudelpunkt

dar� Beim System ����� ist die Gleichgewichtslage ein Sattelpunkt� dieser ist naturgem	a�

ebenfalls instabil�

����� ����� � ���� ����

�x

����

����

�

�����

�����
II
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x
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B

Bild �
	� Regelung mit Auftreten von Sliding�Modes

Das Phasenportrait f	ur das System mit Gl� ����� bis ���
� l	a�t sich dadurch bilden� da� im

Bereich I der Phasenebene f	ur Gl� ����� und im Bereich II f	ur Gl� ����� eingezeichnet wird�

Das Ergebnis ist in Bild ��� zu sehen� Um das komplette Phasenportrait zu erhalten� mu�

die Trajektorie auf der Schalt�	ache genauer beschrieben werden� Auf der Kurve x � �

sind die Trajektorien eindeutig direkt miteinander verbunden� Hingegen stellt die Kurve

� � �x � �� �x � � �����

selbst eine dynamische Gleichung dar� Auf dieser Kurve liegen lediglich Endpunkte der

von beiden Seiten der Linie her kommenden Trajektorien� Dadurch ergibt sich auf dieser

Linie eine spezielle Trajektorie� welche eine neuartige Bewegungsform beschreibt� Diese

wird als Sliding�Mode �zu deutsch etwa� Gleitzustand� bezeichnet�

Generell bestehen die Trajektorien des Systems somit aus zwei Teilen� die sich durch un�

terschiedliche Erscheinungsformen des Systemverhaltens kennzeichnen lassen� Zun	achst

ist dieses die Eintre�phase� in der sich die Trajektorie ausgehend von einem beliebigen

Punkt der Phasenebene auf die Schalt�	ache zu bewegt und jene in endlicher Zeit erreicht�

Der zweite Teil ist der Sliding�Mode� bei dem die Trajektorie dem Ursprung der Phase�

nebene gem	a� der Di�erentialgleichung ����� zustrebt�

Anhand des obigen Beispiels lassen sich vier grundlegende Aussagen tre�en�
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�� Weil der Ursprung des Koordinatensystems den Gleichgewichtszustand des Systems

darstellt� repr	asentiert der Sliding�Mode das Systemverhalten in der 	Ubergangspha�

se� Mit anderen Worten� die Kurve � � � de�niert das Einschwingverhalten des

Systems w	ahrend der Sliding�Mode
Phase�

�� W	ahrend der Phase des Gleitzustandes ist die Dynamik der Trajektorie ����� von

niedrigerer Ordnung als der des Originalsystems �Gl� ������� � �����
���


� Im Gleitzustand wird die Dynamik des Systems allein durch die Parameter� welche

die Kurve � � � beschreiben� festgelegt�

�� Der Sliding�Mode ist eine Trajektorie� die in keinem der zwei Teilsysteme ����� und

����� enthalten ist�

W	ahrend des Regelungsprozesses variiert die Systemstruktur zwischen ����� und ������

Daraus leitet sich der Name des Regelungsverfahrens ab� Man spricht von einer variabel

strukturierten Regelung �VSR�� Wegen der zentralen Bedeutung des Sliding�Mode ver�

wendet man auch h	au�g die Bezeichnung Sliding�Mode
Regelung� Es ist festzustellen�

da� man sich eine stabile VSR auch ohne Sliding�Mode vorstellen kann� Dieses tritt dann

ein� wenn in dem obigen Beispiel die Steigung der Schaltgerade ����� gleich der der Se�

paratrizen� auf denen der Zustand beim Sattelpunktverhalten im Bereich I linear in den

Ursprung l	auft� w	are� Ein solches System w	urde allerdings nicht 	uber die mit VSR ver�

bundenen Eigenschaften� insbesondere die Robustheit� verf	ugen�

��� Problemstellung der VSR

F	ur ein gegebenes zu regelndes System� welches durch die Zustandsgleichung

�x � A�x� t� �B�x� t�u � �����

repr	asentiert wird� wobei dim�x� � n und dim�u� � m gelte� sind f	ur eine VSR zu �nden�

�� m Schaltfunktionen s�x�

�� eine Reglergleichung

u�x� t� �

�
u��x� t� � f	ur s�x� � �

u��x� t� � f	ur s�x� � �
� �����

so da� w	ahrend der Eintre�phase die Schalt�	ache s�x� � � tats	achlich erreicht wird�

Physikalisch betrachtet bedeutet das ferner�
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�� da� eine Schalt�	ache s�x� � � so zu gestalten ist� da� die gew	unschte Dynamik

des Systems eintritt� welche in der Regel von niedrigerer Ordnung als die gegebene

Anlage ist�

�� da� ein Gesetz u�x� t� so zu entwickeln ist� da� jeder Zustand x au�erhalb der

Schalt�	ache in endlicher Zeit zur Schalt�	ache 	uberf	uhrt wird� Dadurch� da� der

Sliding�Mode
Zustand auf der Schalt�	ache bis zum Erreichen der Gleichgewichts�

lage anh	alt� ist dann das System global asymptotisch stabil�

��� Mathematische Hilfsmittel

Im Rahmen der Betrachtung der VSR werden verschiedene Methoden und Verfahren ge�

nutzt� die urspr	unglich zur Analyse in der Schwingungstechnik verwendet wurden� Als ein

graphisches Verfahren ist hier vor allem die Betrachtung der Dynamik in der Phasenebene

zu nennen� Desweiteren werden verschiedene Ans	atze aus der Theorie zur Behandlung

von Di�erentialgleichungen mit diskontinuierlichen rechten Seiten angewendet� Hierbei

sind insbesondere zwei Arten von nichtanalytischen Termen zu behandeln�

�� Zweipunktglieder �Schaltrelais�

�� Zweipunktglieder mit Hysterese�

Das Problem der Untersuchung derartiger Systeme besteht darin� da� in dem Punkt�

in dem das System nicht analytisch ist� die Di�erentialgleichung nicht de�niert ist� da

die Existenz und Eindeutigkeit der L	osung in diesen Punkten nicht garantiert ist� So�

mit k	onnen die Methoden in der Phasenebene keine komplette L	osung liefern� ohne eine

Hilfsfunktion an diesen Stellen zu de�nieren� Unter einer Hilfsfunktion ist hier ein Modell

f	ur das im Rahmen der VSR mit diskontinuierlichem Regelgesetz auftretende Schalten zu

verstehen� Verschiedene L	osungsans	atze werden bei Hung u� a� ����
� aufgez	ahlt� Beson�

dere Bedeutung hat als einer der ersten der Ansatz nach Filippov �������

Betrachtet werde eine Strecke mit der Di�erentialgleichung�

�x � f �x�u� ������

und der Schaltfunktion s�x� mit dim�x� � n und dim�u� � m� Ein System mit variabler

Struktur trete auf durch�

f �x� t� �

�
f��x� t� � f	ur s�x� � �

f��x� t� � f	ur s�x� � �
� ������

Durch Gl� ������ ist die Systemdynamik auf der Schalt�	ache s�x� � � nicht de�niert�

Filippovs Idee basiert darauf� das Systemverhalten hier als eine Art Mittelwert zwischen

demjenigen der beiden Strukturen in Gl� ������ aufzufassen�

�x � f��x�u� � �f�� � ��� ��f�� � � � � � � � ������
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wobei

f�
�

� lim
s���

f��x�u� und f�
�

� lim
s���

f��x�u� ����
�

vom Zustand abh	angige Funktionen sind� Auch � ist eine Funktion von x und soll der�

art bestimmt sein� da� die
�
durchschnittliche� Dynamik f��x�u� eine Tangente an die

Schalt�	ache s�x� � � bildet �siehe Bild �����

s � �
s � �

s � �

f�

f�

f�

Bild �
�� Entstehung der Hilfsfunktion nach Filippov

Eine weit verbreitete Alternative zu der Methode nach Filippov ist die der 	aquivalenten

Regelung �engl�� equivalent control approach� �Utkin ���� und ������ Untersucht wird

das System

�x � A�x� �B�x�u ������

mit einer Schaltfunktion s�x�� Zun	achst ist im Rahmen des Entwurfes der 	aquivalenten

Regelung ein Eingangssignal u��x� so zu bestimmen� da� die Zustandstrajektorie auf der

Schalt�	ache s�x� � � verbleibt� Dann kann die Dynamik im Sliding�Mode beschrieben

werden� indem u��x� in Gl� ������ substituiert wird�

Um u��x� zu bestimmen� geht man von dem Ansatz aus� da� �s�x� � � sein mu�� damit

die Zustandstrajektorie auf der Schalt�	ache bleibt� Di�erentiation von s�x� nach der

Zeit� entlang der Trajektorie gem	a� Gl� ������ liefert�

�s�x� �
	s

	x
A�x� �

	s

	x
B�x�u � � � ������

Aufgel	ost nach u�x� ergibt sich als Forderung f	ur die 	aquivalente Regelung�

u��x� �

�
	s

	x
B�x�

���
	s

	x
A�x� � ������

L	osungsvoraussetzung ist hierbei die Invertierbarkeit der auftretenden Matrix�
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� VSR f�ur lineare Systeme

In diesem Abschnitt werden lineare zeitinvariante Systeme mit der allgemeinen Zustands�

gleichung�

�x � Ax�Bu �
���

behandelt� Der Zustandsvektor x ist n
dimensional� der Eingangsgr	o�envektor u ist m


dimensional�

Zun	achst sollen die Grundelemente der Sliding�Mode
Terminologie exakter als im einlei�

tenden Abschnitt formuliert werden�

De�nition �
� Die Struktur bei einer VSR ist bestimmt durch das Vorzeichen einer

Vektorfunktion s�x�� welche als Schaltfunktion bezeichnet wird� Eine Schaltfunktion wird

allgemein als m
dimensional und linear angesetzt�

s�x� � Cx � �
���

wobei

s�x� �  s��x�� s��x�� � � � � sm�x�!T �
�
�

und

C �
h
cT� � c

T
� � � � � � c

T
m

iT
� �
���

so da� gilt�

si�x� � cTi x � �
���

Jede der skalaren Schaltfunktionen si�x� beschreibt eine lineare Fl	ache si�x� � �� die als

Schalt��ache bezeichnet wird� H	au�g werden in der Literatur hierf	ur auch die Ausdr	ucke

Schaltmannigfaltigkeit und� aufgrund der Linearit	at der Funktion� Schalthyperebene ver�

wendet� �

De�nition �
� Es sei x� der Anfangszustand eines Systems zur Zeit t�� x�t� der Zustand

zur Zeit t und S eine Schaltebene� die den Ursprung x � � enth	alt�

Wenn f	ur ein beliebiges x� aus S x�t� in S liegt f	ur alle t � t�� dann ist x�t� ein Sliding�

Mode bzw� Gleitzustand des Systems� �

De�nition �
� Ist jeder Punkt der Schaltebene S aus De�nition 
�� ein Endpunkt in

dem Sinne� da� in jeden Punkt von S von beiden Seiten eine Trajektorie hineinl	auft�

dann wird die Schalt�	ache als Gleit��ache bezeichnet� �
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De�nition �
	 Die Bedingung� welche erf	ullt sein mu�� damit der Anfangszustand sich

auf die Gleit�	ache bewegt� wird Erreichbarkeitsbedingung genannt� �

Aus obigen De�nitionen l	a�t sich gem	a� Utkin ������ ableiten� da� ein System n
ter

Ordnung mit m Eing	angen �m � � Schalt�	achen besitzt�

�� Es sei cTi der i
te Zeilenvektor der Matrix C� Dann de�niert cTi x � � eine Hyper�

�	ache der Dimension �n� ��� Die derart de�nierten m Hyper�	achen werden notiert

als�

Si �
n
xjsi�x� � cTi x � �

o
� �
���

�� Betrachtet man die Schnittmenge zweier unterschiedlicher Schalthyper�	achen Si und

Sj so ist diese eine Schalt�	ache der Ordnung �n � ��� Die Gesamtzahl derartiger

Schnittmengen ist gleich der Anzahl der Kombinationsm	oglichkeiten f	ur jeweils �

von m Hyper�	achen�

�
m

�

�
�

m"

�m� ��" �"
�

m�m� ��

�
� �
���

Diese Schalt�	achen werden mathematisch de�niert durch�

Si�j � Si � Sj

�
n
xjsi�x� � cTi x � � � sj�x� � cTj x � �

o
�
���

i� j � �� �� � � � �m� i � j �

 1.4S�

S�

S��� � S� � S�

Bild �
�� Geometrische Darstellung der Schnittmenge

Bild 
�� zeigt eine geometrische Darstellung des Sachverhaltes� Die Schnittmenge

der beiden Ebenen S� und S� ist die Schalt�	ache S���� bei der es sich in diesem Fall

um eine Gerade handelt�
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� Weitere Schnittmengen zwischen mehreren Hyper�	achen Si k	onnen in der gleichen

Art und Weise wie in Gl� �
��� beschrieben werden� Zum Beispiel sei die Schnitt�

menge zwischen 
 Hyper�	achen Si� Sj und Sk die Schalt�	ache Si�j�k� Von der Art

dieser Schalt�	achen existieren
� m

�

�
Exemplare�

�� Schlie�lich gibt es eine einzelne Schaltebene SF mit der Dimension �n�m�� die die

Schnittmenge aller m Fl	achen Si� i � � � � �m ist� SF kann als �nale Schalt��ache be�

zeichnet werden� zu der alle Trajektorien des Systems f	uhren m	ussen� Mathematisch

ist sie de�niert durch�

SF � fxjs�x� � Cx � �g � S� � S� � � � � � Sm � �
���

Die Gesamtzahl der durch die Gleichungen �
��� bis �
��� bestimmten Schalt�	achen ist

�m � �� Auf jeder dieser Fl	achen kann ein Sliding�Mode auftreten� der durch eine Dif�

ferentialgleichung beschrieben wird� deren Ordnung gleich der Dimension der Fl	ache ist�

Somit sind auch �m � � verschiedene Sliding�Mode
Formen m	oglich� Der Sliding�Mode

in SF wird als �naler Sliding�Mode bezeichnet�

��� Schaltmuster

Unter der Bezeichnung Schaltmuster wird hier die Reihenfolge der w	ahrend der Regelung

benutzten Schaltebenen verstanden�

Bei einer der ersten Vorgehensweisen� dem Schaltmuster mit fester Ordnung� nach Utkin

������ das hierarchische VSR Schema� �nden Sliding�Modes in einer fest vorbestimm�

ten Reihenfolge statt� Zum Beispiel kann der Zustand von x� ausgehend zun	achst die

Schaltebene S� mit der Dimension n� � tre�en� sich dann auf der �n� ��
dimensionalen

Fl	ache S��� � S��S� weiterbewegen� usw�� bis schlie�lich die �nale� �n�m�
dimensionale

Schalt�	ache SF erreicht wird�

x� � S� � �S� � S�� � �S� � S� � S�� � � � � � SF �

Dieses Schaltmuster hat verschiedene Nachteile� Hierzu z	ahlt vor allem ein langsamer
	Ubergang des Zustandes in die Gleichgewichtslage� was einen erh	ohten Energieaufwand

bei der Regelung verursacht�

Das Schaltmuster mit freier Ordnung verlangt keine Festlegung der Reihenfolge der Schalt�

�	achen� Es wird auf den jeweils zuerst auf dem Weg durch den Zustandsraum erreichten

Schalt�	achen geschaltet� Damit ist die Abfolge der Schalt�	achen prinzipiell nur noch

von der Lage des Ausgangszustandes x� abh	angig� Dieses Schaltmuster l	a�t sich relativ

einfach implementieren und die Dynamik wird gegen	uber dem Schaltmuster mit fester

Ordnung verbessert�
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Als Schaltmuster zum �nalen Sliding�Mode �de Carlo u� a� ����� Utkin ����� wird jenes

bezeichnet� bei dem der Zustand von einem beliebigen Anfangspunkt des Zustandsrau�

mes zur �nalen Sliding�Mode
Schalt�	ache SF 	uberf	uhrt wird� wo dann der Sliding�Mode

statt�ndet� Dabei wird nicht vorausgesetzt� da� auf den anderen Schalt�	achen Sliding�

Modes eingetreten sind� Auch dieses Schaltmuster ist einfach zu erzeugen� jedoch l	a�t

sich keine gute 	Ubergangscharakteristik garantieren�

Beim dezentralisierten Schaltmuster wird das Gesamtsystem als aus m Subsystemen mit

nur einem Eingang bestehend behandelt� F	ur gew	ohnlich sind die Subsysteme unterein�

ander gekoppelt� Jedes hat eine skalare Schaltfunktion mit zugh	origem Sliding�Mode� Die

kombinierte Vektor
Schaltfunktion hat die Form�

s�x� �  s��x�� s��x�� � � � � sm�x�!T �
����

mit

si�xi� � cTi xi � �
����

wobei

mX
i��

ni � n � �
����

Dieses Schaltmuster l	a�t sich mit gutem Erfolg auf Large�Scale
Systeme anwenden �Khurana

u� a� ����b� Slotine ������

��� Erreichbarkeit

Drei Ans	atze� um die Erreichbarkeitsbedingung gem	a� De�nition 
�� zu bestimmen� sollen

hier vorgestellt werden�

�� Ein schon fr	uh formulierter Ansatz ist der direkte Ansatz der Schaltfunktion� Die

erste vorgeschlagene Bedingung �Emeljanov ����� Utkin ����� lautet�

�si � � � f	ur si � �

�si � � � f	ur si � � � i � �� � � � �m �
�
��
�

beziehungsweise 	aquivalent�

si �si � � � i � �� � � � �m � �
����

Zwar ist diese Bedingung global� jedoch garantiert sie keine endlich lange Zeit zum

Erreichen der Schalt�	ache� Eine 	ahnliche� lokale Bedingung ist �Utkin ������

lim
si���

�si � � und lim
si���

�si � � � �
����
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�� BeimLjapunov�Ansatz wird zun	achst ein Kandidat f	ur eine Ljapunovfunktion gew	ahlt�

V �x� t� � sTs � �
����

Eine globale Erreichbarkeitsbedingung �Itkis ����� ist�

�V �x� t� � � � f	ur s 	� � � �
����

Eine endliche Zeit bis zum Erreichen ist dann garantiert� wenn Gl� �
���� abge	andert

wird zu�

�V �x� t� � �
 � f	ur s 	� �� 
 � � � �
����

Dieser Ansatz f	uhrt schlie�lich zum Schaltmuster f	ur den �nalen Sliding�Mode�


� Der Erreichbarkeits�Gesetz�Ansatz �Gao und Hung ���
� basiert auf folgender Me�

thode� bei der direkt die Dynamik der Schaltfunktion vorgegeben wird�

�s � �Q sgn�s��Kf �s� � �
����

wobei Q und K Diagonalmatrizen mit positiven Elementen sind und

sgn�s� �  sgn�s��� � � � � sgn�sm�!T �
����

f �s� �  f��s��� � � � � fm�sm�!T � �
����

Die skalaren Funktionen fi erf	ullen die Bedingung

sifi�si� � � � f	ur si 	� � � i � �� � � � �m � �
����

Die Gleichung �
���� wird als Erreichbarkeits
Gesetz bezeichnet� Verschiedene Wahl�

m	oglichkeiten f	urQ undK f	uhren zu unterschiedlich strukturierten Erreichbarkeits


Gesetzen� z� B��


 konstante 	Anderungsrate

�s � �Q sgn�s� � �
��
�


 konstante plus proportionale 	Anderungsrate

�s � �Q sgn�s� �Ks � �
����


 Potenz
	Anderungsrate

�si � �kijsij
�sgn�si� � � � � � � � i � �� � � � �m � �
����

Dieser Ansatz wird in der Regel zusammen mit dem Schaltmuster mit freier Ordnung

eingesetzt�
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��� Das Regelgesetz

In diesem Abschnitt werden verschiedene Entwurfsmethoden f	ur das Regelgesetz einer

VSR behandelt� Dazu wird zun	achst aufgezeigt� welchen Ein�u� die Wahl eines der

Schaltmuster hat�

F	ur das Schaltmuster mit fester Ordnung erfordert die Bestimmung des VSR
Gesetzes

die L	osung von m Ungleichungspaaren �Utkin ����� Young �����

�si �
	si
	x

�Ax �Bu� �

�
� � � f	ur si � �

� � � f	ur si � �
� i � �� � � � �m � �
����

Es sei bi der i�te Spaltenvektor der Matrix B� Unter Verwendung von Gl� �
��� bis �
���

ergibt sich das Ungleichungssystem�

cT�Ax� cT� b�u� � � � �� cT� bmum �

�
� � � f	ur s� � �

� � � f	ur s� � �
���

cTmAx� cTmb�u� � � � �� cTmbmum �

�
� � � f	ur sm � �

� � � f	ur sm � �

�
����

mit �m Unbekannten� Die Unbekannten sind die Stellsignale ui� i � �� � � � �m� f	ur welche

jeweils zwei Werte zu bestimmen sind� Die L	osung von Gl� �
���� ist eine sehr schwierige

Aufgabe�

Beim Schaltmuster mit freier Ordnung kann das Regelgesetz direkt aus der Bedingungs�

gleichung �
���� abgeleitet werden�

�s �
	s

	x
�Ax�Bu� � �Q sgn�s� �Kf �s� �
����

f	uhrt auf�

u�x� � �

�
	s

	x
B

��� �
	s

	x
Ax�Q sgn�s� �Kf �s�

�
� �
����

Auf das Regelgesetz beim Schaltmuster zum �nalen Sliding�Mode f	uhrt die Bedingung�

da� als Stabilit	atsbedingung nach Ljapunov erf	ullt sein mu��

�V �
d

dt
�sTs� � �sT �s � �sT

	s

	x
�Ax�Bu� � � � �
�
��

Schlie�lich werden beim dezentralisierten Schaltmuster f	ur alle Subsysteme die Regelgeset�

ze getrennt entworfen� Dabei kann jede Subsystemregelung unabh	angig nach einem der
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obenstehenden Verfahren entwickelt werden� Betrachtet werde ein Large�Scale
System

n
ter Ordnung bestehend aus m Subsystemen mit jeweils einem Eingang�

�xi � Aixi � biui �
mX
j��

j ��i

Ai�jxj � i � �� � � � �m � �
�
��

Dabei sei dim�xi��ni und
Pm

i�� ni � n� F	ur das i
te Subsystem symbolisiert Ai die

interne Dynamik� bi den Steuerungsvektor und Ai�j die Kopplung mit den anderen Sub�

systemen� F	ur jedes der Subsysteme gibt es eine Schaltfunktion�

si�xi� � cTi xi � �
�
��

Insgesamt bilden sich so m unabh	angige Sliding�Modes aus� Jeder bewegt sich auf seiner

Schalt�	ache si�xi� so� da� xi � ��

Weitere Ans	atze zur Entwicklung des Regelgesetzes sind�

d

dt
s�i � ��jsij � �Utkin ���
�� �
�

�

�s � �F �s� � �Fernandez R� und Hedrick ������ �
�
��

auf die hier nicht mehr weiter eingegangen werden soll�

H	au�g wird bei der Bestimmung des Regelgesetzes kein v	ollig allgemeiner Ansatz gew	ahlt�

sondern die Struktur des Gesetzes schon zu Beginn vorgegeben� Drei oft verwendete

Strukturvorgaben sind�

�� Relais
Regelung�

ui�x� �

�
k�i � f	ur si�x� � �

k�i � f	ur si�x� � �
� i � �� � � � �m � �
�
��

�� Lineare R	uckf	uhrung mit geschalteten Verst	arkungen �siehe einf	uhrendes Beispiel��

u�x� � ��x�x � �
�
��

wobei � �  �i�j! eine �m�n�
Matrix von zustandsabh	angigen Verst	arkungsfaktoren

ist� Meist �ndet man die folgende Stuktur�

�i�j�x� �

�
�i�j � f	ur si�x�xj � �

�i�j � f	ur si�x�xj � �
�

�
i � �� � � � �m

j � �� � � � � n
� �
�
��


� 	Aquivalente Regelung �de Carlo u� a� ������

u � u� � �u � �
�
��

Dabei steht u� f	ur die gem	a� Gl� ������ gefundene Regelung und �u wird ad�

diert� um die Erreichungsbedingungen zu erf	ullen� H	au�g wird f	ur �u die Relais


Regelung �
�
�� eingesetzt�
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��� Anwendung der VSR auf nichtlineare Systeme

Die allgemein formulierte Zustandsgleichung f	ur nichtlineare Systeme lautet�

�x � f �x�u� t� � �
�
��

wobei dim�x��n und dim�u��m� F	ur die h	au�g betrachteten� bez	uglich der Steuerung

u linearen Systeme gilt�

�x � A�x� t� �B�x� t�u � �
����

Als Ausgangsfunktion wird allgemein notiert�

y � c�x�u� t� � �
����

Es l	a�t sich feststellen� da� die grundlegenden Konzepte zur Generierung einer VSR auch

bei nichtlinearen Systemen anwendbar sind� Die Analyse der auftretenden Sliding�Modes

stellt sich jedoch als bedeutend schwieriger heraus� Um diesem Problem zu begegnen�

verwenden einige Autoren �Balestrino u� a� ����� Byrnes und Isidori ����� Fernandez R�

und Hedrick ����� Sira
Ram��rez ����� Kwatny und Kim ����� Liu und Yuan ����� Trans�

formationen der Zustandsraumdarstellung Gl� �
����
���� in kanonische Formen �Isidori

������ Gleichzeitig wird dabei versucht� zum Beispiel die Erreichbarkeits
Gesetze so um�

zuschreiben� da� Vorteile der kanonischen Formen genutzt werden k	onnen�
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	 Eigenschaften VSR�geregelter Systeme

Das vollst	andige Antwortverhalten eines VSR
geregelten Systems besteht aus drei un�

terschiedlichen Phasen� der Eintre�phase� dem Sliding�Mode und dem Gleichgewichtszu�

stand� Unter Gleichgewichtszustand sei hier der sich schlie�lich einstellende periodisch

wiederkehrende Systemzustand verstanden� wodurch einerseits Grenzzyklen� andererseits

aber auch statische Endzust	ande erfa�t werden�

��� Charakteristika der Eintre�phase

Um die Dynamik w	ahrend der Eintre�phase leichter analysieren zu k	onnen� wird eine

Darstellung im eigens zu de�nierenden Eintre�raum E verwendet �Gao und Hung ���
��

Betrachtet werde ein System n
ter Ordnung mit m Eing	angen und einer Schaltfunktion

s� wobei dim�s��m� Als Koordinaten des m
dimensionalen Eintre�raumes E werden die

m skalaren Funktionen si gew	ahlt� Ein Gesetz wie

�s � �Q sgn�s��Kf �s� �����

kann damit einfacher als im Originalzustandsraum interpretiert werden� Ist f �s� gegeben�

kann Gl� ����� durch Integration gel	ost werden� so da� sich eine Trajektorie s�t� im E als

L	osung ergibt� Anhand dieser L	osung ist es zum Beispiel einfach m	oglich� die Zeit T

zu bestimmen� welche zwischen den Zeitpunkten mit den Zust	anden s � s� und s � �

verstreicht�

��� Charakteristika der Sliding�Mode�Phase

Gro�en Ein�u� auf die Dynamik im Sliding�Mode hat� wie schon oben aufgezeigt wurde�

die Gestalt der Schaltfunktion� Hier soll nun als weiterer Aspekt die Robustheit bzw� Un�

emp�ndlichkeit gegen	uber bestimmten Modellfehlern und St	orungen behandelt werden�

Robustheit ist eine der entscheidendsten Eigenschaften der VSR
Systeme� 
 Ein lineares

System sei in allgemeiner Form� allerdings mit einem Modellparameterfehler �A� gegeben�

�x � �A� �A�x�Bu� f �t� # �����

f �t� repr	asentiert eine 	au�ere St	orung� Eine Bedingung daf	ur� da� der Sliding�Mode

invariant� d� h� robust gegen	uber der Parameter	anderung und den 	au�eren St	orungen ist�

ist die Existenz von � $A und $f �t�� so da� �Dra%zenovi�c ����� El�Ghezawi u� a� ���
��

�A � B� $A und f �t� � B $f �t� � ���
�
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Dessen physikalische Bedeutung ist� da� damit die Ungenauigkeiten und St	orungen quasi

	uber das Steuerglied eingehen� Ein gleichartiges Kriterium erbrachten Untersuchungen

�Sira
Ram��rez ����� Gao und Hung ���
� an nichtlinearen Systemen der Form�

�x � A�x� � �A�x� �B�x�u� f �x� t� � �����

Als eines der bedeutendsten Ph	anomene bei VSR
Systemen gilt das sogenannte Klappern

�engl�� chattering�� 
 Im Rahmen des Entwurfes einer VSR wird zun	achst angenom�

men� da� das Stellglied beliebig schnell bet	atigt werden kann� Dieses ist in der Realit	at

allerdings prinzipiell nie der Fall� Ein Grund daf	ur ist� da� durch die Berechnung der

Stellgr	o�e bereits endlich kleine Zeitverz	ogerungen eintreten� Hinzu kommt� da� reale

Stellglieder nicht unendlich schnell reagieren k	onnen�

Im Gleichgewichtszustand erscheint das Klappern als eine hochfrequente Oszillation um

die gew	unschte Gleichgewichtslage und kann so unter anderem unmodellierte schnelle Dy�

namikanteile des Systems anregen �Kwatny und Siu ����� Slotine und Li ������ Wegen

der unangenehmen Eigenschaften des Klapperns wurden zahlreiche Versuche zu seiner

Vermeidung unternommen�

Bei der Mehrzahl der VSR
Entw	urfe enth	alt das Regelgesetz Terme mit Schaltfunktion

�Bild ���a�� Es wird versucht� die nicht realisierbare Kennlinie eines Schaltgliedes schon

beim Entwurf zu umgehen� indem stattdessen eine symmetrische Begrenzung mit linea�

rem Arbeitsbereich angenommen wird �Bild ���b� �Slotine und Sastry ���
� Slotine ������

Dieses bedeutet im Zustandsraum� da� eine Grenzschicht um die Schalt�	ache herum ein�

gef	uhrt wird� Innerhalb dieser Grenzschicht wird das Regelgesetz durch eine kontinuier�

liche Approximation ersetzt� Das l	a�t sich als eine Regelung mit hoher Verst	arkung in

der N	ahe der Schalt�	ache auffassen� Die Konsequenz dieser Methode ist� da� die Robust�

heit des Systems teilweise verlorengeht� Insbesondere ist die restliche Robustheit von der

Dicke �L der Grenzschicht abh	angig�

u

s

a� b�

u

s
L

Bild 	
�� Ideale Schaltfunktionen �Relais und Begrenzer�

Ein weiterer Ansatz� das Klappern zu verhindern �Ambrosino u� a� ������ ersetzt die

h	au�g auftretenden Terme

u �
cTx

jcTxj
durch u �

cTx

jcTxj� �
� �����
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wobei die positive Konstante � die Gl	attung der Kurve bewirkt�

Im Folgenden werden die E�ekte der Approximation und die Auswirkungen weiterer Ab�

weichungen vom Idealverhalten des Stellgliedes aufgezeigt� Dabei ist es hilfreich� sich f	ur

die zu regelnde Strecke ein System �� Ordnung und eine lineare Schaltfunktion vorzustel�

len�

	x � � �x � � x � �k u�s�

s � �x� c x �
�����

Ideales Schaltglied

Als Referenz werde zun	achst das Verhalten unter idealen Bedingungen behandelt �Bild

���a�� Hier hat das Regelgesetz die Form�

u�s� � sgn�s� �

�
�� � f	ur s�x� �x� � �

�� � f	ur s�x� �x� � �
�����

�x

A

x

�����

����

�

�����

������

������ ����� � ���� �����

s � �

Bild 	
�� Trajektorien bei der Regelung mit idealem Schalter

Die Regelung ist ideal� da das Stellglied sofort schaltet� wenn s � �� Daraus folgt�


 Ein idealer Sliding�Mode existiert auf der Kurve s � �� d� h� es tritt kein Klap�

pern ein� denn die Trajektorie des Zustandspunktes kann unendlich nahe an der

Schaltgeraden gehalten werden �siehe Bild �����


 Es gibt keine bleibende Regelabweichung�


 Das System ist robust�
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Reales Schaltglied

Das reale Schaltglied ist hysteresebehaftet �Bild ��
a�� Das l	a�t sich in etwa beschreiben

durch�

u�s� � hys�s� �

�
�� � f	ur fs j s � � � � �s � � � jsj � ��g

�� � f	ur fs j s � � � � �s � � � jsj � ��g
� �����

u

s
L � �

�

u

s�

a� b�
Bild 	
�� Reale Schaltfunktionen �Relais und Begrenzer�

������

�����

�

�����

����

�x

������ ����� � ���� ����� x

A

s � ��

s � �

s � ��

Bild 	
	� Trajektorien bei der Regelung mit einem Schalter mit Hysterese

Das Schalten tritt versp	atet jeweils auf den Kurven s � �� ein� Dadurch ist es unm	oglich�

den Zustand auf der Schalt�	ache s � � zu halten� Aus dem Phasendiagramm �Bild ����

l	a�t sich ablesen�


 da� ein nicht idealer Sliding�Mode auftritt� Das hei�t� ein mit Klappern behafteter

Gleitzustand stellt sich ein�


 da� das System im Gleichgewichtszustand einen stabilen Grenzzyklus durchl	auft�

Damit wird es unm	oglich� das Klappern abzustellen�


 da� der Ursprung selbst kein stabiler Gleichgewichtszustand ist�
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Idealer Begrenzer

Die einfachste Form einer Begrenzerkennlinie ist aus Geradenst	ucken aufgebaut �Bild

���b��

u�s� � sat�s� �

�		

		�

�� � f	ur s � L

s
L � f	ur jsj � L

�� � f	ur s � �L

� �����

Dabei wird durch die positive Konstante L die Schwelle zum Eintreten in die Grenzschicht

eingestellt� Au�erhalb dieser Schicht ist das Regelverhalten das eines idealen Schaltgliedes�

Innerhalb liegt eine lineare R	uckf	uhrung mit hoher Verst	arkung vor� Daraus folgt� da�

der Systemzustand zwar zum Eintreten in die Grenzschicht� jedoch nicht zum Verbleib

auf der Linie s � � gezwungen werden kann�

������

�����

�

�����

����

�x

������ ����� � ���� ����� x

A

B

a� a�

s � L

s � �
s � �L

Bild 	
�� Trajektorien bei der Regelung mit idealem Begrenzer

Die Berechnung des in diesem noch einfachen Fall ermittelbaren Phasendiagrammes f	uhrt

zu den folgenden Erkenntnissen�


 Es tritt kein Sliding�Mode ein� da wie erw	ahnt die Trajektorie nicht auf die �s � ��


Linie gezwungen werden kann �Bild �����


 Klappern wird nicht beobachtet� da innerhalb der durch die Geraden s � �L ein�

geschlossenen Grenzschicht das lineare Regelungskonzept angewandt wird�


 Innerhalb der Grenzschicht ist der Verlauf der Trajektorien durch die Ann	aherung

an die Asymptotenisokline a�� gekennzeichnet�

� Steigungen der zwei Asymptotenisoklinen a���� m��� � ��� k�L����
p
��� k�L����� � � k c�L
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 Es gibt keine bleibende Regelabweichung� wenn keine 	au�eren St	orungen anliegen�


 Das System ist nicht robust gegen	uber Parameter	anderungen�

Ein alternativer Typ der Grenzschichtgestaltung wurde von Slotine und Li ������ vorge�

stellt� Dabei wird die Ausdehnung L der Grenzschicht adaptiv an den Grad der Syste�

mungewi�heit angepa�t�

Realer Begrenzer

Auch der reale Begrenzer ist hysteresebehaftet �Bild ��
b�� Bei der Analyse des System�

verhaltens kann z� B� das Verfahren der Beschreibungsfunktion herangezogen werden� Aus

dem Phasendiagramm �Bild ����

������

�����

�

�����

����

�x

������ ����� � ���� ����� x

A

C
B

P

P�
s � �

s � L��

s � L � �s � �L � �

s � �L��

a�
a��

a�

a��

Bild 	
�� Trajektorien bei der Regelung mit einem Begrenzer mit Hysterese

ist abzulesen�


 Es tritt wiederum 	uberhaupt kein Sliding�Mode mehr ein�


 Klappern wird nicht beobachtet�


 Das System ist zwar stabil im Gro�en �Ljapunov ������ hat allerdings zwei Gleich�

gewichtszust	ande P und P�� die nicht im Ursprung der Phasenebene liegen��


 Neben diesen Gleichgewichtszust	anden existiert ein stabiler Grenzzyklus um den

Ursprung herum�

� P� �k����L� k c�� 	� und P� � ��k����L � k c�� 	�



� Eigenschaften VSR�geregelter Systeme ��


 Daraus ergibt sich zwangsl	au�g eine bleibende Regelabweichung�


 Das System ist nicht robust gegen	uber Parameter	anderungen�

Zusammenfassend ist bei den Versuchen� das Klappern durch den Einsatz von Begrenzern

zu reduzieren� ein Verlust der Robustheit festzustellen� Wie stark sich dieser E�ekt aus�

wirkt� ist abh	angig von der Grenzschichtbreite L� Nur wenn diese klein gew	ahlt werden

kann� ist das Systemverhalten weitgehend invariant bez	uglich Parameter	anderungen und

die Stabilit	at im Gro�en stellt einen reinen Zugewinn an positiver Systemdynamik dar�

Zur Gl	attung der Stellsignale lie�e sich neben den beschriebenen Ans	atzen� die auf 	Ande�

rung der Schaltfunktion beruhen� auch noch eine neue Methode� die insbesondere die Aus�

wirkungen des Klapperns bek	ampfen soll� einsetzen� Den Kern dieses Verfahrens stellt

der Gedanke dar� da� als unangenehmste Folge des Klapperns die Anregung der schnellen

Dynamikanteile der Strecke zu sehen ist� Es reicht also� nicht das gesamte Klappern�

wohl aber den Teil seines Frequenzspektrums� der zu dem erw	ahnten negativen E�ekt

f	uhrt� zu unterbinden� M	ogliche Instrumente hierzu sind geeignet angepa�te Saug
 oder

Bandpa��lter �Schwarz ���
�� Die Untersuchungen zur Absch	atzung der Eignung dieses

Verfahrens sind zur Zeit in Arbeit�



	 Zusammenfassung �



 Zusammenfassung

Dieser Forschungsbericht stellt eine Einf	uhrung in die Methode der Sliding�Mode
Regelung

dar und kann als Grundlage f	ur alle weiteren Untersuchungen im Bereich der Reglersyn�

these mit Sliding�Mode
Verfahren herangezogen werden�

Komplexe dynamische Systeme lassen sich mit Hilfe von diskontinuierlich arbeitenden

Reglern gut behandeln� Es ergibt sich so eine variabel strukturierte Regelung �VSR��

F	uhrt man die Diskontinuit	aten auf geeigneten Unterr	aumen im Zustandsraum des Sy�

stems ein� k	onnen Bewegungen in Sliding�Mode
Manier auftreten� Mit Sliding�Mode

wird der hier beobachtete Gleitzustand entlang der Unterraum
Mannigfaltigkeiten be�

zeichnet� W	ahrend der Bewegung im Zustand des Sliding�Mode liegen die Trajektorien

im Zustandsraum auf den Schnittmengen der Unterr	aume� in denen die Stellgr	o�e sich

sprungf	ormig ver	andert� Da die Trajektorien in einer Mannigfaltigkeit niedrigerer Ord�

nung als derjenigen des Originalsystems liegen� wird auch die Sliding�Mode
Gleichung

von reduzierter Ordnung sein� In den meisten praktisch auftretenden Systemen ist die

Sliding�Mode
Bewegung unabh	angig von der Regelung und wird lediglich durch die Dy�

namik der Strecke sowie die Lage und Form der Unterr	aume mit Diskontinuit	at bestimmt�

Diese Eigenschaften erm	oglichen es� das urspr	ungliche Problem des Reglerentwurfes zu

entkoppeln und so voneinander nicht mehr abh	angige Teilprobleme niedrigerer Ordnung

zu erhalten� Dabei ist die Regelung prim	ar so auszulegen� da� der Sliding�Mode
Zustand

	uberhaupt erreicht wird� w	ahrend die geforderte Dynamik bei der Bewegung innerhalb

der Sliding�Mode
Unterr	aume durch deren Gestalt festgelegt ist� Bei einer Reihe von An�

lagen� welche durch Di�erentialgleichungen h	oherer Ordnung beschrieben werden� kann

so der Aufwand� Regler zu entwerfen� deutlich verringert werden�

Anhand eines einfachen Beispiels wird in diesem Bericht der Grundgedanke des Rege�

lungsverfahrens vorgestellt� Als Hilfsmittel zur mathematischen Behandlung werden die

Verfahren nach Filippov und Utkin beschrieben� Daran anschlie�end wird stellvertretend

bei linearen Systemen mit VSR eine Reihe von Bezeichnungen de�niert�

Eine besondere Eigenschaft des Sliding�Mode
Zustandes ist� da� unter bestimmten Be�

dingungen keine Abh	angigkeit mehr von 	Anderungen der Parameter der zu regelnden

Strecke bzw� von St	orungen anderer Art besteht� Im Gegensatz zu kontinuierlichen Sy�

stemen mit nicht me�baren St	orungen� bei denen die Bedingung der Unemp�ndlichkeit

unendlich gro�e Verst	arkungen n	otig macht� ist bemerkenswerter Weise der gleiche Ef�

fekt bei diskontinuierlichen Systemen durch endliche Stellsignale erzielbar� Dabei kann

der mitunter harte 	Ubergang zwischen den verschiedenen Strukturvarianten allerdings zu

unerw	unschtem Systemverhalten f	uhren� Denn die mit dem Schalten des Stellsignals ver�

bundenen Eigenschaften bergen die Gefahr der Anregung h	oherfrequenter� beim Entwurf

der Regelung nicht ber	ucksichtigter Dynamiken in sich� Dieser E�ekt kann den Wert der

Sliding�Mode
Regelung deutlich mindern� Dazu wird hier als eine der gebr	auchlichsten



	 Zusammenfassung ��

Methoden zur Unterbindung dieser E�ekte der Einsatz von Begrenzern diskutiert� Es

werden Nutzen �Reduzierung des Klapperns� und negative Auswirkungen �Verlust von

Robustheit� gegen	ubergestellt�

Im Rahmen weiterf	uhrender Arbeiten soll die Anwendung der Sliding�Mode
Regelung an

realen Anlagen� insbesondere an pneumatischen Zylinderantrieben� erfolgen� Dabei ist als

weiteres Verfahren zur Reduzierung des negativen E�ektes des Klapperns der Einsatz von

Filtern beim Ausgangssignal des Reglers zu untersuchen�
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