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Nomenklatur II

Nomenklatur

Skalare Gr�o�en

m � Masse �kg�

Mi � Masse des i�ten Gliedes �kg�

EI � Biegestei�gkeit eines elastischen Balkens �Nm��

EG � Gleitmodul �Nm��

J � Polares Widerstandsmoment �m��

�x
 �y
 �z � Rotatorische Komponenten einer homogenen Transformation

durch die Deformation eines elastischen Balkens

�x
 �y
 �z � Deformationen in die x�
 y� und z�Richtungen eines elastischen

Balkens

l � L�ange eines elastischen Balkens ohne Deformation

�n � Freiheitsgrade eines elastischen Roboters

n � Anzahl verallgemeinerter starrer Koordinaten

�m � Anzahl verallgemeinerter elastischer Koordinaten

mi � Anzahl verallgemeinerter elastischer Koordinaten des i�ten

Gliedes

�r � r�te Eigenfunktion eines elastischen Balkens

T � Kinetische Energie

U � Potentielle Energie

L � Lagrange�Funktion

H � Hamilton�Funktion

F � Rayleighsche Funktion

qij � Element des Vektors q

�ij � Element des Vektors �

uij � Element des Vektors u

�ij � Element des Vektors �

pij � Element des Vektors p

mijhk � Element der Matrix M �q�

cijhk � Element der Matrix C�q� �q�

Operatoren

sp��� � Spur einer Matrix

k � k � Norm eines Vektors oder einer Matrix

j � j � Absolutbetrag

�min��� � Minimaler Eigenwert einer Matrix

�max��� � Maximaler Eigenwert einer Matrix

� �� � 	T � Skalar Produkt



Nomenklatur III

Vektoren und Matrizen

jTi � Homogene Transformationsmatrix zur Umrechnung eines Orts	

vektors vom i�ten ins j�te Koordinatensystem

Ai � Homogene Transformationsmatrix f�ur das i�te Drehgelenk eines

elastischen Roboters

Ei � Homogene Transformationsmatrix f�ur das i�te Glied eines ela	

stischen Roboters
iri � Position eines Punktes im i�ten Koordinatensystem hinsichtlich

des i�ten Koordinatensystems

q�t� � Vektor verallgemeinerter elastischer und starrer Koordinaten

��t� � Vektor verallgemeinerter elastischer Koordinaten

qs�t� � Vektor verallgemeinerter starrer Koordinaten

� �t� � Vektor verallgemeinerter Kr�afte f�ur die starren Eing�ange

u�t� � Vektor verallgemeinerter Kr�afte


�t� � Vektor nichtkonservativer Kr�afte

p�t� � Vektor verallgemeinerter Impulse

� � Parametervektor

M �q� � Tr�agheitsmatrix

h�q� �q� � Coriolis� und Zentrifugalkraftvektor

e�q� � Gravitationsvektor

K � Starrheitsmatrix

F � Matrix der viskosen Gelenkreibung und der Strukturd�ampfung

der Glieder

Y �q� �q� �q� � Regressor

Abk�urzungen

EIG � Eigenschaft



� Einleitung �

� Einleitung

Die Regelung elastischer Roboter ist eine anspruchsvolle Aufgabe� Daher besteht die Not	

wendigkeit eines guten Modells� Eine M�oglichkeit liegt darin
 eine Modellstruktur vorzu	

geben und deren Parameter zu identi�zieren� Da der elastische Roboter ein nichtlineares

System darstellt
 ist in diesem Fall ein bilineares Modell ein ad�aquater Ansatz
 weil dieses

eine bessere Approximation als ein lineares gibt �Schwarz ������ Es ist aber auch m�oglich


den Roboter theoretisch zu modellieren
 was unter der Annahme der kleinen Deformatio	

nen systematisch durchgef�uhrt werden kann� Der vorliegende Bericht besch�aftigt sich mit

der Modellbildung elastischer Roboter und den wichtigsten Eigenschaften des ermittelten

Modells�

Ein starrer Roboter l�a�t sich relativ einfach modellieren� Zwei Standardmethoden sind

die Anwendung der Euler�Lagrange Gleichungen und das Newton�Euler Verfahren �Spong

und Vidyasagar ����
 Fu u� a� ������ Obwohl beide Methoden zum gleichen Modell f�uhren


wird das Euler�Lagrange Verfahren am h�au�gsten benutzt
 da es auf der Kenntnis der

potentiellen und kinetischen Energie des Roboters basiert
 was die Durchf�uhrung erleich	

tert �Spong und Vidyasagar ������ Das Ergebnis ist ein hochgradig nichtlineares Modell

zweiter Ordnung
 dessen Di�erentialgleichungen gut bestimmte Eigenschaften besitzen


die aus physikalischen Gr�unden entstehen �Ortega und Spong ������

Wenn man in der Lage ist
 die potentielle und kinetische Energie eines elastischen Robo	

ters zu beschreiben
 kann das Euler�Lagrange Verfahren auch in diesem Fall verwendet

werden� Spong ������ hat elastische Roboter modelliert
 deren Elastizit�at auf die Ge	

lenke beschr�ankt ist� De Luca und Siciliano ������ betrachten den Fall
 da� die Glieder

elastisch sind und sich der Roboter in einer Ebene bewegt� Yuan u� a� ����
� haben Bewe	

gungsgleichungen f�ur Roboter mit Elastizit�aten in Gliedern und Gelenken berechnet� Sie

schr�anken die Bewegung in einer Ebene nicht ein� Das Ergebnis ist
 da� das Modell des

elastischen dem Modell des starren Roboters �ahnlich ist� Der gr�o�te �und allerdings sehr

wichtige� Unterschied besteht darin
 da� der elastische Roboter mehr Freiheitsgrade als

Eing�ange hat
 w�ahrend der starre Roboter die gleiche Anzahl besitzt� Wie f�ur den starren

Roboter sind f�ur den elastischen Roboter n�utzliche Modelleigenschaften bestimmbar
 die

die Auslegung verschiedener Regelungskonzepte deutlich erleichtern� Nicosia und Tomei

������ haben zum Beispiel einen Beobachter f�ur Roboter entworfen
 deren Gelenke ela	

stisch sind� Einige interessante Ergebnisse �uber Punkt zu Punkt Regelung und adaptive

Regelung mit Robotern
 deren Glieder elastisch sind
 geben De Luca und Siciliano ����
�

und Lammerts u� a� ������ an�

Das Verfahren nach Yuan u� a� ����
� wird in Abschnitt � erl�autert� Hierbei wird an	

genommen
 da� keine Elastizit�at in den Gelenken auftritt� Abschnitt 
 analysiert das

ermittelte Modell und diskutiert dessen wichtigste Eigenschaften� Eine Zusammenfassung

und Ausblick im Abschnitt � schlie�en den Forschungsbericht ab�



� Modellbildung eines elastischen Roboters �

� Modellbildung eines elastischen Roboters

Mit dem Euler�Lagrange Verfahren lassen sich die Di�erentialgleichungen bestimmen
 die

das dynamische Verhalten eines Systems beschreiben� Ein System mit �n Freiheitsgraden

mu� �n Bewegungsgleichungen der Form

d

dt

�L

� �qi
�

�L

�qi
�

�F

� �qi
� ui� i � �� � � � � �n �����

erf�ullen �Wellstead ����
 Goldstein �����
 wobei die Lagrange�Funktion L durch

L � T � U �����

gegeben ist�

Glied i� � Glied i

xi��

xi

Ai�� Ei��

Ai
Ei

Koordinatensystem i� �

Koordinatensystem i

Ti��

Ti

�Ti��

�xi�� �xi

Koordinatensystem

Ortsfestes

y

z
x

dm

Bild �	�� Elastische Kette �Book �����

Um einen elastistischen Roboter modellieren zu k�onnen
 mu� man sowohl dessen poten	

tielle Energie U als auch dessen kinetische Energie T kennen� Der erste Schritt besteht

darin
 die Kinematik des Handhabungssystems zu beschreiben
 was sich durch ein Ver	

fahren nach Book �����
 ����� �siehe auch Arteaga P�erez ������� ausf�uhren l�a�t� Die

Methode ermittelt die Position eines bestimmten Punktes als

�ri
�
� ri � �Ti

iri � Ti
iri � ���
�

�Ti
�
� Ti � A�E�A�E� � � �Ai��Ei��Ai � �Ti��Ai � �����

�Ti��
�
� Ti��Ei��� �����

Bild ��� skizziert einen Teil eines elastischen Roboters� Weitere Erkl�arungen gibt Arteaga

P�erez ������� Durch Anwendung von Gl� ���
� kann die kinetische Energie des i�ten

Gliedes als

Ti �
Z
Gliedi

dTi �
�

�

Z
Gliedi

sp

�
dri
dt

drTi
dt

�
dm �����



� Modellbildung eines elastischen Roboters 


geschrieben werden� F�ur das ganze System gilt

T �
nX
i��

Z
Gliedi

dTi �
�

�

nX
i��

Z
Gliedi

sp

�
dri
dt

drTi
dt

�
dm � �����

Durch Vereinfachungen ist man in der Lage Gl� ����� als

T �
�

�
�qTM �q� �q �����

zu schreiben
 wobei

q�t�
�
� �q���t� � � � qn��t� ����t� � � � ��m�

�t� � � � �n��t� � � � �nmn�t��T

� �q���t� � � � qn��t� q���t� � � � q�m�
�t� � � � qn��t� � � � qnmn�t��T � �����

M �q� �

�
M��q� M��q�

MT
� �q� M��q�

�
������

gilt� q�� � � � qn� bezeichnen die verallgemeinerten starren Koordinaten�

M��q� beschreibt die Verbindung zwischen verallgemeinerten starren Koordinaten
M��q�

zwischen verallgemeinerten starren und elastischen Koordinaten und M��q� zwischen

verallgemeinerten elastischen Koordinaten� M��q� ist durch

m��h� �
nX

i�max���h�

sp
��

�T���U�
� �Ti

�
Fi

�
�Th��Uh

h �Ti

�T�
������

gegeben�
 wobei

hTi
�
� Ah��Eh��Ah��Eh�� � � �Ai��Ei��Ai � ������

h �Ti
�
� EhAh��Eh�� � � �Ai��Ei��Ai � ����
�

Uh
�
�

�Ah

�qh�
� ������

Fi

�
� Ci �

miX
j��

�ij

�
�Cij �CT

ij� �
miX
k��

�ikCikj

�
� F T

i � ������

Ci
�
�

Z
Gliedi

�xi� yi� zi� ��T �xi� yi� zi� ��dm � ������

Cij
�
�

Z
Gliedi

�xi� yi� zi� ��T ��xij� �yij � �zij � ��dm � ������

Cikj
�
�

Z
Gliedi

��xik� �yik� �zik� ��T ��xij� �yij� �zij � ��dm � CT
ijk ������

gilt� M��q� l�a�t sich durch

mh��� � 
h� �
nX

i����

sp
n�

�Th��Uh
h �Ti

�
Fi �T�N��

�Ti�
T
o

������

�
m��h� anstatt m�h ist geeigneter� wenn elastische verallgemeinerte Koordinaten verwendet werden�
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berechnen
 wobei


h� �

	

�


�

� wenn � � h

sp
n�

�Th��Uh
h �T�

�
D��T

T
�

o
wenn � � h

N��
�
�



�����

� ��z�� �y�� �x��

�z�� � ��x�� �y��

��y�� �x�� � �z��

� � � �

�
����� � ������

D��
�
� C�� �

m�X
k��

��kC�k� ������

ist� M��q� ist durch

mhk�� � �h� �
nX

i�max�h�����

sp
n�
ThNhk

hTi

�
Fi �T�N��

�Ti�
T
o

������

zu beschreiben
 wobei

�h� �

	







�








�

sp
n
ThChk�T

T
h

o
wenn h � �

sp
n�
ThNhk

hT�

�
D��T

T
�

o
wenn h � �

sp
n

�T�N��
�Th�DhkT

T
h

o
wenn h 	 �

Der n�achste Schritt ist die potentielle Energie U zu berechnen� Bei elastischen Robotern

gibt es drei Quellen potentieller Energie� Gravitationskraft
 Elastizit�at in den Gliedern

sowie in den Gelenken� Im diesen Bericht werden nur die ersten zwei Quellen ber�uck	

sichtigt� Das di�erentielle Element der potentiellen Energie im i�ten Glied infolge der

Gravitationskraft lautet

dUgi � �gTTi
iridm ����
�

gT � �gx� gy� gz� �� � ������

wobei g der Gravitationsvektor genannt wird und im ortsfesten Koordinatensystem aus	

gedr�uckt ist� Die gesamte potentielle Energie durch die Gravitationskraft ist

Ug � �gT
nX
i��

Tihi � ������

mit

hi
�
� Mili �

miX
k��

�iksik � ������

li � �lxi� lyi� lzi� ��T � ������

sik �
Z
Gliedi

��xik� �yik� �zik� ��Tdm � ������
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wobei l einen Vektor zum Schwerpunkt des Gliedes ohne Deformation �hinsichtlich des

i�ten Koordinatensystems� bezeichnet�

Die potentielle Energie infolge der Elastizit�at im i�ten Glied kann durch �Yuan u� a� ���
�

Uei �
�

�

Z
Gliedi



�EIy

�
���yi
�x�i

��

� EIz

�
���zi
�x�i

��

� EGJx

�
��xi
�xi

��
�
�dxi ������

berechnet werden� In Gl� ������ wird angenommen
 da� die Deformation in die x�Richtung

vernachl�a�igbar ist� �yi
 �zi
 �xi lassen sich als

�yi �
miX
j��

�yij�ij � ���
��

�zi �
miX
j��

�zij�ij � ���
��

�xi �
miX
j��

�xij�ij � ���
��

schreiben �Yuan u� a� ���

 Meirovitch ����
 ������ Setzt man Gln� ���
�� bis ���
�� in

Gl� ������ ein
 ergibt sich

Uei �
�

�

miX
j��

miX
k��

�ij�ik�kyijk � kzijk � kxijk � � ���

�

kyijk �
Z
Gliedi

EIy
d��yij
dx�i

d��yik
dx�i

dxi � ���
��

kzijk �
Z
Gliedi

EIz
d��zij
dx�i

d��zik
dx�i

dxi � ���
��

kxijk �
Z
Gliedi

EGJx
d�xij
dxi

d�xik
dxi

dxi � ���
��

Die gesamte elastische potentielle Energie durch die Gliederdeformation ist dann durch

Ue �
�

�

nX
i��

miX
j��

miX
k��

�ij�ikkijk � ���
��

kijk
�
� kyijk � kzijk � kxijk � kikj ���
��

gegeben� Gl� ���
�� l�a�t sich auch in Matrixform schreiben�

Ue �
�

�
�TK� �

�

�
qT
�

 



 K

�
q � ���
��

�
�
� �����t� � � � ��m�

�t� � � � �n��t� � � � �nmn�t��T � ������
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K �



���������������

k��� � � � k��m�
� � � � � � �

���
� � �

���
���

k�m�� � � � k�m�m�

���
� � �

���

kn�� � � � kn�mn

���
���

� � �
���

� � � � � � � knmn� � � � knmnmn

�
���������������

� ������

So ist die Lagrange�Funktion als

L �
�

�

�
�qTM �q� �q � �TK�

�
� gT

nX
i��

Tihi ������

zu berechnen� Die Rayleighsche Dissipationsfunktion
 die die Gelenkreibung und Struk	

turd�ampfung der Glieder ber�ucksichtigt
 ist durch �Goldstein ����
 Meirovitch �����

F �
�

�
�qTF �q � ����
�

zu bestimmen
 wobei F eine positiv semide�nite Matrix ist� Der wichtigste �und aller	

dings nicht unrealistische� Fall der Matrix F ergibt sich
 wenn sie diagonal ist �Meirovitch

������ In diesem Bericht wird angenommen
 da� dies der Fall ist�

Gleichung ����� l�a�t sich auch in Vektorform schreiben�

d

dt

�L

� �q
�

�L

�q
�

�F

� �q
� u � ������

wobei

u
�
�

�
�n��


 	m��

�
� �m � m� � � � � � mn ������

gilt� Durch Anwendung von Gln� ������ und ������ kann die Bewegungsgleichung

M �q��q � h�q� �q� �

�

 



 K

�
q � F �q � e�q� � u � ������

h�q� �q�
�
� C�q� �q� �q ������

formuliert werden
 wobei

crs�� �
nX
i��

miX
j��

cij��rs �qij � ������

cij��rs
�
�

�

�

�
�mrs��

�qij
�

�mrsij

�q��
�

�mij��

�qrs

�
� ������

ers �

	






�







�

�gT
nX
i�r

�Ti

�qrs
hi wenn s � �

�gT

�
� nX
i�r��

�Ti

�qrs
hi � Trsrs

�
A wenn s �� �

������
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gilt� Dabei tritt die Identit�at

cij��rs � c��ijrs ������

auf� Folgendes soll zum Modell ������ angemerkt werden�

� Gleichung ������ ist g�ultig von verallgemeinerten Eing�angen �Momente an Gelen	

ken� zu verallgemeinerten Koordinaten� Die Antriebsdynamik wird nicht in Betracht

gezogen
 da die Antriebe je nach Roboter variieren�

� In Gl� ������ wird angenommen
 da� nur die verallgemeinerten starren Koordina	

ten Eing�ange besitzen� Sollten die verallgemeinerten Eing�ange f�ur die elastischen

Koordinaten nicht Null sein
 h�angen diese direkt von denen ab
 die f�ur die starren

Koordinaten g�ultig sind� Das hei�t
 es gibt n und nur n reale Eing�ange�

� Die Matrix F und der Vektor e�q� k�onnen Null sein�

� Bei der Modellbildung wurde die Kenntnis der Eigenfunktionen der elastischen

Glieder vorausgesetzt
 was im Grunde unrealistisch ist� Die L�osung besteht darin


das Assumed�modes Verfahren zu benutzen
 welches annimmt
 da� sich die wirkli	

chen Eigenfunktionen durch die eines �ahnlichen Systems ersetzen lassen �Meirovitch

������
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� Modelleigenschaften

Im diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften des Modells ������ ermittelt


die teilweise aus physikalischen Gr�unden und teilweise aus dem Modellbildungsverfahren

folgen� Die �Ahnlichkeit dieser Eigenschaften mit denen des starren Roboters ist sehr gro�


obwohl ein elastischer Roboter mehr Freiheitsgrade als Eing�ange hat� Ihr Nutzen besteht

darin
 da� die Auslegung verschiedener Regelungskonzepte �adaptiver Regelung
 robuster

Regelung
 usw�� deutlich vereinfacht wird�

F�ur die hier betrachteten elastischen Systeme werden vorwiegend diese Normde�nitionen

verwendet�

De�nition �	�

Die Norm eines Vektor q � R	n ist durch

kqk
�
�

vuut 	nX
i��

q�i �
���

gegeben� �

De�nition �	�

Die Norm einer Matrix ist durch

kAk
�
�

q
�max�ATA� �
���

gegeben� �

Die De�nitionen �
��� und �
��� sind diejenigen der euklidischen und der daraus resultie	

renden Normen� Es gibt keinen Verlust der Allgemeing�ultigkeit
 da alle Normen im R
	n

�aquivalent sind �Desoer und Vidyasagar ����� d �h�
 die in diesem Abschnitt gegebenen

Ergebnisse sind g�ultig f�ur jede Norm im R
	n�

Die Modelleigenschaften sind in drei Gruppen zu unterteilen� Diejenigen
 die die Matrizen

des Modells betre�en diejenigen
 die eine Normbegrenzung der Modellmatrizen angeben 

und diejenigen
 die das Modell als Ganzes betrachten�

��� Matrizeneigenschaften

Die Matrizen des Modells ������ besitzen mehere interessante Eigenschaften� Sie deuten

an
 da� die Matrizen und Vektoren in verschiedenen Formen geschrieben werden k�onnen


oder da� sie symmetrisch
 positiv de�nit oder schiefsymmetrisch sind� Sie sind sehr n�utz	

lich f�ur die Reglerauslegung
 da sich mit ihrer Hilfe Stabilit�atsbeweise durchf�uhren lassen�

Die erste ber�ucksichtigt die Tr�agheitsmatrix�
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Eigenschaft �	�

Die Tr�agheitsmatrix M �q� ist symmetrisch und positiv de�nit�

Beweis

Da�M�q� symmetrisch ist� ist aus den Gln� ������� ������� ����	� und ������ o
ensichtlich� Sie

mu� positiv de�nit sein� da die kinetische Energie �Gl� ������ immer gr
o�er als Null ist� wenn

das ganze System nicht in Ruhe ist� �

Zwischen den Matrizen M �q� und C�q� �q� gibt es eine besondere Verbindung
 die der

Auslegung von Beobachtern
 Reglern und adaptiven Algorithmen hilft� EIG 
�� gibt sie

an�

Eigenschaft �	�

Die Matrix N �q� �q�
�
� �M�q�� �C�q� �q� ist schiefsymmetrisch�

Beweis

F
ur jedes Element von �M�q� gilt

�mrs�� �
nX
i��

miX
j��

�mrs��

�qij
�qij � �����

und f
ur jedes von N�q� �q� �durch Anwendung von Gln� ������ und ����	��

nrs��
�
� �mrs�� � �crs��

�
nX
i��

miX
j��

�
�mrs��

�qij
�

�
�mrs��

�qij
�

�mrsij

�q��
�

�mij��

�qrs

��
�qij

�
nX
i��

miX
j��

�
�mij��

�qrs
�

�mrsij

�q��

�
�qij � �����

Da mrs�� � m��rs ist� folgt diese Eigenschaft� �

EIG 
�� ist sehr wichtig� In der Robotik gibt es kaum einen Satz
 der bewiesen wird


ohne diese Eigenschaft zu benutzen� Slotine und Li ������ geben ein gutes Beispiel ihrer

Anwendung
 und zwar mit einer adaptiven Regelung� Anzumerken bleibt
 da� EIG 
��

wegen der besonderen De�nition der Matrix C�q� �q� gilt� Bei Einf�uhrung einer anderen

De�nition
 geht EIG 
�� verloren �Ortega und Spong �����
 aber unabh�angig davon gilt

�qT � �M�q�� �C�q� �q�� �q � � �
���

immer� Die G�ultigkeit von Gl� �
��� l�a�t sich durch die Hamiltonschen kanonischen Be	

wegungsgleichungen beweisen� Der erste Schritt ist Gln� ������ und ������ als

d

dt

�L

� �q
�

�L

�q
� 
 � M �q��q �C�q� �q� �q �

�

 



 K

�
q � e�q� �
���



� Modelleigenschaften ��

zu schreiben
 wobei



�
� u� F �q �
���

ist� Die Hamilton�Funktion lautet �Ortega und Spong ����
 Greenwood �����

H � pT �q � L� �
���

wobei

p �
�L

� �q
�
���

ist� Aus Gln� �
���
 �
��� und ������ ist die Hamilton�Funktion durch

H �
�

�
�qTM �q� �q �

�

�
qT
�

 



 K

�
q � Ug � T � U �
����

zu berechnen� Andererseits sind die Hamiltonschen kanonischen Bewegungsgleichungen

durch

�qi �
�H

�pi
� �
����

�pi � �
�H

�qi
� 
i� i � �� � � � � �n � �
����

gegeben� Mit Anwendung von Gl� �
���� und �
���� wird die Ableitung von H nach t

durch

dH

dt
�

	nX
i��

�H

�qi
�qi �

	nX
i��

�H

�pi
�pi � �qT
 �
��
�

bestimmt� Auch die Gln� �
���� und �
��� k�onnen benutzt werden
 um diese Ableitung zu

kalkulieren�

dH

dt
� �qTM �q��q �

�

�
�qT �M �q� �q � �qT

�

 



 K

�
q � �qT

�Ug

�q

� �qT
 �
�

�
�qT
�

�M �q�� �C�q� �q�
�

�q � �
����

Aus dem Vergleich von Gln� �
��
� und �
���� ergibt sich Gl� �
���� Anzumerken ist die

Bedeutung der De�nitionen der Modellmatrizen
 da EIG 
�� im Grunde nur ein besonde	

rer Fall von Gl� �
��� ist�

Der Vektor h�q� �q� besitzt zwei Eigenschaften
 die seine Elemente in einer besonderen

Weise manipulieren lassen
 wie im Folgenden gezeigt wird�

Eigenschaft �	�

Es gilt

h�q�x�y� � C�q�x�y � C�q�y�x � h�q�y�x� ��x�y � R	n � �
����



� Modelleigenschaften ��

Beweis

Das Element rs des Vektors h�q�x�y� lautet �Gln� ������ und �������

hrs�q�x�y� �
nX

���

m�X
���

�
� nX

i��

miX
j��

cij��rsxij

�
A y��

�
nX
i��

miX
j��

�
� nX
���

m�X
���

cij��rsy��

�
A xij

�
nX
i��

miX
j��

�
� nX
���

m�X
���

c��ijrsy��

�
A xij � hrs�q�y�x� ������

�

Eigenschaft �	�

Es gilt

hrs�q� �q� � �qTNrs�q� �q � �
����

wobei

Nrs�q� � NT
rs�q� � �
����

kNrsk � � � r � �� � � � � n� s � �� � � � �mr �
����

ist�

Beweis

Gl� ������ kann als

crs�� � �qT



���

c����rs
���

cnmn��rs

�
��� ������

geschrieben werden� was bedeutet� da� hrs�q� �q� durch

�qT



���

c����rs � � � c��nmnrs

���
� � �

���

cnmn��rs � � � cnmnnmnrs

�
��� �q

�
� �qTNrs�q� �q ������

gegeben ist� O
ensichtlich ist Nrs�q� � NT
rs�q� �siehe Gl� �������� Die Begrenzung der Norm

ergibt sich daraus� da�Nrs�q� nur Funktion der verallgemeinerten Koordinaten ist� die begrenzt

sind�

�

Nicosia und Tomei �����
 ����� haben EIG 
�
 �zusammen mit EIG 
��� mit Erfolg

verwendet
 um Beobachter f�ur starre Roboter und f�ur Roboter mit Elastizit�at an den

Gelenken auszulegen� EIG 
�� ist auch hilfreich gewesen
 um Beobachter f�ur starre Roboter

zu entwerfen �Canudas de Wit u� a� ����
 ������



� Modelleigenschaften ��

��� Normbegrenzungen

Die Begrenzungen der Normen der Matrizen des Modells ������ spielen eine sehr wichti	

ge Rolle in der Robotik� Sie helfen nicht nur bei der Auslegung robuster Regler
 sondern

auch bei Beweisen der Stabilit�at und Fehlerkovergenz gegen Null beim Beobachterentwurf�

Sie eignen sich gut f�ur die Anwendung der Ljapunov�Theorie
 da mittels Normmanipu	

lationen eine Grenze f�ur Ljapunov�Funktionen erkannt werden kann� Die n�achsten vier

Eigenschaften sind eine direkte Konsequenz von EIG 
���

Eigenschaft �	�

Es gilt

�min�M �q��k �qk� 	 �qTM �q� �q 	 �max�M �q��k �qk� � �
����

Beweis

Die Kinetische Energie �Gl������� kann nur Null sein� wenn das ganze System in Ruhe ist� Es

ist auch nicht m
oglich� da� sie 
uber alle Grenzen w
achst� wenn der Geschwindigkeitsvektor � �q�

begrenzt ist� Das bedeutet� da� es eine Grenze gibt� die von der Tr
agheitsmatrixM�q� abh
angt�

Da letztere symmetrisch und positiv de�nit ist� kann jeder Vektor �q im R	n als eine Kombination

einer orthonormalen Basis � �qi� � � � � �q	n� als

�q �
	nX

i��

ci �qi ������

notiert werden �Strang �		��� Infolgedessen gilt

�qTM�q� �q � c�����M�q�� � � � �� c�	n�	n�M�q�� � ������

�qT �q � k �qk� � c�� � � � �� c�	n � ������

woraus EIG ��� folgt� �

Eigenschaft �	


Die Matrix M���q� existiert
 und es gilt

�max�M �q��k �qk� 	 �qTM���q� �q 	 �min�M �q��k �qk� � �
����

Beweis

Da Jede symmetrische und positiv de�nite Matrix invertierbar ist und deren Inverse auch sym�

metrisch und positiv de�nit ist� folgt EIG ���� �

Eigenschaft �	�

Es gilt

�m� 	 kM �q�k 	 �m� ��� �
����



� Modelleigenschaften �


Beweis

Unter der Annhame� da� k �qk� � � und k �qk� �� sind� ergibt sich aus EIG ���

� � �qTM�q� �q �� ������

� � � k �qTM�q� �qk � k �qk�kM�q�k�� � ����	�

Aus Gl� ����	� folgt� da� Grenzen f
ur kM�q�k existieren m
ussen� �

Eigenschaft �	�

Es gilt

�m� 	 kM���q�k 	 �m
 ��� �
�
��

Beweis

Der Beweis ist der gleiche wie der� der f
ur EIG ��� benutzt wird� �

Diese Eigenschaften zusammen mit EIG 
�� sind miteinander stark gekoppelt� Ein Bei	

spiel ihrer Anwendung auf starre Roboter geben Canudas de Wit u� a� ������� Sie legen

einen Beobachter aus und f�uhren den Stabilit�atsbeweis mit deren Hilfe durch� Die Matrix

C�q� �q� besitzt auch eine Grenze
 wie im Folgenden beschrieben wird�

Eigenschaft �	�

Es gilt

kC�q� �q�k 	 kck �qk � �
�
��

Beweis

Die Matrix C�q� �q� l
a�t sich als �siehe Gl� �������

C�q� �q� �
�

�

nX
i��

miX
j��

Cij�q� �qij � ������

schreiben� Jedes Element der Matrix Cij�q� ist durch

�mrs��

�qij
�

�mrsij

�q��
�

�mij��

�qrs
������

gegeben� Beim Berechnen der Norm von C�q� �q� ergibt sich

kC�q� �q�k �
�

�

������
nX
i��

miX
j��

Cij�q� �qij

������
�

�

�

nX
i��

miX
j��

kCij�q� �qijk

�
�

�

nX
i��

miX
j��

kCij�q�kj �qijj

�
�

�

nX
i��

miX
j��

kCij�q�kk �qk � ������
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Mit

kc
�
�

�

�
max
q�R�n

nX
i��

miX
j��

kCij�q�k ������

folgt die Eigenschaft� �

Die Frage stellt sich
 ob das Maximum in Gl� �
�
�� existiert� Das mu� der Fall sein


da die De�nition der Matrizen Cij�q� von der Tr�agheitsmatrix M �q� abh�angt� Da die

Robotergelenke rotatorisch arbeiten
 d�urfen nur trigonometrische Funktionen �Sinus und

Cosinus� der verallgemeinerten starren Koordinaten und die elastischen Koordinaten auf	

treten
 was auch f�ur die partiellen Ableitungen in Gl� ������ gilt� Da die verallgemeinerten

elastischen Koordinaten begrenzt sind �siehe EIG 
����
 mu� das Maximum in Gl� �
�
��

existieren�

Die n�achsten Eigenschaften ber�ucksichtigen die Starrheitsmatrix K und die verallgemei	

nerten elastischen Koordinaten� Deren Wichtigkeit liegt darin
 da� sie unabh�angig vom

starren K�orper sind und in Betracht gezogen werden sollen
 wenn ein Regler zu entwerfen

ist
 der Schwingungen der elastischen Glieder verhindern mu��

Eigenschaft �	�


Die Starrheitsmatrix K ist diagonal und positiv de�nit
 und es gilt

�min�K�k�k� 	 �TK� 	 �max�K�k�k� � �
�
��

Beweis

Die Behauptung folgt aus der De�nition der Starrheitsmatrix �siehe Gln� ������ bis ������ und

�������� da die Eigenfunktionen orthogonal sind� d� h� die Ergebnisse der Integrationen sind Null�

wenn j �� k ist �Meirovitch �	���� Der Beweis f
ur die Normbegrenzung ist der gleiche wie der

f
ur EIG ���� �

Die elastische potentielle Energie Ue kann nicht Unendlich sein
 da die Deformationen

klein sind �De Luca und Siciliano ���

 De Luca und Panzieri ������ Das bedeutet
 da�

die Norm der verallgemeinerten Koordinaten begrenzt ist
 wie die folgende Eigenschaft

angibt�

Eigenschaft �	��

Die Norm des Vektors � ist durch

k�k 	

s
�Ue�max

�max�K�

�
� �� �
�
��

begrenzt
 wobei Ue�max die maximale potentielle Energie bezeichnet�



� Modelleigenschaften ��

Beweis

Aus physikalischen Gr
unden mu� es ein Maximum der potentiellen Energie geben� da die De�

formationen klein sind� Von Gl� ����	� kann

�TK� � �Ue�max �� ������

abgeleitet werden� womit EIG ���� direkt aus EIG ���� folgt� �

EIG 
��� wurde in diesem Forschungsbericht so beschrieben
 um die gleiche Form wie

in De Luca und Siciliano ����
� sowie De Luca und Panzieri ������ zu haben
 aber im

Grunde ist Ue�max als

Ue�max �
�

�
�k����k�����k

�
max � � � �� knmnnmnk�nmnnmnk

�
max� �
�
��

zu berechnen� Es ist leicht zu merken
 da� der Beweis f�ur EIG 
��� falsch ist
 wenn

Gleichung �
�
�� benutzt wird� Wenn man hingegen

Ue�max
�
�

�

�
�max�K��k�����k

�
max � � � � � k�nmnnmnk

�
max� �
����

de�niert
 dann gilt der in EIG 
��� gegebene Beweis� Obwohl sich Ue�max in Form der

Gl� �
���� nur in besonderen F�allen beschreiben l�a�t
 gibt es keinen Verlust der Allge	

meing�ultigkeit
 da die Tatsache bleibt
 da� k�k begrenzt ist�

Es ist anzumerken
 da� alle die Normen der Matrizen des Modells ������ begrenzt sind�

Im Folgenden werden diese Begrenzungen f�ur die Matrix F und den Gravitationsvektor

angegeben�

Eigenschaft �	��

F�ur die Matrix der viskosen Gelenkreibung und der Strukturd�ampfung der Glieder F gilt

�min�F �k �qk� 	 �qTF �q 	 �max�F �k �qk� � �
����

Beweis

Dies ergibt sich aus der De�nition von F �Gl� ������ �

Eigenschaft �	��

Es gibt eine Begrenzung f�ur den Vektor e�q�
 d� h�

ke�q�k 	 �g � �
����



� Modelleigenschaften ��

Beweis

Da

ke�q�k �

vuut nX
r��

mrX
s��

e�rs ������

ist� reicht es aus� zu beweisen� da� die Norm jedes Elementes ers begrenzt ist� Das ist sicher der

Fall� wie man direkt aus der De�nition ������ ersehen kann �ers ist nur Funktion verallgemei�

nerter Koordinaten�� �

Wenn der Gravitationsvektor als

e�q� �

�
es�q�

ee�q�

�
�
����

geschrieben wird
 wobei es�q� f�ur s � � in Gl� ������ berechnet werden kann und ee�q�

anderenfalls
 ergeben sich noch weitere Normbegrenzungen�

Eigenschaft �	��

Es gilt������e�q�

�q

����� 	 � � �
����

������es�q�

�q

����� 	 �s � �
����

������ee�q�

�q

����� 	 �e � �
����

Beweis

Eine Untersuchung der Gl� ������ zeigt� da� im Gravitationsvektor nur trigonometrische Funk�

tionen der verallgemeinerten starren Koordinaten und die verallgemeinerten elastischen Koordi�

naten auftreten� Dies bedeutet im Grunde� da� das gleiche f
ur die partiellen Ableitungen nach

q gelten mu�� Daraus folgt EIG �����

�

Eine direkte Konsequenz von EIG 
��� ist�

Eigenschaft �	��

Es gilt

ke�q��� e�q��k 	 �kq� � q�k � �q��q� � R
	n � �
����



� Modelleigenschaften ��

Beweis

Um EIG ���� zu beweisen� ist der Mittelwertsatz n
utzlich� welcher besagt� da�� falls e�q� konti�

nuierlich ist und dessen partielle Ableitungen nach q begrenzt sind� f
ur jeden der zwei Vektoren

q�� q�

e�q��� e�q�� �
�e�q�

�q

����
q��

�q� � q�� ����	�

gilt� wobei q�� einen Punkt zwischen q� und q� bezeichnet �Feng und Postlethwaite �		��� Da

e�q� kontinuierlich ist �siehe dessen De�nition� Gl� ������� und dessen partielle Ableitungen nach

q begrenzt sind� kann man Gl� ����	� benutzen und deren Norm berechnen�

ke�q��� e�q��k �

����� �e�q��q

����
q��

�q� � q��

�����
�

����� �e�q��q

����
q��

����� k�q� � q��k � �k�q� � q��k � ������

�

Anzumerken ist
 da� die Normbegrenzungen f�ur jeden Vektor g�ultig sind
 und nicht nur

f�ur q oder �� Die Eigenschaften wurden so angegeben
 um die Au�assung der Beweisen

zu erleichten
 da die Grenzen aus physikalischen Gr�unden entstehen�

��� Eigenschaften des gesamten Modells

In diesem Abschnitt werden zwei Eigenschaften des elastischen Roboters als Ganzes be	

schrieben� Um EIG 
��� besser verstehen zu k�onnen
 sollte der Leser die Grundlagen des

Verfahrens nach Denavit und Hartenberg �Spong und Vidyasagar ����
 Fu u� a� �����

kennen�

Eigenschaft �	�


Mit einer geeigneten De�nition der Systemparameter kann das Modell ������ in der Form

M �q��q � h�q� �q� �

�

 



 K

�
q � F �q � e�q� � u � Y �q� �q� �q�� �
����

geschrieben werden�

Beweis

EIG ���� formell zu beweisen� ist zu schwierig und f
ur diesen Bericht nicht wesentlich�� Statt�

dessen wird die G
ultigkeit der Eigenschaft gezeigt�

�Die Demonstration f�ur starren Roboter ist in An u� a� �����	 und Khosla und Kanade �����	

nachzulesen�
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Die Kinematik eines starren Roboters ist durch Anwendung des Verfahrens nach Denavit und

Hartenberg beschreibbar� Diese Methode benutzt das Produkt von Transformationsmatrizen�

die in einer so besonderen Weise bestimmt werden� da� vier und nur vier Parameter erscheinen�

von denen jeweils einer eine verallgemeinerte starre Koordinate darstellt� Jede dieser Matrizen

hat die Form �Spong und Vidyasagar �	�	�

Ai �



�����
cos�qi� � sin�qi� � �

sin�qi� cos�qi� � �

� � � �

� � � �

�
�����



�����
� � � �

� � � �

� � � di

� � � �

�
�����



�����
� � � li

� � � �

� � � �

� � � �

�
�����



�����
� � � �

� cos��i� � sin��i� �

� sin��i� cos��i� �

� � � �

�
����� � ������

Die Bedeutung der in Gl� ������ auftretenden Parameter ist in der Literatur zu �nden� Wichtig

ist� da� die verallgemeinerten starren Koordinaten �qi� schon zu erkennen sind� und zwar als

Argument trigonometrischer Funktionen� In einem elastischen Roboter l
a�t sich Gl� ������ nicht

mehr benutzen� Hierbei sollte die dritte Matrix durch �Book �	�	� �	���

Ei �



�����
� � � li

� � � �

� � � �

� � � �

�
����� �

miX
j��

qij�t�



�����

� �	zij 	yij 
xij

	zij � �	xij 
yij

�	yij 	xij � 
zij

� � � �

�
����� ������

ersetzt und eine neue De�nition von Ai gegeben werden� So wird angenommen� da�

Ai
�
�



�����
� � � �

� cos��i� � sin��i� �

� sin��i� cos��i� �

� � � �

�
�����



�����
cos�qi�� � sin�qi�� � �

sin�qi�� cos�qi�� � �

� � � �

� � � �

�
�����



�����
� � � �

� � � �

� � � di

� � � �

�
����� ������

gilt� Die Bedeutung des Parameters �i in der neuen De�nition entspricht demjeniegen von �i��

in der alten �mit �� und der damaligen �n gleich Null�� Die partielle Ableitung nach qi� von Ai

ist

Ui
�
�

�Ai

�qi�
�



�����
� � � �

� cos��i� � sin��i� �

� sin��i� cos��i� �

� � � �

�
�����



�����
� sin�qi�� � cos�qi�� � �

cos�qi�� � sin�qi�� � �

� � � �

� � � �

�
�����



�����
� � � �

� � � �

� � � di

� � � �

�
����� � ������
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Anzumerken bleibt� da� die verallgemeinerten starren Koordinaten immer noch als trigonome�

trische Funktionen auftreten� Infolge dieses Umstandes� ist es leicht zu verstehen� da� sich jedes

Element der Tr
agheitsmatrix als

mhk�� � f��q��p�� f��q��p� � � � � ������

schreiben l
a�t� wobei die Funktionen fi�q� bekannt sind und die Elemente �pi Produkte der Pa�

rameter des Roboters bezeichnen �siehe die De�nition vonM�q�� Gln� ������� ������� ����	� und

�������� Im Grunde kann das Gleiche 
uber die Vektoren h�q� �q� und e�q� gesagt werden �K und

F brauchen keine Erkl
arung�� Wenn man die Parameter �pi als die Roboterparameter de�niert�

l
a�t sich das Modell ������ mittels Matrizenmanipulationen in der Form ������ schreiben� �

Was EIG 
��� besagt ist
 da� die stark nichtlineare Dynamik des elastischen Roboters

linear in den Parameter ist� Die Form �
���� eignet sich besonderes gut f�ur die adaptive

Regelung� Ein Beispiel dieses Regelungskonzeptes f�ur starre Roboter kann man in dem

Artikel von Slotine und Li ������ lesen� Ortega und Spong ������ geben f�ur diese Ei	

genschaft eine gute Zusammenfassung
 Erkl�arung und Anwendungsbeispiel
 immer noch

f�ur starre Roboter� Lammerts u� a� ������ benutzen sie schon in elastischen Robotern�

Ihr Verfahren basiert �wie fast alle� auf dem nach Slotine und Li ������� Die Mehrheit

der bis heute entwickelten Algorithmen zur Bestimmung der Parameter sind nicht in der

Lage
 diese richtig zu sch�atzen� Dies stellt eigentlich kein gro�es Problem dar
 da sich der

Roboter
 mit Hilfe der adaptiven Regelung
 gut regeln l�a�t� Das hei�t
 die Regelungsal	

gorithmen brauchen nicht mehr die exakte Kenntnis des Modells des Roboters
 was eine

unrealistische Annahme ist� Dies bedeutet nicht unbedingt
 da� es nicht m�oglich ist
 die

wirklichen Parameter zu bestimmen� Einen Algorithmus daf�ur geben Tang und Arteaga

P�erez ������ an�

�Uber EIG 
��� ist es wichtig anzumerken
 da�

� der Regressor Y �q� �q� �q� �Gl� �
����� und der Parametervektor � nicht eindeutig

sind


� Matrixparameter im Regressor auftreten sollen
 wenn sie gut genug bekannt sind

�das ist zum Beispiel der Fall der L�ange eines Gliedes ohne Deformation�
 und

� der Parametervektor so klein wie m�oglich sein soll�

Die letzte in diesem Forschungsbericht beschriebene Eigenschaft behandelt die Energie	

dissipation des Roboters� Wenn die Energie zwischen zwei Punkten eines Systems immer

verschwindet
 dann wird gesagt
 da� deren Abbildung passiv ist� Beispielweise kann man

an elektrische Systeme denken� Ein elektrischer Widerstand dissipiert Energie
 und eine

elektrische Energiequelle gibt Energie� So ist die erste Abbildung passiv
 w�ahrend die

zweite aktiv gennant wird� Der elastische Roboter besitzt eine passive Abbildung
 wie

EIG 
��� zeigt�



� Modelleigenschaften ��

Eigenschaft �	��

Die Abbildung �q 
 
 ist passiv
 d� h� es gilt

� �q� 
 	T
�
�
Z T

�
�qT
dt � �� � �
����

f�ur eine � 	 � und � T 	 ��

Beweis

Aus Gln� ������ und ������ ergibt sich

� �q� � �T �
Z T

�
dH � H�T ��H��� � �H��� � ������

Mit �
�
� H��� folgt EIG �����

�

Weitere Erkl�arungen �uber die Passivit�atstheorie sind in Desoer und Vidyasagar ������ zu

sehen� Interessant ist anzumerken
 da� sich die passive Abbildung des starren Roboters

ergibt
 wenn die Matrix der viskosen Gelenkreibung und der Strukturd�ampfung der Glie	

der �F � Null ist� Das hei�t
 die Abbildung zwischen � und qs ist passiv�

Diese Eigenschaft ist mit Erfolg bei starren Robotern benutzt worden �Brogliato u� a�

����
 Tang und Arteaga P�erez ������ Der gro�e Vorteil der Passivit�atstheorie besteht

darin
 da� sich die Stabilit�at eines Systems nur auf den Passivit�atseigenschaften der Teil	

systeme basierend untersuchen l�a�t� �F�ur den Roboter ist der Regler das andere Teilsy	

stem
 das auch passiv sein soll�� Das hei�t
 es ist prinzipiell nicht wichtig
 ob der Regler

diskret
 zeitkontinuierlich
 linear
 nichtlinear oder Fuzzy ist� Es gibt noch keine Arbeit f�ur

elastischen Roboter
 aber sie ist eine interessante Eigenschaft zu nennen�



� Zusammenfassung und Ausblick ��

� Zusammenfassung und Ausblick

Im vorliegenden Bericht� wird ein Verfahren zur Modellbildung elastischer Roboter vor	

gestellt
 das einen Satz nichtlinearer Gleichungen als Modell ermittelt� Dieses weist eine

gewisse �Ahnlichkeit mit dem des starren Roboters auf
 nicht nur in der Form sondern

auch in den Eigenschaften� Die Bedeutung dieser Eigenschaften besteht darin
 da� sie die

Auslegung verschiedener Regelungskonzepte vereinfachen� Dies stellt eine �Uberlegenheit

gegen�uber anderen Optionen wie zum Beispiel der Linearisierung dar
 die die Vorteile der

linearen Theorie ausnutzt aber nur in der N�ahe des Arbeitspunktes gilt�

Obwohl sich das Modell theoretisch genau berechnen l�a�t
 ist es nicht realistisch anzuneh	

men
 da� es in jeden F�allen den Roboterarm fehlerfrei beschreiben kann� Deswegen ist es

wichtig anzumerken
 da� dessen Eigenschaften auf der Struktur und nicht auf der Kennt	

nis der Parameter basieren
 da sie in Mehrheit einen physikalischen Ursprung besitzen

und nicht aus dem Modellbildungsverfahren enstehen� Viele geben eine Normbegrenzung

der Matrizen des Systems an
 durch die ein Regler ausgelegt werden kann� Nicht zu ver	

gessen ist
 da� das Modell und dessen Eigenschaften nicht nur die robuste sondern auch

die adaptive Regelung erlauben�

Auf diesem Modell basierend soll zuk�unftig ein Beobachter entworfen werden� Daf�ur ist nur

die Kenntnis der verallgemeinerten starren Koordinaten und der Dehnung an den Gliedern

vorauszusetzen� Als Ergebnis m�ussen die verallgemeinerten elastischen Koordinaten und

die Ableitung nach der Zeit der verallgemeinerten Koordinaten ermittelt werden�

�Die Arbeiten� die zu diesen Ergebnissen gef�uhrt haben� wurden durch ein DAAD
Stipendium un�

terst�utzt�
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