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1 Einleitung

Die Regelung elastischer Roboter ist eine anspruchsvolle Aufgabe. Daher besteht die Not-
wendigkeit eines guten Modells. Fine Moglichkeit liegt darin, eine Modellstruktur vorzu-
geben und deren Parameter zu identifizieren. Da der elastische Roboter ein nichtlineares
System darstellt, ist in diesem Fall ein bilineares Modell ein adaquater Ansatz, weil dieses
eine bessere Approximation als ein lineares gibt (Schwarz 1991). Es ist aber auch maéglich,
den Roboter theoretisch zu modellieren, was unter der Annahme der kleinen Deformatio-
nen systematisch durchgefiihrt werden kann. Der vorliegende Bericht beschéftigt sich mit
der Modellbildung elastischer Roboter und den wichtigsten Eigenschaften des ermittelten
Modells.

Ein starrer Roboter 1a8t sich relativ einfach modellieren. Zwei Standardmethoden sind
die Anwendung der Euler-Lagrange Gleichungen und das Newton—Euler Verfahren (Spong
und Vidyasagar 1989, Fu u. a. 1989). Obwohl beide Methoden zum gleichen Modell fiithren,
wird das Euler-Lagrange Verfahren am héufigsten benutzt, da es auf der Kenntnis der
potentiellen und kinetischen Energie des Roboters basiert, was die Durchfithrung erleich-
tert (Spong und Vidyasagar 1989). Das Ergebnis ist ein hochgradig nichtlineares Modell
zweiter Ordnung, dessen Differentialgleichungen gut bestimmte Figenschaften besitzen,

die aus physikalischen Griinden entstehen (Ortega und Spong 1989).

Wenn man in der Lage ist, die potentielle und kinetische Energie eines elastischen Robo-
ters zu beschreiben, kann das Fuler-Lagrange Verfahren auch in diesem Fall verwendet
werden. Spong (1987) hat elastische Roboter modelliert, deren Elastizitat auf die Ge-
lenke beschrankt ist. De Luca und Siciliano (1991) betrachten den Fall, dafl die Glieder
elastisch sind und sich der Roboter in einer Ebene bewegt. Yuan u. a. (1993) haben Bewe-
gungsgleichungen fiir Roboter mit Elastizitdten in Gliedern und Gelenken berechnet. Sie
schranken die Bewegung in einer Ebene nicht ein. Das Ergebnis ist, dafl das Modell des
elastischen dem Modell des starren Roboters dhnlich ist. Der grofte (und allerdings sehr
wichtige) Unterschied besteht darin, daff der elastische Roboter mehr Freiheitsgrade als
Eingénge hat, wahrend der starre Roboter die gleiche Anzahl besitzt. Wie fiir den starren
Roboter sind fiir den elastischen Roboter niitzliche Modelleigenschaften bestimmbar, die
die Auslegung verschiedener Regelungskonzepte deutlich erleichtern. Nicosia und Tomei
(1995) haben zum Beispiel einen Beobachter fiir Roboter entworfen, deren Gelenke ela-
stisch sind. Einige interessante Ergebnisse iber Punkt zu Punkt Regelung und adaptive
Regelung mit Robotern, deren Glieder elastisch sind, geben De Luca und Siciliano (1993)

und Lammerts u. a. (1995) an.

Das Verfahren nach Yuan u. a. (1993) wird in Abschnitt 2 erldutert. Hierbei wird an-
genommen, dafl keine Elastizitit in den Gelenken auftritt. Abschnitt 3 analysiert das

ermittelte Modell und diskutiert dessen wichtigste Eigenschaften. Eine Zusammenfassung
und Ausblick im Abschnitt 4 schlielen den Forschungsbericht ab.
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2 Modellbildung eines elastischen Roboters

Mit dem Euler—Lagrange Verfahren lassen sich die Differentialgleichungen bestimmen, die
das dynamische Verhalten eines Systems beschreiben. Ein System mit n Freiheitsgraden

mufl n Bewegungsgleichungen der Form

doL JdL OF

— 7 = u;,

dt d¢;  dq; 04
erfiillen (Wellstead 1979, Goldstein 1991), wobei die Lagrange—Funktion L durch

i=1,...,n (2.1)

L=T-U (2.2)

gegeben ist.

Ortsfestes
Koordinatensystem
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Koordinatensystem ¢
y /
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x Koordinatensystem ¢ — 1 \ ' o

. — Glied i — 1 Glied i

\\
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Bild 2.1: Elastische Kette (Book 1984)

Um einen elastistischen Roboter modellieren zu kénnen, mufl man sowohl dessen poten-
tielle Energie U als auch dessen kinetische Energie T' kennen. Der erste Schritt besteht
darin, die Kinematik des Handhabungssystems zu beschreiben, was sich durch ein Ver-

fahren nach Book (1979, 1984) (siehe auch Arteaga Pérez (1995)) ausfithren 1afit. Die

Methode ermittelt die Position eines bestimmten Punktes als

0’I"Z' é r, = Oﬂi’l"i = CFZZT‘Z 5 (23)
T, & T,= A\BAE, - A B A =T, A; | (2.4)
Ty 2 T E . (2.5)

Bild 2.1 skizziert einen Teil eines elastischen Roboters. Weitere Erklarungen gibt Arteaga
Pérez (1995). Durch Anwendung von GI. (2.3) kann die kinetische Energie des i~ten
Gliedes als

1 dr; de?
T, = AT = — -——]d 2.6
Clied; 2 JQlied; °P ( dt dt ) m (2.6)
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geschrieben werden. Fiir das ganze System gilt

- 1 dr; drl
T = AT, = = / i ) dm 2.7
ZZ:; Glied; 2 ; Glied; °P ( dt dt ) " (2.7)
Durch Vereinfachungen ist man in der Lage Gl. (2.7) als
1. :
T=54"M(q)q (2.8)

zu schreiben, wobei

q(t) = [go(t) - guo(t) 611(t) - 6oy (1) - 6 (1) -+ S, ()]
= [auo(t) - guo(t) a1() - Gro (1) -~ Gor (1) -~ G (D] (2.9)
M(g) = | Mia) Ma) (2.10)

M;(q) Ms(q)
gilt. q1o. .. g0 bezeichnen die verallgemeinerten starren Koordinaten.
M, (q) beschreibt die Verbindung zwischen verallgemeinerten starren Koordinaten, Ms(q)

zwischen verallgemeinerten starren und elastischen Koordinaten und Ms(q) zwischen

verallgemeinerten elastischen Koordinaten. M;(q) ist durch

Maoho = Zn: Sp {(Ta—anaTi) F; (Th—thhTi)T} (2-11)

t=max(c,h

gegeben'!, wobei

hﬂ» 2 A B Ao By A B A (2'12)
"T. 2 EAuEny - A B A (2.13)
A
u, & %4 (2.14)
dqno
7=1 k=1
Ci é / [xivyivziv1]T[xi7yi7zi71]dm ’ (216)
Glied;
A
Ci = /G]~ 4 [0, yis 2, 1T [Gaijy Gyijs i, 0ldm (2.17)
A T T
Cij = /Gl, [ @aits Byt Dt O (B, Gy @i, O)dm = Ci (2.18)

gilt. My(q) 148t sich durch

S sp { (T U/ T}) Fi (TN, T})" } (2.19)

i=a+1

Ymqono anstatt mey ist geeigneter, wenn elastische verallgemeinerte Koordinaten verwendet werden.
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berechnen, wobei

0 wenn o < h
Yha = . ~
sp {(Th_thhTa) Dang} wenn o > h
0 _ezaﬁ eyozﬁ ¢1’o¢ﬁ
P G A (2.20)
_eyozﬁ exozﬁ 0 ¢zo¢ﬁ
0 0 0 0
Doy £ Cos+ Y 6u1Coss (2.21)
k=1

ist. Ms(q) ist durch

MhkaB = Nha + Zn: sp {(ThNhkhTi) F; (TaNaﬁaTi)T} (2.22)
i=max(hya)+1

zu beschreiben, wobei

sp {ThChkng} wenn h = «

Nho = Sp{(ThNhkhTa) Dang} wenn h < «

sp {(TaNagaTh) thTg} wenn h > «

Der néchste Schritt ist die potentielle Energie U zu berechnen. Bei elastischen Robotern
gibt es drei Quellen potentieller Energie: Gravitationskraft, Elastizitdat in den Gliedern
sowie in den Gelenken. Im diesen Bericht werden nur die ersten zwei Quellen beriick-
sichtigt. Das differentielle Element der potentiellen Energie im ¢—ten Glied infolge der

Gravitationskraft lautet
dU,; = —g"Ti'r;dm (2.23)
gT = [nggyvgzvo] 5 (2'24)

wobei g der Gravitationsvektor genannt wird und im ortsfesten Koordinatensystem aus-

gedriickt ist. Die gesamte potentielle Energie durch die Gravitationskraft ist

U, = —gTZn:Tihi : (2.25)
=1
mit
hy £ Mili‘|‘§i:5ik3ik : (2.26)
l; = [lxialyh];z’::l]T ; (2.27)

Sip = / [Guis Dyiks Dain, 0] dm (2.28)
Glied;
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wobei I einen Vektor zum Schwerpunkt des Gliedes ohne Deformation (hinsichtlich des

i—ten Koordinatensystems) bezeichnet.

Die potentielle Energie infolge der Elastizitat im i—ten Glied kann durch (Yuan u. a. 1993)

1 926, \* 9%..\" 90,.\°
ot o [ () e (2 s rn (%) o e

berechnet werden. In Gl. (2.29) wird angenommen, daf die Deformation in die —Richtung

vernachléBigbar ist. o,,, 0.,, 8,, lassen sich als
5% = Z ¢yij5ij ) (2.30)
7=1
8 = D 023005 (2.31)
7=1
O, =D 02,0 (2.32)
7=1

schreiben (Yuan u. a. 1993, Meirovitch 1967, 1975). Setzt man Gln. (2.30) bis (2.32) in
Gl. (2.29) ein, ergibt sich

1 ™My My
Ui = 5222 0ibinlkyyy + ko + ha) (2.33)
j=1k=1
d2¢yij d2¢yik
P = /Gliedi Y da? di:z;?dxi ’ (2:34)
d2¢zij d2¢zik
kzwk N ~/GliediE ? dl’? dl‘? de ’ (235)
a0, do,,
boe = /G e (2.36)

Die gesamte elastische potentielle Energie durch die Gliederdeformation ist dann durch

1nm,‘mi

Ue = §Zzz5ij5ikkijk : (2.37)

=1 j=1 k=1

>

Eijn

gegeben. Gl. (2.37) 1aBt sich auch in Matrixform schreiben:

U, = %5%{5:%{[3 %]q , (2.39)
§ 2 [6u(t) iy (1) b () (] (2.10)
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P TP . 0
klmll e klmlml
K = : : : (2.41)
knll Tt knlmn
i 0 ce ce knmnl ce knm”m” ]

So ist die Lagrange-Funktion als
1 n
L=; (§"M(q)q— 6" K5) +g" Y Tih, (2.42)
=1
zu berechnen. Die Rayleighsche Dissipationsfunktion, die die Gelenkreibung und Struk-
turdampfung der Glieder beriicksichtigt, ist durch (Goldstein 1991, Meirovitch 1967)
1
F = 5@,TF«;, , (2.43)
zu bestimmen, wobei F' eine positiv semidefinite Matrix ist. Der wichtigste (und aller-
dings nicht unrealistische) Fall der Matrix F' ergibt sich, wenn sie diagonal ist (Meirovitch
1967). In diesem Bericht wird angenommen, daf} dies der Fall ist.

Gleichung (2.1) 148t sich auch in Vektorform schreiben:
doL oL OF

it R 2.44
dtog og oqg (244)
wobei
u 2 lTnXl ] . om=my 4+ my, (2.45)
0 x1
gilt. Durch Anwendung von Gln. (2.42) und (2.44) kann die Bewegungsgleichung
, : 0 :
M(q)q + h(q,q)+l0 K]q+Fq+e(q)=u ) (2.46)
A N
h(q,q) = Clq,9)q (2.47)
formuliert werden, wobei
Crsap = chijaﬁrsq'ij ) (248)
=1 5=0
1 rSo rSst] ijo
Cijaprs é a {am g am 2 — am] ﬁ} , (249)
2 | 9q; qap 0y
= T,
—g7 0 h; wenn s = ()
i= 04
€rs = (2.50)

" OT;
—g7 ( Z %hi + TTSTS) wenn s # 0

i=r+1
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gilt. Dabei tritt die Identitat
Cijaprs = CaBijrs (251)
auf. Folgendes soll zum Modell (2.46) angemerkt werden.

e Gleichung (2.46) ist giiltig von verallgemeinerten Eingangen (Momente an Gelen-
ken) zu verallgemeinerten Koordinaten. Die Antriebsdynamik wird nicht in Betracht

gezogen, da die Antriebe je nach Roboter variieren.

e In Gl. (2.45) wird angenommen, dal nur die verallgemeinerten starren Koordina-
ten Fingdnge besitzen. Sollten die verallgemeinerten Eingénge fiir die elastischen
Koordinaten nicht Null sein, hdngen diese direkt von denen ab, die fiir die starren

Koordinaten giiltig sind. Das heif}t, es gibt n und nur n reale Eingénge.
e Die Matrix F' und der Vektor e(q) kénnen Null sein.

e Bei der Modellbildung wurde die Kenntnis der FEigenfunktionen der elastischen
Glieder vorausgesetzt, was im Grunde unrealistisch ist. Die Losung besteht darin,
das Assumed—modes Verfahren zu benutzen, welches annimmt, dafy sich die wirkli-

chen Eigenfunktionen durch die eines &hnlichen Systems ersetzen lassen (Meirovitch

1967).
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3 Modelleigenschaften

Im diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften des Modells (2.46) ermittelt,
die teilweise aus physikalischen Griinden und teilweise aus dem Modellbildungsverfahren
folgen. Die Ahnlichkeit dieser Eigenschaften mit denen des starren Roboters ist sehr groB,
obwohl ein elastischer Roboter mehr Freiheitsgrade als Eingénge hat. Thr Nutzen besteht
darin, daf die Auslegung verschiedener Regelungskonzepte (adaptiver Regelung, robuster

Regelung, usw.) deutlich vereinfacht wird.

Fiir die hier betrachteten elastischen Systeme werden vorwiegend diese Normdefinitionen

verwendet.

Definition 3.1
Die Norm eines Vektor ¢ € R™ ist durch

lgll = «éq? (3.1)

gegeben. O

Definition 3.2
Die Norm einer Matrix ist durch
A
[All =/ Ana(ATA) (3.2)
gegeben. O

Die Definitionen (3.1) und (3.2) sind diejenigen der euklidischen und der daraus resultie-
renden Normen. Es gibt keinen Verlust der Allgemeingiiltigkeit, da alle Normen im R™
dquivalent sind (Desoer und Vidyasagar 1975); d .h., die in diesem Abschnitt gegebenen
Ergebnisse sind giiltig fiir jede Norm im R™.

Die Modelleigenschaften sind in drei Gruppen zu unterteilen: Diejenigen, die die Matrizen
des Modells betreffen; diejenigen, die eine Normbegrenzung der Modellmatrizen angeben;

und diejenigen, die das Modell als Ganzes betrachten.

3.1 Matrizeneigenschaften

Die Matrizen des Modells (2.46) besitzen mehere interessante Eigenschaften. Sie deuten
an, dafl die Matrizen und Vektoren in verschiedenen Formen geschrieben werden kénnen,
oder daf} sie symmetrisch, positiv definit oder schiefsymmetrisch sind. Sie sind sehr niitz-
lich fiir die Reglerauslegung, da sich mit ihrer Hilfe Stabilitdtsbeweise durchfiithren lassen.

Die erste beriicksichtigt die Tragheitsmatrix.
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Eigenschaft 3.1
Die Tragheitsmatrix M (q) ist symmetrisch und positiv definit.

Beweis
DaB M(q) symmetrisch ist, ist aus den Gln. (2.10), (2.11), (2.19) und (2.22) offensichtlich. Sie
muf} positiv definit sein, da die kinetische Energie (Gl (2.8)) immer grofier als Null ist, wenn

das ganze System nicht in Ruhe ist. O

Zwischen den Matrizen M (q) und C(q,q) gibt es eine besondere Verbindung, die der
Auslegung von Beobachtern, Reglern und adaptiven Algorithmen hilft. EIG 3.2 gibt sie

an.

Eigenschaft 3.2
Die Matrix N(q, q) 2 M(q) —2C(q, q) ist schiefsymmetrisch.

Beweis
Fiir jedes Element von M(q) gilt

0 rsa
mrsaﬁ — ZZ z ﬁ (33)

=1 7=0

und fiir jedes von N(q,q) (durch Anwendung von Gln. (2.48) und (2.49))

A .
Nyrsag = mrsaﬁ - QCTsozﬁ

_ Z Z {8mrsaﬁ (8mrsaﬁ + 8mrsij _ 8m2]aﬁ) } q”

=1 7=0 8%] 8%] 8(]05 a%“s
N Omijag 377%525} )
i=1 =0 { Iqrs 403
Da my 503 = magrs ist, folgt diese Eigenschaft. a

EIG 3.2 ist sehr wichtig. In der Robotik gibt es kaum einen Satz, der bewiesen wird,
ohne diese Eigenschaft zu benutzen. Slotine und Li (1987) geben ein gutes Beispiel ihrer
Anwendung, und zwar mit einer adaptiven Regelung. Anzumerken bleibt, dafl EIG 3.2
wegen der besonderen Definition der Matrix C(q, q) gilt. Bei Einfiihrung einer anderen
Definition, geht EIG 3.2 verloren (Ortega und Spong 1989), aber unabhéngig davon gilt

q"(M(q) —2C(q.4))g =0 (3.5)

immer. Die Giiltigkeit von Gl. (3.5) 148t sich durch die Hamiltonschen kanonischen Be-
wegungsgleichungen beweisen. Der erste Schritt ist Gln. (2.44) und (2.46) als

daL oL 0

5%—%:¢=M<q>q+c<q,q>q+[g K]q+e<q> (36)
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zu schreiben, wobei

Y Eu—Fq (3.7)
ist. Die Hamilton—Funktion lautet (Ortega und Spong 1989, Greenwood 1977)
wobei
oL
= 3.9
P aq (3.9)
ist. Aus Gln. (3.8), (3.9) und (2.42) ist die Hamilton—Funktion durch
1 1 00
H=-¢"M(q)qg+-q" =T 1
59 M(9)q+ 59 [0 K]q+Ug +U (3.10)

zu berechnen. Andererseits sind die Hamiltonschen kanonischen Bewegungsgleichungen

durch

oH
i = , 11
q Ip, (3.11)

gegeben. Mit Anwendung von Gl. (3.11) und (3.12) wird die Ableitung von H nach ¢
durch

dH G 0H ., X 0H. .

T > 9—%% +> a—pipi =" (3.13)

=1 =1
bestimmt. Auch die Gln. (3.10) und (3.6) konnen benutzt werden, um diese Ableitung zu

kalkulieren:

d—H _ .T . l.T' . .T 0 O .T%
e qM(q)q+2q M(q)q+q [0 K]q+q 90
) 1. . L0
= §"y+ 54" (M(q) - 2C(¢.9) ¢ - (3.14)

Aus dem Vergleich von Gln. (3.13) und (3.14) ergibt sich Gl. (3.5). Anzumerken ist die
Bedeutung der Definitionen der Modellmatrizen, da EIG 3.2 im Grunde nur ein besonde-

rer Fall von GI. (3.5) ist.

Der Vektor h(q,q) besitzt zwei Eigenschaften, die seine Elemente in einer besonderen

Weise manipulieren lassen, wie im Folgenden gezeigt wird.

Eigenschaft 3.3
Es gilt

h(g,z,y)=C(q,z)y =C(q,y)x = h(q,y,z) ,Ve,y € R™ . (3.15)
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Beweis
Das Element rs des Vektors h(q,z,y) lautet (Gln. (2.47) und (2.48))

hrs(qvwvy) = Z Z (chijaﬁrswij) Yop

a=1p3=0 \:=1 ;=0
= ZZ (Z Z Cijaﬁrsyaﬁ) Ty
1=15=0 \a=1p3=0
- Z Z Z CafijrsYap | Tij = hTS(q7y7 iB) (316)
1=15=0 \a=1p3=0
Od
Eigenschaft 3.4
Es gilt
hrs(‘IaéI) = qTNTS(Q)q ) (3.17)
wobel
N.(¢) = NLi(q) . (3.18)
N5l < o0 Vr=1,....n, s=0,...,m, (3.19)
ist.
Beweis
Gl (2.48) kann als
CllafBrs
Crsa = 4 : (3.20)
Cnmpafrs
geschrieben werden, was bedeutet, daf} h,s(q,q) durch
Cl111rs ttt Clinmprs
VAN .
qT q-= qTNTS(q)q (3.21)
Cnmpllrs °°° Cnmpnmprs

gegeben ist. Offensichtlich ist N,s(q) = NL(q) (siche Gl. (2.51)). Die Begrenzung der Norm
ergibt sich daraus, dal N,s(g) nur Funktion der verallgemeinerten Koordinaten ist, die begrenzt

sind.
Od

Nicosia und Tomei (1990, 1995) haben EIG 3.3 (zusammen mit EIG 3.9) mit Erfolg
verwendet, um Beobachter fiir starre Roboter und fiir Roboter mit Elastizitit an den

Gelenken auszulegen. EIG 3.4 ist auch hilfreich gewesen, um Beobachter fiir starre Roboter

zu entwerfen (Canudas de Wit u. a. 1990, 1992).
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3.2 Normbegrenzungen

Die Begrenzungen der Normen der Matrizen des Modells (2.46) spielen eine sehr wichti-
ge Rolle in der Robotik. Sie helfen nicht nur bei der Auslegung robuster Regler, sondern
auch bei Beweisen der Stabilitdt und Fehlerkovergenz gegen Null beim Beobachterentwurf.
Sie eignen sich gut fiir die Anwendung der Ljapunov—Theorie, da mittels Normmanipu-
lationen eine Grenze fiir Ljapunov—Funktionen erkannt werden kann. Die néchsten vier

Eigenschaften sind eine direkte Konsequenz von EIG 3.1.

Eigenschaft 3.5
Es gilt

Amin(M (@)l < 4" M(9)q < Mnae(M (@) |41 - (3.22)

Beweis

Die Kinetische Energie (GL.(2.8)) kann nur Null sein, wenn das ganze System in Ruhe ist. Es
ist auch nicht moglich, daf} sie iiber alle Grenzen wéchst, wenn der Geschwindigkeitsvektor (g)
begrenzt ist. Das bedeutet, daf es eine Grenze gibt, die von der Tragheitsmatrix M (q) abhingt.
Da letztere symmetrisch und positiv definit ist, kann jeder Vektor ¢ im R"™ als eine Kombination

einer orthonormalen Basis (g;,...,¢a) als
qg=>_ ciq (3.23)
=1

notiert werden (Strang 1990). Infolgedessen gilt

¢"M(q)qg = iM(M(@)+ -+ A(M(q)) (3.24)
i'q = |lq1P=3+--+& (3.25)
woraus EIG 3.5 folgt. a

Eigenschaft 3.6
Die Matrix M ~'(q) existiert, und es gilt

Amae (M (@))[|4]1* < 4" M~ (@)q < Ain(M (g))]14]1* - (3.26)

Beweis
Da Jede symmetrische und positiv definite Matrix invertierbar ist und deren Inverse auch sym-
metrisch und positiv definit ist, folgt EIG 3.6. a

Eigenschaft 3.7
Es gilt

om1 < || M(Q)]] € e < 0. (3.27)



3 Modelleigenschaiten

Beweis
Unter der Annhame, daf ||¢||> > 0 und ||¢||* < oo sind, ergibt sich aus EIG 3.5
0 < ¢"M(q)g< oo (3.28)
=0 < [l¢"M(q)dl < [l4l*1M(q)] < oo . (3.29)
Aus Gl. (3.29) folgt, dai Grenzen fiir || M(q)|| existieren miissen. 0

Eigenschaft 3.8

Es gilt

Os < M) < s < . (3:30)
Beweis
Der Beweis ist der gleiche wie der, der fiir EIG 3.7 benutzt wird. O

Diese Eigenschaften zusammen mit EIG 3.1 sind miteinander stark gekoppelt. Ein Bei-
spiel ihrer Anwendung auf starre Roboter geben Canudas de Wit u. a. (1992). Sie legen
einen Beobachter aus und fiihren den Stabilitdtsbeweis mit deren Hilfe durch. Die Matrix

C(q,q) besitzt auch eine Grenze, wie im Folgenden beschrieben wird.

Eigenschaft 3.9

Es gilt
1C(q; @Il < kellqll - (3.31)
Beweis
Die Matrix C(q,q) 1aBt sich als (siche Gl. (2.48))
ZZQJ%w (3.32)
=1 7=0

schreiben. Jedes Element der Matrix C;;(q) ist durch
OMysap . OMrsi;  0Myjag
94ij 0dap  Ogrs
gegeben. Beim Berechnen der Norm von C(g, q) ergibt sich

(3.33)

no m;

ZZC’L] (sz

=1 7=0

1C(q, )l

no ms
—ZZH% )il
=1 7=0
no m;
= —ZZH% i1
=1 7=0
no ms

—ZZH% lllgl - (3.34)

=1 7=0

IN

IN
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Mit
k.= = Ci; 3.35
5 gé%g;;\! i(@)ll (3.35)
folgt die Figenschaft. a

Die Frage stellt sich, ob das Maximum in Gl. (3.35) existiert. Das muf} der Fall sein,
da die Definition der Matrizen C;;(q) von der Tragheitsmatrix M (q) abhangt. Da die
Robotergelenke rotatorisch arbeiten, diirfen nur trigonometrische Funktionen (Sinus und
Cosinus) der verallgemeinerten starren Koordinaten und die elastischen Koordinaten auf-
treten, was auch fiir die partiellen Ableitungen in Gl. (2.49) gilt. Da die verallgemeinerten
elastischen Koordinaten begrenzt sind (siehe EIG 3.11), mufl das Maximum in Gl. (3.35)

existieren.

Die néchsten Eigenschaften beriicksichtigen die Starrheitsmatrix K und die verallgemei-
nerten elastischen Koordinaten. Deren Wichtigkeit liegt darin, dafl sie unabhédngig vom
starren Korper sind und in Betracht gezogen werden sollen, wenn ein Regler zu entwerfen

ist, der Schwingungen der elastischen Glieder verhindern muf.

Eigenschaft 3.10
Die Starrheitsmatrix K ist diagonal und positiv definit, und es gilt

Amin (K)||6|1* < 8T K& < Apaw (K)||6)|* . (3.36)

Beweis

Die Behauptung folgt aus der Definition der Starrheitsmatrix (siche Gln. (2.34) bis (2.36) und
(2.38)), da die Figenfunktionen orthogonal sind, d. h. die Ergebnisse der Integrationen sind Null,
wenn j # k ist (Meirovitch 1967). Der Beweis fiir die Normbegrenzung ist der gleiche wie der
fir E1G 3.5. O

Die elastische potentielle Fnergie U, kann nicht Unendlich sein, da die Deformationen
klein sind (De Luca und Siciliano 1993, De Luca und Panzieri 1994). Das bedeutet, daf}
die Norm der verallgemeinerten Koordinaten begrenzt ist, wie die folgende Figenschaft

angibt.

Eigenschaft 3.11
Die Norm des Vektors ¢ ist durch

2Ue,max é

O < 4| —=
ol < |37

§ (3.37)

begrenzt, wobei U, 4, die maximale potentielle Energie bezeichnet.
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Beweis
Aus physikalischen Griinden muf} es ein Maximum der potentiellen Energie geben, da die De-
formationen klein sind. Von GL. (2.39) kann

§TK S < 2U. paw < 00 (3.38)

abgeleitet werden, womit EIG 3.11 direkt aus EIG 3.10 folgt. O

EIG 3.11 wurde in diesem Forschungsbericht so beschrieben, um die gleiche Form wie
in De Luca und Siciliano (1993) sowie De Luca und Panzieri (1994) zu haben, aber im

Grunde ist U, 4, als

1

Uemaz = §(k1111H51111anax + - 4 Enmn o || Snmpnm, || ax) (3.39)

zu berechnen. Es ist leicht zu merken, dafl der Beweis fiir EIG 3.11 falsch ist, wenn

Gleichung (3.39) benutzt wird. Wenn man hingegen

1
Uemaw = 5 Amae (B (16111l ax + -+ [6nmummnn lax) (3.40)
definiert, dann gilt der in EIG 3.11 gegebene Beweis. Obwohl sich U, 4, in Form der
Gl. (3.40) nur in besonderen Féallen beschreiben 148t, gibt es keinen Verlust der Allge-
meingiiltigkeit, da die Tatsache bleibt, daf ||6|| begrenzt ist.

Es ist anzumerken, daf} alle die Normen der Matrizen des Modells (2.46) begrenzt sind.
Im Folgenden werden diese Begrenzungen fiir die Matrix F' und den Gravitationsvektor

angegeben.

Eigenschaft 3.12
Fir die Matrix der viskosen Gelenkreibung und der Strukturddampfung der Glieder F' gilt

A )@ < 4" Fq < Moo F) 141 (3.41)
Beweis
Dies ergibt sich aus der Definition von F (Gl. 2.43). o

Eigenschaft 3.13
Es gibt eine Begrenzung fiir den Vektor e(q), d. h.

le(g)] <oy - (3.42)
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Beweis
Da
le(q do> ez, (3.43)
r=1 s=0

ist, reicht es aus, zu beweisen, daf} die Norm jedes Elementes e, begrenzt ist. Das ist sicher der
Fall, wie man direkt aus der Definition (2.50) ersehen kann (e,; ist nur Funktion verallgemei-

nerter Koordinaten). ]

Wenn der Gravitationsvektor als

e(q) = [ e:(9) ] (3.44)

e.(q)

geschrieben wird, wobei e,(q) fiir s = 0 in Gl. (2.50) berechnet werden kann und e.(q)

anderenfalls, ergeben sich noch weitere Normbegrenzungen.

Eigenschaft 3.14

Es gilt
Hae—(q) < a, (3.45)
Haes < a, , (3.46)
de.(q
— < a. . 3.47
H aq = (3.47)
Beweis

Fine Untersuchung der Gl. (2.50) zeigt, dafl im Gravitationsvektor nur trigonometrische Funk-
tionen der verallgemeinerten starren Koordinaten und die verallgemeinerten elastischen Koordi-
naten auftreten. Dies bedeutet im Grunde, daf das gleiche fiir die partiellen Ableitungen nach

g gelten muf. Daraus folgt EIG 3.14.
O

Eine direkte Konsequenz von EIG 3.14 ist:

Eigenschaft 3.15
Es gilt

le(q1) —e(g2)l| < allgr —q:2|| . Vgi,q2 €R" . (3.48)
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Beweis
Um EIG 3.15 zu beweisen, ist der Mittelwertsatz niitzlich, welcher besagt, daB, falls e(g) konti-

nuierlich ist und dessen partielle Ableitungen nach g begrenzt sind, fiir jeden der zwei Vektoren

q1,492

e(q1) —e(qz) = 82(;)

(g1 — q2) (3.49)

gilt, wobei g2 einen Punkt zwischen g; und g2 bezeichnet (Feng und Postlethwaite 1993). Da
e(q) kontinuierlich ist (siehe dessen Definition, Gl. (2.50)) und dessen partielle Ableitungen nach

q begrenzt sind, kann man Gl. (3.49) benutzen und deren Norm berechnen:

le(q1) — e(g2)]| - q2)

IN

(g1 = g2)ll < afl(q1 —q2)l - (3.50)

q12

Anzumerken ist, dafl die Normbegrenzungen fiir jeden Vektor giiltig sind, und nicht nur
fiir g oder 6. Die Figenschaften wurden so angegeben, um die Auffassung der Beweisen

zu erleichten, da die Grenzen aus physikalischen Griinden entstehen.

3.3 Eigenschaften des gesamten Modells

In diesem Abschnitt werden zwei Eigenschaften des elastischen Roboters als Ganzes be-
schrieben. Um EIG 3.16 besser verstehen zu kénnen, sollte der Leser die Grundlagen des
Verfahrens nach Denavit und Hartenberg (Spong und Vidyasagar 1989, Fu u. a. 1989)
kennen.

Eigenschaft 3.16
Mit einer geeigneten Definition der Systemparameter kann das Modell (2.46) in der Form

M(q)q + h(q,q) + l g 2( ] qtFq+elq)=u=Y(q,q9,9)¢ (3.51)

geschrieben werden.

Beweis
EIG 3.16 formell zu beweisen, ist zu schwierig und fiir diesen Bericht nicht wesentlich?. Statt-

dessen wird die Giiltigkeit der Eigenschaft gezeigt.

’Die Demonstration fiir starren Roboter ist in An u. a. (1985) und Khosla und Kanade (1985)
nachzulesen.
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Die Kinematik eines starren Roboters ist durch Anwendung des Verfahrens nach Denavit und

Hartenberg beschreibbar. Diese Methode benutzt das Produkt von Transformationsmatrizen,

die in einer so besonderen Weise bestimmt werden, dafl vier und nur vier Parameter erscheinen;

von denen jeweils einer eine verallgemeinerte starre Koordinate darstellt. Jede dieser Matrizen
hat die Form (Spong und Vidyasagar 1989)

A =

o o O =

(
0
0

o O = O

[ cos(g:)
sin(g:)

_ o O

o

0
0

—sin(g;)
cos(g;)

o o O =

o

o = O

0 10 0 0

0 01 0 0

0 0 0 1 d

1 0 00 1
0 0 0
cos(a;) —sin(a;) 0
sin(a;)  cos(ey) 0
0 0 1

(3.52)

Die Bedeutung der in Gl. (3.52) auftretenden Parameter ist in der Literatur zu finden. Wichtig

ist, daf} die verallgemeinerten starren Koordinaten (¢;) schon zu erkennen sind, und zwar als
Argument trigonometrischer Funktionen. In einem elastischen Roboter 1a8t sich Gl. (3.52) nicht
mehr benutzen. Hierbei sollte die dritte Matrix durch (Book 1979, 1984)

E =

o o O =

ersetzt und eine

1>

A;

0

1
0
0

0

o

— o

—

K3

_ o O

+ > ais(t)
7=1

0
0.

—0yi;
0

0.

0 —0u
Om']‘ 0

0 0

Oyij

Ouij
Gyij
Gzij

0

(3.53)

neue Definition von A; gegeben werden. So wird angenommen, daf}

o O ok, O o o =

sin(a;)  cos(oy
0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 d;

0 0 1

o

_ o O

~ sin(gio)
cos(gin)

cos(gio)
sin(gio)
0 0
0 0

o

o = O

_ o o O

(3.54)

gilt. Die Bedeutung des Parameters «; in der neuen Definition entspricht demjeniegen von a;_4
in der alten (mit ag und der damaligen a,, gleich Null). Die partielle Ableitung nach ¢;o von A;

1st

B 9o

U,

T
o O ok, O o o =

o o = O

|
wn
&
=
N
2
—
= =

— sin(gqio)
cos(¢qio)

0
0

—cos(gio) 0 O
—sin(gp) 0 0
0 00
0 00

(3.55)
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Anzumerken bleibt, daf} die verallgemeinerten starren Koordinaten immer noch als trigonome-
trische Funktionen auftreten. Infolge dieses Umstandes, ist es leicht zu verstehen, daf sich jedes
Element der Tragheitsmatrix als

Mukap = f1(q@)p1 + fo(q)p2 + -+ (3.56)

schreiben 1d8t, wobei die Funktionen f;(g) bekannt sind und die Elemente p; Produkte der Pa-
rameter des Roboters bezeichnen (siehe die Definition von M (q), Gln. (2.10), (2.11), (2.19) und
(2.22)). Im Grunde kann das Gleiche iiber die Vektoren h(q,q) und e(q) gesagt werden (K und
F brauchen keine Erklarung). Wenn man die Parameter p; als die Roboterparameter definiert,
1aBt sich das Modell (2.46) mittels Matrizenmanipulationen in der Form (3.51) schreiben. O

Was EIG 3.16 besagt ist, da} die stark nichtlineare Dynamik des elastischen Roboters
linear in den Parameter ist. Die Form (3.51) eignet sich besonderes gut fiir die adaptive
Regelung. Ein Beispiel dieses Regelungskonzeptes fiir starre Roboter kann man in dem
Artikel von Slotine und Li (1987) lesen. Ortega und Spong (1989) geben fiir diese Ei-
genschaft eine gute Zusammenfassung, Erklirung und Anwendungsbeispiel, immer noch
fiir starre Roboter. Lammerts u. a. (1995) benutzen sie schon in elastischen Robotern.
Ihr Verfahren basiert (wie fast alle) auf dem nach Slotine und Li (1987). Die Mehrheit
der bis heute entwickelten Algorithmen zur Bestimmung der Parameter sind nicht in der
Lage, diese richtig zu schitzen. Dies stellt eigentlich kein grofles Problem dar, da sich der
Roboter, mit Hilfe der adaptiven Regelung, gut regeln 1aft. Das heifit, die Regelungsal-
gorithmen brauchen nicht mehr die exakte Kenntnis des Modells des Roboters, was eine
unrealistische Annahme ist. Dies bedeutet nicht unbedingt, daf} es nicht méglich ist, die

wirklichen Parameter zu bestimmen. Einen Algorithmus dafiir geben Tang und Arteaga

Pérez (1994) an.

Uber EIG 3.16 ist es wichtig anzumerken, daf

e der Regressor Y (q,q,q) (Gl. (3.51)) und der Parametervektor ¢ nicht eindeutig

sind,

o Matrixparameter im Regressor auftreten sollen, wenn sie gut genug bekannt sind

(das ist zum Beispiel der Fall der Lange eines Gliedes ohne Deformation), und

o der Parametervektor so klein wie méglich sein soll.

Die letzte in diesem Forschungsbericht beschriebene Eigenschaft behandelt die Energie-
dissipation des Roboters. Wenn die Energie zwischen zwei Punkten eines Systems immer
verschwindet, dann wird gesagt, dafl deren Abbildung passiv ist. Beispielweise kann man
an elektrische Systeme denken. Ein elektrischer Widerstand dissipiert Energie, und eine
elektrische Energiequelle gibt Energie. So ist die erste Abbildung passiv, wahrend die
zweite aktiv gennant wird. Der elastische Roboter besitzt eine passive Abbildung, wie

EIG 3.17 zeigt.
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Eigenschaft 3.17
Die Abbildung ¢ — 1 ist passiv, d. h. es gilt

. AN T.T
< g, >T:/ g ypdt > —p (3.57)
0
fiir eine 8 >0 und VT > 0.

Beweis
Aus Gln. (3.13) und (3.57) ergibt sich

<> = /T A > H(T)= H(0) > —H(0) . (3.58)
0
Mit 3 £ H(0) folgt EIG 3.17.
O

Weitere Erklarungen {iber die Passivitatstheorie sind in Desoer und Vidyasagar (1975) zu
sehen. Interessant ist anzumerken, dafl sich die passive Abbildung des starren Roboters
ergibt, wenn die Matrix der viskosen Gelenkreibung und der Strukturdampfung der Glie-
der (F') Null ist. Das heift, die Abbildung zwischen 7 und g, ist passiv.

Diese Figenschaft ist mit Erfolg bei starren Robotern benutzt worden (Brogliato u. a.
1991, Tang und Arteaga Pérez 1994). Der grofie Vorteil der Passivitadtstheorie besteht
darin, daf sich die Stabilitdt eines Systems nur auf den Passivitétseigenschaften der Teil-
systeme basierend untersuchen 1afit. (Fiir den Roboter ist der Regler das andere Teilsy-
stem, das auch passiv sein soll.) Das heifit, es ist prinzipiell nicht wichtig, ob der Regler
diskret, zeitkontinuierlich, linear, nichtlinear oder Fuzzy ist. Es gibt noch keine Arbeit fiir

elastischen Roboter, aber sie ist eine interessante Figenschaft zu nennen.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Im vorliegenden Bericht® wird ein Verfahren zur Modellbildung elastischer Roboter vor-
gestellt, das einen Satz nichtlinearer Gleichungen als Modell ermittelt. Dieses weist eine
gewisse Ahnlichkeit mit dem des starren Roboters auf, nicht nur in der Form sondern
auch in den Eigenschaften. Die Bedeutung dieser Figenschaften besteht darin, dafl sie die
Auslegung verschiedener Regelungskonzepte vereinfachen. Dies stellt eine Uberlegenheit
gegeniiber anderen Optionen wie zum Beispiel der Linearisierung dar, die die Vorteile der

linearen Theorie ausnutzt aber nur in der Ndhe des Arbeitspunktes gilt.

Obwohl sich das Modell theoretisch genau berechnen 1a8t, ist es nicht realistisch anzuneh-
men, daf} es in jeden Féllen den Roboterarm fehlerfrei beschreiben kann. Deswegen ist es
wichtig anzumerken, dafl dessen Eigenschaften auf der Struktur und nicht auf der Kennt-
nis der Parameter basieren, da sie in Mehrheit einen physikalischen Ursprung besitzen
und nicht aus dem Modellbildungsverfahren enstehen. Viele geben eine Normbegrenzung
der Matrizen des Systems an, durch die ein Regler ausgelegt werden kann. Nicht zu ver-
gessen ist, dal das Modell und dessen Eigenschaften nicht nur die robuste sondern auch

die adaptive Regelung erlauben.

Auf diesem Modell basierend soll zukiinftig ein Beobachter entworfen werden. Dafiir ist nur
die Kenntnis der verallgemeinerten starren Koordinaten und der Dehnung an den Gliedern
vorauszusetzen. Als Ergebnis miissen die verallgemeinerten elastischen Koordinaten und

die Ableitung nach der Zeit der verallgemeinerten Koordinaten ermittelt werden.

3Die Arbeiten, die zu diesen Ergebnissen gefiihrt haben, wurden durch ein DAAD-Stipendium un-
terstiitzt.



Literaturverzeichnis

Literaturverzeichnis

An, C. H., C. G. Atkeson und J. M. Hollerbach. 1985. Estimation of Inertial Pa-
rameters of Rigid Body Links of Manipulators. Proceedings of 24th Conference on
Decision and Control, IEEFE. Florida. usa. 990-995.

Arteaga Pérez, M. A. 1995. Zur Positionsbestimmung bei elastischen Robotern. For-
schungsbericht Nr. 9/95. MSRT. Universitidt Duisburg.

Book, W. J. 1979. Analysis of Massless Elastic Chains With Servo Controlled Joints.
Journal of Dynamic Systems, Measurement, and Control. Transactions of the ASMFE
101. 187-192.

Book, W. J. 1984. Recursive Lagrangian Dynamics of Flexible Manipulator Arms. The
International Journal of Robotics Research 3(3). 87-101.

Brogliato, B., I. D. Landau und R. Lozano Real. 1991. Adaptive Motion Control of
Robot Manipulators: A Unified Approach Based on Passivity. International Journal
of Robust and Nonlinear Control 1. 187-202.

Canudas de Wit, C., N. Fixot und K. J. Astréom. 1992. Trajectory Tracking in
Robot Manipulators via Nonlinear Estimated State Feedback. IEFEFE Transactions
on Robotics and Automation 8(1). 138-144.

De Luca, A. und S. Panzieri. 1994. An Iterative Scheme for Learning Gravity Com-
pensation in Flexible Robot Arms. Automatica 30(6). 993—-1002.

De Luca, A. und B. Siciliano. 1991. Closed-Form Dynamic Model of Planar Multilink
Lightweith Robots. IEEFE Transactions on Systems, Man and Cybernetics 21(4). 826
839.

De Luca, A. und B. Siciliano. 1993. Regulation of Flexible Arms Under Gravity. IEEE
Transactions on Robotics and Automation 9(4). 463-467.

Desoer, C. A. und M. Vidyasagar. 1975. Feedback Systems: Input—QOutput Properties.
New York: Academic Press.

Feng, W. und I. Postlethwaite. 1993. A Simple Robust Control Scheme for Robot
Manipulators With Only Joint Position Measurements. The International Journal of
Robotics Research 12(5). 490-496.

Fu, K. S., R. C. Gonzalez und C. S. G. Lee. 1989. Robotic: Control, Sensing, Vision
and Intelligence [In Spanisch]. México, D. F.: McGraw-Hill.

Goldstein, H. 1991. Klassische Mechanik. Wiesbaden: AULA—Verlag.

Greenwood, D. T. 1977. Classical Dynamics. Englewood Cliffs, N. J.: Prentice—Hall.



LITERATURVERZEICHNLS

Khosla, P. K. und T. Kanade. 1985. Parameter Identification of Robot Dynamics.
Proceedings of 24th Conference on Decision and Control, IEEE. Florida. usa. 1754—
1760.

Lammerts, I. M. M., F. E. Veldpaus, M. J. G. Van de Molengraft und J. J. Kok.
1995. Adaptive Computed Reference Computed Torque Control of Flexible Robots.

Journal of Dynamic Systems, Measurement, and Control. Transactions of the ASMFE
117. 31-36.

Meirovitch, L. 1967. Analytical Methods in Vibrations. New York: The Macmillan Com-
pany.

Meirovitch, L. 1975. Elements of Vibration Analysis. New York: McGraw-Hill.

Nicosia, S. und P. Tomei. 1990. Robot Control by Using Only Joint Position Measure-
ments. I[EEE Transactions on Automatic Control 35(9). 1058-1061.

Nicosia, S. und P. Tomei. 1995. A Tracking Controller for Flexible Joint Robots Using
Only Link Position Feedback. IEEFE Transactions on Automatic Control 40(5). 885~
890.

Ortega, R. und M. W. Spong. 1989. Adaptive Motion Control of Rigid Robots: a
Tutorial. Automatica 25(6). 877-888.

Schwarz, H. 1991. Nichtlineare Regelungssysteme: Systemtheoretische Grundlagen.
Miinchen; Wien: Oldenbourg.

Slotine, J. J. E. und W. Li. 1987. On the Adaptive Control of Robot Manipulators.
The International Journal of Robotics Research 6(3). 49-59.

Spong, M. W. 1987. Modeling and Control of Elastic Joint Robots. Journal of Dynamic
Systems, Measurement, and Control. Transactions of the ASMFE 109. 310-319.

Spong, M. W. und M. Vidyasagar. 1989. Robot Dynamics and Control. New York:
John Wiley & Sons.

Strang, G. 1990. Linear Algebra, Second Edition [In Spanisch]. México, D. F.: Addison—
Wesley.

Tang, Y. und M. A. Arteaga Pérez. 1994. Adaptive Control of Robot Manipulators
Based on Passivity. IEEFE Transactions on Automatic Control 39(9). 1871-1875.

Wellstead, P. E. 1979. Introduction to Physical System Modelling. London: Academic

Press.



LITERATURVERZEICHNLS

Yuan, B. S., W. J. Book und J. D. Huggins. 1993. Dynamics of Flexible Mani-
pulator Arms: Alternative Derivation, Verification, and Characteristics for Control.

Journal of Dynamic Systems, Measurement, and Control. Transactions of the ASMFE
115. 394-404.



