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Formelzeichen und Bezeichnungen

Abk�urzungen

ALS analytisches System mit linear eingehender Steuerung

AS analytisches System

BLS bilineares System

CAS Computer	Algebra	System

LS lineares System

MIMO Multiple Input 	 Multiple Output

QLS quadratisches System mit linear eingehender SteuerungP
System

Algebraische Gr�o�en�

A Systemmatrix

a�x� Systemvektor

B�B�x� Eingangsmatrix

C Ausgangsmatrix

c�x� Ausgangsvektor

cTi i	te Zeile der Matrix C

D�x� Entkopplungsmatrix

d Vektordi�erenzengrad

di Di�erenzengrad der Ausgangsgr
o�e yi

f �x�� g�x� Vektorfeld

k nichtnegative Ganzzahl� Laufindex

m Dimension des Eingangsvektors u�t�

n Dimension des Zustandsvektors x�t�� Systemordnung

p Dimension des Ausgangsvektors y�t�

P �x� lokal schwache Erreichbarkeitsdistribution�	matrix

t Zeit

uj j	tes Elemente des Eingangsvektors

u�t� Eingangsvektor

�u abk
urzende Schreibweise f
ur fu� �u� 
u� � � �g

xk k	tes Elemente des Zustandsvektors

x�t� Zustandsvektor

yi i	tes Elemente des Ausgangsvektors

y�t� Ausgangsvektor

�y abk
urzende Schreibweise f
ur fy� �y� 
y� � � �g

� Beobachtbarkeitsabbildung

� Im Sinne einer m�oglichst �ubersichtlichen Notation wird die Zeitabh�angigkeit von Gr�o�en nicht an

allen Stellen innerhalb des Berichts explizit vermerkt�
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� Flu�

 Beobachtbarkeitsmatrix

Mengen

C Menge der Ausgangsableitungen

D Beobachtbarkeitskodistribution

K Menge der Beobachtbarkeitsindizes

N Menge der nat
urlichen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

T X Tangentialzustandsmannigfaltigkeit

U Eingangsmannigfaltigkeit

X Zustandsmannigfaltigkeit

Y Ausgangsmannigfaltigkeit

Operatoren

adkfg k	fache Wiederholung der Lie	Klammer ��f � � � � � �f� �z �
k

�g� � � � ���z�
k

�

d� Di�erential �oder Gradient� einer skalarwertigen Funktion �

Lf� Lie	Ableitung einer skalarwertigen Funktion � entlang eines Vektor	

feldes f �x�
Lk
f� k	te Lie	Ableitung einer skalarwertigen Funktion � entlang eines Vek	

torfeldes f �x�
�f �g� Lie	Klammer�Kommutator der Vektorfelder f und g

Lf� Ableitung des Kovektorfeldes � entlang des Vektorfeldes f

Nf� Zusammengesetzter Di�erentialoperator

hi Inneres Produkt� Skalarprodukt

��T Transponierung

��� Zur Distribution �� duale Kodistribution ���
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� Einleitende �Ubersicht

Lie	Ableitungen� Lie	Klammern� Ableitungen von Kovektorfeldern entlang Vektorfeldern�

Gr
obnerbasen und 
ahnliches mehr sind alles unerl
a�liche mathematische Werkzeuge zur

Analyse und Synthese nichtlinearer Systeme� jedoch nicht Bestandteil der 
ublichen ma	

thematischen Ausbildung in der Ingenieurwissenschaft� Um nun diese Analyse	 und Syn	

theseaufgaben des Ingenieurs zu unterst
utzen� wird in dieser Anleitung das computerun	

terst
utzte AlgebraprogrammNSAS �Nonlinear SystemAnalysis and Synthesis Package�

vorgestellt�

Diese Anleitung dient weder der Einf
uhrung in die mathematische Theorie der Di�e	

rentialgeometrie und der Di�erentialalgebra noch ist sie als solche zu verstehen� F
ur

eine Einf
uhrung in diese Themen mu� auf entsprechende Standardwerke und Artikel�

wie z� B� �Brocket ����� Casti ���� Olver ���� Fliess ���� Nijmeijer und van der

Schaft ����� Bronstein und Semendjajew ���� Schwarz ����� Fliess und Glad �����

Lemmen ����� Isidori ����� verwiesen werden�

Im Programmpaket NSAS werden Analyse	 und Synthesemethoden f
ur nichtlineare Sy	

steme in Form der ALS �Analytische Systeme mit linear �a�n� eingehender Steuerung�

zur Verf
ugung gestellt �Schwarz ������

�x � a�x� �B�x�u � ����a�

y � c�x� � ����b�

mit zur 
Ubersichtlichkeit unterdr
uckten Zeitargumenten t und x � X � R
n� u � U �

R
m� y � Y � R

p� wobei a � X � T X � B � U � T X und c � X � Y analytische

Funktionen darstellen�� In der Literatur wird auch h
au�g c�x� � Cx gesetzt� Diese

Darstellung ist f
ur die Betrachtung von Ein	�Ausgangseigenschaften 
aquivalent� birgt aber

bei der Untersuchung von Zustandsraumeigenschaften aufgrund der Dimensionserh
ohung

des Zustandsraumes im schlimmsten Fall eine Verf
alschung der berechneten Aussagen

in sich� Desweiteren werden in dieser Arbeit auch anstelle der Vektorfelder a�x� und

bi�x� eines ALS auch allgemeine Vektorfelder f �x��g�x� betrachtet� diese sind f
ur eine

Untersuchung der allgemeinen Vektorfelder f
ur den Spezialfall der Vektorfelder eines ALS

dann eben durch a�x� und bi�x� zu ersetzen�

F
ur derart nichtlinear modellierte� approximierte reale Systeme existieren umfangreiche

Analyse	 und Synthesemethoden �Nijmeijer und van der Schaft ����� Schwarz ����� Fliess

und Glad ����� Isidori ������ die jedoch eine gro�e mathematische Komplexit
at besitzen�

Insbesondere bei gro�en Systemordnungen kann eine Analyse�Synthese kaum noch mit

vertretbarem Aufwand von Hand durchgef
uhrt werden� Aus diesem Dilemma heraus sind

� Unter der Schreibweise T X ist der Tangentialraum �Olver ����	 Nijmeijer und van der Schaft ���
	

Isidori ����� der Mannigfaltigkeit X zu verstehen�
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dann Programmpakete� wie z� B� MACNON �Birk ����� Rothfu� u� a� ����� und PO�

LYCON �Forsman ������ entstanden� die auf symbolverarbeitende Mathematiksoftware

�Symbolics ��� Char u� a� ����� zur
uckgreifen und eine halbautomatisierte Analyse

und Synthese auch f
ur Systeme gr
o�erer Ordnungen erm
oglichen� Das Softwarepaket

NSAS reiht sich in dieses Konzept ein und erm
oglicht eine halbautomatische Analyse

und Synthese stark nichtlinearer� komplexer dynamischer Systeme� Nach Eingabe eines

von Hand modellierten oder aber durch die Identi�kationsstruktur festgelegten Systems

werden Analysekriterien und Synthesemethoden in Form von Funktionsaufrufen eines

symbolverarbeitenden Programms zur Verf
ugung gestellt�

F
ur die programmiertechnische Umsetzung des Programmpakets NSAS ist die weit ver	

breitete symbolverarbeitendemathematische SoftwareMaple
 �Char u� a� ����� gew
ahlt

worden� Aufgrund der dadurch unterst
utzten Symbolverarbeitung besitzt die in dieser An	

leitung zur Analyse�Synthese nichtlinearer Systeme beschriebene Software die folgenden

Vorteile�

� Durch die Verwendung der exakten Arithmetik gehen keinerlei Informationen auf	

grund unpr
aziser numerischer Berechnungen verloren�

� Parameterstudien werden vereinfacht�

� durch die Symbolverarbeitung entsteht eine betr
achtliche Verk
urzung der Rechen	

zeiten� wodurch f
ur nichtlineare Systeme teilweise erst eine rechnergest
utzte Aus	

wertung erm
oglicht wird� und

� die Ergebnisse sind in der Regel f
ur den Anwender�Ingenieur physikalisch interpre	

tierbar und erm
oglichen so eine gezielte Neu	 oder Umkonstruktion des untersuchten

Systems�

Diese Anleitung geht im einzelnen zun
achst im Abschnitt � auf den Aufbau und die Bedeu	

tung von Computer	Algebra	Systemen allgemein sowie deren Handhabung in Maple


anhand der Modellbildung nichtlinearer Systeme mittels ALS im besonderen ein� Des	

weiteren werden Aufbau und Inhalt des Paketes NSAS und das Einbinden von NSAS

in Maple
 erl
autert und auf andere� bereits existierende symbolverarbeitende Pro	

grammpakete zur Unterst
utzung der Analyse und�oder Synthese nichtlinearer Systeme

eingegangen� Eine Aufz
ahlung der ben
otigten mathematischen Grundlagen� eine kurze

Erl
auterung dazu und deren Implementierung im Paket NSAS liefert Abschnitt �� Auf

systemtheoretische Fragestellungen und deren Umsetzung in NSAS geht Abschnitt �

anhand der Untersuchung der Systemeigenschaften �lokal schwache� Erreichbarkeit� Be	

obachtbarkeit� Entkoppelbarkeit und Di�erenzengrad eines ALS ein� In diesem Zusam	

menhang sind insbesondere die Berechnung der Entkopplungsmatrix und R
uckf
uhrgesetze

f
ur eine Synthese von Interesse� Diese Anleitung schlie�t mit einer Zusammenfassung und

einem Ausblick auf weitere Aktivit
aten ab�
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In allen Abschnitten wird anhand vieler kleinerer und unterteilter gr
o�erer Beispiele die

Arbeitsweise und der Aufruf der besprochenen Funktionen erl
autert und so das Verst
and	

nis und die Einarbeitung in das hier vorgestellte Programmpaket erleichtert�

Das Programmpaket NSAS wird als free	ware	Erweiterung zur Simulationsplattform

Maple
 per anonymous�ftp unter der Adresse

ftp�msrt�uni�duisburg�de

zur Verf
ugung gestellt� Der Quellcode ist im Verzeichnis lautet�

�pub�NSAS�Maple�Source�

abgelegt�
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� NSAS � Nonlinear Systems Analysis and Synthesis

Package

Symbolverarbeitende Programme� oder allgemeiner Computer	Algebra	Systeme �CAS��

zeichnen sich durch ihre allgemeine Anwendbarkeit in allen Bereichen der Mathematik

aus� Sie bieten im wesentlichen eine auf mathematische Fragestellungen ausgerichtete

Programmierhochsprache an� die zum einen recht kompakt und zum anderen praktisch

in der Anwendung ist� Darauf aufbauend umfassen CAS mehr oder minder umfangreiche

Funktionsbibliotheken� die eine schnelle L
osung g
angiger mathematischer Fragestellungen

erm
oglichen� Zu nennen sind beispielsweise Polynom�Faktorisierung� L�osen von Di�eren�

tialgleichungen� Integration� Matrizenrechnung� Au�erdem besitzen CAS in der Regel

gut zu handhabende �obwohl in Windows implementierte� Benutzer	Schnittstellen� mit

deren Hilfe Ergebnisse aufbereitet und visualisiert werden k
onnen�

Neben anderen CAS hat sich in letzter Zeit Maple
 �Char u� a� ����� H
orhager �����

als besonders geeignet f
ur die Symbolverarbeitung erwiesen� nicht zuletzt aufgrund der

Kooperation mit Matlab� Die Akzeptanz der ProgrammierspracheMaple
 im wissen	

schaftlichen Bereich ist mittlerweile so gro�� da� f
ur das hier vorgestellte Paket zur Analyse

nichtlinearer Systeme �NSAS� gerade diese als Basis gew
ahlt wurde� Gegenw
artig erfolgt

die Entwicklung auf Personal Computern �PC� unter Windows ���� Durch die variable

Einsetzbarkeit von Maple
 ist NSAS aber auch auf anderen Rechnerplattformen ohne

weiteres lau�
ahig�

Das NSAS	Paket umfa�t in der jetzigen Version Operatoren und Befehle� die eine dif	

ferentialgeometrische Analyse nichtlinearer Regelungssysteme
P

ALS� wie sie von Schwarz

������ und Isidori ������ eingef
uhrt wurden� zulassen� Als Basis f
ur die Bearbeitung sy	

stemtheoretischer Fragestellungen sind mathematische
�
Werkzeuge der Lie	Algebra wie

� Lie	Ableitung�

� Lie	Klammer und

� Ableitung eines Kovektorfeldes entlang eines Vektorfeldes

implementiert� Unter Verwendung dieser Operatoren sind f
ur die Themenbereiche der

� Erreichbarkeit�

� Beobachtbarkeit und

� Entkoppelbarkeit

bereits Analysealgorithmen in NSAS verf
ugbar� die neben der 
Uberpr
ufung dieser Krite	

rien auch die diesen zugrundeliegenden Erreichbarkeits	� Beobachtbarkeits	 und Entkopp	

lungsmatrizen bestimmen k
onnen� Die automatische Synthese expliziter R
uckf
uhrgesetze

f
ur die Systementkopplung rundet das
�
Angebot ab�
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Besonderer Wert wurde bei der Implementierung auf die Erweiterungsf
ahigkeit gelegt� Die

Programme sind modular gehalten� so da� gezielt bestimmte Themenbereiche ausgew
ahlt

werden k
onnen� Zur Zeit besteht NSAS aus den Modulen

NSASTOOLS � Lie	Operatoren� Grundrechenoperatoren

NSASREACH � Erreichbarkeit�

NSASOBSV � Beobachtbarkeit�

NSASDECP � Entkoppelbarkeit�

Eingelesen werden diese Module durch den Aufruf von

read���nsas���� �

Eventuell mu� hierbei ein lokaler Dateipfad erg
anzt werden� F
ur die Speicherung von

Systemmodellen in Form der
P

ALS werden Dateien mit der Endung �als verwendet� die

folgenderma�en aufgebaut sind�

	Ein Beispiel einer 
�als � Datei

n �� �

m �� ��

p �� ��

x �� linalg�vector��n�����

a �� linalg�vector��n��

��

x������

��

x������

x������

x�����

���

B �� linalg�matrix��n�m��

�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

�� ��

�� �

���

c �� linalg�matrix��p����

x����

x��

���
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Die Nomenklatur erfolgt hierbei in Anlehnung an Gl� ������ Nat
urlich sind die Bezeich	

nungen
�
a �

�
B usw� nicht zwingend� da die Funktionen von NSAS nicht auf globale

Variablen zugreifen� sondern durch Parameter
ubergabe die Systemparameter erhalten�

Trotzdem hat sich eine einheitliche Struktur als sinnvoll erwiesen und sollte eingehal	

ten werden� Dies gilt gerade im Hinblick auf m
ogliche Erweiterungen von NSAS� Zum

Einlesen von Systemdaten werden die Befehle

translate�sys�filename� und read�sys�filename�

benutzt� translate�sys�filename� liest eine �als	Datei ein und speichert sie gleich	

zeitig im Maple
	eigenen Bin
arformat �Endung �m�� read�sys�filename� liest eine

Systemdatei in diesem Format ein� Die Ein	�Ausgabe als Bin
ardaten erweist sich auf	

grund der erh
ohten Verarbeitungsgeschwindigkeit dann als vorteilhaft� wenn umfangreiche

Systeme bearbeitet werden� Eine explizite Angabe von Pfaden kann grunds
atzlich entfal	

len� wenn in der Datei nsas die lokale Dateistruktur in den daf
ur vorgesehen Variablen

abgelegt wird�

Es wurde weitgehend auf die Standardfunktionen von Maple
 zur
uckgegri�en� jedoch

war es notwendig� einige wenige Basisfunktionen hinzuzuf
ugen� Zum einen geh
ort dazu

der Befehl extrank�matrix�� der aus der Arbeit von Essen und Jager ������ 
ubernom	

men wurde� Er bestimmtwie rank�matrix� den Rang einer Matrix� kann jedoch auch auf

nichtrationale Ausdr
ucke angewendet werden� Zum anderen werdenmit nsasaugment�a��

���an� und nsasstack�a�����an� Funktionen zur Verf
ugung gestellt� die eine beliebi	

ge Anzahl von Vektoren bzw� Matrizen horizontal oder vertikal zusammenf
ugen �vgl�

augment und stack�� Schlie�lich mu�te die Funktion Gram�Schmidt�orthog �Gram	

Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren� Bronsteijn und Semendjajew ��������� hin	

zugef
ugt werden� mit deren Hilfe ein Orthogonalsystem f
ur eine gegebene Menge von Vek	

toren gewonnen werden kann� ImGegensatz zurMaple
	Standardfunktion GramSchmidt

ist bei der neuen Funktion die Verwendung symbolischer Argumente m
oglich�

In der weiteren Ausarbeitung werden die im Rahmen von NSAS verf
ugbaren Funktionen

ausf
uhrlich diskutiert und deren Aufruf in Maple
 erl
autert� Als Beispiel f
ur die prin	

zipielle Vorgehensweise dient eine NSAS	Session zur Analyse der Beobachtbarkeit der

R
auber	Beute	Beziehung �Keller �����

NSAS�Session ���

� read��nsas���

� translate�sys�rb��
Reading rb�als
Writing rb�m

� read�sys�rb��
Reading rb�m
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� observab�matrix�x�a�B�c���
��� � �

k� x� k� x� � k� � u��� k�

�
��	

� observable�x�a�B�c��

true
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� Mathematische Werkzeuge

��� Lie�Ableitung

Die Lie	Ableitung ist eine im Rahmen der Di�erentialgeometrie h
au�g benutzte Di�e	

rentialoperation� um die Emp�ndlichkeit einer Funktion � von den Koordinaten x in

Richtung eines Vektorfeldes f darzustellen� Sie verwendet also als Argumente eine �reell	

wertige� eventuell vektorwertige� Abschnitt ���� Funktion � und ein Vektorfeld f � Beide

Argumente m
ussen auf einer Teilmenge �Teilmannigfaltigkeit� X des Rn de�niert sein�

Aus diesen Argumenten �und der implizit gegebenen Abh
angigkeit von den Koordinaten

x� wird nun eine neue� glatte reell	wertige Funktion �die Lie	Ableitung� de�niert� die zu

jedem x � X den Wert des inneren Produkts �Skalarprodukt� hd��x��f �x�i annimmt�

Lf��x� �� hd��x��f �x�i �
���x�

�x
f �x� �

nX
i��

���x�

�xi
fi�x� � �����

Die wiederholte Anwendung der Lie	Ableitung ist ebenfalls m
oglich� Soll also die Ablei	

tung von � zun
achst entlang f und danach entlang g bestimmt werden� so lautet diese

entsprechend

LgLf��x� �
��Lf��x��

�x
g�x� � �����

Soll � nun mehrfach �z� B� genau k	mal� entlang des Vektorfelds f abgeleitet werden� so

wird dies als Lk
f� rekursiv dargestellt�

Lk
f��x� �

��Lk��
f ��x��

�x
� �����

Die Berechnung der Lie	Ableitung ist im Programmpaket NSAS in Maple
 unter dem

Aufruf nsaslie f
ur skalarwertige Funktionen �

Aufruf� nsaslie�x�f �x����

Argumente� x � Zustandskoordinaten �	vektor�

f �x� � Vektorfeld �Richtung�

� � Abzuleitende Funktion
Ausgabe� Lie	Ableitung� Lf��x� gem
a� Gl� �����

Package� NSASTOOLS

realisiert�

��� Lie�Klammer

Die Lie	Klammer besitzt insbesondere f
ur die Kriterien
uberpr
ufung im Rahmen der dif	

ferentialgeometrischen Erreichbarkeits	�Steuerbarkeitsanalyse nichtlinearer Systeme eine

zentrale Bedeutung�
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F
ur die Bildung einer Lie	Klammer sind zwei Vektorfelder f �x� und g�x� notwendig�

wobei beide Vektorfelder auf einer Teilmenge X des Rn de�niert sein m
ussen� Aus diesen

beiden Vektorfeldern wird nun ein neues� glattes Vektorfeld� die Lie	Klammer �f �g��x�

wie folgt gebildet�

�f �g� �x� ��
�g�x�

�x
f �x��

�f �x�

�x
g�x� � �����

In lokalen Koordinaten und unter Verwendung der Jakobimatrizen bedeutet das�

�f �g� �x� �



BBBBBBBBBB�

�g�

�x�

�g�

�x�
� � �

�g�

�xn
�g�

�x�

�g�

�x�
� � �

�g�

�xn
���

���
� � �

���
�gn

�x�

�gn

�x�
� � �

�gn

�xn

�
CCCCCCCCCCA
f �x��



BBBBBBBBBB�

�f�

�x�

�f�

�x�
� � �

�f�

�xn
�f�

�x�

�f�

�x�
� � �

�f�

�xn
���

���
� � �

���
�fn

�x�

�fn

�x�
� � �

�fn

�xn

�
CCCCCCCCCCA
g�x��

�����

Soll die Lie	Klammer mehrfach auf dieselben Vektorfelder angewendet werden� so wird

eine andere Schreibweise bevorzugt� adkfg�x�� Mit Hilfe dieser Notation ist nun einfacher

ein k	maliges Kommutieren des Vektorfeldes f �x� mit g�x� m
oglich�

adkfg�x� ��
h
f � adk��f g

i
�x� �k 	 � und

ad�fg�x� �� g�x� �
�����

Aus dieser De�nition heraus ist leicht einsichtig� da� gilt� ad�fg�x� � �f �x��g�x���

Die Bestimmung der Lie	Klammer erfolgt unter Maple
 mit dem Aufruf der Funktion

Aufruf� nsasliebrack�x�f�x��g�x��

Argumente� x � Zustandskoordinaten�	vektor�

f �x� � �� Vektorfeld

g�x� � �� Vektorfeld

Ausgabe� Lie	Klammer� ad�fg�x� � �f �g� �x� gem
a� Gl� �����

Package� NSASTOOLS

aus dem Softwarepaket NSAS	TOOLS�

Die Berechnung einer Lie	Klammer soll am Beispiel eines vereinfachten Modells eines

hydraulischen Translationsantriebes �Bild ���� erl
autert werden� Dieser ist bereits in

mehrfach beschrieben worden �Schwarz ����� Jelali ����� Lemmen ������ Zun
achst mu�

das Modell inMaple
 mathematisch nachgebildet werden� Aus den Vektoren a�x� und

b�x� kann dann eine �mehrfache� Lie	Klammer gebildet werden�
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Bild ���� Elektrohydraulischer Antrieb

NSAS�Session ���

� with�linalg��

Laden der NSA	tools

� read��nsa���
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����x���x��x�
���
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������	

Eingabe des Vektorfelds a�x� des ALS

� a�	matrix�
����x���f�m�x��A�m�x�
��A�k�x����

a ��

�
��������

x�

�
f x�
m

�
A x�
m

�Ak x�

�
�������	

Eingabe des Vektorfelds B�x� des ALS

� b�	matrix�
��������Q�k�sqrt���x�
�p������

b ��

�
��������

�

�

Qk

s
� �

x�
p�

�
�������	
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Berechnung einer Lie	Klammer �a� b��x��

� P�� �	 nsaliebrack�x�a�b��

P � ��

�
���������������

�

�

AQk

s
�
�p� � x�

p�

m

�

�

Qk�A x�s
�
�p� � x�

p�
p�

�
��������������	

Berechnung einer weiteren Lie	Klammer �a� �a� b���x��

� P� �	 nsaliebrack�x�a�P����

P � ���
�����
AQk

s
�
�p� � x�

p�
m

�
����	

�
������

�

�

A�Qk� x�

m

s
�
�p� � x�

p�
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�
�

�

AQk ��� f p� � � f x� �Ak x� m �
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p�
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�
����	
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��
�
Qk�A

��� f x� p� � � f x� x� � �A x� p� � �A x�
� � k A x�

�m �
�

m

�
�
�p� � x�

p�

����
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�
�
�

A� k�Q

s
�
�p� � x�
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m
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Die Lie	Klammer kann 
ubrigens auch als ein Spezialfall der Lie	Ableitung angesehen wer	

den� Betrachtet man die Lie	Ableitung eines Vektorfeldes g�x� entlang der Integralkurve

�Trajektorie� des Vektorfeldes f �x�� so wird die folgende 
Anderung von g�x� entlang der

Trajektorie �f
t �x� berechnet�

�Lfg� �x� � lim
t��

�

t

��
�

�x
�f
�t

��
�f
t �x�

�
g
�
�f
t �x�

�
� g�x�

�
�����

�

��
�

�x
g

�
f �

�
�

�x
f

�
g

�
�x� ����

� �f �g� �x� � �����
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Aus diesem Grund wird die Lie	Klammer als �wenn auch selten� Lie	Ableitung �� Stufe

bezeichnet�

��� Ableitung eines Kovektorfeldes entlang eines Vektorfeldes

Eine insbesondere f
ur die di�erentialgeometrische Beobachtbarkeitsanalyse wichtige Funk	

tion ist die Ableitung eines Kovektorfeldes ��x� entlang eines Vektorfeldes f �x�� welche

jeweils auf einer Teilmenge X � R
n de�niert sein m
ussen� Die in diesem Abschnitt

beschriebene Ableitung erzeugt nun zu jedem x � X ein neues Kovektorfeld Lf��

Lf��x� �� fT�x�

�
��T

�x

�T

� ��x�
�f

�x
� ������

Die so de�nierte Funktion hei�t Ableitung von � entlang f � Berechnet wird diese Ablei	

tung mit Hilfe des Funktionsaufrufes nsascoder des Programmpaketes NSAS�

Aufruf� nsascoder�x�f �x����

Argumente� x � Zustandskoordinaten�	vektor�

f �x� � Vektorfeld

� � Abzuleitendes Kovektorfeld
Ausgabe� Ableitung des Kovektorfeldes entlang des Vektorfeldes�

Lf��x� gem
a� Gl� ������

Package� NSASTOOLS

Aufgrund der Analogie zur Lie	Ableitung �� Stufe ����� und �� Stufe ����� hei�t diese

Funktion auch Lie	Ableitung �� Stufe�
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� Systemtheoretische Fragestellungen

��� Erreichbarkeit

Bei der Untersuchung eines Systems bez
uglich der Erreichbarkeit wird 
uberpr
uft� ob es

m
oglich ist� von einen beliebigen Startpunkt aus jeweils alle anderen Punkte des Zustands	

raums auf den Trajektorien des gegebenen Systems zu erreichen �Schwarz ����� Lemmen

����� Isidori ������

Ein verwertbares Kriterium f
ur nichtlineare Systeme existiert jedoch lediglich f
ur die Ei	

genschaft der schwachen Erreichbarkeit� Bei dieser Eigenschaft wird die Trajektorienrich	

tung bez
uglich der Zeitparametrisierung unterdr
uckt und f
ur diese vereinfachten Trajekto	

rien eine Erreichbarkeitsuntersuchung durchgef
uhrt� Nichtsdestotrotz kann eine Untersu	

chung der schwachen Erreichbarkeit als eine notwendige Bedingung f
ur die Erreichbarkeit

interpretiert werden�

Ein Kriterium f
ur einen derartigen Test �ndet sich z� B� in �Nijmeijer und van der

Schaft ����� Schwarz ����� Lemmen ����� Isidori ������ Dabei wird eine Erreichbar	

keitsdistribution bestimmt und deren Dimension 
uberpr
uft� Ist die Dimension gleich der

des Zustandsraumes �Tangentialzustandsraumes�� so ist das System schwach erreichbar�

Es ergibt sich nun das folgende� im Paket nsasreach implementierte Kriterium�

Kriterium ��� �Schwarz ����� Lemmen ����� Isidori �����

Es sei

P �x� ��
�
P��x�

���P��x�
��� � � �

�
�����

P��x� ��
�
b��x�

��� � � �
���bm�x�

�
�����

Pk�x� �� �a�x��Pk���x�� �k � �� �� � � � � �����

dann gibt

rang P �x� � r 
 n �����

die Dimension der lokal schwach erreichbaren Untermannigfaltigkeit in M� an�

Bereits in Abschnitt ��� ist die Berechnung einer Lie	Klammer mit dem Paket NSAS

am Beispiel eines translatorischen Hydraulikantriebes vorgestellt worden� Die Dimension

der lokal schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit kann dann mit dem Aufruf extrank�P �

unter Maple
 bestimmt werden�

Das derart auszuwertende Kriterium kann nun mit Hilfe der NSAS	TOOLS berechnet

werden� Dies veranschaulicht die n
achsteNSAS	Session� welche die in derNSAS	Session

��� get
atigten Eingaben weiter verarbeitet�
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NSAS�Session ���

Berechnung einer Lie	Klammer �a� b��x��

� P�� �	 nsaliebrack�x�a�b��

P � ��

�
���������������
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s
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�p� � x�

p�
m
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Qk�A x�s
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p�
p�

�
��������������	

Berechnung einer weiteren Lie	Klammer �a� �a� b���x��

� P� �	 nsaliebrack�x�a�P����
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Bestimmung der schwachen Erreichbarkeitsmatrix P �

� P �	 nsaaugment�P��P���b��
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Berechnen der Dimension der schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit�

� extrank�P��

�

Dieses Kriterium f
ur ALS ist im Paket NSAS aber auch direkt unter der Funktion

Aufruf� reach matrix�x�a�x��B�x��

Argumente� x � Zustandskoordinaten�	vektor�

a�x� � Vektorfeld

B�x� � Systemeingangsvektorfelder

Ausgabe� Erreichbarkeitsmatrix� P �x� gem
a� Kriterium ���

Package� NSASREACH
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implementiert worden�

Eine reine 
Uberpr
ufung der Eigenschaft der lokal schwachen Erreichbarkeit liefert die

NSAS	Funktion reachable�

Aufruf� reachable�x�a�x��B�x��

Argumente� x � Zustandskoordinaten�	vektor�

a�x� � Vektorfeld

B�x� � Systemeingangsmatrix

Ausgabe� Erreichbarkeit� true f
ur ja und false f
ur nein gem
a� Kri	

terium ���
Package� NSASREACH

NSAS�Session ���

Direkte Bestimmung der Erreichbarkeitsmatrix P �

� Pnsa�	reach�matrix�x�a�b��
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Bestimmen der Dimension von P �Pnsa�
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� extrank�Pnsa��

�

Direktes 
Uberpr
ufen der Erreichbarkeit

� reachable�x�a�b��

true

��� Beobachtbarkeit

Die Untersuchung der Struktureigenschaft Beobachtbarkeit ist eine wichtige Vorausset	

zung zur Auslegung von Zustandsbeobachtern� Dabei wird 
uberpr
uft� ob aus der Kenntnis

der Ein	 und Ausgangssignale die Zustandsgr
o�en des Systems ermittelt werden k
onnen�

Zu dieser 
Uberpr
ufung dienen die Begri�e Beobachtbarkeitsabblidung und 	matrix�

Mit Hilfe des Di�erentialoperators

Nf �� La �
mX
i��

uiLbi �
n��X
i��

pX
j��

u
�i�
j �t�

�

�u
�i���
j

� �����

Nk
f � Nf �N

k��
f � �����

l
a�t sich die Menge

Cr �
n
N
�j���
f ci�x� � i � �� �� � � � � p � j � �� �� � � � � r � r 	 n

o
�����

konstruieren� aus der die Beobachtbarkeitskodistribution

Dr � span
n
dc��x��dNfc��x�� � � � �dN

r
fc��x�� dc��x��dNc��x�� � � � �dN

r
fc��x��

� � � � dcp�x��dNfcp�x�� � � � �dN
r
fcp�x�

o
����

mit

dci ��
�ci

�x
�

�
�ci

�x�
�
�ci

�x�
� � � � �

�ci

�xn

�
�����

gebildet wird� Dabei bezeichnet L� die Lie	Ableitung entlang des Vektorfeldes �� Die

korrespondierende Matrixform zu Gl� ���� wird als Beobachtbarkeitsmatrix r� die zu

Gl� ����� als Beobachtbarkeitsabbildung � bezeichnet� Die Dimension der Beobachtbar	

keitskodistribution ist gleich dem Rang der zugeh
origen Beobachtbarkeitsmatrix�

Ein geometrischer Test zur 
Uberpr
ufung der lokal �schwachen� Beobachtbarkeit in x�

kann folgenderma�en formuliert werden�
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Kriterium ���

Das System
P

ALS ist lokal �schwach� beobachtbar in x�� wenn f
ur mindestens eine zul
assi	

ge Steuerung u�t� eine o�ene Umgebung X� um x� und eine Menge K � f��� ��� � � � � �pg

von nat
urlichen Zahlen �sog� Beobachtbarkeitsindizes� derart existieren� da� folgende Be	

dingungen f
ur alle x � X� erf
ullt sind�

i�
pP

i��
�i � n und �� 	 �� 	 � � � 	 �p �

ii� Die Beobachtbarkeitskodistribution Dn spannt nach einer geeigneten Umordnung

der ci�x� den Kotangentialraum T ��Rn� auf�

dim Dn � rang n � n � ������

iii� Wenn eine andere Menge L � fl�� l�� � � � � lpg von nat
urlichen Zahlen existiert� die

den Bedingungen i� und ii� gen
ugt� dann gilt� L 	 K in der lexographischen Ord	

nung� das hei�t� �l� 	 ��� oder �l� � �� und l� 	 ��� oder �l� � ��� und �l� �

�� und l� 	 ��� usw� �

Berechnen l
a�t sich die Beobachtbarkeitsabbildung f
ur ALS im NSAS!Paket mit Hilfe

der Funktion

Aufruf� observab map�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� x � Zustandsvektor

a�x� � Vektorfeld a�x�

B�x� � Eingangsmatrix B�x�

c�x� � Ausgangsvektor c�x�

Ausgabe� Beobachtbarkeitsabbildung� ��x� gem
a� Gl� �����

Package� NSASOBSV

Zur Berechnung der Beobachtbarkeitsmatrix steht die Funktion observab matrix zur

Verf
ugung�

Aufruf� observab matrix�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� x � Zustandsvektor

a�x� � Vektorfeld a�x�

B�x� � Eingangsmatrix B�x�

c�x� � Ausgangsvektor c�x�

Ausgabe� Beobachtbarkeitsmatrix� �x� gem
a� Gl� ����

Package� NSASOBSV
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Eine reine �strukturelle� 
Uberpr
ufung der lokalen Beobachtbarkeit liefert die NSAS	

Funktion observable�

Aufruf� observable�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� x � Zustandsvektor

a�x� � Vektorfeld a�x�

B�x� � Eingangsmatrix B�x�

c�x� � Ausgangsvektor c�x�

Ausgabe� Beobachtbarkeit� true f
ur ja und false f
ur nein

gem
a� Kriterium ���

Package� NSASOBSV

Die folgende NSAS	Session veranschaulicht die Beobachtbarkeitsanalyse eines eingelen	

kigen Roboterarms �Isidori ����������

NSAS�Session ���

� read��bkrobot�ms���
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�
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�
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�
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������������	
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�����������	
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c �� �x��

� observab�map�x�a�B�c��

bkabb ���
x� � x� ��

�K x� �K x�N �M g d cos �x�� N � F� x�N

J� N
��

K x� J� �N x� J� K �N x� J� M g d sin �x��� F� K x� �

F� K x�N � F� M g d cos �x�� N � F�
� x�N

�
� J�

�N �

�

� observab�matrix�x�a�B�c��

bkmat ��
� � � � � � � � �

� � � � � � � � ��
K

J� N
�
�K �M g d sin �x��

J�
� � ��

F�

J�

�
�
�

F� K

J�
�N

�
x� J� M g d cos �x�� � F� K � F� M g d sin �x��

J�
� �

K

J� N
�

�K J� � J� M g d sin �x�� � F�
�

J�
�

�

� extrank�bkmat��

�

� observable�x�a�B�c��

true

F
ur MIMO	ALS liefert die Funktion observab matrix eine Matrix der Dimension np�n�

Daher ist es sinnvoll� aus dieser Matrix eine sog� Auswahlmatrix �Keller ���� Birk �����

zu bilden� wobei nur die ersten n Zeilen� die �strukturell� linear unabh
angig sind� 
uber	

nommen werden� Zur Untersuchung der linearen Unabh
angigkeit wird das bereits in Ab	

schnitt � erw
ahnte Gram	Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren herangezogen� Zur

Auswahl	Beobachtbarkeitsmatrix geh
ort dann eine Auswahl	Beobachtbarkeitsabbildung

mit n Elementen� Die Ermittlung der Auswahl	Beobachtbarkeitsmatrix erfolgt mit
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Aufruf� selected observab matrix�matrix�

Argumente� matrix � �np�n� Beobachtbarkeitsmatrix

Ausgabe� Liste der Beobachtbarkeitsindizes�

�n� n� Auswahl	Beobachtbarkeitsmatrix

Package� NSASOBSV

Als Beispiel soll hier das Modell eines elastischenRoboterarms mit einemGelenk �Raghavan

und Hedrick ����� analysiert werden�

NSAS�Session ���
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� mtx�	observab�matrix�x�a�B�c��
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��� Entkopplung und exakte Linearisierung

Der nun folgende Abschnitt befa�t sich mit der Analyse der Ein	�Ausgangsentkoppelbar	

keit nichtlinearer Mehrgr
o�ensysteme sowie der Synthese von entkoppelnden R
uckf
uhr	

gesetzen� Die zentrale Bedeutung dieser Fragestellung f
ur eine Auslegung nichtlinearer
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Regelungskonzepte ist darin zu sehen� da� neben der Entkopplung auch gleichzeitig die

Probleme der exakten Linearisierung und der St�orentkopplung Ber
ucksichtigung �nden

�Schwarz ������ Ein Mehrgr
o�ensystem wird als entkoppelt bezeichnet� wenn jeder Aus	

gang yi�t� durch genau einen korrespondierenden Eingang wi�t�� nicht jedoch durch wj�t�

f
ur j �� i beein"u�t wird�

u � r�x� � V �x�w
u y

x

w

P
e

ALS

Bild ���� Ein	�Ausgangsentkopplung eines ALS mittels statischer Zustandsr
uckf
uhrung

Formal kann diese Eigenschaft folgenderma�en beschrieben werden� F
ur einen Anfangs	

zustand x� und ein beliebiges Paar von Eingangsfunktionen wa�t� und wb�t�� die in der

i	ten Komponente 
ubereinstimmen� d� h�

�wa�t��i � �wb�t��i �t 	 � ������

erf
ullen� sind die zugeh
origen Ausgangsfunktionen ebenfalls in der i	ten Komponente iden	

tisch �Isidori ������

�ya�t��i � �yb�t��i �t 	 � � ������

Im einzelnen besteht die Aufgabe der Ein��Ausgangsentkopplung nun darin� f
ur ein gege	

benes nicht entkoppeltes System eine statische Zustandsr
uckf
uhrung

u � r�x� � V �x�w � w � Rm ������

gem
a� Blockschaltbild ��� auszulegen� so da� das resultierende System gerade entkop	

peltes Verhalten aufweist� Nach �Schwarz ����� ergibt sich die sogenannte Standard�

Entkopplungsr�uckf�uhrung aus Gl� ������� wenn die Zuordnungen

r�x� � �D�x�f �x�

V �x� � D���x�
������
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verwendet werden� Hierbei beschreibt D�x� die Entkopplungsmatrix und f �x� wird aus

zeitlichen Ableitungen der Ausgangsgr
o�en gebildet �Schwarz ���������� Die so de�nierte

Zustandsr
uckf
uhrung stellt ein entkoppeltes Verhalten gem
a� obiger Beschreibung sicher�

gleichzeitig verh
alt sich der entkoppelte Systemteil linear zwischen Ein	 und Ausg
angen�

In Abh
angigkeit vom Di�erenzengrad d existiert ggf� ein zus
atzlicher nichtlinearer Sy	

stemteil� die sogenannte Nulldynamik � die jedoch unbeobachtbar ist und somit das Ein	

�Ausgangsverhalten nicht beein"u�t�

Von essentieller Bedeutung f
ur die Bestimmung der R
uckf
uhrung ������ ist zum einen

der schon angesprochene Di�erenzengrad d sowie die Entkopplungsmatrix D�x�� F
ur den

Di�erenzengrad gilt�

De�nition ��� �Schwarz �����

Ein Mehrgr
o�en	ALS der Form ����� mit m � p hat den �Vektor	� Di�erenzengrad d f
ur

alle x in einer Umgebung von x��

d � fd�� d�� � � � � dmg ������

mit

di � min
r�N�

LbjL
r��
a ci�x� �� � �

i � �� �� � � � �m

j � �� �� � � � �m
� ������

Anschaulich bedeutet ������� da� di gerade der Anzahl der zeitlichen Di�erentiationen

von yi entspricht� bis mindestens eine Eingangsgr
o�e uj explizit darin enthalten ist�

y
�k�
i �

dkyi
dtk

�� f�u� � k � �� � � � � di � �

y
�di�
i �

ddiyi
dtdi

� f�u� �

������

Fa�t man die Zeilendi�erenzengrade di zusammen und verwendet die mit bj bezeichneten

Spalten der Matrix B�x�� ergibt sich die Entkopplungsmatrix D�x� zu �Isidori �����

Schwarz �����

D�x� �

�
������

Lb�L
d���
a c��x� Lb�L

d���
a c��x� � � � LbmL

d���
a c��x�

Lb�L
d���
a c��x� Lb�L

d���
a c��x� � � � LbmL

d���
a c��x�

���
���

� � �
���

Lb�L
dm��
a cm�x� Lb�L

dm��
a cm�x� � � � LbmL

dm��
a cm�x�

�
�����	 �

�����

Eine hinreichende Voraussetzung daf
ur� da� ein
P

ALS mittels einer regul
aren statischen

Zustandsr
uckf
uhrung in einer Umgebung um den Punkt x� entkoppelt werden kann� ist
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durch die Regularit
at der Matrix D�x�� gegeben� F
ur die vollst
andige Bestimmung des

gesuchten R
uckf
uhrgesetzes wird der Vektor f �x� ben
otigt�

f �x� �

�
������

Ld�
a c��x�

Ld�
a c��x�

���

Ldm
a cm�x�

�
�����	 � ������

Die Implementierung der genannten Gr
o�en in Maple
 wird unter Verwendung der in

Abschnitt ��� vorgestellten Lie	Ableitungen durchgef
uhrt� Die Ermittlung des Di�eren	

zengrades erfolgt mit

Aufruf� relative degree�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� a�x� � Systemvektor

B�x� � Eingangsmatrix

c�x� � Ausgangsvektor

Ausgabe� Zeilenvektor� d � �d� d� � � � dm�

Package� NSASDECP

F
ur die Entkopplungsmatrix steht der Befehl

Aufruf� decoupling matrix�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� a�x� � Systemvektor

B�x� � Eingangsmatrix

c�x� � Ausgangsvektor

Ausgabe� Entkopplungsmatrix� D�x� gem
a� Gl� �����

Package� NSASDECP

zur Verf
ugung� Ob ein System mit einer statischen Zustandsr
uckf
uhrung entkoppelt wer	

den kann� stellt die Funktion

Aufruf� decouplable�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� a�x� � Systemvektor

B�x� � Eingangsmatrix

c�x� � Ausgangsvektor

Ausgabe� Entkoppelbarkeit� true f
ur ja und false f
ur nein

Package� NSASDECP
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anhand des Rangs der Entkopplungsmatrix fest� Schlie�lich kann das zur Entkopplung

zu verwendende R
uckf
uhrgesetz gem
a� Gln� ����������� mit Hilfe von

Aufruf� decoupling feedback�x�a�x��B�x��c�x��

Argumente� a�x� � Systemvektor

B�x� � Eingangsmatrix

c�x� � Ausgangsvektor

Ausgabe� entkoppelnde R
uckf
uhrung� u

Package� NSASDECP

direkt bestimmt werden� Im folgenden wird als einfaches Beispiel das QLS

�x� � u� y� � x�

�x� � x�� y� � x	

�x� � u�

�x� � x��
�x
 � x��
�x	 � x�


������

betrachtet�

NSAS�Session ��	

� read��nsas���

� read�sys�beispiel��

n �� �

m �� �

p �� �

x �� array� ����� � � �

a ��
h
�x�

� �x�
� x�

� x

�
i

B ��

�
�������������������

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�
������������������	
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c ��

�
��� x�

x	

�
��	

� relative�degree�x�a�B�c��

�
� �

�

� decoupling�matrix�x�a�B�c��

�
��� �x� �

� x
 x� x�

�
��	

� decouplable�x�a�B�c��

true

� decoupling�feedback�x�a�B�c��

�
�����

�

�

w���

x�

�
�

�

x� �x
 x�� � �x���

x
 x�
�

�



w���

x
 x� x�

�
����	
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� Zusammenfassung und Ausblick

Symbolverarbeitende Programmiersoftware erm
oglicht die Einbindung analytischer Me	

thoden in regelungstechnische CAD	Programme� welche die Voraussetzung f
ur eine An	

wendung moderner Analyse	 und Syntheseverfahren auf komplexe nichtlineare Systeme

sind� Der Hauptvorteil symbolverarbeitender Programmiersprachen liegt darin� da� die

Ergebnisse nicht nur numerisch� sondern auch symbolisch zur Verf
ugung stehen� so da�

sowohl Parameterstudien als auch Einblicke in die systemdynamischen und regelungstech	

nischen Zusammenh
ange erst erm
oglicht werden�

In Rahmen dieses Forschungsberichts wurde mit Hilfe der symbolverarbeitenden Program	

miersprache Maple
 das Programmpaket NSAS f
ur die Analyse und Synthese analy	

tischer Systeme mit linear eingehender Steuerung entwickelt� Die exemplarische Anwen	

dung auf mehrere nichtlineare Systeme wurde demonstriert und zeigte die Leistungsf
ahig	

keit des Paketes auf� Die derzeit zur Verf
ugung gestellte Version des Programmpaketes

enth
alt folgende Funktionen�

� Berechnung der Lie!Ableitung� nsaslie�

� Berechnung der Lie!Klammer� nsasbrack�

� Berechnung der Ableitung eines Kovektorfeldes entlang eines Vektorfeldes� nsasco�

der�

� Bestimmung der Erreichbarkeitsmatrix und 
Uberpr
ufung der Eigenschaft Erreich	

barkeit� reach matrix� reachable�

� Bestimmung der Beobachtbarkeitsabbildung und 	matrix sowie 
Uberpr
ufung der Ei	

genschaft Beobachtbarkeit� observab map� observab matrix� observable� se�

lected observab matrix�

� Ermittlung des Vektordi�erenzengrades� relative degree

� Berechnung der Entkopplungsmatrix� 
Uberpr
ufung der Entkoppelbarkeit sowie Be	

stimmung des ggf� zu verwendenden R
uckf
uhrgesetzes� decoupling matrix� de�

couplable� decoupling feedback�

Bei der Analyse komplexer technischer Systeme erweist sich die Anwendung vonNSAS als

problematisch� da hohe Anforderungen an die Hardware �Speicher und Rechenleistung�

gestellt werden� Kurzfristig sollen diese Beschr
ankungen unter Verwendung leitsungs	

starker Workstations erweitert untersucht werden� Langfristig sind diese jedoch gerade

im Computerbereich in Anbetracht der rasant steigenden Leistungsf
ahigkeit von gerin	

gem Interesse� Zuk
unftige Untersuchungen werden sich mit dem Ausbau des Paketes

befassen� indem sowohl di�erentialalgebraische als auch graphentheoretische Analyseme	

thoden �Wey ����� implementiert werden� Au�erdem soll das Paket um Beobachter	

Syntheseverfahren �Jelali ����� erweitert werden�
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