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� Einleitung �

� Einleitung

Der vorliegende Forschungsbericht� befa�t sich mit der Beobachtbarkeitsanalyse von Sy�

stemen unter Verwendung graphentheoretischer Methoden� Die Frage der Beobachtbar�

keit ist eine der Kernfragen in der Regelungstheorie� Sie tritt jedes Mal dann auf� wenn

Systemzust	ande ohne direkte Messung ermittelt werden sollen� z� B� zwecks Einsparung

von Me�ger	aten� oder wenn keine geeignete Me�apparatur zur Verf	ugung steht�

Ein Systemzustand ist dann beobachtbar� wenn er aus dem Eingangssignal u�t�� dem

Ausgangssignal y�t� und deren Ableitungen eindeutig bestimmt werden kann� Ein System

ist vollst�andig beobachtbar� wenn alle Systemzust	ande aus der Kenntnis von u�t�� �u�t��

	u�t�� � � � und y�t�� �y�t�� 	y�t�� � � � berechnet werden k	onnen� Entsprechend der Ordnung

des Systems sind zur L	osung dieses Problems n linear unabh	angige Gleichungen zu suchen�

Beispiel �� �Fliess und Glad �����

Aus dem durch das Zustandsmodell

�x�t� �

�
x��
�

�
�

�
�

�

�
u�t� �

y�t� � x�

�B ������

gegebenen System lassen sich durch einfache algebraische Umformungen die folgen�

den Gleichungen bestimmen�

	y� � �u� �y � � � �B ����
�


ux� � 	y � � � �B ������

x� � y � � � �B ������

W	ahrend Gl� �B ����
� das Verhalten zwischen dem Ein� und Ausgang des Systems

wiedergibt� stehen mit den beiden anderen linear unabh	angige Gleichungen f	ur die

Berechnung der Zust	ande x� und x� zur Verf	ugung� F	ur den Fall� da� u�t� � � gilt�

kann eine weitere Gleichung zur Bestimmung von x� herangezogen werden�

x�� � �y � � � �B ������

Das System nach Gl� �B ������ ist damit vollst	andig beobachtbar� �

Die Untersuchung der linearen Unabh	angigkeit eines Gleichungssystems erfolgt im all�

gemeinen durch die Auswertung eines Rangkriteriums� Dies �ndet auch bei der Frage

� Diese Arbeit enstand im Rahmen des von der DFG unter Schw �������� gef	orderten Projektes


NLS�

Analyse�



� Einleitung 


nach der Beobachtbarkeit Anwendung� Demnach ist ein Eingr	o�en�System vollst	andig

beobachtbar� wenn der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix

Q �

�
�����������

�y

�x
� �y

�x
���

�y�n���

�x

�
�����������

�����

gleich der Ordnung des Systems ist� Bei linearen Systemen entspricht diese Aussage dem

bekannten Kalman�Rangkriterium�

In dem vorliegenden Forschungsbericht wird f	ur die Beobachtbarkeitsanalyse der aus dem

Zustandsmodell des Systems abgeleitete Systemgraph herangezogen� Der Graph bietet

hierbei nicht nur Vorteile aufgrund der Darstellungsweise eines Systems� sondern auch die

f	ur eine Beobachtbarkeitsanalyse notwendige Zeit und der erforderliche Rechenaufwand

sind im allgemeinen wesentlich geringer� W	ahrend f	ur eine rein analytische Behandlung�

in Abh	angigkeit von der Systemordnung� n� � Ableitungen des Ausgangs nach der Zeit

berechnet werden m	ussen� l	a�t sich die Frage nach der Beobachtbarkeit ggf� bereits durch

einfaches
�
Hinsehen� am Graphen kl	aren� In Abschnitt 
 wird die Konstruktion eines

Graphen aus dem Zustandsmodell eines nichtlinearen Systems mit m Eing	angen und p

Ausg	angen

X
NS

�x�t� � f �x�t��u�t�� �

y�t� � h�x�t�� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

���
�

vorgestellt� und grundlegende Begri�e aus der Graphentheorie zum Verst	andnis des Be�

richtes werden erl	autert�

Der Pfad�Baum� der dann in Abschnitt � hergeleitet wird� stellt ein einfaches und e�ekti�

ves Hilfsmittel bei der Berechnung von Pfadgewichten im Graphen dar� Die Pfadgewichte

wiederum werden in einer Matrix zusammengefa�t und �nden bei der graphentheoreti�

schen Beobachtbarkeitsanalyse �Abschnitt �� Verwendung�

Abschnitt � fa�t die Vorgehensweise bei einer rein graphentheoretischen Analyse in Form

eines Algorithmus zusammen� Der Bericht schlie�t mit einer kurzen Zusammenfassung

und einem Ausblick auf k	unftige Anwendungsm	oglichkeiten�



� Systembeschreibung mittels Graphen �

� Systembeschreibung mittels Graphen

Dieser Abschnitt dient einer kurzen Einf	uhrung in die graphentheoretische Systembe�

schreibung� Insbesondere sollen die in sp	ateren Abschnitten ben	otigten Begri�e und Vor�

gehensweisen erl	autert und beschrieben werden�

Der Graph ist eine alternative Darstellungsform f	ur beliebige� nichtlineare Systeme� Im

Bereich der linearen Systemtheorie hat sich das Arbeiten mit Graphen wegen der einfachen

Zug	anglichkeit etabliert �Reinschke ������ Eine Erweiterung auf allgemeine nichtlineare

Systeme und der Einsatz in der Reglersynthese ist Stand der Forschung und Gegenstand

der vorliegenden Arbeit�

��� Strukturgraph

Ausgangspunkt bei der Ermittlung des Graphen zu einem System ist das Zustandsmodell

in der Form

�x�t� � f �x�t��u�t��

y�t� � h�x�t��
�
���

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp�

In Abbildung 
�� ist ein Beispiel f	ur einen Graphen gegeben �De Luca u� a� ������

u� � �

� 
 y�

u�  �

� � y�

Bild ��� Graph eines ebenen� zweiarmigen� elastischen Manipulators
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Im wesentlichen sind die beiden Elemente� aus denen ein Graph besteht�

�� Knoten


� Kanten

erkennbar� Die Knoten lassen sich unterscheiden in Eingangsknoten �u� � � � um�� Zustands�

knoten �x� � � � xn� und Ausgangsknoten �y� � � � yp�� Insgesamt besteht ein System aus

O � n�m� p

Knoten� Als Verbindungselemente dienen Kanten� die f	ur die graphische Systembeschrei�

bung eine Orientierung erhalten �gerichtete Kanten�� Die Entscheidung dar	uber� ob eine

Kante zwischen zwei Knoten vorhanden ist� l	a�t sich anhand der folgenden Regeln be�

stimmen�

�R�� Wenn die Zustandsvariable xj in fi�x�u� enthalten ist� dann existiert

eine Kante vom Zustandsknoten xj zum Zustandsknoten xi�

�R
� Wenn die Eingangsvariable uj in fi�x�u� enthalten ist� dann existiert

eine Kante vom Eingangsknoten uj zum Zustandsknoten xi�

�R�� Wenn die Zustandsvariable xj in hi�x� enthalten ist� dann existiert eine

Kante vom Zustandsknoten xj zum Ausgangsknoten yi�

Beispiel ��

Bei Anwendung der Regeln �R�� bis �R�� auf das System

�x �

�
���

x� � x��
cos x� � x��u�

jx� j ��u�

�
��� � y �

�
ex�

x�

�
�B 
�����

entsteht der in Abbildung 
�
 dargestellte Graph� �

u� � y�

u� 
 � y�

Bild ��� Graph G zu System in Beispiel 
��
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Da es mehrere Systeme gibt� die zu dem gleichen Graphen f	uhren� wird dieser auch als

Strukturgraph bezeichnet� Untersuchungen und Ergebnisse sind struktureller Art und

betre�en alle Systeme mit identischem Strukturgraphen �Wey ������

��� Bewerteter oder gerichteter Graph

Mit Hilfe des Strukturgraphen lassen sich bereits erste Aussagen bei der Systemanalyse

gewinnen� genannt sei hier die strukturelle Beobachtbarkeit als notwendige Bedingung f	ur

die Beobachtbarkeit eines Systems� F	ur Reglersyntheseverfahren ist der Informationsge�

halt� den ein Strukturgraph bietet� jedoch zu gering� Aus diesem Grund wird zus	atzlich

zu der rein graphischen Darstellung eine Kantengewichtung ��bewertung� eingef	uhrt� Die

Kantengewichte ergeben sich durch partielles Ableiten der Vektorfunktionen fj�x�u� und

hj�x� nach den Zust	anden x bzw� nach den Eing	angen u�

�R�� Die Kante vom Zustandsknoten xi zum Zustandsknoten xj hat das Kan�

tengewicht

w�xi� xj� �
�fj�x�u�

�xi
�

�R�� Die Kante vom Eingangsknoten ui zum Zustandsknoten xj hat das Kan�

tengewicht

w�ui� xj� �
�fj�x�u�

�ui
�

�R�� Die Kante vom Zustandsknoten xi zum Ausgangsknoten yj hat das Kan�

tengewicht

w�xi� yj� �
�hj�x�

�xi
�

Zur Berechnung der Kantengewichte m	ussen fj�x�u� und hj�x� stetige Funktionen in xi

bzw� in ui sein� Da allerdings im allgemeinen nicht alle Kantengewichte f	ur Analyse�

bzw� Syntheseverfahren herangezogen werden� mu� das System nicht generell stetig in

den auftretenden Gr	o�en sein� Im Systemgraphen werden alle Kantengewichte� die nicht

explizit zu berechnen sind oder berechnet werden� durch �j markiert� Der Index j stellt

eine fortlaufende Numerierung solcher Kanten dar�

Abbildung 
�� zeigt zu dem Beispiel nach Gl� �B 
����� den bewerteten Graphen�
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u� � y�

u� 
 � y�

� �

� �
x�

x�� � sin x� ex�


x� u� �

Bild ��� Bewerteter Graph zu Beispiel 
��

Bei linearen Systemen

X
LS

�x�t� � Ax�t� �Bu�t� �

y�t� � Cx�t� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

�
�
�

sind die Kantengewichte die Komponenten der Systemmatrix A� der Eingangsmatrix B

und der Ausgangsmatrix C�

Beispiel ��

Anwendung der Regeln �R�� bis �R�� auf das System

�x�t� �

�
���

� � �


 � �

�� � �

�
���x�t� �

�
���

�

�

�

�
��� u�t�� y�t� � x��t� �B 
�
���

f	uhrt zu dem in Bild 
�� dargestellten Graphen� �

�


�

u y
�

�

�

��

�

�




�

Bild ��� Graph des linearen Systems nach Beispiel 
�


Bei einem nichtlinearen System hingegen sind die Kanten im allgemeinen Funktionen der

Zust	ande x und teilweise auch der Eing	ange u� Das Aneinanderreihen von Kanten und

Knoten zu einer Kette wird als Pfad bezeichnet� z� B��

x�
� x�

� sinx� y � �
���

wobei die Anzahl der verbindenden Kanten L�ange des Pfades genannt wird� Die Angabe

	uber den Pfeilen �Kanten� ist das jeweilige Kantengewicht� Jedem Pfad wird ebenfalls ein

Gewicht zugeordnet� das sich aus der Multiplikation aller Gewichte eines Pfades ergibt�

Der Pfad nach Gl� �
��� hat somit das Gewicht

w�x�� y� � � � �� sinx�� � �� sin x� � �
���



� Pfad�Baum 

� Pfad�Baum

Im Zusammenhang mit der Beobachtbarkeit eines nichtlinearen Systems sind Pfade� die

in den Ausgangsknoten y enden� bei der graphischen Untersuchung von Interesse� Diese

Pfade lassen sich recht anschaulich und systematisch in einem Baum darstellen� Die

wesentlichen Eigenschaften eines Baumes fa�t die folgende De�nition zusammen�

De�nition �� �Gondran und Minoux �����

Ein Baum ist ein zusammenh	angender Graph ohne Zyklen� �

Ohne Zyklen bedeutet hierbei� da� kein Pfad der L	ange l mit gleichem Anfangs� und

Endknoten existiert� Bekanntester Vertreter ist der Stammbaum� in dem ausgehend von

einem Element� den Stammeltern� einzelne oder mehrere Nachk	ommlinge dargestellt wer�

den� Hierbei treten im allgemeinen Verzweigungen und aussterbende 	Aste auf�

Bei der Verwendung einer Baumstruktur zur Systemanalyse sind die einzelnen Elemen�

te die Knoten eines gerichteten Graphen� Die Verbindungen sind die Kanten� wobei

die Orientierung der Kanten jeweils von oben nach unten verl	auft� Jede untergeordnete

Ebene besteht gegen	uber der n	achsth	oheren Ebene aus einem um ein erweitertes Kno�

ten�Kantenpaar�

Das Aufstellen eines Pfadbaumes soll zun	achst f	ur Eingr	o�ensysteme gezeigt werden� ge�

nauer f	ur ALS�Systeme

X
ALS

�x�t� � a�x�t�� � b�x�t��u�t� �

y�t� � c�x�t�� �

mit x�t� � Rn� u�t�� y�t� � R �

�����

die auch sp	ater bei der Beobachtbarkeitsanalyse betrachtet werden�

��� Eingr�o�ensysteme

Bei Eingr	o�ensystemen wird die oberste Ebene des Pfad�Baumes von dem Ausgangskno�

ten y gebildet�

E� � fyg � ���
�

Die folgende Ebene besteht aus Pfaden� die in den Ausgangsknoten einlaufen und deren

L	ange l � � betr	agt� z� B�

E� � fx�
x� y� x�

x� yg � �����

Jede Ebene besteht aus maximal nEj
� nj Elementen� Diese obere Grenze wird allerdings

nur erreicht� wenn von jedem Zustandsknoten Kanten zu allen anderen Zustandsknoten



� Pfad�Baum �

und zum Ausgangsknoten vorhanden sind� Der Index i der Pfadmenge Ei ist gleich der

L	ange der in der Menge enthaltenen Kanten und gibt die Tiefe des Baumes an� Die Vor�

gehensweise bei der Ermittlung des Pfad�Baumes wird anhand eines Beispiels verdeutlicht�

Beispiel �� Zu dem System

�x �

�
�����

x�x�

x�x� � sinx�
x��

cos x� � cos x�

�
������

�
�����
�

�

�

�

�
����� u �

y � x� � x�

�B ������

mit Graphen nach Abbildung ���

u




�

�

�

y

�

�
�

x�

x� x�

cos x�

� sin x�

x�

� sin x�


x�

Bild ��� Bewerteter Graph zu Beispiel ���

ist der Pfad�Baum bis zu einer Tiefe von tP � � gesucht� Die Elemente der er�

sten Ebene ergeben sich aus Pfaden der L	ange l � �� die in den Ausgangsknoten

einlaufen� also

E� � fx�
� y� x�

� yg � �B ����
�

Dargestellt als Pfad�Baum tritt beim 	Ubergang von E� nach E� eine Verzweigung

auf �Abbildung ��
�

x� x�

y
� �

Bild ��� Pfadbaum zu Beispiel ��� f	ur tP��

E� enth	alt Pfade der L	ange l � 
� Diese lassen sich z� B� durch Erweiterung der

Elemente aus E� bestimmen� Die Erweiterung erfolgt dabei
�
von links� durch die



� Pfad�Baum �

in den jeweiligen Anfangsknoten einlaufenden Kanten� F	ur x� � y kommt nur

eine Erweiterung um x�
�x� in Frage� da das die einzige in x� endende Kante ist�

In den Zustandsknoten x� laufen zwei Pfade ein� so da� f	ur die Elemente von E�

gilt�

E� � fx�
�x� x�

� y� x�
� sinx� x�

� y� x�
� sinx� x�

� yg ��B ������

x� x�

x�

x�

x�

y
� �


x�
� sin x� � sinx�

Bild ��� Pfadbaum zu Beispiel ��� f	ur tP�


Die weiteren Ebenen E� und E� ergeben sich ganz analog� wobei zu beachten ist�

da� Schleifen �Kanten� die im selben Knoten anfangen und enden� auch mehrmals

durchlaufen werden� Der Pfad�Baum erh	alt damit bei einer Tiefe von tP � � das in

Abbildung ��� dargestellte Aussehen�

x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x�

x� x� x� x� x� x�

x� x�

x�

x� x�

x�

x�

x�

y

Bild ��� Pfadbaum zu Beispiel ��� f	ur tP��

Auf die Angabe der Gewichte wurde der 	Ubersichtlichkeit wegen verzichtet� Ferner

bleiben Kanten vom Eingangsknoten u zu den Zust	anden unber	ucksichtigt� �

Das Gewicht eines Pfades wird durch Multiplikation der Gewichte aller Kanten entlang

des betrachteten Pfades berechnet� Existieren mehrere Pfade gleicher L	ange deren Start�

punkte im selben Knoten liegen � im weiteren als parallele Pfade bezeichnet � so werden

die zugeh	origen Pfadgewichte f	ur die Ermittlung des Gesamtgewichtes addiert� Das Auf�

treten von parallelen Pfaden l	a�t sich im Pfad�Baum daran erkennen� da� in der Ebene



� Pfad�Baum ��

El ein betrachteter Knoten mehrfach vorhanden ist�

In dem System nach Gl� ����� werden z� B� zur Berechnung des Gewichtes der Pfade

vom Zustandsknoten x� zum Ausgangsknoten y mit der L	ange l � � die in der folgenden

Abbildung fett dargestellten Kanten ber	ucksichtigt�

x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x� x�

x� x� x� x� x� x�

x� x�

x�

x� x�

x�

x�

x�

y

� �


x�
� sinx� � sinx�

� sinx� x�
� sinx�

Bild �	� Zu ber	ucksichtigende Pfade bei der Berechnung von w�x�

Entlang der drei Pfade

x�
� sinx� x�

�x� x�
� y�

x�
x� x�

� sinx� x�
� y

und x�
� sinx� x�

� sinx� x�
� y

�����

werden die Kantengewichte multipliziert und anschlie�end zum Gesamtgewicht aufsum�

miert�

w��x� � �� sinx�� � 
x� � � � x� � �� sinx�� � � � �� sinx�� � �� sin x�� � �

� sinx��sinx� � 
x� � x�� �
�����

Alle Pfadgewichte lassen sich in einer Matrix P zusammenfassen�

P �

�
������
w��x� w��x� � � � w��xn

w��x� w��x� � � � w��xn
���

���
� � �

���

wn�x� wn�x� � � � wn�xn

�
������ � �����

Wie zu erkennen ist� werden die Zust	ande x� bis xn den Spalten und die Pfadl	angen den

Zeilen der Matrix P zugeordnet�



� Pfad�Baum ��

��� Mehrgr�o�ensysteme

Die hier betrachteten analytischen Systeme mit linear eingehender Steuerung lassen sich

als Mehrgr	o�ensysteme mit dem Zustandsmodell

X
ALS

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� �

y�t� � c�x�t�� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

����

darstellen� Ziel soll auch hier wieder das Aufstellen der Matrix der Pfadgewichte sein�

Entsprechend der Anzahl der Ausg	ange werden dazu p Pfadb	aume ermittelt� wobei jeder

Systemausgang so behandelt wird� als geh	ore er zu einem Eingr	o�ensystem� Das gesamte

Gebilde wird als Wald bezeichnet� da es zu den nichtzusammenh	angenden Graphen ohne

Zyklen geh	ort �Gondran und Minoux ������

Die Matrix der Pfadgewichte f	ur ein Mehrgr	o�ensystem nach Gl� ���� setzt sich aus den

Matrizen der Pfadgewichte aller p B	aume zusammen�

P �

�
������
P�

P�

���

Pp

�
������ � �����

Beispiel �� Gegeben sei das System

�x�t� �

�
���


x� � sinx� � u�

x� � u�

x��

�
��� �

y�t� �

�
x�

x�

�
�

�B ��
���

mit dem in Abbildung ��� zugeh	origen Graphen�




�

�

u�

u�

y�

y�

�

�

�

��




cosx�


x�

Bild �
� Graph zu System in Beispiel ��


F	ur jeden der beiden Ausg	ange l	a�t sich ein Pfadbaum aufstellen und daraus die

Matrix der Pfadgewichte bestimmen �Abbildungen �� und �����



� Pfad�Baum �


x� x� x�

x�x�

x�

y�

�

�







cosx�

cosx�

P� �

�
���

� � �

cos x� 
 �

cos� x� 
 cos x� 


�
���

Bild ��� Pfadbaum und Matrix der Pfadgewichte zu Ausgang y�

x� x�

x�

x�

y�

�



cosx�


x� P� �

�
���

� � �


x� � �


x� cos x� �x� �

�
���

Bild ��� Pfadbaum und Matrix der Pfadgewichte zu Ausgang y�

Die Matrix der Pfadgewichte P setzt sich f	ur ein Mehrgr	o�ensystem gem	a� Gl� �����

aus beiden Matrizen P� und P� zusammen�

P �

�
�����������

� � �

cos x� 
 �

cos� x� 
 cos x� 


� � �


x� � �


x� cos x� �x� �

�
�����������

�B ��
�
�

�



� Beobachtbarkeit ��

� Beobachtbarkeit

Bei der Entwicklung von Zustandsreglern spielt die Frage nach der Beobachtbarkeit der

Zust	ande eine entscheidende Rolle� Sind alle Zust	ande des Systems beobachtbar� so las�

sen sich diese theoretisch mit Hilfe eines Beobachters aus den Eingangssignalen u�t��

den Ausgangssignalen y�t� und deren zeitlichen Ableitungen ermitteln� Dies f	uhrt zur

Kostensenkung bei der Me�technik bzw� macht die Bestimmung von einigen Zust	anden

	uberhaupt erst m	oglich�

Wie bereits in der Einleitung an einem Beispiel gezeigt wurde� f	uhrt die Betrachtung

der Beobachtbarkeit eines Systems auf die Auswertung eines Rangkriterums �hier f	ur

Eingr	o�ensysteme�

Rang

�
�������������

�y

�x

� �y

�x
���

�y�n���

�x

�
�������������
� n � �����

Damit wird 	uberpr	uft� ob zur Berechnung der n Systemzust	ande n linear unabh	angige

Gleichungen zu Verf	ugung stehen� Ist das der Fall� so existiert eine eindeutige L	osung�

��� Beobachtbarkeit linearer Systeme

Im Falle eines linearen Systems

X
LS

�x�t� � Ax�t� � bu�t� �

y�t� � cTx�t� �

mit x�t� � Rn� u�t�� y�t� � R

���
�

f	uhrt Gl� ����� zum Kalman�Kriterium f	ur Eingr	o�ensysteme�

De�nition �� �Kalman u� a� �����

Ein lineares System� gegeben durch das Zustandsmodell gem	a� Gl� ���
�� ist vollst	andig

beobachtbar genau dann� wenn gilt

Rang

�
������

cT

cTA
���

cTAn��

�
������ � n � �����

�



� Beobachtbarkeit ��

Es wird nun gezeigt� da� die Rangbestimmung der Matrix der Pfadgewichte� wie sie in

Kapitel � eingef	uhrt wurde� zu dem selben Ergebnis f	uhrt� Zu beweisen ist der folgende

Satz�

Satz �� Ein lineares Eingr	o�ensystem

X
LS

�x�t� � Ax�t� � bu�t� �

y�t� � cTx�t� �

mit x�t� � Rn� u�t�� y�t� � R

�����

ist vollst	andig beobachtbar genau dann� wenn die Matrix der Pfadgewichte vollen Rang

hat�

Rang

�
������
w��x� w��x� � � � w��xn

w��x� w��x� � � � w��xn
���

���
� � �

���

wn�x� wn�x� � � � wn�xn

�
������ � n �

�

�����

F	ur den Beweis von Satz ��� wird zun	achst die k�fache Multiplikation einer quadratischen

Matrix A graphentheoretisch� unter Verwendung eines Baumes� interpretiert�

Eine Komponente kai�j einer Matrix Ak l	a�t sich durch

kai�j �
nX

l���

� � �
nX

lk����	 
z �
k��mal

ai�l�al��l� � � � alk���j �����

berechnen� Wie zu erkennen ist� gibt es einen Zusammenhang zwischen zwei benachbarten

Faktoren in Gl� ������

ai�l� al��l� al��l� � � � alk���j

Da bei linearen Systemen die Komponenten der Systemmatrix A und die Gewichte der

Pfade zwischen den Zustandsknoten identisch sind� l	a�t sich Gl� ����� auch mittels der

Kantengewichte ausdr	ucken�

ai�l�al��l� � � � alk���j � w�xi� xl��w�xl�� xl�� � � �w�xlk��
� xj� � ����

Die rechte Seite der Gl� ���� ist das Gewicht eines Pfades vom Zustandsknoten xi zum

Zustandsknoten xj 	uber die Zust	ande xl�� xl�� � � � � xlk��
� Es handelt sich dabei um einen

Pfad der L	ange l � k�

Die Summenbildung in Gl� ����� bedeutet nichts anderes� als die Addition aller Gewichte

von Pfaden der L	ange k� die den Zustandsknoten i mit dem Zustandsknoten j verbinden�



� Beobachtbarkeit ��

Bei Ber	ucksichtigung des Ausgangsvektors cT� l	a�t sich eine Komponente der Beobacht�

barkeitsmatrix gem	a� Gl� ����� durch Erweiterung von Gl� ����� angeben�

qij �
nX

m��

cm

nX
l���

� � �
nX

li����	 
z �
i��mal

ajl�al�l� � � � ali��m � �����

Diese Gleichung beschreibt damit die Summe aller Gewichte von Pfaden� deren Startkno�

ten xj ist� die im Ausgangsknoten y enden und die dabei 	uber i Kanten laufen� Genau

das aber wird auch durch die Matrix der Pfadgewichte ����� ausgedr	uckt�

Beispiel �� Gegeben sei das lineare Eingr	o�ensystem

�x�t� �

�
�����

� � 
 �

�� � � �

� � � �

� � � �

�
����� x�t� �

�
�����

�

�




�

�
����� u�t�

y�t� �
h
� � � 


i
x�t�

�B ������

mit bewerteten Graphen nach Abbildung ����

u y

� 


� �




�



�
��

�


�

Bild ��� Graph des Systems nach Gl� �B ������

Das System soll auf die Eigenschaft Beobachtbarkeit untersucht werden� Die An�

wendung des Kalman�Kriteriums nach De�nition ��� f	uhrt zu dem Ergebnis�

Rang

�
�����

cT

cTA

cTA�

cTA�

�
����� � Rang

�
�����

� � � 


�� � 
 �

� � �� �

��� � �� �

�
����� � � � �B ����
�

Das System ist also nicht vollst	andig beobachtbar� Mit Hilfe des Pfadbaumes zu

dem System nach Gl� �B ������ �Bild ��
�

l	a�t sich die Matrix der Pfadgewichte� die gem	a� Satz ��� mit der Beobachtbarkeits�

matrix in Gl� �B ������ identisch ist� durch einfache Addition und Multiplikation von



� Beobachtbarkeit ��

x� x� x� x� x�

x� x� x�

x� x�

x� x�

y

� 


�� �

� 
 �

� 
 � � 


E�

E�

E�

E�

E�

Bild ��� Pfadbaum zu System aus Beispiel ���

Kantengewichten bestimmen� F	ur die mit dem meisten Rechenaufwand verbunde�

ne Komponente p�� soll dies im folgenden gezeigt werden� Ber	ucksichtigt werden

dazu alle Pfade der L	ange l � � ��� Index�� die ihren Anfang im Zustandsknoten

x� �
� Index� haben und im Ausgangsknoten y enden� Die Existenz solcher Pfade

l	a�t sich durch einen Blick in die Ebene E� �korrespondiert mit der Pfadl	ange l���

kl	aren� Der Zustand x� tritt dort dreimal auf� folglich m	ussen die Gewichte von drei

Pfaden zur Berechnung der Komponente p�� summiert werden�

�� x�
	 x�

	 x�
�� x�

� y


� x�
� x�

� x�
�� x�

� y

�� x�
	 x�

� x�
� x�

� y

�B ������

F	ur p�� ergibt die Berechnung

p�� � � � � � ���� � � � � � 
 � ���� � � � � � � � � � 
 � ��� � �B ������

�

Ein wesentlicher Vorteil bei der Verwendung des Pfadbaumes zur Berechung der Beob�

achtbarkeitsmatrix f	ur lineare Systeme zeigt sich bereits an dieser Stelle� Die Anzahl der

Rechenschritte� die durchzuf	uhrenden Additionen und Multiplikationen� werden insbeson�

dere bei Systemen mit hoher Ordnung drastisch reduziert� da im allgemeinen nicht alle

Matrixelemente von A besetzt sind und damit auch keine Kanten vorhanden sind�



� Beobachtbarkeit �

Lineare Mehrgr	o�ensysteme k	onnen in ganz analoger Weise behandelt werden� Auch

hierbei wird durch Auswertung von

Rang

�
�������������

�y

�x

� �y

�x
���

�y�n���

�x

�
�������������
� n �����

untersucht� ob n linear unabh	angige Gleichungen zur Berechnung aller Zust	ande existie�

ren� F	ur jeden Ausgang wird entsprechend Abschnitt ��
 ein Pfadbaum und die Matrix

der Pfadgewichte Pi� f	ur i � �� � � � � p aufgestellt� Die Rangbestimmung

RangP � Rang

�
���
P�
���

P�

�
��� ������

ist wiederum identisch mit Gl� ������

��� Strukturelle Beobachtbarkeit

Die Verwendung eines Modells mit unbestimmten Parametern anstelle eines linearen mit

zahlenm	a�ig de�nierten Matrizen A� b und cT� f	uhrt auf ein Strukturmodell mit den

Strukturmatrizen AB� bB und cTB�

De�nition �� �Wend �����

Die StrukturmatrixMB ist von gleicher Dimension wie die zugeh	orige ZahlenmatrixM �

F	ur jedes nicht identisch verschwindende Element vonM wird eine
�
�� � an der entspre�

chenden Stelle vonMB eingesetzt� jedem Nullelement vonM eine
�
�� oder eine Leerstelle

in MB zugeordnet� �

Strukturmerkmale sind Eigenschaften� die alle Systeme mit gleicher Belegung von AB�

bB und cTB gemeinsam haben� Eines dieser Strukturmerkmale ist die strukturelle Beob�

achtbarkeit eines Systems�

Unter Verwendung des in Kapitel 
 vorgestellten Strukturgraphen lassen sich die in

Reinschke ������ angegebenen Bedingungen zur 	Uberpr	ufung eines Systems auf struk�

turelle Beobachtbarkeit anwenden�

A� Von jedem Zustandsknoten f	uhrt mindestens ein Pfad zu einem beliebigen Aus�

gangsknoten�

� oder � bzw L



� Beobachtbarkeit ��

B� Der Graph G enth	alt mindestens eine Zyklusfamilie der Weite n�

Ein strukturell beobachtbares System mit eindeutig de�niertem Zustandsmodell ist nicht

zwangsl	au�g beobachtbar� Nur der umgekehrte Schlu�� da� ein beobachtbares System

auch strukturell beobachtbar ist� ist m	oglich�

Beispiel �� Das lineare System

�x�t� �

�
�����

� 
 � �

� � � �

� �� 
 �

� � � �

�
�����x�t� �

�
�����
�

�

�

�

�
����� u�t�

y�t� �
h
� � � �

i
x�t� �

�B ��
���

mit dem in Abbildung ��� dargestellten Graphen� ist strukturell beobachtbar� wie

u y

�


� �

�

�

�

��




�




Bild ��� Graph des Systems nach Gl� �B ��
���

die Berechnung der strukturellen Beobachtbarkeitsmatrix und die Rangbestimmung

zeigt�

Rang Q � Rang

�
�����
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
����� � � � �B ��
�
�

Wird der Berechnung von Q die in Gl� �B ��
��� auftretende Systemmatrix A und

der Ausgangsvektor cT zugrunde gelegt� zeigt sich aber� da� f	ur den Rang der Matrix

gilt�

Rang Q � � �

�

�B ��
���

Mit der strukturellen Beobachtbarkeit werden nur die grundlegenden mathematischen

Vorraussetzungen f	ur eine Beobachtbarkeitsanalyse 	uberpr	uft�

�� Existieren n von Null verschiedene Gleichungen �Ableitungen von y� �



� Beobachtbarkeit ��


� Werden alle Zust	ande durch diese Gleichungen erfa�t �

�� Ist es m	oglich� alle Zust	ande mittels dieser Gleichungen zu berechnen �

Wird die erste Bedingung nicht erf	ullt� dann treten in der Beobachtbarkeitsmatrix Null�

zeilen auf� z� B� �

QB �

�
�����

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
����� �

Werden nicht alle Systemzust	ande erfa�t� bedeutet dies� da� in Q mindestens eine Null�

spalte vorhanden ist� oder anders ausgedr	uckt� Keine der Ableitungen von y enth	alt den

oder die
�
fehlenden� Zust	ande� z� B�

QB �

�
�����

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
����� �

Und f	ur den Fall� da� z� B� zwei Zust	ande nur in einer Zeile �also einer Ableitung� vor�

kommen�

QB �

�
�����

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
�����

ist es nicht m	oglich eine eindeutige L	osung f	ur x anzugeben� Die drei genannten mathe�

matischen Voraussetzungen zur Beobachtbarkeit lassen sich zu der folgenden De�nition

zusammenfassen�

De�nition ��

Ein System� gegeben durch das Strukturmodell

X
LS�

�x�t� � ABx�t� � bB u�t� �

y�t� � cTBx�t� �

mit x�t� � Rn� u�t�� y�t� � R �

������

ist strukturell beobachtbar genau dann� wenn f	ur den strukturellen Rang gilt�

Rang

�
������

cTB
cTBAB

���

cTBA
n��
B

�
������ � n � ����
�

�



� Beobachtbarkeit 
�

Das Aufstellen der strukturellen Beobachtbarkeitsmatrix kann analog zu der in Kapitel ���

vorgestellten Weise mit Hilfe des Pfadbaumes erfolgen� Das Berechnen von Pfadgewich�

ten entf	allt� da nur die Existenz eines Pfades von einem Zustandsknoten zum Ausgang

interessiert�

F	ur Beispiel ��� ergibt das Aufstellen der strukturellen Beobachtbarkeitsmatrix und die

nachfolgende Rangbestimmung

Rang

�
�����

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�
����� � � � ������

Der Vorteil der strukturellen Beobachtbarkeitsanalyse gegen	uber einer zahlenm	a�igen Be�

trachtung liegt in der weiter vereinfachten Ermittlung der Beobachtbarkeitsmatrix� Aus�

gehend vom Pfadbaum des Systems sind keine Berechnungen erforderlich� Wie in dem

gezeigten Beispiel k	onnen so bereits fr	uhzeitig Aussagen zur Beobachtbarkeit eines Sy�

stems gewonnen werden�

��� Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme

Der bewertete Graph eines nichtlinearen Systems mit der Zustandsdarstellung

X
NS

�x�t� � f �x�t��u�t�� �

y�t� � h�x�t�� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

������

besitzt im Vergleich zu einem linearen System nichtlineare Kantengewichte� Das Aufstel�

len der Beobachtbarkeitsmatrix �Schwarz �����

Q �

�
�����������

�y

�x
� �y

�x
���

�y�n���

�x

�
�����������

������

f	uhrt in diesem Fall zu einem anderen Ergebnis als die Berechnung der Matrix P aus den

Pfadgewichten �Gl� �������



� Beobachtbarkeit 
�

Beispiel �� Gegeben sei das nichtlineare Eingr	o�en�System mit dem in Bild ���

dargestellten Graphen

�x �

�
�����
x�� � cosx� � u

x� � sin x�
x� � cosx�

x��

�
����� � y � x� � �B ������

u y

� 


� �

�

�

�


x� cos x�

� sin x� 
x�

� sinx�

�

Bild ��� Graph des Systems zu Beispiel ���

Ableiten des Ausgangs f	uhrt auf die Beobachtbarkeitsmatrix

Q �

�
���������������

�

�


x�

�x� � � sin x�
��x�x�

�
x� cos x�

�


x�


x� � 
 sin x� � 
x� cos x�

�x� cos x� � � sinx� cos x�
�
x�� � 
 cos x� � 
u� 
x� cos x�
�
x�x� sinx� � 
 sin x� cos x�

�
x��cos� x� � sin� x��

�

�

�

�
x� sinx�

�

�

�

�

�
���������������
�

Zum Vergleich ist der Pfad�Baum zu dem Graphen in Bild ��� dargestellt� aus dem

die Matrix P bestimmt wird�

P �

�
�����

� � � �

� 
x� � �


x� 
x� cos x� � �

�x�x� � 
x� cosx� 
x� cos� x� �
x� sinx� �

�
����� �

�

Die zus	atzlich in Q auftretenden Terme entstehen durch Anwendung der Produkt� bzw�

Kettenregel beim Ableiten des Ausgangs y�t�� Diese Terme treten bei linearen Systemen

nicht auf� da die Ableitungen lineare Funktionen in den Zust	anden x�t� sind� Wird das



� Beobachtbarkeit 



y

x�

x�

x� x�

x� x� x� x�

�


x�

� cos x�


x� � sin x� � cos x�

Bild �	� Pfadbaum zu dem System aus Beispiel ���

nichtlineare System nach Gl� ������ um einen allgemeinen Arbeitspunkt X� linearisiert�

so entsteht das lineare Tangentialsystem�

X
LSt

�x�t� � A�x�x�t� �B�x�u�t� �

y�t� � C�x�x�t� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

������

Die Komponenten von A�x�� B�x� und C�x� entsprechen den Kantengewichten des

Graphen zu dem nichtlinearen System� Einsetzen eines zahlenm	a�ig festgelegten Arbeits�

punktes ergibt das um diesen Punkt linearisierte System

X
LS

�x�t� � A�x�j
X�

x�t� �Bj
X�

�x�u�t� �

y�t� � C�x�j
X�
x�t� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp �

�����

Mit dem bei Fliess und Glad ������ aufgef	uhrten Ergebnis� wonach ein nichtlineares

System dann� nur dann beobachtbar ist� wenn das lineare Tangentialsystem beobachtbar

ist� folgt�

Satz �� Ein nichtlineares System

X
NS

�x�t� � f �x�t��u�t�� �

y�t� � h�x�t�� �

mit x�t� � Rn� u�t� � Rm� y�t� � Rp

������

ist dann und nur dann beobachtbar� wenn die Matrix der Pfadgewichte P vollen Rang

besitzt�

Rang P � n �

�

������

Bei genauerer Untersuchung der Matrix P lassen sich die Arbeitsbereiche� in denen

Gl� ������ erf	ullt wird� angeben�



� Algorithmus zur graphentheoretischen Beobachtbarkeitsanalyse 
�

� Algorithmus zur graphentheoretischen Beobacht�

barkeitsanalyse

Die in dem vorangegangenen Abschnitt aufgezeigten Beobachtbarkeitsanalysen unter Ver�

wendung des Pfad�Baumes �bzw� Waldes� bei Mehrgr	o�ensystemen� lassen sich in Form

eines Algorithmus einsetzen� Der folgende Ablaufplan� der z� B� in Form eines Program�

mes implementiert werden kann� veranschaulicht die Vorgehensweise�

Strukturgraph G zu dem System ermitteln�

Abschnitt 
��� Regeln �R�� bis �R���

Pfad�Baum �Wald� bestimmen und daraus

die Strukturmatrix PB ermitteln�

Rang PB � n �

Kantenbewertung in G durch Anwendung der

Regeln �R�� bis �R��� � Abschnitt ��


Kantenbewertung in Pfadbaum �Wald�

	ubernehmen und Matrix P bestimmen�

Rang P � n �

nicht

vollst	andig

beobachtbar

nicht

vollst	andig

beobachtbar

ja

nein

neinja
ggf� weitere

Untersuchun�

gen



� Zusammenfassung und Ausblick 
�

� Zusammenfassung und Ausblick

Ausgehend von dem Zustandsmodell eines Systems entsteht durch Anwendung einfacher

Regeln eine graphische Darstellung des Modells� Im wesentlichen wird mittels dieser Re�

geln die Existenz der Variablen x und u in den Vektorfunktionen von f �x�u� und h�x�

nachgepr	uft� Die Regeln lassen sich durch Einf	uhrung sogenannter Kantenbewertungen

weiter spezi�zieren� F	ur die Berechnung dieser Kantengewichte ist lediglich das einmalige

partielle Ableiten des Gleichungssystems erforderlich� Mit Hilfe des dabei entstehenden�

gerichteten� bewerteten Graphen lassen sich Systemanalyse� bzw� Reglersyntheseverfah�

ren entwickeln� die sich durch ein hohes Ma� an Anschaulichkeit und E�zienz auszeichnen�

Ausgehend von dem aus der Theorie linearer Systeme bekannten Kalman�Kriterium zur

Beobachtbarkeit eines Systems� wird ein Zusammenhang zwischen der Beobachtbarkeits�

matrix und der Matrix der Pfadgewichte� die durch Addition und Multiplikation von

Kantengewichten ermittelt wird� hergeleitet� Dabei zeigt sich im besonderen� da� die

Zahl der f	ur das Aufstellen der Beobachtbarkeitsmatrix erforderlichen Rechenschritte bei

Verwendung des Graphen reduziert wird�

Das gleiche Verfahren� das bei linearen Systemen Verwendung �ndet� wird im weiteren

auf lineare Strukturmodelle und lineare Tangentialsysteme angewendet� Da nichtlineare

Systeme nur dann beobachtbar sind� wenn das lineare Tangentialsystem beobachtbar ist

�Fliess und Glad ������ lassen sich die gefundenen Ergebnisse zur Beobachtbarkeitsana�

lyse nichtlinearer Systeme heranziehen�

Der Bericht befa�t sich ausschlie�lich mit der vollst	andigen Beobachtbarkeit� so da� wei�

tere Arbeiten zu diesem Themenbereich sich mit Aussagen 	uber die Zahl der nichtbeob�

achtbaren Zust	ande und einer Aufteilung des Zustandsraumes in einen beobachtbaren und

unbeobachtbaren Unterraum befassen k	onnen� Weiterhin sind Untersuchungen zur gra�

phentheoretischen Ermittlung der Nulldynamik eines Systems vielversprechend� da hierzu

eine R	uckf	uhrung berechnet wird� mit der das System maximal unbeobachtbar gemacht

wird �Schwarz ������

Der im Vergleich zu anderen Verfahren zus	atzlich erforderliche Aufwand zur Ermittlung

des Systemgraphen l	a�t sich im wesentlichen dadurch reduzieren� da� auch andere Sy�

stemeigenschaften graphentheoretisch bestimmt werden� Denkbar w	are hier eine Imple�

mentierung in das SymbolverarbeitungsprogrammMaple
� das bereits 	uber Befehle zur

Generierung von Graphen verf	ugt�
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