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� Einleitung �

� Einleitung

Seit einigen Jahren hat das Interesse an mehrachsigen elastischen Handhabungssystemen

zugenommen und zahlreiche Untersuchungen sind auf diesem Gebiet durchgef	uhrt worden

�Benati und Morro ����� ����� De Luca und Siciliano ����� Fraser und Daniel ����� Mats�

uno u�a� ����� Oakley und Cannon ������ F	ur die Regelung elastischer Handhabungs�

systeme sind Modelle erforderlich� die solche Systeme gut beschreiben� Die Benutzung

von sehr leichten� wenig steifen Materialien bei der Konstruktion der Manipulatorarme

macht die Ber	ucksichtigung der auftretenden Elastizit	at unumg	anglich� Die Deformati�

on eines elastischen Armes ist im Raum kontinuierlich� wobei die Dynamik der Systeme

durch partielle Di�erentialgleichungen beschrieben wird� Diese Gleichungen k	onnen mit

Lagrange� oder Hamilton�Verfahren aufgestellt werden� Um solche Gleichungen zul	osen�

ist die verteilte Deformation durch den Ritz�Ansatz zu diskretisieren� d� h� 	ortliche und

zeitliche Abh	angigkeiten werden getrennt� Die Deformation wird n	aherungsweise durch

eine endliche Zahl von Eigenfunktionen beschrieben� Es werden 	ublicherweise die beiden

ersten Eigenfunktionen des einseitig eingespannten Balkens verwendet�

Der vorliegende Bericht stellt zuerst ein nichtlineares Modell des im Fachgebiet vorhan�

denen� zweiachsigen elastischen Handhabungsystems vor� wobei nur die erste elastische

Eigenfunktion verwendet wird� Die Reibungskr	afte werden vernachl	assigt� Um den Zeit�

aufwand bei dem Aufstellen des Systemmodells zu verringen� wurde der Abstand zwischen

dem Ende des ersten Armes und der Welle des zweiten Motors nicht ber	ucksichtigt� Das

nichtlineare Systemmodell wird in der Umgebung eines Arbeitspunktes linearisiert� An�

schlie�end werden die Systemgleichungen in Zustandsmodellform dargestellt� Abschnitt �

stellt die Simulationsergebnisse vor� wobei das System durch zwei verschiedene Testsignale

erregt wird� Eine Zusammenfassung mit einem Ausblick beendet diesen Bericht�
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� Modellbildung eines zweiachsigen elastischen Hand�

habungssystems

Zur Untersuchung der Eigenschaften mehrachsiger elastischer Handhabungssysteme wur�

de im Fachgebiet MSRT ein Versuchstr	ager mit zwei elastischen Manipulatorarmen aufge�

baut �Krippner ������ In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen� die anhand

des Lagrange�Verfahrens 
� Art aufgestellt wurden� das linearisierte Systemmodell sowie

das Zustandsmodell des Versuchstr	agers vorgestellt�

��� Bewegungsgleichungen des zweiachsigen elastischen Hand�

habungssystems

In Bild 
�� ist das im Fachgebiet vorhandenen elastischen Handhabungssystems skizziert�
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Bild ���� Zweiachsiges elastisches Handhabungssystem

Die beiden Manipulatorarme bewegen sich in der horizontalen Ebene und werden von zwei

Elektromotoren angetrieben� Die Biegestei�gkeiten und die gleichm	a�ig verteilten Massen

der Arme werden durch EIi� bzw� �i beschrieben� die L	angen durch li und die Stellmo�

mente der Motoren durch ui�t�� wobei �i�t� dem Winkel des i�ten Motors entspricht� Iwi
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ist das Tr	agheitsmoment der Welle �i � �� 
�� mg und Ig bezeichnen die Masse bzw�

das Tr	agheitsmoment des Gelenkes� wobei die Zusatzmasse und das Tr	agheitsmoment des

Ende�ektors durch mt und It beschrieben werden� �x�� y�� bezeichnet das Inertialsystem�

Das Referenzsystem �xi� yi� wird mit dem Rotor des Motors festgelegt� �ii� ji� ist ein Paar

orthogonaler Einheitsvektoren� Die elastische Deformation wird mit wi�xi� t� bezeichnet�

Man nimmt 	ublicherweise an� da� die Deformation im Vergleich zur L	ange des i�ten Ar�

mes li klein ist� Dann kann der Winkel am Ende des Armes �i�t� wie folgt bestimmt

werden�

�i�t� � arctan�w
�

i�li� t�� � w
�

i�li� t� ��
�wi�xi� t�

�xi
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ri
� ist ein Ortsvektor zu einem beliebigen Punkt des Armes und pi ein Endpositionsvek�

tor� Um den Zeitaufwand bei dem Aufstellen der Bewegungsgleichungen zu verringern�

wird der starre Abschnitt zwischen dem Ende des ersten Armes und der Welle des zweiten

Motors vernachl	assigt� Dann werden ri und pi de�niert als
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Die absoluten Geschwindigkeiten k	onnen durch die Ableitung der Gleichungen �
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berechnet werden�
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Man nimmt an� da� die Arme keine axiale Deformation besitzten� d� h� �xi � �� Die

gesamte kinetische Energie Ek und die potentielle Energie Ep werden berechnet zu
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Unter der Annahme� da� die Arme nach der Euler�Bernoulli�Balkentheorie den schlanken

Balken entsprechen und kleine Deformation besitzen� Dann erf	ullt die elastische Defor�

mation wi�xi� t� die folgenden partiellen Di�erentialgleichungen�
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F	ur mehrachsige elastische Handhabungssysteme mit dem einseitig eingespannten Balken

werden die Randbedingungen
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erf	ullt� wobei mli und Ili der Masse und dem Tr	agheitsmoment am Ende des i�ten Armes

entsprechen� mei ist der Massenbeitrag der Arme� die nicht direkt mit dem Ende des

i�ten Armes verbunden sind� F	ur das zweiachsige elastische Handhabungssystem gilt

ml� � ��l� � mg � mt�
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� Ig � Iw� � It � mtl
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Es wird 	ublichweise approximiert� da� me� � � ist �De Luca und Siciliano ������ Die

Deformation wi�xi� t� kann nach dem Ritz�Ansatz diskretisiert werden �Meirovitch �����

wi�xi� t� �
�X
j��

�ij�xi�qij�t�� �
����

Dabei entspricht qij�t� der i�ten verallgemeinerten Koordinate und �ij�xi� der i�ten Ei�

genfunktion� Wenn nur die erste Eigenfunktion ber	ucksichtigt wird� d� h�

w��x�� t� � ����x��q���t� und �
����

w��x�� t� � ����x��q���t� � �
�
��
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dann lassen sich ���t� und ���t� durch

���t� � �
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�

��
�l��q���t� �
�

�

bestimmen� �i��xi� kann durch
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beschrieben werden� wobei cij�j � �� 
� ���� �� den zu bestimmenden Koe�zienten entspre�

chen �Meirovitch ����� Unter Verwendung der Randbedingungen �
���� bis �
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wobei ki� einer Konstante entspricht� die durch die Randbedingungen �
���� und �
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bestimmt werden kann� Die Eigenfunktion �i��xi� wird in
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umgeschrieben� Zur Bestimmung des Koe�zienten ci� wird die Eigenfunktion �i��xi� nach
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F	ur mehrachsige elastische Handhabungssysteme entsprechen die 
i� den Wurzeln der

Gleichung
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bestimmt werden� Die Di�erenzialgleichungen des elastischen Handhabungssystems k	onnen

mit den Lagrange�Gleichungen 
� Art

d

dt

�
�L

� �qi�

�
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�qi�
� � � i � �� 
 �
��
�

d

dt
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�L

� ��i
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�L

��i
� ui�t� �
����

mit L � EK � EP ermittelt werden�

Die Bewegungsgleichungen k	onnen in Matrixform

M �q�t�� 	q�t� � h�q�t�� �q�t�� �Kq�t� � u�t� �
����

dargestellt werden mit M �q�t�� � R����K � R��� und q�t�� h�q�t�� �q�t��� u�t� � R��

Die Matrizen M �q�t���K und der Vektor h�q�t�� �q�t�� wurden mit Hilfe des Programm�

systems Maple
berechnet und werden im Anhang A angegeben� Die Vektoren q�t� und

u�t� sind de�niert als

q�t� ��

�
�����

���t�

���t�

q���t�

q���t�

�
����	 �u�t� ��
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�
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��� Linearisierung des Systemmodells

Die Gleichung �
���� ist stark nichtlinear� Die Massenmatrix M �q�t�� ist eine Funktion

des Vektors der verallgemeinerten Koordinaten q�t�� d� h� sie ver	andert sich mit den

Positionen der beiden elastischen Arme� Der Vektor der verallgemeinerten Kreisel� und

Zentrifugalkr	afte h�q�t�� �q�t�� enth	alt die Kreuzprodukte zwischen der einzelen Geschwin�

digkeit der verallgemeinerten Koordinaten� Dies macht den Reglerentwurf des Systems

kompliziert und aufwendig� Zur Entwicklung eines Reglers wird das nichtlineare System�

modell in der Umgebung eines Arbeitspunktes linearisiert� Dazu wird 	ublicherweise die

Taylorreihenentwicklung verwendet �Fraser und Daniel ����� Schwarz ������ Der Arbeits�

punkt wird durch q�� �q� und 	q� beschrieben� Man nimmt an� da� der Stellmomentenvektor

u�t� �  ist� Ein Funktionsvektor f wird de�niert als

f ��M �q�t�� 	q�t� � h�q�t�� �q�t�� �Kq�t� � �
����

Nach dem Abbruch der Taylorreihenentwicklung nach dem �� Glied kann das Systemmo�

dell
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linear approximiert werden� wobei
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sind� Das f	uhrt auf das linearisierte Systemmodell
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��� Zustandsmodell

Der Zustandsvektor x�t� � R
	 des Systems wird aus �q und seiner ersten zeitlichen

Ableitung � �q gebildet�

x�t� �



�q

� �q

�
� �
����

Mit der Ber	ucksichtigung des Stellmomentsvektors u�t� kann der Vektor �x�t� durch

Au�	osen von Gleichung �
���� nach � 	q bestimmt werden�
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Dann gilt f	ur das Zustandsmodell
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I � R��� ist eine Einheitsmatrix� Die m
�

ij stellen die Elemente von M�� jq� dar� Als

Ausgangsgr	o�en werden ��� und ��� gew	ahlt�

� Simulationsergebnisse

Die Parameter des in Bild 
�� dargestellten elastischen Handhabungssystems sind in Ta�

belle ��� aufgef	uhrt�

Arm � Arm 
 Gelenke Zusatzmasse

Iw� � �� ���� kgm� Iw� � �� ����
 kgm� Ig � �� ����� kgm� It � �� ����� kgm�

�� � �� 
�� kgm�� �� � �� 
�� kgm�� mg � �� �� kg mt � �� ��� kg

l� � �� � m l� � �� � m

EI� � �� ��� Nm� EI� � �� ��� Nm�

Tabelle ��� Parameter des Versuchstr	agers

Das System wurde zun	achst mit dem in Bild ��� dargestellten Eingangssignal u��t� simu�

liert� wobei u��t� � � ist� Der Arbeitspunkt und der Anfangsvektor sind q� � �q� � 	q� � 

und x��� � � Die Ausgangsgr	o�en ����t�� ����t� sowie �q���t� und �q���t� werden in den

Bildern ��
���� dargestellt�
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Unter der Erregung des Eingangssignals u��t� bewegen sich die beiden Arme gegeneinan�

der �s� Bilder ��
 und ����� Ohne Ber	ucksichtigung der Reibungskr	afte erh	alt man nach


 Sekunden die Dauerschwingungen� Bilder ��
 und ��� zeigen� da� die Bewegungen der

beiden Arme stark gekoppelt sind� Im Vergleich zum Zeitverlauf von �q���t� �s� Bild ����

hat �q���t� �s� Bild ���� kleinere Auslenkung� Dann wurden die sinusf	ormigen Impulssi�

gnale u��t� � �� ��sin����t� �� � t � �� �s� und u��t� � �� ��sin����t� �� � t � �� �s� als

Eingangssignale gew	ahlt �s� Bild ��� bzw� ����� wobei ��� � �� �� rad�s und ��� � � ��

rad�s den Eigenfrequenzen entsprechen� Bilder �� bzw� �������� stellen die Simulations�

ergebnisse vor�
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� Zusammenfassung und Ausblick ��

Im Vergleich zu den Bildern ��
 bzw� ��� haben sich die Zeitverl	aufe von ����t� �s� Bild

��� und �q���t� �s� Bild ����� nach 
 Sekunden kaum ge	andert� F	ur den zweiten Arm

zeigt Bild ���� da� ����t� eine 	uberlagerte Schwingung besitzt�

� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht � stellt Modellbildung und Simulation eines zweiachsigen ela�

stischen Handhabungssystems vor� Als Regelstrecke wird der im Fachgebiet vorhande�

ne Versuchstr	ager betrachtet� Die Dynamik des Systems l	a�t sich approximativ durch

gew	ohnliche Di�erentialgleichungen beschreiben� wobei die Ritz� und Lagrange�Verfahren


� Art angewendet wurden� Dabei wurden die Eigenfunktionen des einseitig eingespann�

ten Balken verwendet� In einem ersten Ansatz wurde die erste elastische Eigenfunktion

verwendet� die restlichen werden vernachl	assigt� Um den Zeitaufwand bei dem Aufstellen

der Bewegungsgleichungen zu verringen wurde der Abstand zwischen dem Ende des ersten

Armes und der Welle des zweiten Motors nicht ber	ucksichtigt� Das Systemmodell wurde

mit Hilfe des Programmsystems Maple
berechnet� Es ist stark nichtlinear und wird in

der Umgebung eines Arbeitspunktes mittels der Taylorreihenentwicklung linearisiert� Um

einen optimalen Regler zu entwerfen� wird das Zustandsmodell vorgestellt� Die Simulation

des Systemverhaltens erfolgt unter MATLAB� Als die Testsignale wurden zwei verschie�

dene Eingangssignal gew	ahlt� Die Simulationsergebnisse zeigen� da� die Bewegungen der

beiden Arme stark gekoppelt sind� Wegen der Elastizit	at des Armes tritt die Schwingung

auf�

F	ur zuk	unftige Arbeiten ist die Untersuchung folgender Punkte interessant�

�� Die Ber	ucksichtigung von Reibungskr	aften des Systems


� Der Vergleich der Simulationsergebnisse mit den am Versuchstr	ager gemessenen

Ein�Ausgangsdaten und die anschlie�ende Modi�kation des Systemmodells

�� Die Entwicklung eines optimalen Reglers anhand des LQR�Verfahrens�

� Die Verfasserin dankt dem DAAD f�ur seine Unterst�utzung�
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A Massenmatrix� Stei�gkeitsmatrix und Vektor der

verallgemeinerten Kr	afte

Die Massenmatrix M �q�t�� ist eine symmetrische positiv de�nierte Matrix� w	ahrend die

Stei�gkeitsmatrix K einer Diagonalmatrix entspricht�
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