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� Einf�uhrende �Ubersicht 

� Einf�uhrende �Ubersicht

Aus den immer gr	o�er werdenden Anspr	uchen an die Konstruktion und Entwicklung in

den letzten Jahren ist auch eine immer st	arker wachsende Anstrengung im Bereich der

Automatisierungstechnik erkennbar� sich mit neuen Technologien wie neuronalen Net�

zen� Fuzzy�Logik und nichtlinearer Systemtheorie auseinanderzusetzen� Dies liegt nicht

zuletzt auch an gr	o�er zu bemessenden Arbeitsbereichen� h	oheren Ein�	ussen der Bau�

teilelastizit	aten aufgrund verst	arkter Leichtbauweise� st	arker zu ber	ucksichtigenden Pa�

rameterschwankungen der betrachteten Systeme und allgemein Zeitvarianz� Aus diesen
	Uberlegungen entstand die Suche nach L	osungsm	oglichkeiten der Problemstellungen aus

Verallgemeinerungen der bekannten Theorie linearer Systeme auf nichtlineare Anwendun�

gen� Als vielversprechende Ans	atze gelten sowohl die Di
erentialgeometrie als auch die

neuere Di
erentialalgebra� Insbesondere die Di
erentialgeometrie besitzt durch die Ein�

beziehung Lie�theoretischer Aspekte eine starke Anlehnung an die gut bekannte lineare

Kontrolltheorie und somit auch die gr	o�te Akzeptanz f	ur die praktische Anwendung in

der Automatisierungstechnik�

Dieser Forschungsbericht enth	alt eine 	Ubersicht 	uber die Analysemethoden aus der Dif�

ferentialgeometrie f	ur die aus der Theorie linearer Systeme bekannten Eigenschaften wie

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit� F	ur die Analyse nichtlinearer Systeme hinsichtlich

derartiger Eigenschaften ist jedoch eine st	arkere � und somit auch kompliziertere � Dif�

ferenzierung der Eigenschaften Steuer� und Beobachtbarkeit als bei linearen Systemen

notwendig �Herman und Krener ���� Krener ���� Schwarz ���� Diese Di
erenzie�

rung der Eigenschaften wird anschaulich anhand von Beispielen eingef	uhrt und auf ihre

Aussagekraft hinsichtlich der praktischen Anwendung 	uberpr	uft� Kriterien f	ur die 	Uber�

pr	ufung der Eigenschaften werden hergeleitet und an einem technischen Beispiel � einem

hydraulischen Translationsantrieb � angewandt�

In Abschnitt � werden die wichtigsten Steuerbarkeitsbegri
e anschaulisch erl	autert� Ab�

schnitt � besch	aftigt sich mit den Steuerbarkeitskriterien f	ur nichtlineare Systeme� In

den Abschnitten � und � werden dann die Beobachtbarkeitsbegri
e und �kriterien behan�

delt� Die Anwendung der vorgestellten Kriterien wird in Abschnitt � an einem Modell

eines elektrohydrauilschen Antriebs demonstriert� Eine Zusammenfassung schlie�t diesen

Bericht ab�



� Steuerbarkeitsbegri�e �

� Steuerbarkeitsbegri�e

x�

xT

Bild ���� Er�

reichbarkeit ei�

nes Punktes von

einem Punkt x�
aus

Innerhalb der Theorie linearer Systeme ist der Begri
 der Steuerbar�

keit sehr gut bekannt� Im Rahmen der Theorie nichtlinearer Systeme

mu� sehr genau zwischen den Begri
en der Steuerbarkeit� Erreich�

barkeit und Zug	anglichkeit unterschieden werden� Um einen besse�

ren Zugang zu diesen Systemeigenschaften zu bekommen� soll in An�

lehnung an �Schwarz ��� in tabellarischer Form die Idee charakte�

risiert werden� die hinter den entsprechenden Eigenschaften steht�

Betrachtet werden zun	achst analytische Systeme ��AS� der Form

�Schwarz ����X
AS

�x�t� � f �x�t��u�t�� � x� � x���

y�t� � h�x�t�� �
����

Dabei stellt U eine Menge zul	assiger Stellwerte aus Rm �also u�t� � U � R
m�� Y eine

Menge Rp�wertiger Ausgangsfunktionen �mit y�t� � Y � R
p� und M eine C� einfach

zusammenh	angende Mannigfaltigkeit der Dimension n dar �x�t� � M � Rn��

x�

xT

Bild ���� Steu�

erbarkeit eines

Punktes in einen

Punkt x�

Gem	a� �Schwarz ��� wird in diesem Aufsatz unterschieden�

De�nition ���

i� Die Frage� welche Systemzust	ande von einem gegebenen Anfangs�

zustand x� unter der Wirkung einer Steuerung u�t� � U inner�

halb einer Zeit T erreicht werden k	onnen� betri
t das Problem

der Zustands�Erreichbarkeit �Bild ����

ii� Soll das System von einem Zustand xT aus in einen Endzustand

x� � 	ublicherweise den Koordinatenursprung der Zustandsdar�

stellung und zugleich Gleichgewichtszustand � 	uberf	uhrt werden�

sprechen wir von dem Problem der Steuerbarkeit �Bild �����

iii� Die Frage� ob von einem Systemzustand aus in einer o
enen �Teil��Menge des Zu�

standsraums erreichbare Punkte vorhanden sind� wird mit Zug�anglichkeit charakte�

risiert�

iv� Den Begri
 der endlichen Erreichbarkeit betri
t das Problem� ob eine vollst	andige

Umgebung um einen Zustand x� in einer endlichen Zeit von x� aus erreichbar ist� �

��� Erreichbarkeit

Am einfachsten und 	ubersichtlichsten erfolgt der axiomatische Aufbau der Begri
e Steuer�

barkeit� Erreichbarkeit und Zug	anglichkeit 	uber die Menge der von einem Punkt aus er�

reichbaren Zust	ande� Dieses Konzept wird im folgenden vorgestellt� Zur Vereinfachung



� Steuerbarkeitsbegri�e �

der Notation wird angenommen� da� der Zustandsraum M durch global de�nierte Ko�

ordinaten x � �x�� � � � � xn�T beschreibbar sei� Dann lassen sich die folgenden De�nitio�

nen �Herman und Krener ���� Krener ���� einer Erreichbarkeit unterscheiden� Dabei

x�

M

Bild ���� Er�

reichbarkeit ei�

nes Systems von

einem Punkt x�

sei M� eine o
ene zusammenh	angende Untermannigfaltigkeit �Olver

���� von M und T sei eine nichtnegative reelle Zahl�

De�nition ��� M��Erreichbarkeit eines Punktes

Ein Punkt xT � M� mit M� � M hei�t M��erreichbar von x� zur

Zeit T � wenn eine beschr	ankte� me�bare Steuerung u�t� � U existiert�

die eine Trajektorie von ���� mit x�t� � M� f	ur alle t � �t�� T � gene�

riert derart� da� gilt�

x�t�� � x� und x�T � � xT � �����

�

Bei dem Begri
 der M��Erreichbarkeit �und sp	ater auch bei den ver�

schiedenen Begri
en der lokalen Erreichbarkeit� ist zu beachten� da�

die betrachtete Trajektorie zu keiner Zeit w	ahrend des Vorgangs x� � x�T � die vorher

de�nierte Umgebung M� um x� verlassen darf�

De�nition ��� R�x�� T�M�� und R�x��M��

Die Menge aller Zust	ande xT � die von x� aus zur Zeit T M��erreichbar sind� wird mit

R�x�� T�M�� bezeichnet� Wird die Zeit T weggelassen� so versteht man unter dieser

Menge die zu einer positiven Zeit T � � von x� aus M��erreichbaren Zust	ande�

R�x��M�� �
�
T��

R�x�� T�M�� � �����

�

Gilt M� �M� so wird abk	urzend geschrieben� R�x�� �� R�x��M��

De�nition ��� Erreichbarkeit von einem Punkt

Gilt R�x�� � M� so spricht man von M�Erreichbarkeit von x� oder kurz von Erreich�

barkeit von x�� �

De�nition ��	 Erreichbarkeit

Gilt R�x�� � M f	ur alle x � M� so spricht man von M�Erreichbarkeit oder von Er�

reichbarkeit schlechthin� �

Entsprechend De�nition �� wird nun gesetzt�

De�nition ��
 Lokale Erreichbarkeit von einen Punkt

Das System �AS �Gl� ����� ist lokal erreichbar von x�� wenn f	ur jede UmgebungM� von

x� die Menge R�x�� ebenfalls eine Umgebung von x� ist� �

Wichtiger ist jedoch die nachfolgende De�nition nach Krener �Krener �����

De�nition ��� Lokale Erreichbarkeit

Das System �AS �Gl� ����� ist lokal erreichbar� wenn es M��erreichbar f	ur jede beliebige

o
ene zusammenh	angende Teilmenge M� von M ist� d� h� R�x��M�� � M� f	ur jedes

beliebige x� � M� �M ist� �



� Steuerbarkeitsbegri�e �

x�

M

M�

Bild ���� Loka�

le Erreichbarkeit ei�

nes Systems von ei�

nem Punkt x�

Ist nun ein System lokal erreichbar� so ist die Konsequenz� da� je�

der Punkt der Zustandsmenge �Zustandsmannigfaltigkeit� von je�

dem anderen Punkt aus erreicht werden kann� Das ist dann aber

auch innerhalb jeder beliebigen zusammenh	angenden Teilmannig�

faltigkeit um x� m	oglich� Somit existiert bei lokal erreichbaren Sy�

stemen immer auch eine minimale Kontrollfunktion im Hinblick auf

ein f	ur den Systemzustand zu minimierendes Kostenfunktional� Ei�

ne derartige Eigenschaft spiegelt also das Wunschdenken jedes Rege�

lungstechnikers bez	uglich der Eigenschaften des zu untersuchenden

Systems wieder� Leider ist die Analyse nichtlinearer Systeme hin�

sichtlich einer derartigen Eigenschaft nicht einfach und es mu� auf

schw	achere Struktureigenschaften nichtlinearer Systeme zur	uckge�

gri
en werden� Mit einem vergleichsweise einfachen Kriterium� welches als eine Verallge�

meinerung des bekannten Steuerbarkeitskriteriums nach Kalman verstanden werden kann�

ist der folgende Begri
 verkn	upft �Casti ���� Schwarz ����

De�nition ��� Schwache Erreichbarkeit

Zwei Zust	ande xe und x sind schwach erreichbar voneinander dann und nur dann� wenn

Zust	ande x��x�� � � � �xk � M mit x� � xe und xk � x derart existieren� da� entweder

xi von xi�� oder xi�� von xi f	ur i � � �� � � � � k erreichbar ist� �

x�x� x� xk

x�x� x� xk

x�x� x� xk

Bild ��	� Schwach

erreichbare�steuer�

bare Zust	ande x��

x�� x�� xk

Wie anhand der De�nition leicht zu sehen ist� kann dort die Erreich�

barkeit durch Steuerbarkeit �Abschnitt ���� ersetzt werden� Beide

 
schwachen! Begri
e sind 	aquivalent� In der urspr	unglichen Versi�

on von Herman und Krener ����� wird diese Eigenschaft mit dem

Begri
 der schwachen M��Zug	anglichkeit bezeichnet� Diese Eigen�

schaft f	ur ausgezeichnete Systemzust	ande l	a�t sich nun ebenfalls auf

das gesamte System erweitern�

De�nition ��� Schwache Erreichbarkeit

Das System ���� hei�t schwach erreichbar genau dann� wenn es schwach erreichbar f	ur

jedes x � M ist� �

Auch die von einem Punkt aus schwach erreichbaren Zust	ande lassen sich zu einer Menge

zusammenfassen�

De�nition ���� SR�x��

Die Menge aller von x� aus schwach erreichbaren Zust	ande wird mit

SR�x�� �
� fx jx ist schwach erreichbar von x�g �����

bezeichnet� �



� Steuerbarkeitsbegri�e �

Somit lautet

De�nition ���� Schwache Erreichbarkeit�Steuerbarkeit von einem Punkt

Das System ���� hei�t schwach erreichbar�steuerbar von x� � M� wenn gilt�

SR�x�� �M� �

Ferner gilt�

De�nition ���� Schwache Erreichbarkeit�Steuerbarkeit

Das System ���� hei�t schwach erreichbar�steuerbar� wenn f	ur alle x � M gilt�

SR�x� �M� �

Zur 	Uberpr	ufung dieser Eigenschaft existieren zwar einfach handhabbare Kriterien �Schwarz

���Satz ��� und ���� f	ur analytische Systeme mit linear �genauer� a"n� eingehender

Steuerung�

X
ALS

�
�x � a�x� #B�x�u � a�x� #

mP
i��

bi�x�ui �� f �x�u� �

y � c�x� � x��� � x� �
�����

die damit verbundenen Systemeigenschaften sind aber f	ur den Praktiker unbefriedigend�

Denn� Ist ein System lokal schwach erreichbar�steuerbar� so existieren von jedem Punkt

aus entweder erreichbare oder steuerbare Punkte� Damit ist dann lediglich sichergestellt�

da� in einem lokal schwach erreichbaren System
 
Quellen! und

 
Senken! f	ur Systemtra�

jektorien existieren� nicht aber� da� jeder beliebige Anfangszustand in jeden beliebigen

Endzustand gebracht werden kann �jeder Punkt ist sowohl Quelle als auch Senke�� Die Ei�

genschaft der schwachen �lokalen� Erreichbarkeit kann jedoch als notwendiges Kriterium

f	ur die �vollst	andige� �lokale� Erreichbarkeit angesehen werden� Ein �lokal� erreichbares

System ist notwendigerweise auch ein �lokal� schwach erreichbares�

Der Grund f	ur die Schwierigkeiten der diesen Lie�algebraischen Methoden zugrunde lie�

genden Kriterien �ndet sich in den in �Brocket ���� ausf	uhrlich hergeleiteten Kriterien

zur Erreichbarkeitsuntersuchung der �ALS � F	ur diese Kriterien ist es notwendig� da� die

Systemtrajektorien eines �ALS in beiden Richtungen durchlaufen werden k	onnen m	ussen

�im allgemeinen Fall bedeutet dies also einen Durchlaufsinn auch entgegen der Zeitachse$��

Ein Ausweg aus dieser Dilemma besteht nun darin� die Systemklasse einzuschr	anken und

von der Systemklasse als solcher zu fordern� da� man sich auf ihren Systemtrajektori�

en in beiden Richtungen bewegen kann �und zwar nicht mehr explizit auch entgegen der

Zeitachse� daf	ur aber durch Vorzeichenumkehr der Steuerungen bzw� eines Teils der Steue�

rungen�� Eine Klasse solcher Systeme sind die symmetrischen analytischen Systeme mit

linear eingehender Steuerung�

X
sym

�
�x � f �x� u��u� � g��x�u� # g�x�u �

y � h�x� � x��� � x� �
�����
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Mit Hilfe dieser Systemklasse kann nun die sogenannte umkehrbare Erreichbarkeit erkl	art

werden �Krener �����

De�nition ���� Umkehrbare Erreichbarkeit�Steuerbarkeit

Ein System ���� hei�t umkehrbar steuerbar�erreichbar genau dann� wenn ����� steuer�

bar�erreichbar ist� �

Mit der zus	atzlichen Forderung der Lokalit	at ergibt sich�

De�nition ���� Umkehrbare lokale Steuerbarkeit�Erreichbarkeit

Ein System ���� hei�t umkehrbar lokal steuerbar�erreichbar genau dann� wenn ����� lokal

steuerbar�erreichbar ist� �

Analog zu De�nition ��� l	a�t sich nun unter RR die Menge der umkehrbaren zur Zeit T

M��erreichbaren Punkte zusammenfassen�

De�nition ���	 RR�x�� T�M��

MitRR�x�� T�M�� wird die Menge der von x� aus entlang von Trajektorien von Gl� �����

zur Zeit T M��erreichbaren Punkte bezeichnet� �

Unter den Bezeichnungen RR�x�� und RR�x��M�� sind dann wieder die gleichen Ab�

k	urzungen zu verstehen� wie f	ur die Menge R� Damit ergeben sich nun �Krener �����

Satz ��� Umkehrbare Steuerbarkeit�Erreichbarkeit

Ein System ���� ist genau dann umkehrbar steuerbar�erreichbar� wenn f	ur jedes x� � M
gilt� RR�x�� �M� �

und�

Satz ��� Umkehrbare lokale Steuerbarkeit�Erreichbarkeit

Ein System ���� ist genau dann umkehrbar lokal steuerbar�erreichbar� wenn f	ur jedes

x� � M� und f	ur jedes M� �M gilt� RR�x��M�� �M�� �

Die technische Relevanz einer solchen
 
symmetrischen! Systemklasse wird durch den fol�

genden Satz deutlich� Dieser folgt direkt aus der De�nition der umkehrbaren �lokalen�

Erreichbarkeit�

Satz ���

F	ur symmetrische Systeme ����� gilt�

� Ist das System ����� umkehrbar erreichbar�steuerbar� so ist es auch erreichbar�

� ist das System ����� erreichbar� so ist es auch umkehrbar erreichbar�

� ist das System ����� umkehrbar lokal erreichbar� so ist es auch lokal erreichbar und

� ist das System ����� lokal erreichbar� so ist es auch umkehrbar lokal erreichbar� �

Da� wie bereits in diesem Abschnitt erl	autert worden ist� stets aus der lokalen Eigenschaft

die Eigenschaft f	ur die gesamte Zustandsmannigfaltigkeit folgt� ergibt sich f	ur symmetri�

sche Systeme das Diagramm in Bild ���� Dabei weisen die eingezeichneten Pfeile in

Richtung der geringeren Anforderung an das System�
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lokale Erreichbarkeit �� Erreichbarkeit

l l
umkehrbare lokale Erreichbarkeit �� umkehrbare Erreichbarkeit

Bild ��
� Zusammenhang zwischen lokaler Erreichbarkeit und Erreichbarkeit

��� Steuerbarkeit

x�

M

Bild ���� In x�
steuerbares System

Mit dem Begri
 der Erreichbarkeit ist der der Steuerbarkeit eng

verbunden� Bei dieser Systemeigenschaft wird quasi die zur Erreich�

barkeit inverse Eigenschaft betrachtet� Die Fragestellung lautet nun

nicht mehr� welche Punkte ausgehend vom Punkt x� 	uber System�

trajektorien erreicht werden k	onnen �Bild ����� sondern von welchen

Punkten ausgehend kann der Punkt x� erreicht werden �Bild ����%

Mit Hilfe der in Abschnitt �� eingef	uhrtenMenge der von x� erreich�

baren PunkteR�x�� k	onnen nun 	ubersichtlich die folgenden Begri
e

gefa�t werden� In 	Ubereinstimmung mit De�nition �� wird gesetzt

�Lemmen und Schleuter ����

De�nition ���
 Steuerbarkeit in einen Punkt

Ein System ���� hei�t in den Zustand x� steuerbar� wenn gilt x� � R�x� f	ur alle x � M�

�

Erf	ullt ein System diese Eigenschaft f	ur alle x� � M� so gelangt man zu�

De�nition ���� Steuerbarkeit

Gilt R�x�� �M f	ur jedes beliebige x� � M� so hei�t das System Gl� ���� steuerbar� �

Diese Eigenschaft ist identisch zu der Erreichbarkeit eines Systems �De�nition �����

x�

M

M�

Bild ���� In x�
lokal M��steuerba�

res System

Im Rahmen der Theorie dynamischer Systeme sind jedoch h	au�ger

Konzepte lokaler Natur von Interesse� F	ur derartige Anwendungen

ist die folgende lokale Fassung ausschlaggebend�

De�nition ���� Lokale M��Steuerbarkeit in einen Punkt

Ein System ���� hei�t lokal M��steuerbar �in den Zustand x�� um

x�� wenn x� � R�x�M�� f	ur alle x � M� und einer beliebigen

o
enen und zusammenh	angenden Teilmenge M� � M um x� gilt�

�

Entsprechend gilt dann�

De�nition ���� Lokale Steuerbarkeit

Ein System ���� hei�t lokal steuerbar� wenn gilt x� � R�x�M�� f	ur alle x�x� � M� und

jeder beliebigen o
enen und zusammenh	angenden TeilmengeM� �M um x�� �
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��� Zug�anglichkeit

Ein Verbindungselement zwischen der Erreichbarkeit und der Steuerbarkeit stellt die �lo�

kale� Zug	anglichkeit bzw� die �lokale� Zug	anglichkeitseigenschaft dar� Mit Hilfe dieser

Systemeigenschaft wird ausgedr	uckt� da� von jedem beliebigen Punkt aus andere �lokal�

erreichbare Systemzust	ande existieren� Somit gibt es von jedem Punkt aus gesehen auch

steuerbare Zust	ande� Formal wird dies wie folgt de�niert �Krener �����

De�nition ���� Zug�anglichkeit

Das System ���� besitzt die Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn R�x�� ein nichtleeres In�

neres f	ur jedes beliebige x� � M besitzt� �

De�nition ���� Lokale Zug�anglichkeit

Das System ���� besitzt die Zug	anglichkeitseigenschaft� wenn R�x��M�� ein nichtleeres

Inneres f	ur jedes beliebige x� � M und einer beliebigen o
enen UmgebungM� besitzt� �

In der Literatur �Nijmeijer und van der Schaft ���� gibt es auch De�nitionen der Zug	ang�

lichkeit� die auf den Begri
 des Inneren in diesem Zusammenhang verzichten� Bei der
	Ubertragung der Ergebnisse ist dann jedoch Vorsicht geboten� Denn aufgrund der De�

�nition des Inneren �Forster ���� m	ussen aus der Menge der erreichbaren Punkte alle

Randpunkte unber	ucksichtigt bleiben� Besitzt diese Menge zum Beispiel eine Anordnung

	ahnlich der von konzentrischen Kreisen� so existiert f	ur jeden Punkt auch ein anderer

erreichbarer Punkt� R�x�� 	� 
 � x� � M� Da die erreichbaren Punkte sich aber nun

auf jenen Kreisen be�nden� sind sie auch automatisch Randpunkte dieser Menge und das

Innere von R�x�� ist somit leer�

Die bisher in diesem Abschnitt vorgestellten Steuerbarkeitsbegri
e lassen sich wie folgt

unterscheiden�

Satz ��� �Krener ����

� Besitzt das System ���� die Zug	anglichkeitseigenschaft� so ist es umkehrbar steu�

erbar�

�� Dieses System besitzt die umkehrbare Zug	anglichkeitseigenschaft dann und nur

dann� wenn es umkehrbar steuerbar ist�

�� Dieses System besitzt die umkehrbare lokale Zug	anglichkeitseigenschaft dann und

nur dann� wenn es lokal umkehrbar steuerbar ist�

�� Das System besitzt die lokale Zug	anglichkeitseigenschaft dann und nur dann� wenn

es umkehrbar steuerbar ist� �
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lokale Steuerbarkeit �� Steuerbarkeit

� �
lokale Zug	anglichkeitseigenschaft �� Zug	anglichkeitseigenschaft

� �
schwache lokale Steuerbarkeit �� schwache Steuerbarkeit

�
sy
m

� �
sy
m

�

umkehrbare lokale Steuerbarkeit �� umkehrbare Steuerbarkeit

l l
umkehrbare lokale

Zug	anglichkeitseigenschaft
�� umkehrbare

Zug	anglichkeitseigenschaft

Bild ���� 	Ubersicht 	uber verschiedene Steuerbarkeitseigenschaften

Damit ergeben sich also die in Bild ��� dargestellten Zusammenh	ange�
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� Steuerbarkeitskriterien nichtlinearer Systeme

Wie bereits im Verlauf des Berichtes beschrieben ist die Eigenschaft der lokalen Erreich�

barkeit�Steuerbarkeit eines Systems genau die Eigenschaft� die sich der Praktiker nach

M	oglichkeit f	ur ein System w	unscht� Leider gibt es f	ur diese Systemeigenschaft jedoch

kein einfaches Kriterium� insbesondere f	ur nichtlineare Systeme in der Form der �AS �

Demgegen	uber ist mit der dazu vergleichsweise schwachen Systemeigenschaft der lokalen

schwachen Erreichbarkeit�Steuerbarkeit ein relativ einfaches Kriterium f	ur �ALS verbun�

den� Dieses Kriterium kann als eine Verallgemeinerung des Rangkriteriums nach Kalman

u� a� ����� verstanden werden und lautet �Schwarz ����

Kriterium ���

F	ur das System �ALS ����� und eine Umgebung M� um den betrachteten Anfangszu�

stand x� sei die Distribution� ��x� � span fb��x�� � � � � bm�x�g 	uber M� de�niert� und

a�x�� b��x�� � � � � bm�x� seien die Vektorfelder� unter denen ��x� invariant sei� Ferner

bezeichne P �x� die minimale Distribution� die ��x� enth	alt und invariant unter den

Vektorfeldern a�x�� b��x�� � � � � bm�x� ist�

P �x� � ha�x�� b��x�� � � � � bm�x�j span fb��x�� � � � � bm�x�g i � ����

Dann gilt�

i� Das System ����� ist in M� vollst	andig schwach erreichbar� wenn gilt

dim P �x� � n � �����

ii� dim P �x� � r � n gibt die Dimension der lokal schwach erreichbaren Teilmannig�

faltigkeit von M� an� �

Daraus l	a�t sich das folgende Rangkriterium bilden� welches nun ein nichtlineares Analo�

gon zum Rangkriterium f	ur lineare Systeme nach Kalman darstellt �Schwarz ���� Der

f	ur die Rangbestimmung verwendete Algorithmus lautet�

Kriterium ���

Es sei

P �x� �
�
P��x�

��� P��x�
��� � � �

�

P��x� �
�
b��x�

��� � � �
��� bm�x�

�

Pk�x� �
�
a�x��Pk���x�

�
� k � � �� � � �

���������	
��������


� �����

dann gibt

rang P �x� � r � n �����

die Dimension der lokal schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit in M� an� �

� vgl� �Olver ����	 Isidori ����
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Der so beschriebene Bildungsalgorithmus kann nach Isidori ����� abgebrochen werden�

wenn ein k� existiert� f	ur das gilt� Pk��x� � Pk����x�� Das ist z� B� der Fall� wenn alle

Lie�Kommutatoren bei der Stufe k� #  Null ergeben� Der Algorithmus kann aber auch

abgebrochen werden� sobald der volle Rang �hier� n� erreicht ist� das System also in M�

vollst	andig schwach erreichbar ist�
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� Beobachtbarkeitsbegri�e

Grunds	atzlich wird zun	achst zwischen den Begri
en Beobachtbarkeit und Rekonstruier�

barkeit unterschieden�

i� Die Frage� ob der gegenw	artige Zustand x�� � aus der Kenntnis der zuk	unftigen

Ausgangssignale y�t� � t � � und der zuk	unftigen Eingangssignale u�t� � t � �

bestimmt werden soll� betri
t das Problem der Beobachtbarkeit�

ii� Soll aus dem vergangenen Verlauf von u�t� � t � � und y�t� � t � � der ge�

genw	artige Zustand x�� � bestimmt werden� sprechen wir von dem Problem der

Rekonstruierbarkeit� �

In der urspr	unglichen Fassung Kalman u� a� ����� wird die Kenntnis von u�t� nicht

vorausgesetzt� Ludyk ����� machte am Beispiel eines zeitvarianten linearen Systems

deutlich� da� man streng zwischen Rekonstruierbarkeit und Beobachtbarkeit unterschei�

den mu�� Bei der praktischen Anwendung� d� h� bei der Auslegung eines
 
Beobach�

ters! �genauer� Sch	atzer�� handelt es sich immer um eine Rekonstruktion des Zustandes

�Schwarz ���� Warum mu� hierf	ur aber eine Analyse der Beobachtbarkeit und nicht die

der Rekonstruierbarkeit anhand eines Proze�modells gekl	art werden% Die Beantwortung

dieser Fragestellung liefern die folgenden 	Uberlegungen�

Bei der Beobachtbarkeit wird untersucht� ob ein Zustand x� zum Zeitpunkt t� mit Hilfe

von Signalen u�t� #�t� und y�t� #�t�� �t � � unterschieden werden kann �Bild ����

�

t� t� #�t
Beobachtbarkeitsanalyse

Bild ���� Beobachtbarkeitsanalyse

Mit Hilfe eines Beobachters wird ein Zustand x� auch tats	achlich rekonstruiert� Dieser

Zustand x� zum Zeitpunkt t� wird aber aus Signalen �u�y� zu Zeiten t� # �t ermittelt�

also bez	uglich des Zeitpunktes t� quasi  
beobachtet! �Bild �����

t� t� #�t
Beobachter f	ur x�

�

Bild ���� Zu verwertende Signale eines Beobachters f	ur einen Zustand x�

Geeignete De�nitionen des Begri
es Beobachtbarkeit f	ur nichtlineare Systeme geben u�a�

Herman und Krener ������ Sussmann ������ Krener ������ Keller ������ Isidori ������

Nijmeijer und van der Schaft ����� sowie Birk ����� an� All diese Arbeiten enthalten im

wesentlichen die Herleitung der Rangbedingungen f	ur die 	Uberpr	ufung der Struktureigen�

schaft Beobachtbarkeit� die i� allg� von den auf das System einwirkenden Eingangssignalen
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abh	angt� Die Einf	uhrung des Begri
es
 
eingangssignalunabh	angige Beobachtbarkeit! auf

der Basis einer verallgemeinerten Beobachtbarkeitsnormalform f	ur ALS geht auf Gauthier

und Bornard ���� zur	uck�

Da� wie erw	ahnt� die Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme � anders als bei linearen

Systemen � von der Wahl der Steuerung u�t� selbst abh	angt� wird zun	achst der Begri


der Unterscheidbarkeit ben	otigt�

De�nition ��� M��Unterscheidbarkeit zweier Zust�ande

Zwei verschiedene Zust	ande x� und x� eines
P

AS hei�en M��unterscheidbar� wenn min�

destens ein zul	assiges �begrenztes und me�bares� Eingangssignal u�t�� � t � �t�� T � so

existiert� da� die zugeh	origen Trajektorien x��t� und x��t� in M� liegen und die ent�

sprechenden Systemantworten y��t� � h�x�� und y��t� � h�x�� f	ur mindestens einen

Zeitpunkt t � �t�� T � nicht miteinander 	ubereinstimmen� �

Mit S�x�� T�M�� werde die Menge aller von x� nicht M��unterscheidbaren Zust	ande

bezeichnet� Die Abk	urzungen S�x�� und S�x��M� werden analog zu De�nition ��� ge�

bildet�

De�nition ��� Beobachtbarkeitsbegri�e

i�
P

AS hei�t beobachtbar� wenn die Menge aller von x� nicht M�unterscheidbaren

Zust	ande nur x� selbst enth	alt� d� h�

S�x�� � fx�g �x� � M � ����

ii�
P

AS hei�t lokal beobachtbar� wenn f	ur jede o
ene Umgebung M� �M von x� gilt�

S�x��M�� � fx�g � �����

iii�
P

AS hei�t umkehrbar �lokal� beobachtbar� wenn das korrespondierende
P

sym �lokal�

beobachtbar ist� �

Diese De�nitionen fordern� da� x� von jedem anderen Zustand ausM auchM�unterscheidbar

ist� In der Regel reicht es allerdings aus� einen Punkt nur von seinen Nachbarzust	anden

zu unterscheiden� Deshalb wird das Konzept der schwachen �lokalen� Beobachtbarkeit

eingef	uhrt�

De�nition ��� Schwache Beobachtbarkeitsbegri�e

i�
P

AS ist schwach beobachtbar� wenn f	ur jedes x� eine o
ene Umgebung V existiert�

so da� gilt

S�x�� � V � fx�g � �����
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ii�
P

AS ist lokal schwach beobachtbar� wenn es f	ur jedes x� eine o
ene Umgebung V
gibt� so da� f	ur jede o
ene Umgebung M� �M von x� gilt

S�x��M�� � V � fx�g � �����

iii�
P

AS hei�t �lokal� umkehrbar schwach beobachtbar� wenn
P

sym die schwache �lokale�

Beobachtbarkeitseigenschaft besitzt� �

Die Zusammenh	ange zwischen den Beobachtbarkeits��Unterscheidbarkeitsformen sind in

Bild ��� dargestellt� wobei die Pfeile in Richtung der geringeren Anforderungen des Sy�

stems zeigen� Dar	uber hinaus ist zu erw	ahnen� da� die Eigenschaften der schwachen

lokalen Beobachtbarkeit und die der umkehrbaren schwachen lokalen Beobachtbarkeit

	aquivalent sind� falls
P

AS umkehrbar lokal steuerbar ist �Krener �����

lokale Beobachtbarkeit Beobachtbarkeit

lokale umkehrbare
Beobachtbarkeit

umkehrbare Beobachtbarkeit

lokale schwache schwache Beobachtbarkeit

lokale umkehrbare
schwache Beobachtbarkeit

umkehrbare schwache
Beobachtbarkeit

��

��

��

��

�

�

�

�

���y ���y

���y ���yBeobachtbarkeit

�
sy
m

��
sy
m

�

Bild ���� Beziehungen zwischen den Beobachtbarkeitsformen

F	ur Untersuchungen� die auf eine Beobachtersynthese zielen� ist auch noch der Begri
 der

globalen Beobachtbarkeit �Brandin u� a� ���� Keller ���� Birk ���� von Interesse�

De�nition ��� Globale BeobachtbarkeitP
AS hei�t global beobachtbar� wenn jeder Anfangszustand x� aus der Kenntnis des Aus�

gangssignals y�t� und des Eingangssignals u�t� und deren zeitlichen Ableitungen im ge�

samten De�nitionsbereich �x� � M � �u � U eindeutig bestimmt werden kann� d� h�

wenn die Beobachtbarkeitsabbildung

��x� &u� �

�
�

y�t�

�y�t�
���

y�n����t�

�
������ � &u�t� ��

�
�

u�t�

�u�t�
���

u�n����t�

�
������ �����

eindeutig nach x aufgel	ost werden kann� �
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� Beobachtbarkeitskriterium

Mit Hilfe des Di
erentialoperators

Nf �� La #
mX
i��

uiLbi #
n��X
i��

pX
j��

u
�i�
j �t�

�

�u
�i���
j

� ����

Nk
f � Nf �N

k��
f � �����

l	a�t sich die Menge

Cr �
n
N�j���
f ci�x� � i � � �� � � � � p � j � � �� � � � � r � r � n

o
�����

konstruieren� Aus dieser Menge wird die Beobachtbarkeitskodistribution

Dr � span
n
dc��x��dNfc��x�� � � � �dN

r
fc��x��dc��x��dNfc��x�� � � � �dN

r
fc��x��

� � � �dcp�x��dNfcp�x�� � � � �dN
r
fcp�x�

o
�����

mit dem Gradienten

d	�x� ��
�	�x�

�x
�

�
�	�x�

�x�
�
�	�x�

�x�
� � � � �

�	�x�

�xn

�
�����

gebildet� Mit der oft in der Literatur getro
enen Annahme� da� die Eingangssignale

st	uckweise konstant sind� d� h� 'U� � fu � const� � u�k� � � � k � � �� � � � � n � �g�
reduziert sich der Di
erentialoperator Nf aus Gl� ���� zu Nf � La #

Pm
i�� uiLbi� Dabei

bezeichnet z� B� La die Lie�Ableitung entlang des Vektorfeldes a�

Die korrespondierende Matrixform zu Gl� ����� wird als Beobachtbarkeitsmatrix�r� die zu

Gl� ����� als Beobachtbarkeitsabbildung � bezeichnet� Die Dimension der Beobachtbar�

keitskodistribution ist gleich dem Rang der zugeh	origen Beobachtbarkeitsmatrix �Kang

und Krener ���� Ein geometrischer Test zur 	Uberpr	ufung der lokal schwachen Beob�

achtbarkeit in x� kann folgenderma�en formuliert werden�

Kriterium 	��P
ALS ist lokal �schwach� beobachtbar in x�� wenn f	ur mindestens eine zul	assige Steuerung

u�t� eine o
ene UmgebungX� um x� und eineMengeK � f��� ��� � � � � �pg von nat	urlichen

Zahlen �sog� Beobachtbarkeitsindizes� derart existieren� da� folgende Bedingungen f	ur alle

x � X� erf	ullt sind�

i�
pP

i��
�i � n und �� � �� � � � � � �p �

ii� Die Beobachtbarkeitskodistribution Dn spannt nach einer geeigneten Umnumerie�

rung der ci�x� den Kotangentialraum T ��Rn� auf� Es gilt also�

dim Dn � rang �n � n � �����
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iii� Wenn eine andere Menge L � fl�� l�� � � � � lpg von nat	urlichen Zahlen existiert� die

den Bedingungen i� und ii� gen	ugt� dann gilt� L � K in der lexikographischen

Ordnung� das hei�t� �l� � ��� oder �l� � �� und l� � ��� oder �l� � ��� und �l� �

�� und l� � ��� usw� � �

Kriterium �� ist als Erweiterung der De�nition �� bei Krener und Respondek ����� auf

nichtautonome Systeme anzusehen�
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	 Systemanalyse eines hydraulischen Antriebs

Im Ger	ateplan von Bild �� ist ein elektrohydraulischer Translationsantrieb dargestellt�

Er besteht aus Servoventil und Gleichgangzylinder� Die Modellbildung dieses Systems ist

in verschiedenen Arbeiten bereits beschrieben worden �z� B� Dori�en ���� Schwarz ���

Jelali ����� Mit den Zustandsvariablen x� � x� x� � �x� x� � pB � pA kann das System

wie folgt modelliert werden�
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Bild 
��� Elektrohydraulischer Antrieb

Um die Unstetigkeitsstelle bei u � � zu umgehen� wird der Bereich u � � betrachtet� Es

ergibt sich somit�
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Zur Berechnung der Dimension der schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit M� wird nun

entsprechend dem Kriterium ��� nach �Schwarz ���Satz ���� vorgegangen�

P��x� � �b�x�� �

�
�� � Q�k

�
 � x�

p�

� �

�

�
�T

F	ur die n	achste Stufe des Algorithmus wird nun der Lie�Kommutator �Olver ���� Isidori

���� aus a�x� und P� berechnet�
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Das so erhaltene Vektorfeld stellt also eine neue Richtung zu P� dar� ist linear unabh	angig

von P� zu �fast� jedem x� Entsprechend dem Algorithmus aus �Schwarz ���Satz ����

wird nun der n	achste Lie�Kommutator gebildet�
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Somit ergibt sich�
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� Systemanalyse eines hydraulischen Antriebs �

Aus der rekursiven Berechnung der Lie�Kommutatoren ergibt sich� da� die Dimension

der schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit M� gleich der der Zustandsmannigfaltigkeit

�n � �� ist� wenn gilt� x� 	� p�� Dieses Ergebnis deckt sich demnach mit der Erfahrung�

da� ein elektrohydraulischer Translationsantrieb steuerbar ist� solange nicht die Grenzbe�

lastung des Systems erreicht bzw� 	uberschritten wird� Anhand dieses Beispiels ist jedoch

auch erkennbar� da� der Rechenaufwand gegen	uber einer linearen Steuerbarkeitsanalyse

deutlich h	oher ist� Dieser Rechenaufwand kann aber mit Hilfe symbolverarbeitender Soft�

ware erheblich reduziert und sogar halb automatisiert werden� So wird z� B� in �Lemmen

u� a� ���� aufgezeigt� wie aufbauend auf der MathematikplattformMaple� eine System�

analyse eines �ALS �Modells f	ur die Eigenschaften schwache Erreichbarkeit� Beobachtbar�

keit und Entkoppelbarkeit erfolgen kann� Dies geschieht durch fertige Softwaremodule

�Lemmen u� a� ����� die die entsprechende Analyse der Eigenschaften 	uber einen einfa�

chen Funktionsaufruf unter Maple zur Verf	ugung stellen�

F	ur die Analyse der Beobachtbarkeit ergibt die Anwendung des Di
erentialoperators nach
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Der n	achste Schritt ist die Bildung der Gradienten gem	a� Gl� ������
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Damit lautet die Beobachtbarkeitsmatrix
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die den Rang � besitzt� Der hydraulische Antrieb ist also lokal beobachtbar�
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 Zusammenfassung

Durch den Einsatz der Di
erentialgeometrie und Lie�theoretischer Methoden gelingt es�

bei der Analyse nichtlinearer Systeme gegen	uber der Methode mittels linearisierter Model�

le an verschiedenen Arbeitspunkten� genauere und f	ur gr	o�ere Arbeitsbereiche zul	assige

Aussagen 	uber Systemeigenschaften� wie in diesem 	Ubersichtsaufsatz exemplarisch an�

hand der Steuer� und Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme vorgestellt� zu tre
en� F	ur

nichtlineare Systeme ist in diesem Zusammenhang jedoch eine st	arkere Di
erenzierung

der zur Steuer� und Beobachtbarkeit verwandten Begri
e notwendig� als dies bei linea�

ren Systemen der Fall ist� Bei dieser Aufschl	usselung der Eigenschaften Steuerbarkeit �

Erreichbarkeit � Zug	anglichkeit und dazu dual bei der Beobachtbarkeit � Rekonstruierbar�

keit� gelangt der Anwender zu dem Dilemma� da� zwar die Wunscheigenschaften f	ur ein

System �z� B� die Erreichbarkeit� sehr wohl begri)ich klar umrissen sind� Kriterien f	ur ei�

ne 	Uberpr	ufung dieser Systemeigenschaft jedoch nur f	ur sehr viel geringere Anforderungen

an die zu untersuchenden Systeme existieren �etwa f	ur die schwache Erreichbarkeit�� Die

bekannten und zugleich auch handhabbaren Kriterien k	onnen in diesem Zusammenhang

also lediglich als notwendige� keinesfalls aber als notwendige und hinreichende Bedingung

interpretiert werden�

Ein weiteres Hemmnis f	ur einen verst	arkten Einsatz nichtlinearer Analyse� und Synthe�

semethoden in der modernen angewandten Systemtheorie entsteht durch die sehr viel

gr	o�ere Komplexit	at bei wachsender Systemordnung im Vergleich zu linearen Analyseme�

thoden� Das Bilden von Lie�Klammern und �Ableitungen kann sich zwar jeder Ingenieur

in vergleichsweise kurzer Zeit aneignen und bei einer Kriterien	uberr	ufung anwenden� Da

bei den betrachteten nichtlinearen Systemen aber auch die beschreibenden Modelle sehr

viel komplexer werden� sind auch wesentlich gr	o�ere Terme zur Berechnung heranzuzie�

hen und die Kriterien sind � wie bei den meisten nichtlinearen Methoden � ab einer

Systemordnung von ca� � bis � praktisch nicht mehr anwendbar und lediglich noch mit

symbolverarbeitenden Programmpaketen in den Gri
 zu bekommen� Gerade mit derar�

tigen symbolverarbeitenden Programmen �wie z� B� MAPLE oder MACSYMA�� gelingt

es auch das Bilden von Lie�Klammern und �Ableitungen als einfache Funktionsaufrufe

zu programmieren und so die Systemanalyse nichtlinearer Systeme f	ur Regelungstechni�

ker teilweise zu automatisieren� Eine derartige teilweise Automatisierung der Analyse und

Synthese nichtlinearer Systeme ist zumBeispiel im CAS�Paket NSAS �Lemmen u� a� ����

realisiert�
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