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� Einleitung

Im Gegensatz zu herk	ommlichen� starr ausgef	uhrten Roboterarmen� die vom Materialauf�

wand 	uberdimensioniert sind� um die geforderte hohe Biegestei�gkeit zu erreichen� treten

bei der Untersuchung elastischer Handhabungssysteme nicht mehr zu vernachl	assigende

elastische Deformationen auf� Es handelt sich um Systeme mit verteilten Parametern� die

durch unendlich viele Eigenfrequenzen gekennzeichnet sind� Neben der m	oglichst exak�

ten Modellbildung stellt die Frage der geeigneten Plazierung der erforderlichen Sensorik

und Aktorik ein wichtiges Forschungsziel dar� Um zu kl	aren� wie und in welchem Ma�

�e die Aktorik zur gezielten Schwingungskompensation eingesetzt werden kann oder um

beispielsweise Kriterien f	ur einen geeigneten oder ungeeigneten Einbauort von Sensorele�

menten zu scha�en� ist die Untersuchung der Struktureigenschaften der Modelle elasti�

scher Arme unerl	a�lich� Hierzu existieren bereits mehrere Ans	atze� die sich vor allem mit

dem Fall des einachsigen elastischen Arms auseinandersetzen �z� B� Spector ����� Cho

u� a� ����� Kobayashi ���
��

Bei der Modellbildung solcher Handhabungssysteme mu� in der Praxis auf eine Modell�

approximation zur	uckgegri�en werden� Einen wichtigen Punkt stellt hier die Frage dar�

ob und inwieweit Struktureigenschaften wie Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit bei den

approximierten Modellen erhalten bleiben bzw� wie die Erhaltung der wichtigen Eigen�

schaften schon durch die Wahl der Struktur des Approximationsmodells gew	ahrleistet

werden kann�

Der vorliegende Forschungsbericht stellt zun	achst in Abschnitt 
 die wichtigsten Kriterien

zur Steuerbarkeitsanalyse zusammen� Hierbei liegt der Schwerpunkt darauf� f	ur alle im

Sinne der Modellapproximation wichtigen� einfachen nichtlinearen Systemklassen� also im

einzelnen f	ur die Systemklassen

� ALS �analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung��

� QLS �zustandsquadratische Systeme mit linear eingehender Steuerung��

� BLS �bilineare Systeme� und

� lineare Systeme

die Steuerbarkeitskriterien zu katalogisieren� Abschnitt � behandelt in gleicher Weise

die Beobachtbarkeitsanalyse� Die beiden folgenden Abschnitte besch	aftigen sich mit der

Anwendung dieser Kriterien auf elastische Roboterarme� Dabei wird im � Abschnitt

der Analyse zun	achst ein lineares Modell eines einachsigen Arms zugrunde gelegt und

anschlie�end ein bilineares� In Abschnitt � wird das Modell eines zweiachsigen elastischen

Roboters auf Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit hin untersucht� Der Bericht schlie�t mit

einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf Ziele zuk	unftiger Forschungen�
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� Kriterien zur Steuerbarkeitsanalyse

In diesem Abschnitt werden zusammenfassend die Kriterien zur Untersuchung der Steu�

erbarkeit bzw� Erreichbarkeit eines Systems dargestellt� Dazu werden zun	achst eini�

ge Begri�sde�nitionen aufgef	uhrt� Prinzipiell unterscheidet man zwischen den Eigen�

schaften Erreichbarkeit und Steuerbarkeit� die wie folgt voneinander abgegrenzt werden

�Lemmen ������

� Die Eigenschaft Erreichbarkeit macht eine Aussage dar	uber� welche Systemzu�

st	ande von einem gegebenen Ausgangszustand x� unter Wirkung einer Steuerung

innerhalb einer Zeit T erreicht werden�

� Die Eigenschaft Steuerbarkeit macht eine Aussage dar	uber� ob ein System von

einem Zustand x� in einen Gleichgewichtszustand 	uberf	uhrt werden kann�

Hier wird vor allem auf die Eigenschaft der Erreichbarkeit eingegangen� Die Steuerbarkeit

eines Systems ist in dem umfassenderen Begri� der Erreichbarkeit des Systems enthalten�

Genaue De�nitionen und Erl	auterungen der Begri�e Steuerbarkeit und Erreichbarkeit

nichtlinearer Systeme w	urden den Rahmen dieses Berichts sprengen� Sie sind zum Bei�

spiel in �Schwarz ����� oder �Lemmen und Jelali ����� nachzulesen� Zun	achst wird ein

Kriterium zur Erreichbarkeitsanalyse f	ur Systeme der Form ALS angegeben� um dann auf

einfachere nichtlineare Systemklassen einzugehen�

��� Systeme der Klasse ALS

Im folgenden werden Systeme der Form ALS� bei denen die Steuerung u�t� linear �bzw� af�

�n� eingeht� behandelt� Die beschreibenden Zustandsgleichungen lauten f	ur Mehrgr	o�en�

systeme�

�x�t� � a�x�t�� �
mX
i��

bi�x�t��ui�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� �
���

y�t� � c�x�t�� � x � Rn�u � Rm�y � Rp �

Die entsprechenden Zustandsgleichungen f	ur Eingr	o�ensysteme ergeben sich analog�

Die Di�erentialgeometrie stellt ein wichtiges Werkzeug zur Untersuchung der Struktur�

invarianten von Systemen der Klasse ALS �Gl� �
���� dar� In �Schwarz ����� wird folgen�

des Kriterium eingef	uhrt�

Kriterium ��� �Schwarz �����

Es sei

P �x� � �P ��x�
���P ��x�

��� � � �
���P n���x��

P ��x� � �b��x�
��� � � �

���bm�x�� � B�x�

P k�x� � �a�x� � P k���x�� � k � �� � � � � n� �

������
�����

� �
�
�
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dann gibt

rangP �x� � r � n �
���

die Dimension der lokal schwach erreichbaren Mannigfaltigkeit in U� an� �

Die Lie�Klammer �a�x��P i�x��� die zur Auswertung des Kriteriums ben	otigt wird� ist

im Anhang A erl	autert� Hier handelt es sich um ein strukturell relativ einfaches und

schematisch auszuwertendes Rangkriterium f	ur nichtlineare Systeme� Die einzelnen Dis�

tributionen P i�x� werden rekursiv berechnet� wobei der Algorithmus nach Isidori ������

abgebrochen werden kann� wenn

� der volle Rang n erreicht wird oder

� ein l existiert� f	ur das gilt� P l�x� � P l���x��

��� Systeme der Klasse QLS

In dieser Klasse sind die zustandsquadratischen Systeme mit linear eingehender Steuerung

enthalten� deren Zustandsmodell �f	ur Eingr	o�ensysteme� lautet�

�x�t� � A�x�t� �A�x�t�� x�t� � �b� �B�x�t� �B�x�t�� x�t��u�t� �
��

y�t� � cTx�t�� x � Rn� u� y � R �

Das hier verwendete Kronecker�Produkt ist f	ur zwei Vektoren x � Rn wie folgt de�niert�

x� x �
h
x��� x�x�� � � � � x�xn � x�x�� � � � � x�xn � xnx�� � � � � x

�
n

iT
� �
���

oder in der reduzierten Form� in der permutierte Produktkomponenten nur einmal ver�

wendet werden �und gleichartige unterdr	uckt werden��

x� x �
h
x��� x�x�� � � � � x�xn � x

�
�� x�x�� � � � � x�xn � � � � � x

�
n

iT
� �
���

Mit den Abk	urzungen

a�x�t�� � A�x�t� �A�x�t�� x�t� �
���

b�x�t�� � b� �B�x�t� �B�x�t�� x�t�

wird das System wieder in ALS�Form 	uberf	uhrt� und es ergibt sich folgendes Kriterium

f	ur lokale Steuerbarkeit�

Kriterium ��� �Jelali ����

Ein QLS nach Gl� �
�� ist lokal steuerbar� wenn die Steuerbarkeitsmatrix

QS �
h
b�x�� adba�x�� � � � � ad

n��
b a�x�

i
�
���

den vollen Rang

rangQS � n �
���

besitzt� �
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Der Lie�Kommutator ad ist im Anhang A erl	autert� Global steuerbar ist das System da�

gegen� wenn es in nichtlinearer Steuerbarkeitsnormalform �SKNF� vorliegt oder in diese

transformiert werden kann� Diese Bedingung ist jedoch unter Umst	anden sehr schwie�

rig nachzupr	ufen� da sie die Integration eines Systems partieller Di�erentialgleichungen

erfordert�

��� Systeme der Klasse BLS

Systeme der Klasse BLS mit mehreren Ein� und Ausgangsgr	o�en besitzen folgende Zu�

standsform�

�x�t� � Ax�t� �
mX
i��

�N ix�t� � bi�ui�t� �
����

y�t� � Cx�t� � x � Rn� ui � R�y � R
p �

F	ur Eingr	o�en�BLS lauten die Zustandsgleichungen�

�x�t� � Ax�t� � �Nx�t� � b�u�t� �
����

y�t� � cTx�t� � x � Rn� u� y � R �

F	ur die in �Schwarz ����� de�nierte n�Erreichbarkeit eines bilinearen Eingr	o�ensystems

l	a�t sich aus dem allgemeinen Kriterium 
�� folgendes vereinfachte Kriterium ableiten�

Kriterium ���

Es sei

P � �P �
���P �

��� � � �
���P n�

P � � �b�
��� � � �

��� bm�

P k � �AP k��
���NP k��� � k � 
� � � � � n

�������
������

� �
��
�

dann ist das System nach Gl� �
���� genau dann n�erreichbar� wenn gilt�

rangP � n � �
����

�

Dieses Kriterium f	uhrt zur Bestimmung der folgenden Steuerbarkeitsmatrix�

QS � P � �b
���Ab�Nb

���A�b�ANb�NAb�N �b
��� � � � � � �
���
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��� Lineare Systeme

Lineare Systeme lassen sich durch das Zustandsmodell

�x�t� � Ax�t� �
mX
i��

bi ui�t� � Ax�t� �Bu�t� �
����

y�t� � Cx�t�� x � Rn� ui � R�u � R
m�y � Rp

beschreiben �Schwarz ������ Bei diesen Systemen vereinfacht sich das allgemeine Krite�

rium f	ur analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung durch Bestimmung der

entsprechenden Lie�Klammern wie folgt�

P � �
�
b�

��� b�
��� � � �

��� bm

�
� B

P � � �Ax�P �� �
�
�Ax� b��

��� �Ax� b��
��� � � �

����Ax� bm�
�

�

�
�b�
�x

�Ax��
��Ax�

�x
b�
��� � � �

���
�bm
�x

�Ax��
��Ax�

�x
bm

�

�
�
�Ab�

��� � � �
����Abm

�
� �AB �
����

P � � �Ax�P �� � �Ax��AB� � �
�
�Ax�Ab��

��� �Ax�Ab��
��� � � �

����Ax�Abm�
�

� �

�
��Ab��

�x
�Ax��

��Ax�

�x
�Ab��

��� � � �
���
�Abm

�x
�Ax� �

��Ax�

�x
�Abm�

�

�
�
A�b�

��� � � �
���A�bm

�
� A�B

���

Dies ist bis auf die alternierenden Vorzeichen direkt 	aquivalent zum Kalman�Kriterium�

Kriterium ��� �Kalman u� a� ����� F	ollinger ���
�

Das lineare System nach Gl� �
���� ist genau dann steuerbar� wenn die �n� nm��Steuer�

barkeitsmatrix

QS � �B�AB� � � � �An��B�

den H	ochstrang n� also n linear unabh	angige Spaltenvektoren besitzt� �

Dieses Kriterium liefert eine globale Aussage 	uber die Steuerbarkeit eines linearen dyna�

mischen Systems� Will man dagegen� wie bei mechanischen Systemen vorteilhaft� jeden

Eigenwert �i des Systems einzeln auf Steuerbarkeit untersuchen� so bietet sich folgendes

�Hautus�� Kriterium an�

Kriterium ��� �Schwarz �����

Ein dynamisches Systemmit der Zustandsdi�erentialgleichung �
���� ist genau dann steu�

erbar� wenn f	ur jeden Eigenwert �i von A gilt�

rangQ�

S � Rang
�
�I �A

���B
�
���i

� n�

wobei n die Zeilenanzahl von A� also die Systemordnung ist� �
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� Kriterien zur Beobachtbarkeitsanalyse

Analog zum vorherigen Abschnitt werden hier die Kriterien zur Untersuchung der Beob�

achtbarkeit von Systemen der Klassen ALS� QLS� BLS und LS vorgestellt�

��� Systeme der Klasse ALS

Zun	achst werden die Kriterien f	ur den allgemeinsten betrachteten Fall� f	ur Systeme der

Klasse ALS nach Gl� �
���� vorgestellt� Auch hier sei f	ur detaillierte theoretische Be�

trachtungen und Erl	auterungen zu den Begri�en Beobachtbarkeit� Unterscheidbarkeit und

Rekonstruierbarkeit auf Schwarz ������� Isidori ������ sowie Lemmen und Jelali ������

verwiesen� Allen Beobachtbarkeitsde�nitionen liegt der Begri� der Unterscheidbarkeit

zugrunde�

De�nition ��� �Nijmeijer und van der Schaft �����

Zwei Zust	ande x��x� � M eines Systems hei�en ununterscheidbar� wenn f	ur jede Ein�

gangsfunktion u die Ausgangsfunktionen y�t�x�� u� f	ur x��� � x� und y�t�x�� u� f	ur

x��� � x� identisch sind� �

Daraus folgt direkt die allgemeine De�nition der Beobachtbarkeit�

De�nition ��� �Nijmeijer und van der Schaft �����

Das System nach Gl� �
��� ist beobachtbar� wenn f	ur alle x��x� �M gilt�

x� ist dann und nur dann nicht unterscheidbar von x�� wenn gilt

x� � x� �����

�

Zwischen lokaler und globaler Beobachtbarkeit von Systemen wird wie folgt unterschieden�

De�nition ��� �Birk ���
�

Ein nichtlineares System hei�t

� global beobachtbar� wenn alle Anfangszust	ande x� aus dem Ausgang y�t� und dem

Eingang u�t� im gesamten De�nitionsbereich eindeutig bestimmbar sind�

� lokal beobachtbar in einem Punkt xp� wenn alle Anfangszust	ande x� in einer Umge�

bung kx��xpk � � von xp aus dem Ausgang y�t� und dem Eingang u�t� eindeutig

bestimmbar sind� Das System ist lokal beobachtbar� wenn diese Eigenschaft im ge�

samten De�nitionsbereich des Systems erf	ullt ist� �

F	ur die praktische 	Uberpr	ufung anhand von Rangkriterien ist vor allem der Begri� der

lokal schwachen Beobachtbarkeit von Bedeutung� Die De�nition lautet�
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De�nition ��� �Ingenbleek �����

Ein System nach Gl� �
��� hei�t lokal schwach beobachtbar an der Stelle x�� wenn eine

o�ene Umgebung W�M von x� derart existiert� da� f	ur jede o�ene Umgebung V �W

die Menge der von x� nicht unterscheidbaren Zust	ande gerade aus x� selbst besteht� Das

System ist lokal schwach beobachtbar� wenn dies f	ur alle x� � M gilt� �

Anschaulich bedeutet diese De�nition� da� f	ur eine noch so kleine Umgebung W von

x� jede beliebige �noch kleinere� Umgebung V �W existieren mu�� die keine ununter�

scheidbaren Zust	ande enth	alt� Im Sinne der De�nition ��� sind die lokalen Eigenschaften

strenger als die globalen� Die lokal schwache Beobachtbarkeit stellt lediglich die Unter�

scheidbarkeit benachbarbarter Zust	ande in V � W � M sicher� wobei W durchaus von

x� nicht unterscheidbare Zust	ande enthalten darf� Diese Eigenschaft ist damit schw	acher

als die lokale Beoabachtbarkeit� die die Unterscheidbarkeit f	ur alle x � W gew	ahrleistet�

F	ur das folgende Kriterium seien die p Ausg	ange des ALS bestimmt durch

yi � ci�x�� i � �� � � � � p � ���
�

Es l	a�t sich wieder mit Hilfe der Di�erentialgeometrie ein Rangkriterium aufstellen�

Kriterium ��� �Schwarz �����

Es sei

Q�x� �

	





�

Q��x�

Q��x�
���

Qn���x�

�
� � �����

mit Q��x� �
�
�c��x�
�x � � � � �

�cp�x�
�x

�
und Qk�x� � L�a�x�Qk���x� � k � �� � � � � n� �

���
�� � ����

Dann gibt rang Q�x� � r � n die Dimension der lokal schwach beobachtbaren Mannig�

faltigkeit in U� 	 Rn an� �

Die Lie�Ableitung L� eines Kovektorfeldes entlang eines Vektorfeldes ist im Anhang A

erl	autert�
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��� Systeme der Klasse QLS

Um eine Beobachtbarkeitsanalyse vornehmen zu k	onnen� wird zun	achst eine Beobacht�

barkeitsabbildung betrachtet� bei der die zeitlichen Ableitungen des Ausgangssignals zu

einem Vektor zusammengefa�t werden� Diese Abbildung bildet den Systemeingang und

die Zust	ande des Systems auf den Ausgang ab� Die Abbildungsvorschrift lautet demnach�

p�x� �u� �

	





�

y�t�

�y�t�
���

y�n����t�

�
� �

	





�

cTx�t�

cT �x�t�
���

cTx�n����t�

�
�

�

	






�

cTx�t�

cT �A�x�t� �A�x�t�� x�t� � �b� �B�x�t� �B�x�t�� x�t��u�t��
���
���

�
�

mit

�u�t� �
h
u�t�� �u�t�� � � � � u�n����t�

iT
� �����

Mit Hilfe dieser Beobachtbarkeitsabbildung werden Beobachtbarkeitsbedingungen aufge�

stellt� Das erste Kriterium beantwortet die Frage nach der globalen Beobachtbarkeit eines

QLS�

Kriterium ��� �Jelali �����

Ein QLS nach Gl� �
�� ist global beobachtbar im gesamten De�nitionsbereich� wenn seine

Beobachtbarkeitsabbildung p�x� �u� sich eindeutig invertieren� also nach x aufl	osen l	a�t

f	ur alle x � Rn� �

Dieses Kriterium ist in der Praxis� vor allem bei Systemen h	oherer Ordnung� schwer

nachzupr	ufen� Zur Untersuchung der lokalen Beobachtbarkeit wird die Beobachtbarkeits�

matrix durch Bilden der partiellen Ableitungen der Beobachtbarkeitsabbildung berechnet

und der 	ublichen Ranguntersuchung unterzogen�

Kriterium ��� �Jelali �����

Ein QLS nach Gl� �
�� ist lokal beobachtbar� wenn die Beobachtbarkeitsmatrix

QB�x� �u� �
�p�x� �u�

�x
�����

im gesamten De�nitionsbereich den vollen Rang

rangQB�x� �u� � n 
x � Dx� 
 �u � D
n
u �����

besitzt� �
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��� Systeme der Klasse BLS

Mit Hilfe des Begri�s der n�Unterscheidbarkeit� der in �Schwarz ����� erl	autert ist� wird

das folgende Kriterium de�niert�

Kriterium ��� �Rugh �����

Ein bilineares System der Form �
���� ist dann und nur dann n�unterscheidbar� wenn

rangQ�A�N � cT � � n �����

erf	ullt ist� wobei die ��
n����n��dimensionale n�UnterscheidbarkeitsmatrixQ�A�N � cT �

rekursiv berechnet wird aus

Q�A�N � cT � �

	





�
Q�

Q�
���

Qn

�
�mit Q� � cT und Qi �

�
Qi��A

Qi��N

�

i � 
� � � � � n� �����

�

Die n�Unterscheidbarkeitsmatrix des Eingr	o�en�BLS folgt nach diesem Kriterium zu

Q �
�
c
��� �cTA�T � �cTN �T

��� �cTA��T � �cTNA�T � �cTAN �T � �cTN ��T
��� � � �

�T
�������

��� Lineare Systeme

Die Berechnung der Lie�Ableitungen des linearen Systems nach Gl� �
���� ergibt�

Q� � C �

Q� � L��Ax�C � �Ax�T
�
�C

�x

�T
�C

��Ax�

�x
� CA � ������

Q� � L��Ax�C A � �Ax�T
�
�CA

�x

�T
�C A

��Ax�

�x
� CA� �

���

Hieraus resultiert wieder das Kalman�Kriterium� das bekannt ist als

Kriterium ��� �Kalman u� a� ����� F	ollinger ���
�

Das System �
���� ist genau dann beobachtbar� wenn die �np�n��Beobachtbarkeitsmatrix

QB �

	





�

C

C A
���

CAn��

�
� ����
�

den H	ochstrang n aufweist� also n linear unabh	angige Zeilenvektoren besitzt� �
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Auch hier gibt es die M	oglichkeit� mit dem Hautus�Kriterium jeden Eigenwert getrennt

zu betrachten�

Kriterium ��� �Schwarz �����

Ein dynamisches System mit der Zustandsdi�erentialgleichung �
���� ist genau dann be�

obachtbar� wenn f	ur jeden Eigenwert �i von A gilt�

rangQ�

B � rang
�
I� �AT ��� cT

�
���i

� n � ������

�
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� Einachsiger elastischer Roboterarm

In diesem Abschnitt wird das Modell eines einachsigen elastischen Roboterarms vorge�

stellt und einer Strukturuntersuchung auf Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit unterzogen�

Dabei wird zun	achst ein lineares Modell f	ur den Fall einer einseitig festen Einspannung

�clamped�free� sowie einer einseitig gelenkigen Lagerung �pinned�free� und danach ein

bilineares Modell untersucht�

��� Lineares Modell � �fest eingespannt�

Als einfaches Beispiel dient das lineare Modell eines einseitig fest eingespannten� ebenen

elastischen Balkens der L	ange L gem	a� Bild ���

x

F �t�

xS xA

L�EI

w�x� t�

Bild ���� Einseitig eingespannter Balken mit der Sensorposition xS und der Aktuatorpo�

sition xA

An der Stelle x � xS ist ein Sensor zur Messung der Balkenauslenkung und an der Stelle

x � xA ein Aktuator befestigt� der den Arm mit einer Kraft F �t� beaufschlagt� Hierbei

handelt es sich um ein lineares System mit unendlich vielen Eigenfrequenzen und daher

unendlich vielen Freiheitsgraden� Die Auslenkung w eines Punktes auf dem Balken ist

abh	angig sowohl von der Position x dieses Punktes als auch von der Zeit t� Mit Hilfe

des bekannten Verfahrens der Trennung der Variablen �siehe zum Beispiel �Fraser und

Daniel ������ l	a�t sich w�x� t� aufteilen in eine Funktion ��x�� die nur von der Position

abh	angt und eine Funktion q�t�� die nur von der Zeit abh	angt�

w�x� t� �
�X
i��

�i�x� qi�t� � ����

Dabei bezeichnet man die qi als Modalkoordinaten und die �i als Eigenfunktionen� Auf�

grund der Orthogonalit	atseigenschaft der Eigenfunktionen lassen sich die Bewegungsglei�

chungen des Balkens modal entkoppeln� Das System l	a�t sich dann durch die Di�erenti�

algleichungen �Miu �����

	qi�t� � 	�
i qi�t� �

LZ
�

�i�x�f�x� t�dx� i � �� � � � �� � ��
�
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beschreiben mit den Eigenfrequenzen 	i� wobei f�x� t� die durch eine Einzelkraft aus�

ge	ubte Kraftfunktion darstellt� Diese Funktion berechnet sich in Abh	angigkeit von x und

t zu

f�x� t� � ��x� xA�F �t� ����

mit der Dirac�schen Deltafunktion �� gegeben durch�

��x� xA� � � f	ur x �� xA � ���
LZ
�

��x� xA�dx � � �

Die Kraft F �t� wird genau bei x � xA eingeleitet� Das gesamte Di�erentialgleichungssy�

stem ergibt sich zu�

	qi�t� � 	�
i qi�t� � F �t��i�xA�� i � �� � � � �� � ����

Im folgenden werden die Aktuatorkraft F �t� als Eingang und die verallgemeinerten ela�

stischen Koordinaten qi als Zust	ande betrachtet� Wird die Auslenkung des Punktes xS�

an dem der Sensor befestigt ist� als Ausgangsgr	o�e gew	ahlt� so resultiert sie aus den

Systemzust	anden gem	a� Gl� �����

x � �

�� 

�

��� 

��� �

x

w�x� t�

x � L

�� �

w��x��

w��x��

w��x��

x�

Bild ���� Verlauf der drei ersten normierten Eigenschwingformen

In Bild �
 ist am Beispiel der drei ersten Eigenschwingformen bei vorgegebener End�

e�ektorauslenkung des Balkens dargestellt� wie sich w�x� t� an einer Stelle x � x� durch

einfache 	Uberlagerung als

w�x�� �
�X
�

wi�x�� ����
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ergibt� Insgesamt erh	alt man folgendes lineares Zustandsmodell�

�q�t� � Aq�t� � bF �t� ����

w�t� � cTq�t� �

wobei die Dimension der Systemmatrizen und �vektoren bei exakter Modellierung unend�

lich gro� ist� Werden nur die ersten n Freiheitsgrade ber	ucksichtigt� lautet der Zustands�

vektor�

q�t� � �q��t�� q��t�� � � � � qn�t�� �q��t�� �q��t�� � � � � �qn�t��
T � ����

Die Systemmatrizen und Vektoren A � R�n��n� b � R�n und cT � R�n werden wie folgt

berechnet�

A �

	
















�

� � � � � � � � � � � �

� � � � � �
���

� � �
���

���
� � �

���

� � � � � � � � � � �

�	�
� � � � � � � � � � � �

� �	�
� � � � �

���
� � �

���
���

� � �
���

� � � � � �	�
n � � � � �

�
�

� ����

b �

	
















�

�

�
���

�

���xA�

���xA�
���

�n�xA�

�
�

� cT �
�
���xS�

������xS�
��� � � �

����n�xS�
��� �
��� �

��� � � �
��� �
�

�

Steuerbarkeit

Die �
n� 
n��Steuerbarkeitsmatrix berechnet sich mit Hilfe des Kalman�Kriteriums 
��

wenn wie oben die ersten n Freiheitsgrade des elastischen Systems betrachtet werden� zu�

QS �
h
b�Ab�A�b� � � � �A�n��b

i
� �����
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�

� ���xA� � � � � � ����n��	�n��
� ���xA�

� ���xA� � � � � � ����n��	�n��
� ���xA�

���
���

���
���

���

� �n�xA� � � � � � ����n��	�n��
n �n�xA�

���xA� � �	�
����xA� � � � ����n��	�n��

� ���xA� �

���xA� � �	�
����xA� � � � ����n��	�n��

� ���xA� �
���

���
���

���
���

�n�xA� � �	�
n�n�xA� � � � ����n��	�n��

n �n�xA� �

�
�

�

Ist f	ur alle i der Wert von �i�xA� ungleich Null� so ergibt sich bei Auswertung der Rang�

bedingung�

rangQS � 
n � �����

Dieser Wert 
n entspricht gerade der Ordnung des Systems� so da� das System vollst	andig

steuerbar ist� Tritt aber f	ur die k�te Eigenfunktion der Fall �k�xA� � � ein� so werden

die k�te und die �n � k��te Zeile gerade zu Null� So reduziert sich der Rang der Steu�

erbarkeitsmatrix um 
� und genau die k�te Eigenfunktion ist dann nicht mehr steuerbar�

Dargestellt ist dieser Fall in Bild ��� Es zeigt� da� der Aktuator genau in dem Schwin�

gungsknoten der �� Eigenschwingung angebracht ist� Daraus folgt ���xA� � � und Zeile �

und Zeile n�� werden zu Null� Die dritte Eigenschwingform wird somit nicht steuerbar�

x � �
x

w�x� t�

x � L

xA

Bild ���� Aktuator im Schwingungsknoten der �� Eigenschwingung

Beobachtbarkeit

Auch die Beobachtbarkeitsmatrix� die nach Gl� ����
� berechnet wird� hat die Dimension
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�
n � 
n�� Sie berechnet sich zu

QB �

	








�

cT

cTA

cTA�

���

cTA�n��

�
�
� ���
�

	













�

���xS� � ���
�
���xS� � � � � ����n����n��

�
���xS� �

���xS� � ���
�
���xS� � � � � ����n����n��

�
���xS� �

���
���

���
���

���
���

�n�xS� � ���
n
�n�xS� � � � � ����n����n��

n
�n�xS� �

� ���xS� � ���
�
���xS� � � � � ����n����n��

�
���xS�

� ���xS� � ���
�
���xS� � � � � ����n����n��

�
���xS�

���
���

���
���

���
���

� �n�xS� � ���
n
�n�xS� � � � � ����n����n��

n
�n�xS�

�
�

T

�

Die Rangbestimmung f	ur die Beobachtbarkeitsmatrix ergibt

rangQB � 
n f	ur �i �� � 
i � �����

Hat die k�te Eigenfunktion an der Stelle xS einen Nulldurchgang� liegt also der Sen�

sor im Schwingungsknoten der k�ten Eigenschwingform� so werden die Spalten mit den

Nummern k und �n � k� zu Null� und es ergibt sich wieder ein Rangabfall von 
� Diese

Eigenschwingung ist dann nicht mehr beobachtbar�

��� Lineares Modell � �gelenkig gelagert�

In diesem Abschnitt wird ein weiteres lineares Modell eines ebenen� elastischen Balkens

vorgestellt� Im Unterschied zu Abschnitt �� ist bei diesem Modell der Balken einseitig

nicht fest� sondern gelenkig eingespannt �pinned�free�� Die Prinzipskizze ist in Bild �

dargestellt�

F �t�

xS xA

L�EI

w�x� t�

x

Bild ���� Einseitig gelenkig gelagerter Balken mit der Sensorposition xS und der Aktua�

torposition xA
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Dadurch 	andern sich die physikalischen Randbedingungen bei der Modellbildung� Das

Modell ist weiterhin linear und unterscheidet sich von dem clamped�free�Modell da�

durch� da� zus	atzlich die Starrk	orperbewegung in den Di�erentialgleichungen ber	uck�

sichtigt wird� Werden auch hier nur die ersten n Freiheitsgrade modelliert� ergibt sich der

Zustandsvektor q�t� zu

q�t� � �q��t�� q��t�� q��t�� � � � � qn�t�� �q��t� �q��t�� �q��t�� � � � � �qn�t��
T

� ����

Die Modellordnung ist also bei der gleichen Anzahl ber	ucksichtigter Freiheitsgrade durch

die Starrk	orperbewegung um 
 gr	o�er als bei der Annahme einseitig fester Einspannung�

Die Systemmatrizen und Vektoren A � R��n������n���� b � R��n��� und cT � R��n���

werden wie folgt berechnet�

A �
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���
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� � �
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� � � � � �	�
n

�
�
� b �

�

JT

	



















�

�

�
���

�

���xA�

���xA�

���xA�
���

�n�xA�

�
�

�����

cT � ����xS�� ���xS�� ���xS�� � � � � �n�xS�� �� �� � � � � �� �

Steuerbarkeit

Die SteuerbarkeitsmatrixQS ergibt sich nach Auswertung des Kalman�Kriteriums 	ahnlich

wie in Abschnitt ��� bis auf die Tatsache� da� ihre Dimension durch die Starrk	orperbewe�

gung um 
 steigt� Im Falle der Ber	ucksichtigung der ersten beiden Eigenschwingungen

ergibt sich zum Beispiel die �� � ���Steuerbarkeitsmatrix�

QS �

	










�

� ���xA� � � � �

� ���xA� � �	�
����xA� � 		

����xA�

� ���xA� � �	�
����xA� � 		

����xA�

���xA� � � � � �

���xA� � �	�
����xA� � 		

����xA� �

���xA� � �	�
����xA� � 		

����xA� �

�
�
� �����

Bei der Rangbestimmung ergibt sich eine 	ahnliche Situation wie im vorherigen Abschnitt�

Be�ndet sich der Aktuator im Schwingungsknoten der i�ten Eigenschwingung� gilt also

�i�xA� � �� so werden Spalte i� � und Spalte i� n�� zu Null� und es entsteht ein Ran�

gabfall von 
� Dieser Rangabfall entsteht theoretisch auch� wenn ���xA� � � auftritt� Da

es sich aber um eine Starrk	orperbewegung handelt� die keine Schwingungsknoten besitzt�
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ist dieser Fall physikalisch nicht sinnvoll� Dies bedeutet jedoch nicht� da� die Starrk	orper�

bewegung nicht auf Steuerbarkeit untersucht wird� Im Gegenteil stellt sie nat	urlich die

Dynamik dar� die auf jeden Fall auf Beein ussung durch eine Steuerung hin untersucht

werden mu��

Beobachtbarkeit

Die ��� ���Beobachtbarkeitsmatrix ergibt sich beispielsweise f	ur den Fall n � 
 zu�

QB �

	










�

���xS� ���xS� ���xS� � � �

� � � ���xS� ���xS� ���xS�

� ����xS�	�
� ����xS�	�

� � � �

� � � � ����xS�	�
� ����xS�	�

�

� ���xS�		
� ���xS�		

� � � �

� � � � ���xS�		
� ���xS�		

�

�
�
������

F	ur den Rang folgt�

rangQB �

�

�n� �� � f	ur alle �k�xS� �� �


n � falls ein �k�xS� � �
� �����

wieder mit der Ausnahme der Starrk	orperbewegung�

��� Bilineares Modell

In diesem Abschnitt wird die bilineare Realisierung eines einachsigen elastischen Roboter�

arms untersucht �Nicosia und Tornamb!e ������ Dabei handelt es sich um ein bilineares

Approximationsmodell eines ebenen� vertikalen� schwerkraftbehafteten Roboterarms� des�

sen nichtlineares Modell in �Tomei und Tornamb!e ����� hergeleitet wird� Betrachtet wird

ein starrer und ein elastischer Freiheitsgrad� Insgesamt handelt es sich um ein Modell

� Ordnung� das die folgenden Systemgleichungen besitzt�

�z � N �z � d� �b� �N �z�u �����

y � cTz �

Dies entspricht wegen des Vektors d nicht der f	ur die Analyse ben	otigten Standardform f	ur

BLS �vergleiche Gl� �
������ Die Standardform wird aber durch eine einfache Koordina�

tentransformation und Zustandserweiterung hergestellt� So ergibt sich der transformierte

Zustandsvektor x� der jetzt die Dimension � erh	alt� zu

x �

�
z �N��

� d

�

�
� ��
��

so da� das BLS nun in Standardform vorliegt mit

�x �

�
�z

�

�
�

�
N � 	

	T �

�
� �z �

A

x�

�
BBBBB�
�
N � 	

	T �

�
� �z �

N

x�

�
b�

�

�
�

�
N �N

��
� d

�

�
� �z �

b

�
CCCCCA u ��
��
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y �
�
cT
���� cTN��

� d

�
x �

Die Erweiterung des Zustandsvektors ist notwendig� um den urspr	unglichen Ausgang

beizubehalten� Die Vektoren und Matrizen des Systems nach der Transformation ergeben

sich zu�

A �
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�
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�

b� �
n����a	�d� � a��d	�

a��a	� � a	�a��

b	 �
n	���a	�d� � a��d	�

a��a	� � a	�a��
�

�
�

�

Die Parameter der einzelnen Matrizen und Vektoren sind in Anhang B�� aufgef	uhrt�

Steuerbarkeit

Der Eingang u�t� des Systems ist in diesem Fall das durch den Motor an der Motorwelle

aufgebrachte Moment� Die Steuerbarkeitsmatrix QS wird entsprechend Kriterium 
��

aufgestellt� Dabei ergibt sich bei vollst	andiger Auswertung des Kriteriums eine Matrix

QS�voll � R

���� Die Rangbestimmung f	ur diese Matrix ergibt

rangQS�voll �  � ��
��

Der Rang der Matrix betr	agt nur � da als �� Zustand bei der Modelltransformation eine

Konstante hinzugef	ugt wurde� und daher nur  steuerbare Zust	ande existieren� Es zeigt

sich� da� auch bereits die ��� ���Matrix

QS�red �
�
b
���Ab

���Nb
���A�b�NAb�ANb�N �b

���A�b

�
��
�

den Rang  hat� Der Berechnungsalgorithmus kann dann schon abgebrochen werden� Das

System ist also� genau wie das lineare� vollst	andig steuerbar�

Beobachtbarkeit

Die Beobachtbarkeitsmatrix QB wird entsprechend Kriterium �� berechnet� Da das ur�

spr	ungliche Modell vor der Transformation die Ordnung  besitzt� sind vier m	ogliche

Systemausg	ange nach Gl� ��
�� denkbar� Davon werden die beiden Ausg	ange z� und z��

also die starre Gelenkkoordinate �gekennzeichnet durch den Index st� und die elastische
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Gelenkkoordinate �gekennzeichnet durch den Index el�� betrachtet� Der Ausgangsvektor

aus Gl� ��
�� ergibt sich zu

cTst �

�
�� �� �� ��

�a	�d� � a��d	
a��a	� � a	�a��

�
bzw� cTel �

�
�� �� �� ��

a	�d� � a��d	
a��a	� � a	�a��

�
� ��
��

Das System ist f	ur beide Ausgangsvektoren vollst	andig beobachtbar� d� h� die Beobacht�

barkeitsmatrix QB hat in beiden F	allen den vollen Rang �� Hier tritt der E�ekt auf� da�

die Beobachtbarkeitsmatrix den vollen Rang bei unterschiedlichen Dimensionen erreicht�

Den vollen Rang besitzt die Beobachtbarkeitsmatrix f	ur die starre Koordinate als Syste�

mausgang ab der Dimension ������ und f	ur die elastische Koordinate als Systemausgang

ab der Dimension ��� ���

Bei der Untersuchung stellt sich� wie zu erwarten� heraus� da� schon f	ur das bilineare Mo�

dell� dessen Modellordnung mit � noch relativ klein ist� der zeitliche Berechnungsaufwand

erheblich gr	o�er wird im Vergleich zu einem linearen Modell gleicher Ordnung�
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� Zweigliedriger elastischer Roboterarm

Von De Luca und Siciliano ������ wird das Modell eines planaren elastischen Roboterarms�

der aus zwei Gliedern besteht� vorgestellt� Dessen Modell soll in diesemAbschnitt genauer

untersucht werden� Bild ��� zeigt den schematischen Aufbau des Roboters�

��

��
x�

x�

y�y�

"x�
x�y�

"y�
w�

w�

u�

u�

Bild ���� Zweigliedriger elastischer Roboterarm �De Luca und Siciliano �����

Er wird 	uber zwei Motoren angetrieben� die jeweils in den Gelenken die Momente u��t�

und u��t� als Eing	ange des Systems aufbringen� Neben der Starrk	orperbewegung� die

durch die beiden Winkel �� und �� de�niert ist� werden zwei elastische Freiheitsgrade

pro elastischem Glied betrachtet� die durch die elastischen Koordinaten ���� und ���� �Arm

�� bzw� durch ���� und ���� �Arm 
� repr	asentiert werden� Das Gesamtsystem ist also mit

den zwei starren Freiheitsgraden ein System aus � Di�erentialgleichungen 
� Ordnung�

De Luca und Siciliano ������ leiten die Modellgleichungen mit Hilfe der Lagrangeschen

Gleichungen unter folgenden vereinfachenden Annahmen her�

� Es handelt sich bei den Gliedern um Euler�Bernoulli�Balken �Fraser und Daniel

������

� die beiden Balken werden wie einseitig fest eingespannt �clamped�free� modelliert�

� die Tr	agheitsmomente der beiden Glieder sind klein gegen	uber denen des Motors

und des Ende�ektors und

� bei der Modellbildung wird die assumed modes �Technik �Fraser und Daniel �����

verwendet�

Die Di�erentialgleichungen des zweiachsigen Roboters stellen sich wie folgt dar�

B�q�	q � h�q� �q� �Kq � QUu � �����

q ist dabei der Vektor der verallgemeinerten starren und elastischen Koordinaten und

ergibt sich zu

q �
�
��

�����
��� ����

��� ����
��� ����

��� ����

�T
� ���
�
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Er hat die Dimension N � n�
nP
i��

mi � 
�
�P
i��


 � �� wobei n die Anzahl der Glieder und

mi die Anzahl der betrachteten Freiheitsgrade des i�ten elastischen Gliedes bezeichnet�

Die sonstigen Matrizen und Vektoren in Gl� ����� sind wie folgt de�niert�

B�q� � positiv de�nite� symmetrische Tr	agheitsmatrix �B � RN�N�

h�q� �q� � Vektor der Coriolis� und Zentrifugalkr	afte �h � RN�

K � Stei�gkeitsmatrix �K � RN�N�

QU � Eingangsbelegungsmatrix �QU � R
N�n�

u � Eingangsvektor �u � Rn�

Die physikalischen Parameter des Modells sind in Anhang B�
 aufgef	uhrt�

��� Linearisiertes Modell

Im ersten Schritt wird eine Linearisierung des oben vorgestellten Modells vorgenommen�

Dies geschieht durch eine Taylorreihenentwicklung mit Abbruch nach dem ersten Glied

des Systems ������ die folgendes Ergebnis liefert�

Bjq
�
	z �

NX
i��

�
� �B

�qi

�����
q
�

	q�zi �
�h

�qi

�����
q
�
� �q

�

zi �
�h

� �qi

�����
q
�
� �q

�

�zi

�
A�Kz � QUu � �����

Dabei bezeichnet die neue Variable z die Abweichung des Vektors q vom Arbeitspunkt�

z � q � q� � ����

Die Linearisierung l	a�t sich 	ubersichtlicher in Matrixform darstellen� Sie lautet dann�

BA	z �Ch �z � �K �KB �Kh�� �z �
Kg

z � QUu � �����

mit den folgenden Abk	urzungen

BA � Bjq
�

�

Ch �

�
�h

� �q�
� � � � �

�h

� �q�

�
q
�
� �q

�

� �����

KB �

�
�B

�q�
	q�� � � � �

�B

�q�
	q�

�
q
�

und

Kh �

�
�h

�q�
� � � � �

�h

�q�

�
q
�
� �q

�

�

Die Linearisierung �ndet um den Arbeitspunkt statt� an dem der Ellbogenwinkel des Ro�

boters ��� betr	agt� Alle anderen verallgemeinerten Koordinaten werden am Arbeitspunkt

zu Null gesetzt�

q� �
�
� �






� � � � � � � �

�T
� �����
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Daraus resultiert das folgende lineare Zustandsmodell�

�x �

�
�z

	z

�
�

�
	 I

�B��
A Kg �B��

A Ch

�
� �z �

A

x�

�
	

�B��
A QU

�
� �z �

B

u � �����

y � Cz �

Ausgehend von diesem Modell �
� Ordnung wird nun die Steuerbarkeit und die Beobacht�

barkeit des Systems gepr	uft�

Steuerbarkeit

Durch die Struktur des Modells ist bereits festgelegt� da� sich zwei Aktuatoren an den

beiden Gelenken des Roboters be�nden� durch die jeweils ein Moment aufgebracht werden

kann� Die Matrix QU sowie der Eingangsvektor u aus Gl� ����� lauten dann�

QU �

	










�

� �

� �

� �

� �

� �

� �

�
�

und u �

�
u�
u�

�
� �����

Die Auswertung des Kalman�Kriteriums 
� ergibt die ��
 � �
��Steuerbarkeitsmatrix�

QS �
h
B�AB�A�B� � � � �A
B

i
� ������

die bereits den vollen Rang �
 besitzt� Das linearisierte System ist also f	ur die gew	ahlten

Momenten�Eing	ange und den betrachteten Arbeitspunkt vollst	andig steuerbar�

Beobachtbarkeit

Zur 	Uberpr	ufung der Beobachtbarkeit werden die Ausg	ange des elastischen Roboters

zun	achst festgelegt� Allgemein gilt f	ur den Systemausgang�

y � Cx � C

�
��

��� ��
��� ����

��� � � �
��� ����

��� ���
��� ���

��� �����
��� � � �

��� �����

�T
� ������

Betrachtet werden im folgenden mehrere unterschiedliche M	oglichkeiten zur Bestimmung

der verallgemeinerten starren und elastischen Koordinaten� Es werden jeweils die Beob�

achtbarkeitsmatrizen nach dem Kalman�Kriterium ����� f	ur die unterschiedlichen Kon�

stellationen berechnet und dann eine Rangbestimmung

rangQB � r � n � �
 ����
�

durchgef	uhrt� Die Ergebnisse der Untersuchung sind in Tabelle ��� dargestellt� Wie der

Tabelle entnommenwerden kann� ist das System immer nur dann vollst	andig beobachtbar�
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wenn die beiden starren Koordinaten auch Systemausg	ange sind� Das System ist auch

vollst	andig beobachtbar� wenn nur die Winkel �� und �� gemessen werden� Die beiden

Winkel beinhalten in diesem Fall einer idealen Modellierung s	amtliche Informationen 	uber

alle Koordinaten� Ferner ist zu beobachten� da� der Rangabfall der Beobachtbarkeitsma�

trix h	oher ist� wenn nur eine elastische Koordinate als Ausgang gew	ahlt wird� als f	ur den

Fall der Wahl einer starren Koordinate�

Tabelle ���� Ergebnisse der Rangbestimmung f	ur unterschiedliche Sensorkonstellationen

Sensor f	ur die Koordinate rang QB Bemerkung

�� �� ��� ��� ��� ���

� � �
 System vollst	andig beobachtbar

� ��

� ��

� �

� �

� �

� �

� � � � � ��

� � � � � ��

� � � � � � �
 System vollst	andig beobachtbar

��� Nichtlineares Modell �ALS�

Sollen die Strukturinvarianten des nichtlinearen Systems nach Gl� ����� untersucht werden�

mu� das System zun	achst in die Normalform f	ur ALS �Gl� 
��� 	uberf	uhrt werden� Das

geschieht beispielsweise durch den Ansatz�

�x �

�
�q

B��h �B��Kq

�
� �z �

a�x�

�

�
	

B��Q�

�
� �z �

b��x�

u� �

�
	

B��Q�

�
� �z �

b��x�

u� � ������

Da als Eing	ange die beiden Gelenkmomente u� und u� auftreten� werden diese aufgeteilt�

damit das System nach Kriterium 
�� bewertbar ist� mit

QUu � Q�u� �Q�u� mit Q��Q� � R
�� � �����

Zur Untersuchung der Steuerbarkeit wird entsprechend Kriterium �
��� die Steuerbar�

keitsmatrix mit Hilfe der Lie�Klammern �s� Anhang A� bestimmt zu�

QS �
�
b�� b�

��� �a� b��� �a� b��
��� �a� �a� b���� �a� �a� b���

��� � � �
�

� ������
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In diesemAnwendungsbeispiel entsteht eine Steuerbarkeitsmatrix der Dimension ��
��
��

Die Berechnung erfolgt mit Hilfe des Programms Maple� Der rechnerische Aufwand

dabei ist sehr hoch� Schon die Invertierung der Massenmatrix B und die Bestimmung

der Steuerbarkeitsmatrix dauert auf einem Pentium P�� mit einem Arbeitsspeicher von

�
 MB mehrere Stunden� Die Bestimmung des Ranges der Steuerbarkeitsmatrix mu�te

erfolglos abgebrochen werden� Es wird daher f	ur zuk	unftige Untersuchungen notwendig

sein� die Berechnungen auf Rechnern mit gr	o�eren Rechenleistungen durchzuf	uhren oder

e#zientere Berechnungsverfahren zu entwickeln�
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� Zusammenfassung und Ausblick

In dem vorliegenden Forschungsbericht wird die Strukturanalyse vereinfachter Modelle

elastischer Roboter mit einem bzw� zwei Gliedern durchgef	uhrt� Dazu werden zun	achst

verschiedene Kriterien zur Steuer� und Beobachtbarkeitsanalyse von nichtlinearen Syste�

men im 	Uberblick vorgestellt� Der Schwerpunkt liegt dabei auf der praktischen Handhab�

barkeit� Im einzelnen werden die auszuwertenden Kriterien f	ur einfachere Unterklassen

der nichtlinearen Systeme� im besonderen ALS� QLS und BLS sowie linearer Systeme

dargestellt�

Im Anschlu� daran erfolgt die Anwendung der oben vorgestellten Kriterien auf zwei Bei�

spielsysteme� Dabei handelt es sich einerseits um einen einachsigen elastischen Arm� von

dem zwei lineare Modelle sowie ein bilineares Modell vorgestellt und untersucht werden�

Andererseits wird ein aus der Literatur bekanntes Modell eines zweiachsigen elastischen

Arms analysiert� Bei dem nichtlinearen Modell der Form ALS ergeben sich erhebliche

Schwierigkeiten bei der Durchf	uhrung der Berechnungen auf einem Digitalrechner� da die

Auswertung der Rangbedingungen sehr viel Rechenleistung beansprucht� so da� hier noch

Forschungsbedarf besteht� die Algorithmen e#zienter zu gestalten�

Ein weiterer Schwerpunkt k	unftiger Arbeiten wird die Bestimmung und Strukturuntersu�

chung von Approximationsmodellen h	oherer als erster Ordnung �QLS� sein� Diese Modelle

sollen durch Parameteridenti�kation auf der Basis von komplexen nichtlinearen Model�

len� die mit dem Mehrk	orpersimulationsprogrammM a a

a a

BILE �Kecskem$ethy ����� erstellt

werden� oder aus an Versuchstr	agern gemessenen Ein��Ausgangsdaten gewonnen werden�

Eine Alternative hierzu bietet die Modellvereinfachung� bei der eine Taylorreihenentwick�

lung mit Abbruch bei h	oheren Gliedern statt�ndet� Auch diese Modelle sollen verglei�

chend auf Steuer� und Beobachtbarkeit hin untersucht werden�

Einen weiteren Schritt stellt der 	Ubergang von baumstrukturartigen Robotern auf elasti�

sche Handhabungssysteme mit kinematischen Schleifen dar� auch vor dem Hintergrund

des im Labor des Fachgebiets Me��� Steuer� und Regelungstechnik vorhandenen drei�

achsigen elastischen Roboters �Bernzen ������ Ferner soll bei der Strukturuntersuchung

ber	ucksichtigt werden� inwieweit Parameterver	anderungen der Systeme Ein u� auf die

Strukturinvarianten haben k	onnen� Cho u� a� ������ zum Beispiel zeigen� da� bei Ver�

gr	o�erung der Endmasse eines elastischen Balkens die Eigenschaft Beobachtbarkeit des

Systems praktisch verloren geht� obwohl das System rein rechnerisch noch beobachtbar

ist� Hier ist man durch Rundungsfehler und die schlecht konditionierte Beobachtbarkeits�

matrix nicht mehr in der Lage� alle Systemzust	ande mit einem Beobachter zu rekonstru�

ieren� Diese und 	ahnliche E�ekte m	ussen noch genauer untersucht werden�
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Lie�Ableitung

Eine Lie�Ableitung stellt die Ableitung einer skalaren Funktion entlang eines Vektorfeldes

dar� Sei � eine skalare Funktion und f ein Vektorfeld der Dimension n� Dann ist die Lie�

Ableitung von � entlang f de�niert als�

Lf��x� �
���x�

�x
f �x� �

�
���x�

�x�
� � �

���x�

�xn

� 	

�
f��x�
���

fn�x�

�
� � �A���

Bei dem Ergebnis handelt es sich wieder um eine skalare Gr	o�e� Es kann also eine mehr�

fache Anwendung des Operators vorgenommen werden� Mit den beiden Vektorfeldern f

und g� die die gleiche Dimension n besitzen� ergibt sich die Lie�Ableitung LgLf��x� zu�

LgLf��x� �
��Lf��x��

�x
g�x� �

�
��Lf��x��

�x�
� � �

��Lf��x��

�xn

� 	

�
g��x�
���

gn�x�

�
� � �A�
�

Analog wird die mehrfache Ableitung entlang f � bezeichnet mit Lk
f��x�� rekursiv berech�

net entsprechend der Rechenvorschrift

Lk
f��x� �

��Lk��
f ��x��

�x
f �x� �

�
��Lk��

f ��x��

�x�
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��Lk��
f ��x��

�xn

� 	
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f��x�
���

fn�x�

�
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Lie�Klammer

Die Lie�Klammer� die Ableitung eines Vektorfeldes a�x� entlang des Vektorfeldes b�x��

mit a�x�� b�x��x � Rn berechnet sich zu

adba�x� � �a�x�� b�x�� � bx�x�a�x�� ax�x�b�x� �A��

mit

ax�x� �

	






�

�a�
�x�

� � �
�a�
�xn

���
���

�an
�x�

� � �
�an
�xn

�
� � �A���

Das Ergebnis der Lie�Klammer ist dann wieder ein Vektorfeld der Dimension n�

Lie�Ableitung eines Kovektorfeldes entlang eines Vektorfeldes

Die Lie�Ableitung eines Kovektorfeldes ��x� entlang eines Vektorfeldes f �x� mit

��x� � ����x�� � � � � �n�x�� �A���

ist de�niert zu

L�f��x� � fT �x�
��T �x�

�x
� ��x�

�

�x
f �x� � �A���

Das Ergebnis ist wieder ein Kovektorfeld�
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B Parameter der Beispielsysteme

B�� Einachsiger Roboterarm

Die physikalischen Parameter des bilinearen Modells des schwerkraftbehafteten einachsi�

gen elastischen Roboterarms ergeben sich nach Nicosia und Tornamb!e ������ zu�

L � � m � L	ange des Arms

M � � kg � Masse

EI � ��� N m� � konstante Biegestei�gkeit

Die einzelnen Parameter der Matrizen und Vektoren N ��d�N � und b werden wie folgt

festgelegt �vgl� Gl� �

��

d� �  g �sin�x���� x��cos�x���� �L � �� g x��x�� sin �x���

d	 � ��� g �sin�x���� x��cos�x���� ���L
��� 
� g x��x�� sin �x����L

a�� �  g cos�x����L � �� g x�� sin �x���

a	� � ��� g cos�x������L
�� � 
� g x�� sin �x����L

a�� � �� g cos�x��� � 
�EI��ML��

a	� � �
� g cos�x����L � 
��EI��ML��

n�� � �
�� �x����
�
M��L�x��� � ���

�
n	� � �
�� ��x����

�
ML��L�x��� � ���

�
b� � �n��

b	 � �n	�

Dabei bezeichnen �x��� x��� die Werte von �x�� x�� am Arbeitspunkt�

B�� Zweiachsiger Roboterarm

Dieses Beispielmodell wird in De Luca und Siciliano ������ vorgestellt� Eine Implemen�

tierung in Matlab im Rahmen eines Beobachterentwurfs erfolgte durch Arteaga P$erez

������� In beiden Quellen sind sowohl die physikalischen Parameter wie auch im ein�

zelnen die Belegung der Systemmatrizen angegeben� Aus Gr	unden der Vollst	andigkeit

werden hier noch einmal die wichtigsten physikalischen Daten des zweiachsigen Roboters

aufgef	uhrt�



B Parameter der Beispielsysteme ��

Arme � und �

l� � ��� m � L	ange des ersten Armes

l� � ��� m � L	ange des zweiten Armes

d� � ��
� m � Abstand des Schwerpunktes von Arm 
 zum zweiten Gelenk

� � ��
 kg m�� � konstante Massenbelegung Arm �

� � ��
 kg m�� � konstante Massenbelegung Arm 


m� � ��� kg � Masse Arm �

m� � ��� kg � Masse Arm 


J�� � ������ kg m� � Tr	agheitsmoment des �� Arms

J�� � ������ kg m� � Tr	agheitsmoment des 
� Arms

EI � � Nm� � konstante Biegestei�gkeit der beiden Arme

Endmasse

mP � ��� kg � Endmasse

JP � ������ kg m� � Endpunkttr	agheitsmoment

Antriebseinheiten

mh� � � kg � Masse der Motorwelle 


Jh� � ��� kg m� � Tr	agheitsmoment Motorwelle �

Jh� � ��� kg m� � Tr	agheitsmoment Motorwelle 



