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� Einleitende �Ubersicht

Ein analytisches Modell eines technischen Systems stellt eine wichtige Voraussetzung f
ur

einen modellbasierten oder modellgest
utzten Reglerentwurf dar� Hierbei wird angestrebt�

das Ein��Ausgangsverhalten des Systemsmit geringstm
oglichemFehler zu simulieren� Mit

Hilfe dieser Modelle lassen sich Regler auslegen und in der Simulation testen� letztlich mit

dem Ziel� Kosten� Material� und Zeitaufwand zu minimieren�

Die Modellbildung wird h
au�g durch nicht genau erfa�bare Nichtlinearit
aten erschwert�

Speziell in pneumatischen Systemen treten deutliche Reibungsein�
usse auf� Die daraus

resultierenden Parameterunsicherheiten lassen bei konventionellen �z� B� theoretischen

�Hebisch ������ Modellans
atzen nur geringe Modellg
uten zu� Funktionale Fuzzy	Modelle

�Kroll ����b� dagegen stellen eine analytische Beschreibungsform dar� die nur geringes

Vorwissen 
uber das System voraussetzt� Diese lassen sich mit gemessenen Ein��Ausgangs�

signalen in einem zweistu�gen Verfahren von Kroll �����b� identi�zieren und f
uhrten in

verschiedenen Anwendungen zu hohen Modellg
uten� Allerdings legt die I� Stufe nicht den

quadratischen Pr
adiktionsfehler� anhand dessen die Modellg
ute beurteilt wird� sondern

ein anderes G
utekriterium als Zielfunktion zugrunde� so da� die Modelle auch nach der

II� Stufe nicht optimal parametriert sind� Au�erdem setzt das Verfahren lineare Parame�

terabh
angigkeiten in den Schlu�folgerungen voraus� Da die Parameterabh
angigkeit bez�

des Gesamtmodells nichtlinear ist� erfordert die Minimierung des Pr
adiktionsfehlers ein

nichtlineares Optimierungsverfahren�

Engmann ������ und Kroll �����b� setzen das Verfahren des steilsten Abstiegs als III� Iden�

ti�kationsstufe ein� um den Pr
adiktionsfehler der Einschrittpr
adiktion zu reduzieren� Die�

ses Verfahren erweist sich jedoch aufgrund seiner hohen Iterationsanzahl als nicht prakti�

kabel� Ein hybrides Verfahren �Kroll ����b�� das die Verfahren des steilsten Abstiegs und

der kleinsten Fehlerquadrate miteinander kombiniert� senkt die erforderliche Iterations�

zahl bereits deutlich� Durch Substitution des Verfahrens des steilsten Abstiegs durch ein

e�zienteres ist jedoch eine weitere Verbesserung m
oglich �Bernd ������ In �Bernd �����

werden verschiedene nichtlineare Optimierungsverfahren untersucht� wobei sich die Ver�

fahren von Levenberg und Marquardt �Ho�mann und Hofmann ����� als wesentlich ef�

�zienter als das Verfahren des steilsten Abstiegs herausstellten� Au�erdem wird erst�

mals eine Optimierung der rekursiven Modellauswertung durchgef
uhrt� Gerade bei dieser

Pr
adiktionsart l
a�t sich sowohl numerisch als auch bei Betrachtung des Zeitreihenver�

laufs die Modellg
ute beachtlich steigern� Die hohen Dimensionen der f
ur diese Verfahren

ben
otigten Matrizen sowie die Initialisierungsabh
angigkeit der erzielbaren Modellg
uten

stellen jedoch noch Schwachpunkte dar�

Aufgrund der hohen E�zienz der Verfahren von Levenberg und Marquardt sollen diese

im vorliegenden Bericht ausf
uhrlich erl
autert werden� Letzteres umfa�t die mathemati�

schen Grundlagen dieser Verfahren sowie einen Vergleich der theoretischen 
uberlegungen

mit den Ergebnissen in der praktischen Anwendung� Weiterhin wird gezeigt� da� sich
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mit einer 
aquivalenten Darstellung der genannten Verfahren der Nachteil der hohen Ma�

trizendimensionen beseitigen l
a�t� Bez
uglich der funktionalen Fuzzy	Modelle besteht die

Annahme� da� eine Optimierung der pr
adiktiven Modellauswertung auch zu einer Ver�

besserung der rekursiven Modellauswertung f
uhrt und umgekehrt� Diese Frage wird in

diesem Bericht ebenfalls untersucht und anhand von Parameterstudien gekl
art� Wie au�

�erdem gezeigt wird� l
a�t sich der Nachteil der Initialisierungsabh
angigkeit durch eine

Modi�kation des bisherigen Identi�kationsverfahrens abschw
achen� Eine systematische

Vorgehensweise f
uhrt dabei zu Modellen hoher G
ute�

Der vorliegende Bericht gliedert sich somit wie folgt� Im � Abschnitt folgt eine kur�

ze Darstellung der funktionalen Fuzzy	Modelle und des Identi�kationsverfahrens� Eine

ausf
uhrliche Darstellung der mathematischen Grundlagen der Verfahren von Levenberg

und Marquardt gibt der �� Abschnitt� In diesem Zusammenhang wird die Problematik

der hohen Matrizendimensionen der beiden Optimierungsverfahren diskutiert und eine


aquivalente Darstellung der Verfahren vorgestellt� Ein Vergleich der Verfahren wird im

�� Abschnitt anhand eines Identi�kationsdatensatzes f
ur einen pneumatischen Transla�

tionsantrieb durchgef
uhrt� Dabei steht die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der

beiden Verfahren durch ausf
uhrliche Parameterstudien und ein Vergleich der pr
adiktiven

und rekursiven Optimierung im Vordergrund� Au�erdem wird eine Modi�kation des Iden�

ti�kationsverfahrens erl
autert� die den Nachteil der Initialisierungsabh
angigkeit der Mo�

dellg
uten abschw
acht� Eine Zusammenfassung und ein Ausblick schlie�en diesen Bericht

ab�
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� Funktionale Fuzzy�Modelle

Das Ziel einer Modellbildung ist� den Fehler zwischen einer gemessenen und einer vom

Modell pr
adizierten Ausgangsgr
o�e bei identischem Eingangssignal zu minimieren �vgl�

Bild ���� In den Abschnitten �� und � folgt eine Erl
auterung funktionaler Fuzzy	

Systeme und der Identi�kation der darauf basierenden funktionalen Fuzzy	Modelle�

Modell

System

�

x�k� jje�k�jj � min

y�k�

�y�k�

Bild ���� Zur Modellbildung

��� Analytische Beschreibung funktionaler Fuzzy�Systeme

Funktionale MISO	�Multi	Input Single	Output� Fuzzy	Systeme �Takagi und Sugeno �����

stellen eine mathematische Realisierung einer Abbildung x � y eines Vektors x in

ein Skalar y dar� Das Prinzip der funktionalen Fuzzy	Systeme besteht darin� zur Be�

schreibung eines Ein��Ausgangsverhaltens nicht einen einzelnen nichtlinearen �z� B� bi�

linearen �Schwarz ������ Zusammenhang y � f�x� zu verwenden� sondern den Ein�

gangsgr
o�enraum in c Partitionen zu unterteilen und jeder Partition eine �meist lineare�

Funktionsgleichung yi � f�x��i� mit einer speziellen Parametrierung �i� i � �� � 
 
 
 � c

zuzuordnen �vgl� Bild ��� Im Sinne der Fuzzy	Theorie sind die Partitionen unscharf

voneinander abgegrenzt� so da� sich zu jedem Eingangsvektor x mehrere �bei Verwen�

dung mehrdimensionaler Zugeh
origkeitsfunktionen genau c� Partialausgangsgr
o�en erge�

x �y

y� � f�x� ���

���x� v�� ��

yc � f�x� �c�

�c�x� vc� ��

Bild ���� Blockschaltbild eines funktionalen Fuzzy	Systems
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ben� Die Berechnung der resultierenden Ausgangsgr
o�e aus den Partialausgangsgr
o�en

erfolgt mit Hilfe folgender Fuzzy	Regeln�

Regel i� Wenn �x Ist vi� � Dann �yi � f�x��i�� 
 ����

Die Pr
amisse einer Regel i bewertet die Zugeh
origkeit eines Eingangsvektors zur i�ten

Partition� Zu diesem Zweck ist jeder Partition ein sog� Prototyp vi zugeordnet� mit

dessen Hilfe sich ein Abstand di � jjx � vijj berechnen l
a�t� Nach Bestimmung aller

Abst
ande ergeben sich dann die Zugeh
origkeiten �i�x� aus den Zugeh
origkeitsfunktionen

�i�x� �

�������
������

�
cX

j��

�
di�x�

dj�x�

� �

���

falls dj �� � � j � �� 
 
 
 � c

� falls dj � � und i �� j

� falls dj � � und i � j


 ���

Zur Veranschaulichung einer Zugeh
origkeitsfunktion gem
a� Gl� ��� soll Bild �� dienen�

Es illustriert� da� Datenpunkte in der N
ahe des Prototypen v� eine hohe� weiter entfernte

eine geringe Zugeh
origkeit zu dieser Partition besitzen� Der Unsch
arfeparameter � beein�

�u�t dabei die Unsch
arfe der Partitionierung� Der Wert � � � f
uhrt zu einer scharfen� ein

gr
o�erer Wert dagegen zu einer unscharfen Partitionierung� Wie Kroll �����b� beweist�

bildet � � � die obere Grenze der f
ur ein gradientenbasiertes Optimierungsverfahren

wichtigen Voraussetzung der stetigen Di�erenzierbarkeit der Zugeh
origkeitsfunktionen�

�

�
�

���

���

��	
��	


��	 
��	

���

���







 
��
x� x� ��

v�

�
�
�x
�

��

Bild ���� Beispiel einer Zugeh
origkeitsfunktion bei zwei Eingangsgr
o�en �c � �� � � �

Euklidische Abstandsnorm�

Nach Auswertung aller Regeln liegen somit c Partialausgangsgr
o�en yi�x� und c Zu�

geh
origkeiten �i�x� vor� woraus sich durch eine gewichtete Mittelwertbildung die resul�
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tierende Ausgangsgr
o�e

y �

cX
i��

�i�x�yi�x�

cX
i��

�i�x�

����

ergibt�

��� Identi�kation von funktionalen Fuzzy�Modellen

Die Modellidenti�kation mit Hilfe der in Abschnitt �� beschriebenen Fuzzy	Systeme

erfordert zun
achst die Vorgabe der Partitionenanzahl c� des Unsch
arfeparameters � und

einer Abstandsnorm� Erl
auterungen zur Wahl dieser Parameter gibt Kroll �����a�� Von

wesentlicher Bedeutung ist ebenfalls die Wahl der Konklusionsfunktion f�x��i�� Als

vorteilhaft erweisen sich lineare Polynome

yi�k� � ci �

myX
j��

aij y�k � j� �
muX
h��

bihu�k � h� � ����

da sich in diesem Fall die Parameter des Konklusionspolynoms aij� bih und ci mit dem

im folgenden beschriebenen Identi�kationsverfahren leicht bestimmen lassen� Nach Fest�

legung der Anzahl der internen Eingangsgr
o�en my und der externen Eingangsgr
o�en mu

verbleibt als Identi�kationsaufgabe die Bestimmung der Prototypenkoordinaten und der

Parameter des Konklusionspolynoms� Dazu dient folgendes dreistu�ges Identi�kations�

verfahren�

I� Stufe

In der I� Stufe erfolgt zun
achst die Bestimmung der Prototypenkoordinaten� Das Ziel

ist hierbei� die Summe aller Abst
ande jjx�k� � vijj� gewichtet mit den jeweiligen Zu�

geh
origkeiten �i�k�� d� h� die Kostenfunktion �Bezdek �����

V �
NX
k��

cX
i��

��i�k��
�jjx�k�� vijj

� � ����

zu minimieren� Die Aufgabe l
a�t sich mit verschiedenenFuzzy	Clusteralgorithmen� z� B� der

Fuzzy	c	means	Algorithmus �FCM� �Bezdek ������ l
osen� Das Ergebnis der iterativen

Prototypenberechnung ist initialisierungsabh
angig�
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II� Stufe

Nach der Durchf
uhrung der I� Identi�kationsstufe verbleiben lediglich die Konklusions�

funktionsparameter als numerisch unbekannte Gr
o�en� Wenn es sich bei den Konklusi�

onsfunktionen um in den Parametern lineare Polynome nach Gl� ���� handelt� lassen sich

die Konklusionsfunktionsparameter auf direktem Wege mit dem Verfahren der kleinsten

Fehlerquadrate �LS	Verfahren� �Isermann ����

� � ��T�����Ty mit y � �y���� y��� 
 
 
 � y�N��T ����

berechnen� wobei die mit den Zugeh
origkeiten gewichteten Eingangsgr
o�en zu den Me��

vektoren

��k� � ������� y�k � ��� 
 
 
 ���� y�k �my�� �� u�k � ��� 
 
 
 � �� u�k �mu��
��� ����

�c���c y�k � ��� 
 
 
 ���c y�k �my�� �c u�k � ��� 
 
 
 � �c u�k �mu��
T

zusammengefa�t werden� Jeder der N Me�vektoren bildet schlie�lich eine Zeile der Me��

matrix

� � ���������� 
 
 
 ���N��T 
 ����

Bei Verwendung der Me�vektoren gem
a� Gl� ���� lautet der Parametervektor nach An�

wendung des LS	Verfahrens

� � �c�� a��� 
 
 
 � a�my� b��� 
 
 
 � b�mu� c�� 
 
 
 � bcmu �
T 
 ����

Die Voraussetzung der Linearit
at beschr
ankt die Anwendbarkeit des LS	Verfahrens aller�

dings auf die pr
adiktive Modellauswertung der Me�daten� Bei rekursiver Modellauswer�

tung dagegen stehen die gemessenen Ausgangsgr
o�en f
ur die Pr
adiktion und die Notation

der Me�matrix � nicht zur Verf
ugung� so da� die Konklusionsfunktionsparameter bei

dieser Pr
adiktionsart nicht direkt mit dem LS	Verfahren berechenbar sind� Die Berech�

nung der Konklusionsfunktionsparameter bez� der pr
adiktiven Modellauswertung liefert

in einigen F
allen auch bei rekursiver Auswertung gute Ergebnisse� Im allgemeinen wird

das Potential des Modellansatzes bei dieser Pr
adiktionsart durch Berechnung der Kon�

klusionspolynomparameter mit dem LS	Verfahren jedoch nicht ausgesch
opft�

III� Stufe

Die oben genannte Einschr
ankung l
a�t sich in dieser III� Stufe abschw
achen und ein

weiterer Nachteil beseitigen� der in den unterschiedlichen Zielfunktionen zu sehen ist� In
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der II� Stufe erfolgt die Berechnung der Konklusionspolynomparameter bez� des mittleren

quadratischen Fehlers

V �
�

N

NX
k��

�y�k�� �y�k��� � �����

der letztendlich zur Beurteilung der Modellg
ute herangezogen wird� Zuvor wurden die

Prototypen jedoch bez� einer anderen Zielfunktion �Gl� ����� optimiert� Die sich nach

der II� Stufe ergebenden Werte der Modellparameter stellen somit kein lokales Minimum

des quadratischen Fehlers dar�

Die Optimierung aller Modellparameter mit einem gradientenbasierten Verfahren� ausge�

hend von den Parameterwerten nach der II� Stufe� ist somit das Ziel der III� Stufe� Dabei

stellt der mittlere quadratische Fehler �s� Gl� ������ die zu minimierende Zielfunktion

dar� Die Vorgehensweise zur Optimierung der pr
adiktiven Auswertung unterscheidet sich

dabei nicht von einer rekursiven Optimierung� Deshalb ist im Gegensatz zu dem bisheri�

gen Identi�kationsverfahren in dieser III� Stufe auch eine Minimierung des quadratischen

Fehlers bei rekursiver Auswertung m
oglich�
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� Minimierung des mittleren quadratischen

Pr�adiktionsfehlers

Die Minimierung des mittleren quadratischen Pr
adiktionsfehlers stellt ein nichtlineares

Optimierungsproblem in den Modellparametern � dar� Aus der Literatur sind zahlreiche

nichtlinerare Optimierungsverfahren wie das Powell	Verfahren �Foulds ������ der steil�

ste Abstieg �Entenmann ����� und das Newton	Raphson	Verfahren �Entenmann �����

bekannt� mit denen sich die vorliegende Optimierungsaufgabe prinzipiell l
osen l
a�t� Vor�

teilhafter erscheinen dagegen die speziell auf die Minimierung von quadratischen Feh�

lern ausgelegten Verfahren von Gau�	Newton� Levenberg und Marquardt �Ho�mann und

Hofmann ������ da sie lediglich die Berechnung der ersten Ableitungen der Zielfunktion

erfordern und dennoch quadratisch konvergieren� Die zweiten Ableitungen� deren Berech�

nung im Fall der funktionalen Fuzzy	Modelle mit unverh
altnism
a�ig hohem Aufwand

verbunden w
are� werden dagegen nicht in analytischer Form ben
otigt� sondern numerisch

approximiert� Von den drei zuletztgenannten Verfahren sollen im weiteren die Verfahren

von Levenberg und Marquardt zur Anwendung kommen� da diese im Gegensatz zu den

Verfahren von Gau�	Newton und des steilsten Abstiegs keine heuristische Bestimmung

eines Algorithmusparameters erfordern�

��� Mathematische Grundlagen

Die Verfahren von Levenberg und Marquardt basieren auf der in der analytischen Mathe�

matik gebr
auchlichen Vorgehensweise zur Bestimmung eines Extremwertes �oder Sattel�

punktes�� Hierbei sind die ersten partiellen Ableitungen der zu minimierenden Zielfunk�

tion V zu berechnen und diejenigen Parameterwerte zu bestimmen� die der notwendigen

Bedingung rV � � gen
ugen� Im n�dimensionalen Fall ist folglich das Gleichungssystem

rV ��� �

�
�V

���
� 
 
 
 �

�V

��n

�T
� � �����

zu l
osen� Im weiteren ist mit Hilfe der zweiten partiellen Ableitungen zu pr
ufen� ob an

der Stelle ein Minimum� Maximum oder Sattelpunkt vorliegt�

Eine geschlossene L
osung von Gl� ����� ist i� allg�� wie auch f
ur funktionale Fuzzy	Modelle�

nicht m
oglich� Eine Taylorreihenentwicklung des Gradienten an der Stelle �i

rV ��i��� � rV ��i� �
��V ���

��T��

				
�i

��i�� � �i� � � � � � ����

und Linearisierung durch Abbruch nach dem zweiten Glied f
uhrt dagegen auf die Bezie�

hung

rV ��i��� � rV ��i� �
��V ���

��T��

				
�i

��i�� � �i� � � � �����
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die sich zu der Iterationsvorschrift

�i�� � �i �



��V ���

��T��

				
�i

���
rV ��i� �����

umformen l
a�t� Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen

H��� ��
��V ���

��T��
�

�
�

��V ���
������


 
 

��V ���
�����n

���
� � �

���
��V ���
��n���


 
 

��V ���
��n��n

�
���� �����

wird als HessematrixH bezeichnet� mit der sich Gl� ����� 
ubersichtlicher schreiben l
a�t

als

�i�� � �i �H��i�
��rV ��i� 
 �����

Die iterative Bestimmung des Minimums nach Gl� ����� ist in der Literatur �z� B� �Enten�

mann ������ als Newton	Raphson	Verfahren bekannt� Das Verfahren setzt jedoch die

explizite Berechnung der zweiten Ableitungen �s� Gl� ������ voraus� so da� der Anwendung

von Gl� ����� i� allg� ein hoher analytischer Aufwand vorausgeht�

Die Verfahren von Levenberg und Marquardt stellen dagegen eineModi�kation des Newton	

Raphson	Verfahrens dar� bei denen sich die Hessematrix numerisch approximieren l
a�t�

wenn es sich bei der zu minimierenden Zielfunktion um einen quadratischen Fehler

V � eTe �����

handelt� wobei der Vektor e � �e�� 
 
 
 � eN �T die Fehler zwischen dem k�ten gemessenen

Wert y�k� und dem k�ten Sch
atzwert �y�k�

ek � y�k�� �y�k� �����

zusammenfa�t� Aus Gl� ����� ergibt sich mit der Produktregel f
ur den Gradienten

rV �
�eT

��
e� eT

�e

��
� JTe � �����

wobei die Matrix der Ableitungen aller N Komponenten nach allen n Parametern

J ��
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als Jacobimatrix J bezeichnet wird� Die Di�erentiation von Gl� ����� f
uhrt auf folgende

Darstellung der Hessematrix�

H � JT �e

��
� 

�JT

��
e � JTJ � rJTe 
 ������

In der exakten Formulierung der Hessematrix gem
a� Gl� ������ ist der zweite Term in der

N
ahe eines Minimums vernachl
assigbar� da die meisten Zielfunktionen an dieser Stelle

eine quadratische Form besitzen �Ho�mann und Hofmann ������ Mit der auf diese Weise

approximierten Hessematrix

H � JTJ �����

und dem Gradienten in Gl� ����� folgt aus Gl� ����� die Iterationsvorschrift des Gau�	

Newton	Verfahrens�

�i�� � �i � �JT
i J i�

��JT
i ei 
 ������

Die Parameterkorrekturen des Gau�	Newton	Verfahrens sind betragsm
a�ig gro� und

gew
ahrleisten i� allg� einen schnellen Optimierungsfortschritt� Bei zu gro�en Abweichun�

gen �i � �
� von der L
osung �� tri�t die vereinfachende Annahme� die zu der Darstellung

der Hessematrix in Gl� ����� f
uhrt� nicht mehr zu� und aus dem vernachl
assigten Term

kann ein Divergieren des Verfahrens resultieren� Au�erdem sind bei der Matrix JTJ

im Falle einer 
uberparametrisierung Singularit
aten m
oglich� die das Verfahren scheitern

lassen k
onnen �Ljung ������

Levenberg und Marquardt beheben diese beiden Schwierigkeiten durch eine Modi�kation

des Gau�	Newton	Verfahrens� bei der sich Singularit
aten durch eine Regularisierung der

in Gl� ����� approximierten Hessematrix

�H �H � �I � ������

d� h� eine Vergr
o�erung der Hauptdiagonalelemente um einen positiven Skalar �� vermei�

den lassen� Bild ��� illustriert den Ein�u� der Regularisierung auf Betrag und Richtung

der Parameterkorrektur� Mit zunehmenden � n
ahert sich die Suchrichtung zunehmend

der Suchrichtung des steilsten Abstiegs �das ist der negative Gradient� und gleichzeitig

vermindert sich der Betrag der Parameterkorrektur� Zur Berechnung des Regularisie�

rungsfaktors � verfolgen Levenberg und Marquardt unterschiedliche Strategien� die im

folgenden erl
autert werden�

��� Levenberg�Verfahren

Levenberg betrachtet die Bestimmung des Regularisierungsfaktors � wiederum als ein�

dimensionales Optimierungsproblem bei konstantem �i und J i� Die Berechnung von �
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Bild ���� Ein�u� des Regularisierungsfaktors auf Betrag und Richtung der Parameterkorrektur

erfolgt in der Weise� da� sich in jedem Iterationsschritt die gr
o�tm
ogliche Funktionswert�

abnahme ergibt� Da aber � nicht explizit als Funktionsparameter auftritt� sch
atzt Leven�

berg den Wert von � �� ��� durch Formulierung einer Tangentengleichung an der Stelle

� � � und durch Bestimmung des Schnittpunktes mit der Abszisse ab� Die daf
ur ben
otigte

Tangentensteigung erh
alt er durch Bildung des Di�erentialquotienten dVi���d� und den

Grenz
ubergang � � �� Das Ergebnis dieser Absch
atzung� deren genaue mathematische

Herleitung in �Ho�mann und Hofmann ����� zu �nden ist� ist die Bestimmungsgleichung

f
ur den Regularisierungsfaktor�

�i � ���i �
eTi J iJ

T
i ei

Vi

 ������

Der Fall Vi � � bereitet bei der Berechnung des Regularisierungsfaktors nach Gl� ������

numerische Probleme� Allerdings ist dies nur m
oglich� wenn ei � � gilt� das Modell den

Identi�kationsdatensatz also exakt pr
adiziert� Dann ist das Optimierungsziel erreicht und

es sind keine weitere Iterationen und Berechnungen des Regularisierungsfaktors erforder�

lich� so da� sich eine weitere mathematische Untersuchung dieses Falls er
ubrigt� Unter

Ber
ucksichtigung von Gl� ������ gibt Bild �� den Algorithmus des Levenberg	Verfahrens

in einem 
ubersichtlichen Flu�diagramm an�

��� Marquardt�Verfahren

Das Marquardt	Verfahren zielt bei der Berechnung von � im Gegensatz zum Levenberg	

Verfahren nicht auf eine gr
o�tm
ogliche Funktionswertabnahme� sondern auf eine maximale

Parameterkorrektur in jedem Iterationsschritt ab� Bei der Berechnung der Parameterkor�

rektur soll jedoch beachtet werden� da� in jedem Iterationsschritt der neue Parameter�

vektor zu einer Funktionswertabnahme f
uhrt� Diese wichtige Eigenschaft des Marquardt	
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Start

i � �

Setze i � i� �

Berechne ei und J i

Berechne

�i �
eTi J iJ

T
i ei

Vi

Berechne

��i � ��JT
i J i��iI���J

T
i ei

�i�� � �i ���i

Terminierungsbedingung erf�ullt �

Ende
ja

nein

Bild ���� Algorithmus des Levenberg	Verfahrens nach Ho�mann und Hofmann ������

Verfahrens wird als Stabilit
at bezeichnet und in �Entenmann ����� folgenderma�en de��

niert�

De�nition ���� Ein Optimierungsverfahren hei�t stabil� wenn bei einer Minimierungs�

aufgabe in jedem Iterationsschritt

V ��i���  V ��i� mit �i�� �� �i ������

gilt� die Funktionswerte mit zunehmender Iterationenfolge also streng monoton abnehmen�

�

Die maximale Parameterkorrektur entspricht dem Gau�	Newton	Schritt mit � � � �vgl�

Bild ����� Marquardt beginnt im ersten Iterationsschritt deshalb mit einem sehr kleinen

Wert f
ur �� z� B� � � ����� und 
uberpr
uft� ob die Stabilit
atsbedingung V ��i���  V ��i�

erf
ullt ist� Im Fall einer Funktionswertabnahme wird der Regularisierungsfaktor verklei�

nert� um im n
achsten Iterationsschritt eine gr
o�ere Parameterkorrektur zuzulassen �vgl�
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Bild ����� Bei V ��i��� � V ��i� wird � dagegen solange mit einem Faktor � �z� B� � � ���

multipliziert� bis die Stabilit
atsbedingung erf
ullt ist� und erst dann der Iterationsschritt

abgeschlossen� Allerdings begrenzt Marquardt den Wert von � in der Weise� da� der

Winkel 	i � � ���i��J
T
i ei� zwischen der momentanen Korrektur ��i und dem negativen

Gradienten den Wert 	� � ��� nicht unterschreitet� Damit soll eine zu starke Ann
aherung

an die Suchrichtung des steilsten Abstiegs vermieden werden� da diese aufgrund der Ver�

nachl
assigung der Zielfunktionskr
ummung ung
unstiger ist und mehr Iterationen erfordert�

Ist auch bei diesem 	 bzw� � keine Funktionswertabnahme zu verzeichnen� erfolgt eine

D
ampfung der Parameterkorrektur durch Multiplikation mit einem Faktor � � �

�i�� � �i � ���i � ������

der ausgehend von � � � solange iterativ halbiert wird� wie Instabilit
at vorliegt� Dar
uber

hinaus erachtet Marquardt es f
ur zweckm
a�ig� den Parameterraum in geeigneter Weise zu

normieren� mit dem Ziel� langgestreckte Konturen der Zielfunktion m
oglichst zu Kugeln zu

transformieren und g
unstigere Suchrichtungen zu erhalten �Ho�mann und Hofmann ������

Zusammenfassend ist der Marquardt	Algorithmus in Bild ��� dargestellt�

��� Hybridverfahren

Eine Besonderheit funktionaler Fuzzy	Modelle bilden die unterschiedlichen Parameter�

typen� W
ahrend die Modellausgangsgr
o�e in nichtlinearer Weise von den Prototypen

vi abh
angt� gehen die Konklusionspolynomparameter linear in die Pr
adiktion ein� wenn

es sich um lineare Konklusionspolynome gem
a� Gl� ���� handelt und die 
ubrigen Pa�

rameter konstant gehalten werden� Wie in der II� Stufe des Identi�kationsverfahrens

lassen sich dann die Konklusionspolynomparameter direkt und global optimal �bezogen

auf die 
ubrigen Modellparameter� mit dem LS	Verfahren berechnen� Diese Eigenschaft

l
a�t sich bei der Optimierung durch Verwendung eines zweistu�gen Verfahrens nutzen�

Ein derartiges Hybridverfahren �Kroll ����b� f
uhrt in einer ersten Stufe zun
achst einen

Iterationsschritt eines nichtlinearen Optimierungsverfahrens lediglich f
ur die nichtlinearen

Parameter aus� Darauf folgt die Berechnung der verbleibenden linearen Parameter mit

dem LS	Verfahren �vgl� Bild �����

Engmann ������ zeigt� da� sich bereits der Optimierungfortschritt des Verfahrens des

steilsten Abstiegs durch eine Kombination mit dem LS	Verfahren deutlich �ca� um den

Faktor ����� steigern l
a�t� Durch Verwendung eines der zuvor beschriebenen Verfahren

von Levenberg oder Marquardt l
a�t sich eine weitere E�zienzsteigerung erzielen �Bernd

����� Nelles ������
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Start
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Bild ���� Algorithmus des Marquardt	Verfahrens nach Ho�mann und Hofmann ������
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Start

ja

nein

i � �

Setze i � i� �

Nichtlineares Optimierungsverfahren f
ur vi

LS	Verfahren f
ur aij� bih� ci

Terminierungbedingung erf�ullt �

Ende

Bild ���� Hybridverfahren

��� Dimensionsreduzierende Formulierung der Verfahren

Die Verfahren von Levenberg und Marquardt ben
otigen die Jacobimatrix zur Berechnung

des Gradienten und zur Approximation der Hessematrix� Diese ist i� allg� von hoher Di�

mension� woraus sich bei der Umsetzung in einem Rechnerprogramm Speicherprobleme

ergeben k
onnen� Zur Verdeutlichung dieser Problematik wird der Speicherbedarf f
ur die

Jacobimatrix bei der Optimierung eines funktionalen Fuzzy	Modells mit einer mittleren

Parameteranzahl angegeben� Als Beispiel dient ein Modell mit c � � Prototypen und �

Eingangsgr
o�en� Jeder Prototyp besitzt somit � Koordinaten und jedes Konklusionspo�

lynom � weitere Parameter� so da� insgesamt n � ������ � �� Parameter zu optimieren

sind� Bei einer Identi�kation mitN � ��� Eingangsvektoren besitzt die Jacobimatrix die

Dimension ��	���� wobei jedes Matrixelement �bei doppelter Rechengenauigkeit� �Byte

belegt� Folglich betr
agt der Speicherbedarf der Jacobimatrix hier nN ��Byte � ��� kByte�

Bei 
aquivalenten Darstellungen der Verfahren von Levenberg und Marquardt� bei denen

die Jacobimatrix selbst nicht ben
otigt wird� reduziert sich der Speicherbedarf deutlich�

Der Gradient l
a�t sich stattdessen direkt durch

�
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approximieren� Bei Verwendung der Gln� ����� und ����� reduziert sich folglich die

Anzahl der zu speichernden Elemente von nN auf N � da lediglich der Fehlergradient rek
zwischenzuspeichern ist� In o� g� Beispiel belegen die Hilfsgr
o�en folglich nur N ��Byte �

�� kByte anstatt ��� kByte�
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� Optimierung von funktionalen Fuzzy�Modellen

Die in Abschnitt � vorgestellten Optimierungsverfahren werden im folgenden bzgl� ihres

Konvergenzverhaltens bei der Optimierung eines funktionalen Fuzzy	Modells untersucht�

Ein pneumatischer Translationsantrieb stellt dabei das Testsystem dar� das nachfolgen�

dend beschrieben wird� F
ur dieses System erfolgt anschlie�end die Identi�kation und

Optimierung eines Modells mit den beschriebenen Verfahren�

��� Testsystem	 Pneumatischer Translationsantrieb

Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist der Pr
ufstand eines pneumatischen Trans�

lationsantriebs� Es handelt sich um einen kolbenstangenlosen Pneumatikzylinder �Band�

zylinder LA��� der Firma Mannesmann Rexroth� mit einem Nennhub von ��� mm� Die

Positionierung des Kolbens erfolgt mit Hilfe eines elektrischen Schaltkreises� der zwei

Druckservoventile ansteuert� Diese dienen zur Beein�ussung der Dr
ucke in den beiden

Zylinderkammern �vgl� Bild ����� Als Stellgr
o�en stehen somit die beiden Steuerstr
ome

i� und i� der Servoventile zur Verf
ugung� Die inkrementell me�bare Kolbenposition y

stellt die Ausgangsgr
o�e dar� Eine detaillierte Beschreibung des Pneumatikpr
ufstandes

gibt �Hebisch ������

Die Modellidenti�kation erfolgt mit dem in Bild ��a dargestellten Pseudorauschsignal f
ur

den Steuerstrom i�� Der zweite Steuerstrom wird dabei konstant gehalten� Es handelt

sich um eine Folge von Zufallszahlen� deren Werte jeweils 
uber eine Dauer von Ti � ��  s

konstant gehalten werden� Das mit einer Abtastzeit von T� � �ms 
uber eine Dauer von

T � � s aufgezeichnete Ausgangssignal zeigt Bild ��b�

��� Optimierungsergebnisse

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf ein funktionales Fuzzy	Modell� das mit

dem in Bild �� dargestellten und auf die Intervalle y 
 ���� �� sowie i� 
 ���� �� normier�

ten Datensatz �s� Anhang A� identi�ziert wurde� Das Modell besitzt c � � Regeln� die

Eingangsgr
o�en y�k���� y�k��� i��k��� sowie i��k�� und benutzt die Mahalonobis�

norm sowie � � �� �� Bei den Konklusionsfunktionen handelt es sich um lineare Polynome

gem
a� Gl� ���� mit my � mu � � Die Berechnung der Prototypen mit dem FCM in der

I� Stufe erfordert die Vorgabe von Startwerten� die aus einerMatlab	Funktion erhalten

werden� Diese Funktion liefert bei identischem Argument s� dem sog� Samen� identische

Folgen von Zufallszahlen� so da� reproduzierbare Ergebnisse gew
ahrleistet sind� Hier wird

der Wert des Samens auf s � � gesetzt� Darauf folgt in der II� Stufe� wie in Abschnitt 

beschrieben� die Berechnung der Konklusionspolynomparameter mit dem LS	Verfahren�

Die nun vorliegenden Parameterwerte dienen als Startwerte f
ur die Optimierung in der

III� Stufe�
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Bild ���� Vereinfachter Ger
ateplan des pneumatischen Translationsantriebs

Konvergenzvergleich der Verfahren von Levenberg und Marquardt

Am Beispiel des zuvor beschriebenen Modells soll nun ein Konvergenzvergleich der Ver�

fahren von Levenberg und Marquardt erfolgen� Weitere gradientenbasierte Verfahren wie

jenes von Gau�	Newton und das Verfahren des steilsten Abstiegs werden hierbei nicht

mit einbezogen� da sie den Verfahren von Levenberg und Marquardt deutlich unterlegen

sind �Bernd ������ Vielmehr sind die Charakteristika der beiden Verfahren� die sich aus

den unterschiedlichen Strategien zur Berechnung des Regularisierungsfaktors ergeben� von

Interesse�

Zun
achst wird die Optimierung der Prototypen und Konklusionspolynomparameter bzgl�

der pr
adiktiven Modellauswertung betrachtet� wobei die Hybridverfahren aus dem Leven�

berg� bzw� Marquardt� und dem LS	Verfahren zur Anwendung kommen sollen� Bild ���

illustriert die Entwicklung der auf die Startwerte normierten quadratischen Fehler

Vpr�ad�i�Vpr�ad��� die sich mit dem Levenberg�LS� und dem Marquardt�LS	Verfahren er�
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Bild ���� Eingangssignal a� und gemessenes Ausgangssignal b�

geben� Au�erdem ist jeweils der entsprechende Verlauf bei rekursiver Auswertung einge�

tragen�

In Bild ��� f
allt zun
achst der deutlich schnellere Optimierungsfortschritt und das gu�

te Konvergenzverhalten des Marquardt�LS	Verfahrens im Vergleich zum Levenberg�LS	

Verfahren auf� Daraus wird deutlich� da� die von Levenberg angewandte Minimumab�

sch
atzung zur Berechnung des Regularisierungsfaktors mit einem gro�en Fehler behaftet

ist und infolge dessen die angestrebte gro�e Funktionswertabnahme nicht erreicht wird�

Andererseits f
uhrt eine gr
o�tm
ogliche Parameterkorrektur auch zu einer schnellen Funk�

tionswertabnahme� wie der Verlauf des Marquardt�LS	Verfahrens verdeutlicht�

Die Parameterverl
aufe der beiden Verfahren gestatten eine genauere Analyse� In den Bil�

dern ��� bis ��� sind die Parameterverl
aufe� die sich beim Levenberg�LS� und Marquardt�

LS	Verfahren ergeben� gegen
ubergestellt� Dabei sind jeweils gleichartige Parameter aller

� Regeln zusammengefa�t� Der Vergleich der Parameterverl
aufe der beiden Verfahren

illustriert den in Abschnitt � erl
auterten Ein�u� des Regularisierungsfaktors� Die unter�

schiedlichen Strategien der beiden Verfahren f
uhren sowohl qualitativ als auch quantitativ

zu sehr verschiedenen Parameterverl
aufen� Insbesondere beim Marquardt�LS	Verfahren

sind die angestrebten gro�en Parameterkorrekturen zu erkennen� die das Verfahren schnell

konvergieren lassen� Beim Levenberg�LS	Verfahren wird dagegen deutlich� da� eine Stag�

nation der Optimierung nicht unbedingt mit geringen Parameter
anderungen korreliert�
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Bild ���� Optimierung der pr
adiktiven Modellauswertung

wie die Parameterverl
aufe �insbesondere der Komponenten v�	 und v��� vgl� Bilder ���c

und ���d� illustrieren� Die Feststellung der Konvergenz sollte sich demnach nicht am

Funktionswert� sondern an den Parameterkorrekturen orientieren�

Allerdings ist dabei ein� in mehreren Simulationen der Optimierung verschiedener Fuzzy	

Modelle und Verwendung verschiedener Datens
atze aufgetretener� Sonderfall zu beachten�

Dieser besteht im Konvergieren zweier Prototypen gegen dieselben Werte� Hier tritt

dieser Fall bei den Prototypen v� und v	 auf� Nach ca� ����� Iterationen gilt v�� � v	�
�vgl� Bild ���a�� v�� � v	� �vgl� Bild ���b� und auch die dritten und vierten Komponenten

der beiden Prototypen unterscheiden sich nur gering �vgl� Bilder ���c und ���d��
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Bild ���� Parameterverl
aufe der Prototypenkoordinaten vjh bei pr
adiktiver Optimierung

�Index j� Prototypennummer� Index h� Komponentennummer�
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Bild ��
� Parameterverl
aufe der Konklusionspolynomparameter bei pr
adiktiver Optimie�

rung �Index j� Nummer des Konklusionspolynoms�
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Bild ���� Parameterverl
aufe bei pr
adiktiver Optimierung

Das Konvergieren der Koordinaten zweier Prototypen gegen dieselben Werte hat zur

Folge� da� die 
uberwiegende Zahl der Eingangsvektoren zu beiden Prototypen die gleiche

Zugeh
origkeit besitzt� mit Ausnahme weniger� sich in unmittelbarer N
ahe der Prototypen

be�ndlicher Eingangsvektoren� Wegen ���x� � �	�x� gilt hier

y �
���x�y��x� � ���x��y��x� � y	�x�� � ���x�y��x�

cX
i��

�i�x�

�����
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Die einzelnen Werte der Konklusionspolynomparameter der Regeln  und � besitzen so�

mit keinen Ein�u� auf die Ausgangsgr
o�e� sondern nur die in Gl� ���� auftretenden Pa�

rametersummen� Damit erkl
aren sich die symmetrischen Verl
aufe dieser Parameter und

die fortlaufenden Parameterkorrekturen� Eine Konvergenzaussage ist folglich nur nach

Uberpr
ufung der Prototypenlage und ggf� der Entwicklung der zugeh
origen Summen der

Konklusionspolynomparameter m
oglich�

Erg
anzend ist zu erw
ahnen� da� in dem beschriebenen Fall des Konvergierens zweier

Prototypen gegen denselben Wert i� allg� eine geringere Modellg
ute zu erwarten ist� da

sich die Anzahl der signi�kanten Parameter reduziert�

Bewertung der Verfahren

Eine abschlie�ende Bewertung der beiden Verfahren f
uhrt zur Bevorzugung des Mar�

quardt	Verfahrens aufgrund der gro�en Parameterkorrekturen und der schnellen Konver�

genz� Aus praxisorientierter Sicht ist dieses Verfahren auch insofern interessant� als da�
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sich bereits mit wenigen Iterationen eine deutliche Reduzierung des mittleren quadrati�

schen Fehlers erzielen l
a�t� auch ohne das das Konvergieren des Verfahrens abzuwarten�

Die gro�en Parameterkorrekturen des Marquardt	Verfahrens� die bisher als Vorteil bewer�

tet wurden� erweisen sich jedoch in einigen Simulationen als nachteilig� wie sich anhand

der Optimierung eines Gasofenmodells feststellen l
a�t �Bernd ������ Es zeigt sich� da�

das Marquardt	Verfahren h
au�g zu einer nicht sinnvollen Anordnung der Prototypen

f
uhrt� Bei einer Optimierung� die zus
atzlich die Normparameter einbezieht� versch
arft

sich die Problematik� da die gro�en Parameterkorrekturen h
au�g bereits im ersten Ite�

rationsschritt zu einer nicht positiv de�niten Formenmatrix f
uhren� In diesen F
allen ist

die Anwendung des Levenberg	Verfahrens aufgrund geringerer Parameterkorrekturen zu

empfehlen� Wie die Ergebnisse von Bernd ������ demonstrieren� ist auch dieses Verfahren

e�zienter als das Verfahren des steilsten Abstiegs und unterliegt in den meisten F
allen

dem Marquardt	Verfahren nicht in der in diesem Abschnitt vorliegenden Deutlichkeit�

Vergleich der pr�adiktiven und rekursiven Optimierung

Die bisherige Optimierung bezieht sich auf die pr
adiktive Modellauswertung� Die An�

nahme� da� eine pr
adiktive Optimierung auch zu einer Fehlerreduzierung bei rekursiver

Auswertung f
uhrt� l
a�t sich nicht best
atigen� wie Bild ��� verdeutlicht� In den Bildern

���b und ���d sind die Fehler bei rekursiver Auswertung eingezeichnet� die sich w
ahrend

der pr
adiktiven Optimierung ergeben� Es ist zu erkennen� da� bereits nach wenigen Itera�

tionsschritten der Wert von Vrek den Bereich sinnvoller Werte verl
a�t� Im folgenden wird

untersucht� ob sich 
ahnliche Beobachtungen im umgekehrten Fall� d� h� bei Optimierung

der rekursiven und gleichzeitiger pr
adiktiver Auswertung� verzeichnen lassen� Zu diesem

Zweck wird das zuvor beschriebene und nach der II� Identi�kationsstufe erhaltene Mo�

dell mit dem Levenberg� und dem Marquardt	Verfahren bzgl� der rekursiven Auswertung

optimiert� Das Simulationsergebnis ist in Bild ��� dargestellt�

Aus Bild ��� ist ersichtlich� da� sich auch bei rekursiver Optimierung eine Verschlechterung

des pr
adiktivenModellfehlers ergibt� Allerdings ist hierbei die Zunahme des quadratischen

Fehlers Vpr�ad relativ gering und nur bei numerischer Betrachtungsweise� nicht aber in einer

Verschlechterung des Zeitreihenverlaufs erkennbar� wie Bild ��� illustriert�

Dieses Ergebnis l
a�t sich mit einem unterschiedlichen Parameterein�u� bei den beiden

Pr
adiktionsarten begr
unden� Eine pr
adiktive Auswertung berechnet die Ausgangsgr
o�e

lediglich einen Abtastschritt aus den bekannten Me�werten voraus und ist somit rela�

tiv unemp�ndlich gegen
uber Parameter
anderungen� Bei rekursiver Auswertung dagegen

wird der Fehler zum Modelleingang zur
uckgef
uhrt und p�anzt sich auf diese Weise fort�

Eine geringe Parameter
anderung kann infolgedessen bereits zu einer gro�en 
anderung des

Pr
adiktionsfehlers beitragen� Dies l
a�t sich wiederum mit Hilfe der Parameterverl
aufe

best
atigen�

Bild ��� zeigt exemplarisch die Verl
aufe von vj	 und bj� bei Optimierung mit dem Mar�
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quardt	Verfahren� Die 
ubrigen Verl
aufe weisen geringere und 
uberwiegend in der graphi�

schen Darstellung nicht erkennbare Parameter
anderungen auf� so da� auf weitere Darstel�

lungen verzichtet wird�
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Bild ��	� Optimierung der rekursiven Modellauswertung

Aus den gegenl
au�gen Tendenzen der Pr
adiktionsfehler bei der Optimierung der ver�

schiedenen Pr
adiktionsarten l
a�t sich ableiten� da� die zu optimierende Pr
adiktionsart

vorab festzulegen ist� Andererseits ist die Verschlechterung des pr
adiktiven Fehlers bei

rekursiver Optimierung relativ gering im Vergleich zu der deutlichen Verbesserung der

rekursiven Auswertung� Eine Verschlechterung der pr
adiktiven G
ute ist zudem nur an�

hand des numerischen Wertes von Vpr�ad� nicht aber in der graphischen Darstellung der

Zeitreihe erkennbar� Die Verbesserung der rekursiven Auswertung spiegelt sich dagegen

sowohl in numerischer als auch graphischer Darstellung wider �vgl� Bild ����� Demzufolge

ist eine rekursive Optimierung vorzuziehen� wenn nicht explizit eine optimale pr
adiktive

Auswertung angestrebt wird�

��� Initialisierungsabh
angigkeit der Modellg
uten

Wie die Ergebnisse von Bernd ������ zeigen� ist das Ergebnis der Clusterung in der

I� Stufe und infolgedessen auch der nachfolgenden Identi�kationsstufen stark initialisie�

rungsabh
angig� Daraus l
a�t sich auf eine hohe Multimodalit
at der Zielfunktion schlie�en�

Dies hat zur Folge� da� verschiedene Initialisierungen zu unterschiedlichen Parameterwer�

ten und Modellg
uten f
uhren� Im folgenden wird die bisherige Vorgehensweise und eine

Modi�kation des Identi�kationsverfahrens erl
autert� um diesen Nachteil abzuschw
achen�
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Bild ���� Gemessene und pr
adizierte Zeitreihen nach der II� und der III� Stufe bei rekur�

siver Optimierung� die Zeitreihen bei pr
adiktiver Auswertung sind in dieser Darstellung

vor und nach der Optimierung deckungsgleich mit der Me�reihe
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Bisherige Vorgehensweise

Bisher wurde eine mehrfache Durchf
uhrung der ersten beiden Identi�kationsstufen mit un�

terschiedlichen Initialisierungen und der Selektion des Modells mit dem geringsten Fehler

praktiziert� um das Problem der Initialisierungsabh
angigkeit abzuschw
achen �Engmann

������ Diese Vorgehensweise weist jedoch folgende Nachteile auf�

� Die mehrfache Durchf
uhrung der ersten beiden Stufen f
ur verschiedene Kombina�

tionen von s und � ist relativ aufwendig�

� Die Selektion des Modells mit dem geringsten Fehler nach der II� Stufe stellt nicht

in jedem Fall einen guten Startwert f
ur eine Optimierung dar�
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W
ahrend der erstgenannte Nachteil o�ensichtlich ist� wird die Bedeutung des zweiten

Punktes dadurch deutlich� da� Kroll u� a� ������ mit dem in Bild �� dargestellten

Datensatz ein funktionales Fuzzy	Modell mit dem zuvor beschriebenen Modellansatz

�c � �� my � mu � � Mahalonobisnorm� f
ur � � �� ��� und s � � identi�zierten�

das sich bereits ohne Optimierung durch eine hohe G
ute auszeichnet� Dieses Modell weist

nach der II� Stufe die sehr geringen quadratischen Fehler Vpr�ad � �� ���� � ���
 m� und

Vrek � �� ��������� m� auf und 
ubertri�t damit die G
ute des in Abschnitt �� vorgestellten

Modells nach der II� Stufe deutlich� Die Annahme� da� dieses Modell auch nach einer Op�

timierung einen geringeren Pr
adiktionsfehler aufweist� l
a�t sich jedoch nicht best
atigen�

Vielmehr terminiert ein Optimierungsverfahren sofort� da ein lokales Minimum vorliegt�

wie auch die Untersuchung der Parametrierung ergibt� Im Gegensatz dazu l
a�t sich die

G
ute des in Abschnitt �� beschriebenen Modells �c � �� � � �� �� s � ��� trotz schlech�

terer Werte nach der II� Stufe� durch eine Optimierung beachtlich steigern �vgl� Tabelle

����� Die mehrfache Durchf
uhrung nur der ersten beiden Stufen reicht folglich nicht aus�

um ein optimales� initialisierungsbereinigtes Modell zu erhalten� Stattdessen ist jeweils

die Optimierung mit einzubeziehen� wodurch sich der Aufwand jedoch deutlich erh
oht�

Der beschriebene Nachteil ist besonders dann schwerwiegend� wenn sich bereits mit ei�

nem optimierten linearen Modell �c � �� eine h
ohere G
ute erzielen l
a�t als mit einem

optimierten nichtlinearen Modell� Mit dem nichtlinearen Fuzzy�Modellansatz ist n
amlich

auch stets ein dem linearen 
aquivalentes Modell bei entsprechender Parametrierung rea�

lisierbar� Daraus ergibt sich die Forderung� da� das Optimierungsergebnis aufgrund der

h
oheren Parameteranzahl erst dann zufriedenstellend ist� wenn mindestens die G
ute des

optimierten linearen Modells erreicht wird�

Modell nach der II� Stufe nach der III� Stufe
Vpr�ad

���
m�
Vrek

����m�

Vpr�ad
���
m�

Vrek
����m�

c � � ������ ������� ������ ����

c � �� � � �� �� s � � ����� ������ ������ ������

c � �� � � �� ���� s � � ������ ������ ������ ������

Tabelle ���� Vergleich der quadratischen Fehler zweier nichtlinearer funktionaler Fuzzy	

Modelle mit einem linearen Modell bei rekursiver Optimierung

Modi�ziertes Verfahren

Auf der Grundlage dieser Forderung l
a�t sich das Identi�kationsverfahren in der Weise

modi�zieren� da� die Parametrierung des optimierten linearen Modells die Initialisierung

f
ur ein nichtlineares Modell darstellt� dessen G
ute durch eine nachfolgende Optimierung

weiter gesteigert werden soll� Diese Modi�kation f
uhrt auf folgendes Identi�kationsver�

fahren�
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Den Ausgangspunkt stellt das lineare Modell �c � �� dar� das bereits durch Berech�

nung der Parameterwerte der Konklusionspolynome vollst
andig bestimmt ist �vgl� Bild

������ Diese Berechnung erfolgt �wie bisher� in der II� Stufe mit Hilfe des LS	Verfahrens�

aus dem die global optimalen Parameterwerte bzgl� der pr
adiktiven Modellauswertung

hervorgehen� Die erhaltenen Parameterwerte dienen als Startwerte f
ur eine rekursive Op�

timierung �III� Stufe�� Das auf diese Weise erhaltene lineare Modell stellt im weiteren das

Referenzmodell dar� dessen G
ute mit einem nichtlinearen Modellansatz gesteigert werden

soll� Durch identische Initialisierung aller Konklusionspolynomparameter des nichtlinea�

ren Modells mit den zuvor berechneten Parametern des linearen Modells werden exakt die

gleichen Zeitreihen pr
adiziert� unabh
angig von der Lage der Prototypen und dem Wert

des Unsch
arfeparameters �� In dem modi�zierten Verfahren wird die II� Stufe im folgen�

den mit
 
�! gekennzeichnet� um die Initialisierung der Konklusionspolynomparameter von

der Berechnung mit dem LS	Verfahren zu unterscheiden� Um sinnvolle Startwerte f
ur die

Prototypen zu erhalten� erfolgt deren Berechnung f
ur das nichtlineare Modell wiederum in

der I� Stufe mit einem Fuzzy	Clusterverfahren� Daran schlie�t sich ebenfalls unver
andert

eine �sinnvollerweise rekursive� Optimierung des Modells an� wobei die Parameter der

Partialmodelle �vgl� Bild ���� und die Prototypen berechnet werden� Das Ergebnis dieser

III� Stufe ist ein Modell h
oherer oder zumindest gleicher G
ute� verglichen mit der G
ute

des linearen Modells� Die erzielbaren Ergebnisse sollen im folgenden anhand eines Beispiel

demonstriert werden�

I� Stufe

Fuzzy	Cluster�

verfahren

II� Stufe

LS	Verfahren

III� Stufe

Gradientenba�

siertes Verfahren

II� Stufe

LS	Verfahren

III� Stufe

Gradientenba�

siertes Verfahren

I� Stufe

Fuzzy	Cluster�

verfahren

II�� Stufe

gezielte Initiali�

sierung

III� Stufe

Gradientenba�

siertes Verfahren

Bisheriges Identi�kationsverfahren Modi�ziertes Identi�kationsverfahren

Bild ����� Vergleich des bisherigen und des modi�zierten Identi�kationsverfahrens
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Beispiel

Als Beispiel dient der in Bild �� dargestellte und auf das Intervall ���� �� normierte Da�

tensatz� f
ur den ein funktionales Fuzzy	Modell mit dem modi�zierten Identi�kationsalgo�

rithmus identi�ziert werden soll� Zwecks Vergleichbarkeit mit den bisherigen Ergebnissen

wird ein Konklusionspolynom gem
a� Gl� ���� mit my � mu �  gew
ahlt� Nach Anwen�

dung des LS	Verfahrens ergeben sich f
ur das lineare Modell die Fehler

Vpr�ad � �� ���� � ���
 m� und Vrek � �� ���� � ���� m� 


Durch eine rekursive Optimierung mit dem Marquardt	Verfahren l
a�t sich der rekursive

Pr
adiktionsfehler auf

�Vpr�ad � �� ��� � ���� m�� Vrek � �� �� � ���� m�

reduzieren� Nun erfolgt der 
ubergang auf das nichtlineare Fuzzy	Modell� Wiederum wird

c � �� � � �� � sowie s � � gew
ahlt und die Prototypen mit Hilfe des FCM berechnet�

Nach identischer Initialisierung aller Konklusionspolynomparameter mit den Werten des

optimierten linearen Modells resultieren zun
achst erneut die Fehler

Vpr�ad � �� ��� � ���� m� und Vrek � �� �� � ���� m� 


Die Optimierung des nichtlinearenModells wird hier mit dem Levenberg	Verfahren durch�

gef
uhrt� das als Ergebnis

Vpr�ad � � ��� � ���� m� und Vrek � �� ���� � ���� m�

liefert� Das Marquardt	Verfahrens f
uhrt hier zu einem schlechteren Ergebnis� �

Wie obiges Beispiel verdeutlicht� l
a�t sich mit diesem modi�zierten Identi�kationsverfah�

ren mit geringem Aufwand und systematischer Vorgehensweise ein Modell hoher G
ute

identi�zieren� Die Initialisierung der Prototypen und des Unsch
arfeparameters beein�u�t

zwar weiterhin das Optimierungsergebnis� jedoch in geringerem Ma�e als zuvor�

Als Nachteil ist dagegen zu nennen� da� auch das auf diese Weise erhaltene Ergebnis

wiederum ein lokales Minimum darstellt� Beispielsweise ergibt sich mit dem in Abschnitt

��� beschriebenen und optimierten Modell ein geringerer Fehler� wobei die Di�erenz zu

dem in obigen Beispiel beschriebenen Modell gering ist �vgl� Tabelle ���� Prinzipiell

ist zwar die Bestimmung des globalen Minimums anzustreben� jedoch ist dies nur unter

hohem Aufwand� z� B� mit einem stochastischen Verfahren m
oglich�
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Modell nach der II� Stufe nach der III� Stufe optimierte

Pr
adiktionsart�

Verfahren
Vpr�ad

���
m�
Vrek

����m�

Vpr�ad
���
m�

Vrek
����m�

c � � ������ ������� ������ ���� rek�� Marquardt

c � �� � � �� �� s � � ����� ������ ������ ������ rek�� Marquardt

c � �� � � �� �� s � � ����� ������ ������ ������ rek�� Levenberg

c � �� � � �� �� s � � ����� ������ ������ ������� pr
ad�� Marq��LS

c � �� � � �� �� s � � ����� ������ ����� ������� pr
ad�� Lev��LS

c � �� � � �� ���� s � � ������ ������ ������ ������ rek�� Marquardt

nach der II�� Stufe nach der III� Stufe

c � �� � � �� �� s � � ������ ���� ������ ������ rek�� Levenberg

Tabelle ���� Mittlere quadratische Fehler einiger funktionaler Fuzzy	Modelle
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� Zusammenfassung und Ausblick

Der vorliegende Bericht befa�t sich mit zwei e�zienten Verfahren zur Optimierung von

funktionalen Fuzzy	Modellen� Abschnitt  gibt zun
achst eine kurze Einf
uhrung in die

Theorie funktionaler Fuzzy	Systeme und die Identi�kation der darauf basierenden funk�

tionalen Fuzzy	Modelle� In diesem Zusammenhang werden die unterschiedlichen Ziel�

funktionen in den ersten beiden Identi�kationsstufen und die Beschr
ankung des Identi��

kationsverfahrens auf die Minimierung des pr
adiktiven Modellfehlers als Motivation f
ur

eine Optimierung erl
autert� Basierend auf den Ergebnissen von Bernd ������ folgt eine

ausf
uhrliche Beschreibung der e�zientesten gradientenbasierten Verfahren von Levenberg

und Marquardt sowie einer Modi�kation des Hybridverfahrens �Kroll ����b�� Das Konver�

genzverhalten der Verfahren von Levenberg und Marquardt� die sich nur in den Strategi�

en zur Berechnung eines Algorithmusparameters �Regularisierungsfaktors� unterscheiden�

wird anhand eines Modells f
ur einen pneumatischen Translationsantrieb in Abschnitt �

untersucht� Ausf
uhrliche Parameterstudien best
atigen die beim Marquardt	Verfahren in

theoretischen 
Uberlegungen angestrebten gro�en Parameterkorrekturen� Aufgrund der

daraus resultierenden schnellen Konvergenz ist dieses Verfahren i� allg� dem Levenberg�

und anderen gradientenbasierten Verfahren vorzuziehen� Lediglich� wenn sich die gro�en

Parameterkorrekturen als problematisch erweisen �z� B� bei Optimierung der Normpara�

meter�� sollte das Levenberg	Verfahren zur Anwendung kommen�

Ein weiterer Aspekt war ein Vergleich der Optimierung der pr
adiktiven und der rekursi�

ven Auswertung� Hierbei war eine gegenl
au�ge Tendenz dieser beiden Pr
adiktionsarten zu

erkennen� Die g
unstigere Alternative besteht in der Optimierung der rekursiven Auswer�

tung� die zu einer beachtlichen Reduzierung des rekursiven und nur geringen Verschlech�

terung des pr
adiktiven Fehlers f
uhrt�

Schlie�lich wurde die Problematik der Initialisierungsabh
angigkeit des Identi�kationsver�

fahrens diskutiert und eine Modi�kation vorgeschlagen� Diese besteht in der Optimierung

zun
achst eines linearen Modells� Die erhaltenen Parameter dienen als Initialisierung ei�

nes nichtlinearen Modells� das wiederum einer Optimierung unterzogen wird� Es wurde

gezeigt� da� sich mit dieser systematischen Vorgehensweise Modelle von hoher G
ute iden�

ti�zieren lassen�

Im Rahmen weiterer Untersuchungen ist die Bestimmung des globalen Minimums von

Interesse� Hierzu eignen sich stochastische Verfahren� wie z� B� genetische Algorithmen�

Wie erste Erfahrungen mit genetischen Algorithmen zeigen �Bernd ������ ist aufgrund des

hohen numerischen Aufwands allerdings keine praktikable Alternative zu dem bisherigen

bzw� modi�zierten Identi�kationsverfahren zu erwarten� Stattdessen sollten die potenti�

ellen Approximationseigenschaften funktionaler Fuzzy	Modelle im Vordergrund stehen�

Wie bereits erw
ahnt� ist das Ziel der Optimierung �Minimierung des pr
adiktiven oder

rekursiven Fehlers� vorab festzulegen� da die beiden Pr
adiktionsfehler unterschiedliche

Tendenzen aufweisen� Die Untersuchung eines G
utekriteriums� das die quadratischen
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Fehler beider Pr
adiktionsarten miteinander kombiniert �z� B� additiv�� kann dagegen zu

einer alternativen Zielfunktion f
uhren� Durch eine Optimierung bzgl� dieser Zielfunktion

soll eine Reduzierung sowohl des pr
adiktiven als auch des rekursiven Pr
adiktionsfehlers

erreicht werden�

Ein weiterer zu untersuchender Aspekt ist die Validierung optimierter Modelle� Im Zu�

sammenhangmit einer pr
adiktiven Optimierung erl
autert Kroll �����b� die Notwendigkeit

einer vorzeitigen Terminierung zur Vermeidung einer 
Uberanpassung� Inwiefern dies auch

bei Optimierung der rekursiven Auswertung zutri�t� ist noch zu kl
aren�
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Aufgrund der guten Approximationseigenschaften �vgl� Bild ���� des in Abschnitt ��

vorgestellten Modells bei rekursiver Auswertung werden im folgenden die genauen Para�

meterwerte angegeben� die als Grundlage f
ur weitergehende Untersuchung dienen sollen�

Die Identi�kation erfolgt mit dem in Bild �� dargestellten Me�wertverlauf und mit dem

durch

y �
"y � "y

j"y � "yjmax

�A���

sowie

i� �
"i� �"i�

j"i� �"iijmax

�A��

normierten Datensatz� wobei "y � �� ����m� j"y � "yjmax � �� ����m� "ii � �� ����A und

j"ii � "iijmax � �� ���A betragen� Ausgehend von � � �� � und s � � lauten die Fuzzy	

Regeln nach rekursiver Optimierung mit dem Marquardt	Verfahren�

Regel ��

Wenn

�
�

y�k � ��

y�k � �

i��k � ��

i��k � �

�
���� Ist

�
�

�������������

������������

�������������	

������������	

�
���� � �A���

Dann y� � �� ����� � ���	 � �� �����y�k � �� � �� ����� � ����y�k � �

� �� ������ � ����i��k � �� � �� ������ � ����i��k � �

Regel �

Wenn

�
�

y�k � ��

y�k � �

i��k � ��

i��k � �

�
���� Ist

�
�

�������������

�����������

�������������

������������

�
���� � �A���

Dann y� � �� ����� � ���	 � �� ����y�k � �� � �� ����� � ����y�k � �

� �� ����� � ���	i��k � �� � �� ����� � ����i��k � �

Regel ��

Wenn

�
�

y�k � ��

y�k � �

i��k � ��

i��k � �

�
���� Ist

�
�

������������

������������

������������

�������������

�
���� � �A���



A Parameter des identi	zierten Modells ��

Dann y	 � �� ������ � ���	 � � �����y�k � ��� �� �����y�k � �
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Als Abstandsnorm wurde die Mahalonobisnorm zugrundegelegt� f
ur die sich folgende For�

menmatrix ergibt�
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B Parameterverl�aufe bei rekursiver Optimierung

In Abschnitt �� wurde der Ein�u� einer rekursiven Optimierung auf die Parameter�

verl
aufe diskutiert� Zur Illustration dienten lediglich zwei Parameterverl
aufe mit den

gr
o�ten Parameter
anderungen� Diese treten beim Marquardt	Verfahren auf� Um einen

detaillierteren Vergleich zwischen dem Levenberg� und dem Marquardt	Verfahren bei re�

kursiver Optimierung sowie eine genaue Gegen
uberstellung mit der pr
adiktiven Optimie�

rung zu erm
oglichen� werden hier alle Parameterverl
aufe vorgestellt�
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Bild B��� Parameterverl
aufe der Prototypenkoordinaten vjh bei rekursiver Optimierung

�Index j� Prototypennummer� Index h� Komponentennummer�
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Bild B��� Parameterverl
aufe der Konklusionspolynomparameter bei rekursiver Optimie�

rung �Index j� Nummer des Konlusionspolynoms�
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Bild B��� Parameterverl
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