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� Einleitung �

� Einleitung

Die Regelung von Robotern ist ein anspruchsvolles Problem� Eine der wichtigsten Teilauf	

gaben
 die ein Roboter durchf�uhren mu�
 ist
 da� dessen Koordinaten einer vorgegebenen

Bahn folgen� Das hei�t
 der Ist�Wert und der Soll�Wert der starren Koordinaten der

Gelenkwinkel in der Regel� sollen �ubereinstimmen� Da es f�ur einen starren Roboter so

viele Eing�ange wie Freiheitsgrade gibt
 l�a�t sich das Problem auf verschieden Arten l�osen

Slotine und Li ����
 Slotine ����
 Fu u� a� ����
 Ortega und Spong ����
 Spong und

Vidyasagar ����
 Canudas de Wit u� a� ����
 Nicosia und Tomei ����
 Canudas de Wit

u� a� ����
 Spong ����
 Feng und Postlethwaite ����
 Tang und Arteaga P�erez ����
 Qu

������

Bei elastischen Robotern treten mehrere Schwierigkeiten auf� In diesem Fall gibt es we	

niger Eing�ange als Ausg�ange
 was gleichzeitig bedeutet
 da� man nicht in der Lage ist


sowohl f�ur die starren als auch f�ur die elastischen Koordinaten eine beliebige Bahn vorzu	

geben
 die genau verfolgt werden kann� Eine L�osung f�ur dieses Problem besteht darin
 nur

die Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten vorzugeben
 w�ahrend die Bahn f�ur die elasti	

schen so berechnet wird
 da� die �Ubereinstimmung der starren Koordinaten erreicht wird

De Luca und Siciliano ����a
 ����b
 De Luca und Panzieri ������ In De Luca und Sici	

liano ����a� und De Luca und Panzieri ����� wird ein Algorithmus zur Kompensation

des Gravitationsvektors vorgeschlagen� Es handelt sich nicht darum
 einer Bahn zu folgen


sondern nur um eine Punkt�zu�Punkt Regelung� Falls das System eine D�ampfung von

Null besitzt
 sollen mehrere Annahmen �uber die Tr�agheitsmatrix vorausgesetzt werden�

In De Luca und Siciliano ����b� wird das Bahnverfolgungsproblem betrachtet
 allerdings

ohne Gravitationsterm� Die Autoren schlagen keine L�osung vor
 wenn die D�ampfung der

Glieder des Roboters gleich Null ist� Eine wichtige Voraussetzung ist
 da� das Modell des

elastischen Roboters bekannt ist�

Im vorliegenden Bericht wird ein Regler vorgestellt
 der die �Ubereinstimmung des Soll�

und Ist�Wertes der verallgemeinerten Koordinaten erzielt� Hierbei wird die Bahn f�ur die

starren Koordinaten beliebig gew�ahlt
 w�ahrend die Soll�Bahn der elastischen Koordinaten

so berechnet wird
 da� sie immer beschr�ankt bleibt� Um die Stabilit�at des Reglerkreises

zu analysieren
 werden die mathematischen Voraussetzungen im Abschnitt � vorgestellt�

Abschnitt ��� beschreibt den Regler f�ur den Fall
 da� die D�ampfung der Glieder des

Roboters ungleich Null ist
 w�ahrend im Abschnitt ��� die Annahme gemacht wird
 da�

dies nicht der Fall ist
 und ein neuer Regler wird ausgelegt� Eine Zusammenfassung und

Ausblick schlie�en den Forschungsbericht ab�
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� Mathematische Voraussetzungen

Eine �ubliche Teilaufgabe eines Roboters besteht darin
 einer Bahn zu folgen� Das hei�t


mittels eines Reglers soll der Ist�Wert der verallgemeinerten Koordinaten des Robo	

ters mit einem gewissen Soll�Wert �ubereinstimmen� Um die Stabilit�at des gesamten

Systems Regler und Roboter� zu beweisen
 kann man z� B� die Ljapunov�Theorie

Hahn ����
 Vidyasagar ����
 Slotine und Li ����� oder die Passivit�ats�Theorie Desoer

und Vidyasagar ����� anwenden� Wegen ihrer Flexibilit�at wird die Ljapunov�Theorie

am h�au�gsten benutzt� Im vorliegenden Forschungsbericht wird angenommen
 da� der

Leser deren Grundlagen kennt Schwarz �����
 so da� nur besondere De�nitionen bzw�

S�atze im Abschnitt ��� anzugeben sind� Abschnitt ��� stellt das Modell eines elastischen

Roboters mit einigen seiner wichtigsten Eigenschaften vor�

��� Zur Stabilit�at eines Systems

Im vorliegenden Abschnitt werden einige S�atze �uber die Stabilit�at eines Systems vorge	

stellt
 das durch die Di�erentialgleichung

�x � f x� t� � xt�� � x� ����

beschrieben werden kann
 wobei f �� � Rn�R� Rn bekannt ist�

Zuerst werden die folgenden De�nitionen eingef�uhrt�

Denition ��� Leitmann �����

Es sei eine L�osung x�� � �t�� t��� Rn von Gl� ����� Dann hei�t diese L�osung gleichm�a�ig

beschr�ankt �GB� uniformly bounded�
 wenn eine von t� unabh�angige positive Konstante

dx�� �� existiert
 so da� gilt

kxt�k � dx�� � t � �t�� t�� � ����

�

Denition ��� Leitmann �����

Es sei eine L�osung x�� � �t���� � Rn von Gl� ����� Dann hei�t diese L�osung

gleichm�a�ig beschr�ankt ab einer Grenzzeit t� � T x�� S� �GBG� uniformly ultimately

bounded� bez�uglich der Menge S
 wenn eine von t� unabh�angige nicht negative Konstante

T x�� S� �� existiert
 so da� gilt xt� � S � t � t� � T x�� S�� �

Anzumerken bleibt
 da� ein System als global gleichm�a�ig beschr�ankt ab einer Grenzzeit

�GGBG� gilt
 wenn die De�nition ��� f�ur jede m�ogliche Anfangsbedingung g�ultig ist
 d�

h� wenn T x�� S� � T S� ist�



� Mathematische Voraussetzungen �

Wenn man wie �ublich �uber die Stabilit�at des Ursprungs x � � spricht
 dann besagen

die De�nitionen ��� und ���
 da� die Zust�ande des Systems nicht unbedingt gegen Null

konvergieren
 sondern da� sie beschr�ankt bleiben� Die De�nition ��� geht weiter und

besagt auch
 da� die einzelnen Zustandsvariablen gegen eine Menge konvergieren und

darin bleiben� Die folgenden S�atze erl�autern die Stabilit�at eines Systems im Sinne der

de�nition ����

Satz ��� Dawson u� a� �����

Gegeben sei ein kontinuierliches System

�x � f x� t� � xt�� � x� ����

wobei x ein n � � Vektor ist� Es sei V x� t� eine assoziierte Ljapunov�Funktion mit den

folgenden Eigenschaften�

��kxt�k� � V x� t� � ��kxt�k� � � x� t� � Rn�R � ����

�V x� t� � 	��kxt�k� � 	e��t � � x� t� � Rn�R � ����

wobei ��� ��� �� und 	 positive Konstanten sind und 
 � � ist� Wenn in ���� 
 � � ist


dann sind die Zust�ande x GGBG in dem Sinne
 da�

kxt�k �
�
��
��
kx�k�e��t � 	

���
��	 e��t�

����
� ����

wobei � � ����� ist� Wenn 
 � � ist
 dann sind die Zust�ande global exponentiell stabil

GES� in dem Sinne
 da�

kxt�k �

�����
����

h
��
��
kx�k�e��t � �

��
te��t

i���
wenn 
 � �

h
��
��
kx�k�e��t � �

��������e
��t 	 e��t�

i���
wenn 
 
� �

wobei ebenfalls � � ����� ist�

�

Satz ��� Dawson u� a� �����

Gegeben sei ein kontinuierliches System

�x � f x� t� � xt�� � x� � ����

wobei x ein n � � Vektor ist� Es sei V x� t� eine assoziierte Ljapunov�Funktion mit den

folgenden Eigenschaften�

��kxt�k� � V x� t� � ��kxt�k� � � x� t� � Rn�R � ����

�V x� t� � 	��kxt�k� � kxt�ke��t � � x� t� � Rn�R � ����



� Mathematische Voraussetzungen �

wobei ��� ��� �� und  positive Konstanten sind und � � � ist� Wenn in Gl� ���� � � �

ist
 dann sind die Zust�ande x GGSB in dem Sinne
 da�

kxt�k � �p
��

�q
��kx�ke��t�� � �

�

h
� 	 e��t��

i�
� �����

wobei � � �
p
�� und � � ����� ist� Wenn � � � ist
 dann sind die Zust�ande GES in

dem Sinne
 da�

kxt�k �

����
���

�p
��

hp
��kx�ke��t�� � �

�
te��t��

i
wenn � � ��

�p
��

hp
��kx�ke��t�� � �

����
h
e��t 	 e��t��

ii
wenn � 
� ��

wobei � � �
p
�� und � � ����� ist�

�

Die S�atze ��� und ��� werden im Kapitel � benutzt
 um die Stabilit�at eines Reglers f�ur

elastische Roboter zu beweisen� Hierbei sind die Eigenschaften des Roboters von gro�er

Bedeutung� Der n�achste Abschnitt stellt das Modell eines elastischen Roboters vor�

��� Modelleigenschaften

Das Modell eines elastischen Roboters mit rotatorischen Gelenken kann als

Hq� �q � hq� �q� �Keq �D �q � gq� � u � �����

hq� �q�
�
� Cq� �q� �q �����

formuliert werden Arteaga P�erez ����b�
 wobei

u
�
�

�
�n��
�m��

�
� m � m� � � � ��mn � �����

qt�
�
� �q��t� � � � qn�t� q��t� � � � q�m�

t� � � � qn�t� � � � qnmnt��
T �����

�
� ���t� � � � �nt� ���t� � � � ��m�

t� � � � �n�t� � � � �nmnt��
T

�
�

�
�n��
�m��

�

Ke
�
�

�
� �

� K

�
�����

gilt� q�� � � � qn� bzw� �� � � � �n� bezeichnen die verallgemeinerten starren Koordinaten und

q�� � � � qnmn bzw� ��� � � � �nmn� die elastischen� Dabei entspricht jeweils der erste Index

der Nummer des elastischen Gliedes und der zweite der Eigenschwingform� Weitere Er	

kl�arungen sind in Arteaga P�erez ����b� nachzulesen�



� Mathematische Voraussetzungen �

Dieses Modell besitzt eine Vielzahl n�utzlicher Eigenschaften Arteaga P�erez ����b�� Ei	

nige entstehen aus physikalischen Gr�unden und andere aus dem Modellbildungsverfah	

ren� In diesem Abschnitt werden diejenigen vorgestellt
 die f�ur den Entwurf und den

Stabilit�atsbeweis des im Abschnitt � beschriebenen Reglers hilfreich sind� Die �ubrigen

Eigenschaften
 sowie der Beweis der in diesem Abschnitt vorgestellten
 sind in Arteaga

P�erez ����b� zu �nden� Zuerst werden die Normen de�niert
 die im vorliegenden Bericht

genutzt werden�

Denition ���

Die Norm eines Vektor q � Rn�m ist durch

kqk �
�

vuutn�mX
i	�

q�i �����

gegeben� �

Denition ���

Die Norm einer Matrix ist durch

kAk �
�

q
�maxATA� �����

gegeben� �

Die De�nitionen ��� und ��� sind diejenigen der euklidischen und der daraus resultieren	

den Normen� Es gibt keinen Verlust der Allgemeing�ultigkeit
 da alle Normen im Rn�m

�aquivalent sind Desoer und Vidyasagar ������ d� h�
 die in diesem Forschungsbericht

vorgestellten Ergebnisse sind f�ur jede Norm im Rn�m g�ultig� In diesem Rahmen gelten

die folgenden Eigenschaften des Modells ������

Eigenschaft ���

Die Norm des Vektors � ist durch

k�k �
s

�Ue�max

�minK�

�
� ��

begrenzt
 wobei Ue�max die maximale potentielle Energie bezeichnet� Anders ausgedr�uckt

sagt EIG ���
 da� �ij � � � Rm gilt
 wobei die Elemente von � begrenzt sind� �

Zur Vereinfachung der weiteren Vorgehensweise wird

Q
�
� Rn�� � Rn�m �����

de�niert�

Eigenschaft ���

Die Tr�agheitsmatrix Hq� ist symmetrisch und positiv de�nit� �



� Mathematische Voraussetzungen �

Eigenschaft ���

Die Matrix N q� �q�
�
� �Hq�	 �Cq� �q� ist schiefsymmetrisch� �

Eigenschaft ���

Es gilt

�minHq��kxk� � xTHq�x � �maxHq��kxk� �q � Qn�m� �x � Rn�m�

�

Eigenschaft ��	

Die Matrix H��q� existiert
 und es gilt

���maxHq��kxk� � xTH��q�x � ���minHq��kxk� �q � Qn�m� �x � Rn�m�

�

Eigenschaft ��


Es gilt

� � m� � kHq�k � m� �� �q � Qn�m �

�

Eigenschaft ���

Es gilt

� � m� � kH��q�k � m
 �� �q � Qn�m �

�

Eigenschaft ���

Es gilt

kCq� �q�k � kck �qk �q � Qn�m �

�

Eigenschaft ���

Es gibt eine Begrenzung f�ur den Vektor gq�
 d� h�

kgq�k � g � �q � Qn�m �

�
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� Regelung elastischer Roboter

Im Gegensatz zur Regelung starrer Roboter ensteht bei der Regelung von elastischen

Robotern die Schwierigkeit
 da� diese Handhabungssysteme weniger Eing�ange als Frei	

heitsgrade besitzen� Dies bedeutet
 da� man bei elastischen Robotern nicht mehr ei	

ne beliebige Bahn f�ur jede verallgemeinerte Koordinate angeben kann� Deshalb ist es

w�unschenswert
 da� die starren Koordinaten immer noch einer beliebigen Bahn folgen


w�ahrend die elastischen beschr�ankt bleiben� Es sollte auch Aufgabe des Reglers sein


die D�ampfung des Systems zu erh�ohen� Im vorliegenden Abschnitt wird der Regler nach

Slotine und Li ����� zur Regelung elastischer Roboter benutzt� Es wird gezeigt
 da�

die oben beschriebene Aufgabe mit diesem Regler auszuf�uhren ist� Au�erdem wird die

Soll�Bahn�Berechnung der elastischen Koordinaten so modi�ziert
 da� die D�ampfung des

Systems erh�oht wird�

��� Der Regler nach Slotine und Li f�ur elastische Roboter

Der Regler f�ur starre Roboter nach Slotine und Li ����� garantiert die Fehlerkonver	

genz gegen Null zwischen der Soll� und Ist�Bahn der Koordinaten� Er ist die Basis

f�ur mehrere adaptive Regler Slotine und Li ����
 Spong u� a� ����
 Tang und Artea	

ga P�erez ����
 Lammerts u� a� ������ Obwohl dieser Regler prinzipiell als adaptiv gedacht

worden ist
 hat Spong ����� einen robusten Regler nach ihm ausgelegt� Im Gegensatz

zur Regelung mit inverser Dynamik Spong und Vidyasagar �����
 die eine lineare Fehl	

ergleichung liefert
 nutzt das Regelungskonzept nach Slotine und Li die physikalischen

Charakteristika des Systems aus Slotine ������ Genauso wie bei der Regelung mit inver	

ser Dynamik wird vorausgesetzt
 da� sowohl die Modellparameter als auch die Zust�ande

des Roboters gut bekannt sind� Anzumerken bleibt
 da� die letzte Annahme f�ur elastische

Roboter nicht leicht zu erf�ullen ist
 da nur die elastischen Koordinaten und nicht deren

Geschwindigkeiten direkt me�bar sind Arteaga P�erez ����a�� In diesem Fall ist ein Beob	

achter zu benutzen Arteaga P�erez ����a
 ����b�� Da die Stabilit�at eines nichtlinearen

Systems ohne Anwendung eines Beobachters fast garantiert bedeutet
 da� dieses nicht

stabil wird
 wenn ein Beobachter verwendet wird
 unabh�angig davon
 ob der Beobachter

an sich stabil ist
 wird ein Stabilit�atsbeweis f�ur das Gesamtsystem in zuk�unftigen Arbei	

ten durchgef�uhrt werden�

Wie im Abschnitt � vorgestellt
 lauten die Bewegungsgleichungen eines elastischen Robo	

ters wie folgt

Hq� �q � Cq� �q� �q �Keq �D �q � gq� � u � ����

Gegeben sei eine beschr�ankte Soll�Bahn qd
 deren Geschwindigkeit �qd und Beschleunigung

�qd bekannt und beschr�ankt sind� So ist der Fehler zwischen Ist� und Soll�Bahn als

 q
�
� q 	 qd � ����

� q
�
� �q 	 �qd ����



� Regelung elastischer Roboter �

zu de�nieren� In diesem Rahmen kann die Regelungsaufgabe �ublicherweise als

lim
t��

 q � �� ����

lim
t��

� q � � ����

formuliert werden� Bevor der Regler vorgestellt werden kann
 sind die folgenden Variablen

zu de�nieren�

�qr
�
� �qd 	�  q � ����

s
�
� �q 	 �qr � �q 	 �qd �� q � � q �� q � ����

wobei � eine positiv de�nite diagonale Matrix ist� Mit den vorherigen De�nitionen ergibt

sich der Regler f�ur den elastischen Roboter zu�

u
�
�Hq� �qr �Cq� �q� �qr �Keqd �D �qr � gq�	Kps � ����

wobei Kp � � diagonal ist� Anzumerken bleibt
 da� dieser Regler grunds�atzlich der glei	

che wie der in Lammerts u� a� ����� vorgestellte ist
 obgleich dort die Matrix Ke mit qr
und nicht mit qd multipliziert wird� Dieser kleine Unterschied ist von gro�er Bedeutung


da der Regler ���� bei der Berechnung der Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten

sich als stabil erweist
 w�ahrend Lammerts u� a� ihren Regler in diesem Sinne als instabil

bezeichnen�

Wenn Gl� ���� in Gl� ���� eingesetzt wird
 l�a�t sich die Fehlerdynamik als

Hq� �s � 	�Cq� �q�s �Ke  q �KpDs� � ����

KpD
�
� Kp �D � � �����

schreiben� Diese Gleichung ist eher eine Funktion von s als von  q und � q� Im Grunde

genommen ist Gleichung ���� bei starren Robotern nur eine Funktion von s
 weil s als ein

stabiler Filter erster Ordnung f�ur  q betrachtet werden kann� Die Hauptidee von Slotine

und Li ist die Benutzung des Sliding Mode Verfahrens
 da die Fehlerkonvergenz gegen

Null garantiert ist
 wenn lim
t��

s � � ist� Da die Stabilit�at von  q und � q in vorliegendem

Forschungsbericht zu analysieren ist
 wird die folgende De�nition eingesetzt�

x
�
�

�
 q
� q

�
� �����

Wenn der elastische Roboter so viele Eing�ange wie Freiheitsgrade
 wie im starren Fall


h�atte
 dann k�onnte man einen beliebigen Vektor qd w�ahlen� Da dieses nicht der Fall ist


mu� auch die Gleichung�
�

�

�
�
�Hq� �qr �Cq� �q� �qr �Keqd �D �qr � gq�	Kps �����
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erf�ullt werden� Aus Gl� ����� ist die Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten zu

bestimmen� Daf�ur werden die folgenden De�nitionen eingef�uhrt�

s
�
�

�
s�

s	

�
� �����

Kp
�
�

�
Kp� �

� Kp	

�
�����

D
�
�

�
D� �

� D	

�
� �����

KpD
�
�

�
KpD� �

� KpD	

�
�

�
Kp� �D� �

� KpD	 �D	

�
� �����

�
�
�

�
�� �

� �	

�
�����

�qr
�
�

�
��r
��r

�
�

�
��d 	��

 �
��d 	�	

 �

�
� �����

Hq�
�
�

�
H�� H�	

HT
�	 H		

�
� �����

Cq�q�
�
�

�
C�� C�	

C	� C		

�
� �����

gq�
�
�

�
g�

g	

�
� �����

Mit Hilfe der Gln� ����� bis ����� kann Gl� ����� als�
�

�

�
�

�
H�� H�	

HT
�	 H		

� �
��r
��r

�
�

�
C�� C�	

C	� C		

� �
��r
��r

�
�����

�

�
� �

� K

� �
�d

�d

�
�

�
D� �

� D	

� �
��r
��r

�

�

�
g�

g	

�
	
�
Kp� �

� Kp	

� �
s�

s	

�

geschrieben werden� Aus Gl� ����� berechnet man sowohl den Eingangsvektor � als auch

die Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten �d�

� � H��
��r �H�	

��r �C��
��r �C�	

��r �D�
��r � g� 	Kp�s� � �����

��d � �	
� � 	H��

		 �C		
��r �D	

��r 	Kp	s	 �K�d �����

�HT
�	
��r �C	�

��r � g	� �

�d�� � ��d�� � � � �����

Der folgende Satz garantiert
 da� der Regler ����� zusammen mit der Soll�Bahn �����

asymptotisch stabil ist�
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Satz ���

Gegeben sei eine beliebige Soll�Bahn �d mit beschr�ankter Geschwindigkeit und Beschleu	

nigung� Wenn k �qk � vm ist
 wobei vm eine positive Konstante ist
 dann bleiben die in

den Gln� ����������� angegebenen Soll�Bahnen �d und ��d beschr�ankt� Bei Anwendung

des Reglers ����� ist die Gleichgewichtslage x � � von Gl� ���� asymptotisch stabil�

Beweis

Zuerst wird bewiesen� da� Gln� ������	����
� eine beschr�ankte Soll	Bahn liefern� unabh�angig

davon� ob die Verfolgungsfehler Null sind oder nicht� Daf�ur werden die Variablen

s�
�
� �d ��	�d � ������

x	
�
�

�
�d
�d

�
������

eingesetzt� so da� Gl� ������ sich zu

H s� � ��C		s� �KpD	s� �K�d � fr� ������

fr
�
� HT

�	
��r �C	�

�r � g	 �H		�	
�

�C		�	� �D	�	� �Kp	� � ��	�� ������

umschreiben l�a�t� Da kqk � � f�ur elastische Roboter mit rotatorischen Gelenken gilt und

k qk � vm ist� ist fr nur eine Funktion von beschr�ankten Variablen� was bedeutet� da� eine

positive Konstante frmax existiert� so da�

kfrk � frmax ������

gilt �siehe EIG ��� bis ����� Eine Ljapunov	Funktion f�ur das System ������ ist

V	�x	� t�
�
� V	�x	� �

�

�
sT�H		s� � �

T
d

�
�	KpD	 �

�

�
K

�
�d ������

�
�

�
xT	

�
��	KpD	 �K ��	H		�	 �	H		

H		�	 H		

�
x	

�
�

�

�
xT	Mx	 �

Wegen EIG ��� ergibt sich

��kx	k� � V	�x	� � ��kx	k� � ������

��
�
�

�

�
min

q�Qn�m
��min�M�� � ������

��
�
�

�

�
max

q�Qn�m
��max�M�� � ������

Die Ableitung nach der Zeit von ������ lautet�

V	�x	� �
�

�
sT�

H		s� � �
T
d�	KpD	�d � �

T
d�	KpD	

�d � �
T
dK�d � s

T
�H		 s� � ����
�
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Setzt man Gl� ������ in Gl� ����
� ein und betrachtet EIG ���� ergibt sich

V	�x	� �
�

�
sT�

H		s� � �
T
d�	KpD	�d � �

T
d�	KpD	

�d � �
T
dK�d ������

�sT� �C		s� �KpD	s� �K�d � fr�

� �sT�KpD	s� � �
T
d�	KpD	�d � �

T
d�	KpD	

�d � sT�K�d � �
T
dK�d � sT� fr

� �� �Td � �Td�	�KpD	� �d ��	�d� � �
T
d�	KpD	�d � �

T
d�	KpD	

�d

�� �Td � �Td�	�K�d � �
T
dK�d � sT� fr

� � �
T
dKpD	

�d � �
T
dKpD	�	�d � �Td�	KpD	

�d � �Td�	KpD	�	�d

��
T
d�	KpD	�d � �

T
d�	KpD	

�d � �Td�	K�d � sT� fr
� � �

T
dKpD	

�d � �Td ��	KpD	�	 ��	K��d � sT� fr
� �xT	

�
�	KpD	�	 ��	K �

� KpD	

�
x	 � sT� fr

�
� �xT	 Px	 � sT� fr
� ���kx	k� � sT� fr �

wobei

��
�
� �min�P � � min��min�KpD	�� �min��	�

��min�KpD	� � �min��	��min�K�� ������

ist� Da

ks�k � k �d ��	�k � k �dk� �max��	�k�k � �� � �max��	��kx	k ������

gilt� l�a�t sich Gl� ������ als

V	�x	� � ���kx	k� � �� � �max��	��frmaxkx	k ������
�
� ���kx	k� � �kx	k

schreiben� Durch Anwenden des Satzes ��� mit � � � wird bewiesen� da� kx	k beschr�ankt ist� Es
bleibt zu beweisen� da� x gegen Null konvergiert� Daf�ur wird die folgende Ljapunov	Funktion

de�niert�

V �x� t�
�
� V �x� �

�

�
sTH�q�s� �qT

�
�KpD �

�

�
Ke

�
�q � ������

deren Ableitung lautet�

V �x� �
�

�
sT H�q�s� �q

T
�KpD �q � �qT�KpD

�q � �q
T
Ke �q � s

TH�q� s � ������

Setzt man Gl� ����� in Gl� ������ ein und betrachtet EIG ���� ergibt sich

V �x� �
�

�
sT H�q�s� �q

T
�KpD �q � �qT�KpD

�q � �q
T
Ke �q ������

�sT �C�q� q�s�Ke �q �KpDs�

� �sTKpDs � �q
T
�KpD �q � �qT�KpD

�q � sTKe �q � �q
T
Ke �q

� �� �qT � �qT��KpD� �q ���q� � �q
T
�KpD �q � �qT�KpD

�q
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�� �qT � �qT��Ke �q � �q
T
Ke �q

� � �q
T
KpD

�q � �q
T
KpD��q � �qT�KpD

�q � �qT�KpD��q

��q
T
�KpD �q � �qT�KpD

�q � �qT�Ke �q

� � �q
T
KpD

�q � �qT ��KpD���Ke� �q

� �xT
�
�KpD���Ke �

� KpD

�
x

� � �

Da V �x� � � gilt� nur wenn x � � ist� ist die asymptotische Stabilit�at von x bewiesen� �

Es ist interessant
 das Verhalten der durch Gl� ����� gegebenen Bahn zu untersuchen�

Dazu wird angenommen
 da� die starren Koordinaten einen konstanten Wert erreichen

sollen und da� x Null ist� In diesem Fall vereinfacht sich Gl� ����� zu

H		
��d �C		

��d �D	
��d �K�d � g	 � � � �����

Wenn man davon ausgeht
 da� der Gravitationsterm g	q� nur eine Funktion von � ist

De Luca und Siciliano ����b
 De Luca und Panzieri �����
 d� h� g	q� � g	�� gilt


dann wird g	 ein konstanter Vektor
 so da� sich eine neue Variable y de�nieren l�a�t�

y
�
� �d �K

��g	 � �����

wobei Gl� ����� zu

H		 �y �C		 �y �D	 �y �Ky � � �����

umzuschreiben ist� Benutzt man die Ljapunov�Funktion

Vyy� �y� �
�

�
yTKy �

�

�
�yTH		 �y � �����

ergibt sich

�Vy � �yTKy �
�

�
�yT �H		 �y � �yTH		 �y �����

� �yTKy �
�

�
�y �H		 �y 	 �yT �C		 �y �D	 �y �Ky�

� 	 �yTD	 �y � � �

Bei der Berechnung von Gl� ����� wurden Gl� ����� und EIG ��� verwendet� Da
�Vy Null nur f�ur �y � � ist
 kann man den Satz der invarianten Mengen invariant set

theorem� anwenden Hahn ����
 Slotine und Li ����
 De Luca und Siciliano ����a�
 um

die asymptotische Stabilit�at der Gleichgewichtslage von Gl� ����� zu beweisen� Da Gl�

����� zu

�y �H��
		 Ky �����



� Regelung elastischer Roboter ��

wird
 wenn �y � � gilt
 bedeutet dies
 da� die gr�o�te invariante Menge in �Vy � � y � �y � �

ist
 und gleichzeitig
 da� die Gleichgewichtslage asymptotisch stabil ist� Wenn y � � wird


erreicht �d den Wert 	K��g	� Dies ist das gleiche Ergebnis wie in De Luca und Siciliano

����b� und De Luca und Panzieri ������

Um den Regler ����� zu testen
 wird ein zweiachsiger Roboter simuliert Bild ����� Dieser

Roboter wurde von De Luca und Siciliano ����� als ein ebener Roboter modelliert und

in De Luca und Siciliano ����b� um einen Gravitationsvektor erweitert� In der Simula	

tion wird angenommen
 da� die Anfangsbedingungen gleich Null f�ur alle au�er der ersten

starren Koordinate ��� sind� Es gilt ���� � 	���
 d� h� der Roboter ist am Anfang in

seiner Ruhelage�

y�

x�

x�

y�

q��

q��

g

Bild ���� Elastischer Roboter mit zwei Gliedern

Die Parameter des Reglers die auch f�ur den n�achsten Abschnitt g�ultig sind� lauten�

Kp �
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In der ersten Simulation wird

�d �

� 	���
��

�
�����



� Regelung elastischer Roboter ��

als Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten vorgegeben� Die Ergebnisse sind in den Bildern

��� bis ��� dargestellt� Die Momente an den Gelenken
 also die Ausg�ange des Reglers


sind in Bild ��� zu sehen� Wie vorausgesetzt
 konvergieren die Fehler gegen Null
 sowohl

f�ur die starren als auch f�ur die elastischen Koordinaten� Die Soll�Bahnen der elastischen

Koordinaten ergeben sich als beschr�ankt und deren End�Werte lauten�

�d �

	




�

	�� ����m�

	�� ������m�

	�� ������m�

	�� �������m�

�
� � �����

was grunds�atzlich das gleiche Ergebnis wie in De Luca und Siciliano ����b� ist�

Da der Regler ����� nicht nur f�ur konstante Soll�Bahnen
 sondern auch f�ur zeitvariante

Soll�Bahnen ausgelegt worden ist
 wird er mit zwei Sinus�Funktionen f�ur die starren

Koordinaten getestet�

�d �

� 	��� � ��� sint�
��� sint�

�
� �����

Die Ergebnisse sind in den Bildern ��� bis ���� zu sehen� Genauso wie vorher konvergieren

die Fehler gegen Null und die elastischen Koordinaten bleiben beschr�ankt� Die Momente

an den Gelenken sind in Bild ���� zu betrachten�
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Bild ���� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ���

c� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ���

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����
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Bild ���� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ����

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ����

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����
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Bild ���� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ���

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ���

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����
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Bild ��	� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ����

c� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ����

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����
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Bild ��
� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Eingang ���

b� Eingang ���
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Bild ���� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ������

a� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ���

c� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ���

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����
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��� Das D�ampfungsproblem

Im vorherigen Abschnitt wurde ein Regler f�ur elastische Roboter zur Bahnverfolgung

starrer Koordinaten vorgestellt� Da die Soll�Bahn der elastischen Koordinaten nicht

beliebig ausgew�ahlt werden kann
 ist diese nach Gl� ����� zu bestimmen� Analysiert

man den Fall
 wenn die Soll�Bahn der starren Koordinaten konstant ist
 dann ergibt sich

die folgende Gleichung
 wenn x � � gilt�

H		
��d �C		

��d �D	
��d �K�d � g	 � � � �����

Da der Fehler Null ist
 d� h� da � � �d ist
 beschreibt Gl� ����� nicht nur die Dynamik

der Soll�Bahn �d
 sondern auch die der Ist�Bahn �� Nimmt man an
 da� D	 � � ist

was f�ur ein physikalisches System nie der Fall sein kann Bernzen ������
 dann ist es

klar
 da� � und �d schwingen werden� Da Gl� ����� eigentlich zum Regler und nicht

zum physikalischen System geh�ort
 darf man einen Term der FormD�
��d addieren
 wobei

D� � � und diagonal ist� Wenn der Fehler immer noch Null w�are� dann w�are die Soll�

Bahn �d ged�ampft und� demzufolge auch die Ist�Bahn �� Hier gilt die Stabilit�atsanalyse

des vorherigen Abschnitts nicht mehr� Wenn man den Term D�
��d als eine St�orung

betrachtet
 dann ist ein robuster Regler auszulegen
 der diese
"
St�orung# bek�ampfen kann

Corless und Leitmann ����
 Leitmann ����
 Dawson u� a� ����
 Qu und Dawson ����


Spong ����
 Yaz ������ So wird der folgende Regler vorgeschlagen�

u
�
�Hq� �qr �Cq� �q� �qr �Keqd �D �qr � gq�	Kps�

�
�n��

D�
��d � f

�
� �����

wobei die Elemente des Vektors f durch

fij
�
� 	 ��dij

 ��dijs	ij�dij

k ��dijs	ijk� 	ije��ijt
� i � �� � � � � n� j � �� � � � �mi � �����

gegeben sind
 wobei s	ij Element von s	
 ��dij Element von ��d und dij Element von D�

ist� Diesmal wird angenommen
 da� D � � ist� Bei Gl� ����� bleibt der Vektor �

unver�andert siehe Gl� ������
 w�ahrend die Soll�Bahn �d durch

��d � �	
� � 	H��

		

�
C		

��r �D	
��r 	Kp	s	 �K�d �����

�HT
�	
��r �C	�

��r � g	 �D�
��d � f � �

�d�� � ��d�� � � �����

bestimmt werden mu�� In diesem Fall l�a�t sich die Fehlerdynamik durch

Hq� �s � 	�Cq� �q�s �Ke  q �KpDs� �

�
�

D�
��d � f

�
�����

beschreiben� Der folgende Satz erl�autert die Stabilit�at des neuen Gesamtsystems�
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Satz ���

Gegeben sei eine beliebige Soll�Bahn �d mit beschr�ankter Geschwindigkeit und Beschleu	

nigung� Wenn k �qk � vm ist
 wobei vm eine positive Konstante ist
 dann bleiben die

in den Gln� ����������� angegebenen Soll�Bahnen �d und ��d beschr�ankt
 wenn ��
�
�

�minP � 	 � � �max�	��� �
p
n�m��maxD�� � �
 wobei �minP � entsprechend Gl�

����� gegeben ist� Bei Anwendung des Reglers ����� ist die Gleichgewichtslage x � �

von Gl� ����� GES im Sinne von Satz ����

Beweis

Der Beweis ist grunds�atzlich der gleiche wie beim Satz ���� Um die Beschr�anktheit von �d und
�d festzustellen� werden die Variablen x	 und s� noch einmal verwendet �siehe Gln� ������ und

�������� deren Dynamik durch

H		 s� � ��C		s� �KpD	s� �K�d � fr � f �D�
�d� ������

beschrieben wird� wobei fr der gleiche Vektor wie in Gl� ������ ist� Dabei gilt immer noch� da�

kfrk � frmax ist� Verwendet man die Ljapunov	Funktion

V	�x	� t�
�
� V	�x	� �

�

�
xT	Mx	 ������

�
�

�
sT�H		s� � �

T
d

�
�	KpD	 �

�

�
K

�
�d �

mit M wie in Gl� ������� gilt

��kx	k� � V	�x	� � ��kx	k� � ������

��
�
�

�

�
min

q�Qn�m
��min�M�� � ������

��
�
�

�

�
max

q�Qn�m
��max�M�� � ������

Die Ableitung von ������ l�a�t sich mit Gl� ������ berechnen� wenn der Term f �D�
�d ber�uck�

sichtigt wird�

V	�x	� � ��min�P �kx	k� � sT� �fr � f �D�
�d� � ����
�

wobei �min�P � durch Gl� ������ gegeben ist� Aus Gl� ���
�� ergibt sich

kfk � �max�D��
p
n�mk �dk � ������

so da� �siehe �������

ksT� �fr � f �D�
�d�k � ������

�� ��max��	��kx	k�frmax � �max�D���� �
p
n�m�kx	k�

gilt� Gleichung ����
� l�a�t sich zu

V	�x	� � ��min�P �kx	k� ������

��� � �max��	��kx	k�frmax� �max�D���� �
p
n �m�kx	k�

� ���min�P �� �� � �max��	���max�D���� �
p
n �m��kx	k�

��� � �max��	��frmaxkx	k ������
�
� ���kx	k� � �kx	k
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umschreiben� Da es Voraussetzung ist� da� �� � � ist� wird beim Anwenden des Satzes ��� mit

� � � bewiesen� da� kx	k beschr�ankt ist� Es bleibt zu beweisen� da� x gegen Null konvergiert�

Daf�ur wird die Ljapunov	Funktion

V �x� t�
�
� V �x� �

�

�
sTH�q�s� �qT

�
�KpD �

�

�
Ke

�
�q ������

�
�

�
xT

�
��KpD �Ke ��H�q�� �H�q�

H�q�� H�q�

�
x

�
�

�

�
xTNx

angesetzt� Wegen EIG ��� ergibt sich

��kxk� � V �x� � ��kxk� � ������

��
�
�

�

�
min

q�Qn�m
��min�N�� � ������

��
�
�

�

�
max

q�Qn�m
��max�N�� � ������

Die Ableitung von ������ kann man aus Gl� ������ und ���
�� berechnen�

V �x� � �xT
�
�KpD���Ke �

� KpD

�
x� sT

�
�

D�
�d � f

�
������

�
� �xTQx � sT	 �D�

�d � f�

� ��min�Q�kxk� �
nX
i	�

miX
j	�

�
� �dijs	ij�dij � dij

k �dijs	ijk�
k �dijs	ijk� 	ije

��ij t

�

� ��min�Q�kxk� �
nX
i	�

miX
j	�

�
k �dijs	ijkdij � dij

k �dijs	ijk�
k �dijs	ijk� 	ije��ij t

�

� ��min�Q�kxk� �
nX

i	�

miX
j	�

�
dij

k �dijs	ijk
k �dijs	ijk� 	ije

��ij t 	ije
��ij t

�

� ��min�Q�kxk� �
nX

i	�

miX
j	�

�dij	ije
��ij t�

� ���kxk� � 	e��t �

wobei

��
�
� �min�Q� � ����
�

	
�
�

nX
i	�

miX
j	�

dij	ij � ������



�
� min�
ij� � i � �� � � � � n� j � �� � � � � mi � ������

gilt� Durch Anwendung von Satz ��� l�a�t sich Satz ��� beweisen� �

Der Satz ��� garantiert grunds�atzlich das gleiche wie der Satz ���
 so da� es vielleicht

nicht o�ensichtlich ist
 da� die D�ampfung des Systems erh�oht worden ist� Nimmt man



� Regelung elastischer Roboter ��

wieder an
 da� der Vektor x � � ist
 so ergibt sich die folgende Dynamik der Soll�Bahn

�d

H		
��d �C		

��d �D�
��d �K�d � g	 � f � � � �����

wenn D	 � � ist� Unter der Annahme
 da� g	q� � g	�� gilt
 l�a�t sich die Variable y

siehe Gl������� wieder verwenden
 so da� Gl� ����� als

H		 �y �C		 �y �D� �y �Ky � f  �y� � � � �����

geschrieben werden kann� Benutzt man die gleiche Ljapunov�Funktion wie vorher siehe

Gl� ������
 so ergibt sich deren Ableitung als

�Vy � 	 �yTD� �y 	 �yTf  �y� �����

� 	
nX

i	�

miX
j	�

�
dij �y

�
ij 	 dij �y

�
ij

�yijs	ij
k �yijs	ijk� 	ije��ij t

�

� 	
nX

i	�

miX
j	�

dij �y
�
ij

�
� 	 �yijs	ij

k �yijs	ijk� 	ije��ij t

�
� � � �����

Auch in diesem Fall ist �Vy Null nur f�ur �y � �
 so da� die Stabilit�at der Gleichgewichtslage

�y � y � � durch Anwenden des gleichen Arguments wie vorher zu beweisen ist� Da die

Soll�Bahn �d ged�ampft ist
 mu� auch die Ist�Bahn � ged�ampft sein�

Anzumerken bleibt
 da� der Regler an sich der gleiche wie im vorherigen Abschnitt ist


mit einer �Anderung bei der Berechnung der Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten�

So wird der Regler ����� zusammen mit der neuen Soll�Bahn ����� getestet� Hierbei

gelten die gleichen Matrizen Kp ����� und � ������ Die Parameter 	ij und 
ij in �����

sind jeweils �
����� und �
����

In der ersten Simulation wird f�ur die starren Koordinaten die konstante Soll�Bahn nach

Gl� ����� vorgegebenen� Es wird angenommen
 da� D	 � � ist
 w�ahrend D� die alten

Werte der Matrix D	 besitzt� Die Ergebnisse in diesem Fall sind in den Bildern ���� bis

���� zu sehen� Wie vorausgesehen
 werden die m�oglichen Schwingungen unterdr�uckt� Bild

���� a� zeigt deutlich
 wie die Soll�Bahn der elastischen Koordinate �d�� fast gar nicht

oszilliert
 w�ahrend die Ist�Bahn schwingt� In weniger als �s verschwinden die Schwingun	

gen� In diesem Fall gelten die gleichen End�Werte der Soll�Bahnen f�ur die elastischen

Koordinaten wie vorher siehe Gl� ������� Die Momente an den Gelenken sind in Bild

���� zu sehen� Mit Ausnahme von zwei Spitzen um t � �s sind diese nicht wesentlich

gr�o�er als in dem Fall des ged�ampften Systems�

Die Simulationsergebnisse f�ur die sinusf�ormigen Signale sind in den Bildern ���� bis ����

zu sehen� Diese Soll�Bahnen sind nat�urlich aufwendiger f�ur den Regler
 insbesondere f�ur

die Koordinaten gr�o�erer Ordnung� So schwingt ��� bis etwa �s stark
 wenn der Regler

die Oszillationen bek�ampfen kann siehe Bild ���� e��� Danach ergibt sich das gleiche wie
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im vorherigen Abschnitt� Die Momente an den Gelenken sind in Bild ���� zu sehen� Sie

bleiben beschr�ankt� Mit Ausnahme von einigen Spitzen sind sie nicht wesentlich gr�o�er

als vorher�

Erw�ahnt werdenmu�
 da� die Stabilit�atsanalyse der Gleichgewichtslagex � � unabh�angig

von der der Beschr�anktheit von �d und ��d ist
 so da� die Bedingung �� � � eventuell nicht

zu betrachten ist
 da Gl� ����� ausgenutzt werden kann
 um das Verhalten von �d und
��d zu kennen�



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

�� und �d����  �����

�� und �d����  �����

��� und �d���m�  ����m�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� ��

�

	�� ��

	�� ��

�

	�� �

	�� �

	��

	��

	��

�� �

�

	�� �
	�� �
	�� �

�� �

�

	�� �
	�� �

	�� �

�

	��� �

	��
	��� �
	��

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ���

c� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ���

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

��� und �d���m�  ����m�

��� und �d���m�  ����m�

��� und �d���m�  ����m�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� ���

�

	�� ���

�� ���

�

	�� ���

�� �����

�

	�� �����

�� ���

�

	�� ���

�

	�� ���

	�� ���

�

	�� �����

	�� �����

	�� ���

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ����

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ����

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

��� und ��d����s� � ���
��s�

��� und ��d����s� � ���
��s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� �

�

	�� �

	�

�� �

�

	�� �

	�

��

��

�

��� �

�� ��

�

	�� ��
	��� � 	��� �

	�� ��

�� ��

��� �

�

��

�

��

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ���

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ���

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� �

�

	�� �

�� �

�� ��

�

	�� ��
	�� �

�

	�� ���

�� ���

�� �

�

	�� �

�� �

�

	�� �

�� ���

�

	�� ���

Bild ���	� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ����

c� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ����

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����



� Regelung elastischer Roboter ��

� � � � � ��

� � � � � ��

���Nm�

���Nm�

a�

b�

t�s�

t�s�

�

��

��

��

��

�

�

	�

Bild ���
� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Konstante Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Eingang ���

b� Eingang ���



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

�� und �d����  �����

�� und �d����  �����

��� und �d���m�  ����m�

� �� � ��

� �� � ��

������

�

�

�� ��

�

	�� ��

	��� �

	��

	��� �

��� �

�

	��� �

�� ��

	�� ��
	�� ��

	�� ��

	�� ��

	�� ��

�� ��

�

	�� ��

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ���

c� Koordinate �� !�� und deren Soll�Bahn �d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ���

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

��� und �d���m�  ����m�

��� und �d���m�  ����m�

��� und �d���m�  ����m�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� ���

�

	�� ���

�� ���

�

	�� ���

	�� ���

�� ����

�

	�� ����

�� ���

�� ���

�

	�� ���

	�� ���

�� ���

�� ���

�

	�� ���

	�� ���

�� ����

�

	�� ����

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf  ����

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf  ����

e� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn �d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf  ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

��� und ��d����s� � ���
��s�

��� und ��d����s� � �����s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

� �� � ��

� �� � ��

������

��

��� �

�

	��� �

	��

��� �

�

	��� �

�� �

�

	�� �

��� �

�

	��� �

��

��� �

�

	��� �

	��

�� �

�� �

�

	�� �

	�� �

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ���

c� Koordinate ��� !�� und deren Soll�Bahn ��d� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ���

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����



� Regelung elastischer Roboter ��

a� b�

c� d�

e� f�

� �

� �

� �

t�s� t�s�

t�s� t�s�

t�s� t�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

���� und ��d���m�s� � ����m�s�

� �� � ��

� �� � ��

������

�� ��

�

	�� ��

	�� �

�� ��

�

	�� ��

�� ��

�� ��

�

	�� ��
	�� ��

�� �

�

	�� �

�� ��

�

	�� ��

�� ��

�

	�� ��

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

b� Fehlerverlauf � ����

c� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

d� Fehlerverlauf � ����

e� Koordinate ���� !�� und deren Soll�Bahn ��d�� 	 	 	��

f� Fehlerverlauf � ����



� Regelung elastischer Roboter ��

� � � � � ��

� � � � � ��

���Nm�

���Nm�

a�

b�

t�s�

t�s�

��

�

	��

��

�

	��

Bild ����� Simulationsergebnisse eines elastischen Roboters�

Sinusf�ormige Soll�Bahn f�ur die starren Koordinaten� Regler ����� zusammen

mit Gl� ������

a� Eingang ���

b� Eingang ���



� Zusammenfassung und Ausblick ��

� Zusammenfassung und Ausblick

Im vorliegenden Forschungsbericht wird die Auslegung eines nichtlinearen Reglers f�ur

elastische Roboter diskutiert� Der Regler basiert auf einem bekannten Regler f�ur starre

Roboter� Dessen Ziel ist prinzipiell die Bahnverfolgung der starren Koordinaten� Hierbei

ist eine Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten zu berechnen
 da diese nicht belie	

big auszuw�ahlen sind� Die Stabilit�atsanalyse nutzt die Ljapunov�Theorie aus� Es ist

anzumerken
 da� physikalische Eigenschaften des Roboters verwendet werden
 um eine

Ljapunov�Funktion zu �nden und deren Ableitung zu berechnen� Um den Regler zu te	

sten
 wird ein r�aumlicher elastischer Roboter mit zwei Gliedern zusammenmit dem Regler

simuliert�

Da die resultierende Soll�Bahn f�ur die elastischen Koordinaten bei diesem Regler nur von

der Dynamik des elastischen Roboters abh�angt
 ist dieser nicht in der Lage
 Schwingun	

gen zu bek�ampfen� Um dieses Problem zu l�osen
 wird die Berechnung der Soll�Bahn

f�ur die elastischen Koordinaten modi�ziert� Damit kann der Regler das ganze System

d�ampfen
 auch wenn die D�ampfung des Roboters Null w�are� Hauptidee ist es dabei die

Schwingungen der Soll�Bahn zu unterdr�ucken
 w�ahrend der Verfolgungsfehler immer noch

gegen Null konvergiert� Letzteres wurde mittels eines Satzes der robusten Regelung durch	

gef�uhrt
 da die D�ampfung f�ur die Soll�Bahn der elastischen Koordinaten als eine St�orung

f�ur das gesamte System betrachtet werden kann� Die Simulationsergebnisse sind als gut

zu bezeichnen
 da die Schwingungen eines Roboters ohne D�ampfung in weniger als ��

Sekunden abklingen� Wie schnell sich die Schwingungen unterdr�ucken lassen
 h�angt von

den Parametern 	ij und 
ij des Reglers ab� Je kleiner die 	ij oder je gr�o�er die 
ij sind


desto besser ged�ampft� Trotzdem soll man bei einem physikalischen System aufpassen


da die nicht modellierten h�oheren Eigenfrequenzen auftreten k�onnten
 wenn die 	ij zu

klein bzw� die 
ij zu gro� gew�ahlt werden� Da jedoch jedes physikalischen System immer

ged�ampft ist
 sollte es keine Notwendigkeit geben
 diese Parameter zu gering bzw� zu gro�

einzustellen�

F�ur die Reglerauslegung wird vorausgesetzt
 da� alle verallgemeinerten Koordinaten zu	

sammen mit deren Ableitungen nach der Zeit zur Verf�ugung stehen� Da letzteres bei

direkter Messung nicht zu erreichen ist
 soll ein Beobachter verwendet werden� In diesem

Fall gibt keine Garantie
 da� das gesamte System immer noch stabil bleibt� Als zuk�unf	

tige Arbeit ist die Stabilit�at der in diesem Bericht vorgeschlagenen Regler zusammen mit

einem Beobachter zu untersuchen�

Der Verfasser dankt dem DAAD f�ur seine Unterst�utzung�
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Das Modell
 das im Kapitel � dieses Forschungsberichtes f�ur Simulationen benutzt wur	

de
 wurde zuerst von De Luca und Siciliano ����� entwickelt
 um die Dynamik eines in

der Ebene bewegten elastischen Roboters mit zwei elastischen Gliedern zu beschreiben�

Dieses Modell wird in De Luca und Siciliano ����b� modi�ziert
 um einen Gravitations	

term einzuf�ugen Bild ����� Um die Elastizit�at zu ber�ucksichtigen
 werden zwei elastische

Freiheitsgrade pro Glied angenommen
 d� h� es gibt zwei verallgemeinerte starre und vier

verallgemeinerte elastische Koordinaten� In diesem Anhang werden die Parameter des

Modells angegeben
 das in Matrixform lautet�

Hq� �q � hq� �q� �Keq �D �q � gq� � u �

Die Elemente der symmetrischen Matrix H sind durch

H�� � m��� �m���c� � m���t� �m��
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Die Parameterw��� w��� w�� und w�� sind in De Luca und Siciliano ����� nicht angegeben
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Die Elemente der Stei�gkeitsmatrix K und der Matrix der viskosen Gelenkreibung und

der Strukturd�ampfung der Glieder D sind

k�� � ��
��M� �

k�� � ��
��M� �

k�� � ��
��M� �

k

 � ��
��M� �

d�� � � �

d�� � � �

d�� � �� �
q
k�� �

d

 � �� �
q
k

 �

d�� � �� �
q
k�� �

d � �� �
q
k �

Die Elemente des Gravitationsvektors sind De Luca und Siciliano ����b��
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