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� Einleitung

Die St	orsignalentkopplung ist eine wichtige Anwendung der Regelungstechnik� Diese Auf�

gabe ist durch die Suche nach Eingangssignalen bestimmt� die bewirken� da� die System�

ausg	ange nicht von den St	orsignaleing	angen beein�u�t werden� F	ur nichtlineare Systeme

stellt sich damit die Aufgabe� Kenngr	o�en zu 
nden� die das System dahingehend cha�

rakterisieren� da� eine Aussage 	uber die L	osbarkeit der St	orsignalentkopplung sowie die

daf	ur notwendigen und hinreichenden Bedingungen getro�en werden kann� Das Ziel ist

weiterhin� eine R	uckf	uhrung zu 
nden� die eine solche Entkopplung der Ausg	ange von

den St	orgr	o�en gew	ahrleistet�

Die Beschreibung nichtlinearer Systeme kann 	uber unterschiedliche mathematische An�

s	atze erfolgen� Dabei weisen die verschiedenen Beschreibungsarten spezi
sche Vor� und

Nachteile auf� Im diesem Zusammenhang sind in erster Linie folgende Eigenschaften

zu nennen� der Aufwand zur Beschreibung und zur Beweisf	uhrung� die M	oglichkeit zur

Synthese st	orsignalentkoppelnder R	uckf	uhrungen und schlie�lich die lokale oder globale

G	ultigkeit der Probleml	osung im Arbeitsraum�

In diesem Bericht werden drei verschiedene Ans	atze mit sehr unterschiedlichen Eigen�

schaften vorgestellt� Zun	achst wird die Bedingung f	ur die St	orsignalentkoppelbarkeit mit

einer statischen R	uckf	uhrung mit Hilfe der Di�erentialgeometrie und Lie�Algebra formu�

liert �Schwarz ����� Isidori ������ Weiterhin wird eine Probleml	osung auf der Grundlage

di�erentialalgebraischer Kenngr	o�en vorgestellt� die eine sehr pr	agnante Darstellungsart

erm	oglicht� Eine weitere Vorgehensweise stellt die Methode des Rankings dar� auf die

ausf	uhrlich eingegangen wird� Schlie�lich wird die graphentheoretische Beschreibung des

St	orsignalentkopplungsproblems behandelt� Anhand eines Vergleichs mit der Methode

der Anordnung werden die Grenzen der L	osbarkeit des Syntheseproblems der St	orsignal�

entkoppelbarkeit auf graphentheoretischem Weg aufgezeigt�

Der vorliegende Bericht gliedert sich wie folgt� In dem folgenden Abschnitt sind einige

mathematische Grundlagen zusammengestellt� die zum Verst	andnis notwendig sind� Der

dritte Abschnitt enth	alt die Darstellungen der Probleml	osungen auf verschiedeneWeisen�

Die 	Ubertragung der im dritten Abschnitt vorgestellten L	osungswege auf Betrachtungen

am Systemgraph sowie einige Hinweise zu Parallelen zwischen den Ans	atzen sind im vier�

ten Abschnitt wiedergegeben� Weiterhin enth	alt dieser Abschnitt einige Beispiele� Der

Bericht schlie�t mit einer Zusammenfassung�



� Mathematische Grundlagen �

� Mathematische Grundlagen

F	ur die Beschreibung des Entkopplungsproblems sind einige mathematische Hilfsmittel

notwendig� die wegen der verschiedenen Beschreibungsarten recht vielseitig sind� In die�

sem Abschnitt sind einige wichtige Begri�e zusammengestellt�

��� Di�erentialgeometrische Begri�e

F	ur eine di�erentialgeometrische Beschreibung des St	orgr	o�enentkopplungsproblems wird

im wesentlichen auf die wiederholte bzw� k�fache Lie�Ableitung zur	uckgegri�en� deren

De
nition in Anhang A dargestellt ist� Mit deren Hilfe kann der Di�erenzengrad d eines

nichtlinearen Mehrgr	o�ensystems de
niert werden�

De
nition ��� �Isidori �����

Ein analytisches Mehrgr�o�ensystem mit linearer Steuerung

�ALS �

�x � a�x� �B�x�u � x � Rn� u � Rm�

� a�x� �
mP
j��

bj�x�uj

y � c�x� � y � Rp

�����

hat den �Vektor��Di�erenzengrad d � fd�� � � � � dpg f�ur alle x in einer Umgebung von x��

wenn

a�

LbjL
k
aci�x� �

����
���
� � j � m

k � di � �

� � i � p

und �����

b� die p �m�Matrix

�
������
Lb�L

d���
a c��x� � � � LbmL

d���
a c��x�

Lb�L
d���
a c��x� � � � LbmL

d���
a c��x�

���
���

���

Lb�L
dp��
a cp�x� � � � LbmL

dp��
a cp�x�

�
					
 ����

an dem Punkt x � x� nichtsingul�ar ist�

F	ur ein Eingr	o�ensystem ist der Di�erenzengrad entsprechend ein Skalar� Der Di�eren�

zengrad setzt sich gerade aus den Ordnungen di der Ableitungen der i�ten Ausgangs�

gr	o�en zusammen� bei denen erstmalig mindestens eine Eingangsgr	o�e uj auftaucht� In

Abh	angigkeit des Di�erenzengrades des Systems kann eine st	orentkoppelnde R	uckf	uhrung

angegeben werden�
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��� Di�erentialalgebraische Begri�e

Die di�erentialalgebraische Systembeschreibung erm	oglicht eine sehr kompakte Darstel�

lung des St	orsignalentkopplungsproblems� Dazu bedient man sich der K	orpertheorie� An

dieser Stelle werden einige Begri�e zusammengestellt� die bei Wey ������ ausf	uhrlich

vorgestellt sind und f	ur die Kennzeichnung des von Fliess ������ eingef	uhrten Ranges

nichtlinearer Systeme ben	otigt werden�

Ein K	orper ist in der Mathematik ein kommutativer Ring� in dem alle von Null ver�

schiedenen Elemente eine Gruppe bilden �Gellert u� a� ������ Das bedeutet� da� die in

einem K	orper enthaltenen Elemente bez	uglich der Addition und der Multiplikation eine

Abelsche Gruppe bilden� Somit gelten folgende Gruppenaxiome f	ur die Elemente eines

K	orpers�

� Das Kommutativgesetz gilt f	ur Addition und Multiplikation �hierin liegt die Kom�

mutativit	at begr	undet��

� Das Assoziativgesetz gilt f	ur Addition und Multiplikation�

� Das Distributivgesetz gilt und verkn	upft Addition und Multiplikation�

� Es existiert ein neutrales Element f	ur Addition und Multiplikation�

� Es existiert ein inverses Element f	ur Addition und Multiplikation�

Ein di�erentieller K	orper K ist ein K	orper� in dem zus	atzlich zu den oben angegebenen

Operationen die Di�erentiation d�dt erkl	art ist�

d�a� b�

dt
� �a� �b

d�ab�

dt
� �ab� a�b

� �a� b � K � �����

Ist das Ergebnis der Di�erentiation stets in K enthalten� was im Gegensatz zu der An�

wendung der in den Gruppenaxiomen auftretenden Operatoren nicht notwendig erf	ullt

sein mu�� so spricht man von einem di�erentiellen Ideal�

Es sei K ein Unterk	orper von einem K	orper L� Es hei�t dann L eine K	orpererweiterung

von K� mit der Schreibweise L�K� Die Elemente aus L k	onnen nun in algebraische und

transzendente� d� h� nicht algebraische� Elemente unterteilt werden �Gellert u� a� ������

� Ein Element a � L hei�t algebraisch in Bezug auf K� wenn a einer algebraischen

Gleichung
P
fia

i gen	ugt� deren Koe�zienten fi Elemente aus K sind�

� Ein Element a � L hei�t transzendent 	uber K genau dann� wenn es nicht algebraisch

	uber K ist�
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Analog gilt f	ur eine di�erentielle K	orpererweiterung�

� Ein Element a � L hei�t di�erentiell algebraisch 	uber K� wenn a einer algebraischen

Gleichung P �a� �a� � � � � a���� � �� 	 � N gen	ugt� deren Koe�zienten Elemente aus K

sind�

� Ein Element a � L hei�t di�erentiell transzendent 	uber K genau dann� wenn es

nicht di�erentiell algebraisch 	uber K ist�

Mit diesen Begri�en lassen sich die Kenngr	o�en Transzendenzgrad und di�erentieller

Transzendenzgrad formulieren�

� Die Menge aller transzendenten Elemente einer K	orpererweiterung bildet eine Trans�

zendenzbasis� Der Transzendenzgrad trg L�K einer K	orpererweiterung ist gleich

der M	achtigkeit der Transzendenzbasis�

� Die Menge aller di�erentiell transzendenten Elemente einer K	orpererweiterung bil�

det eine di�erentielle Transzendenzbasis� Der di�erentielle Transzendenzgrad

di�� trg L�K einer K	orpererweiterung ist gleich der M	achtigkeit der di�erentiellen

Transzendenzbasis�

Im weiteren werden folgende Bezeichnungen f	ur spezielle K	orper verwendet�

� K�x� bezeichnet den di�erentiellen K	orper� der aus den rationalen Funktionen in

xi mit Koe�zienten aus K besteht�

� Khxi bezeichnet den di�erentiellen K	orper� der aus den rationalen Funktionen in

x
���
i � 	 � N mit Koe�zienten aus K besteht�

Damit kann der di�erentielle Rang eines Systems de
niert werden�

De
nition ��� �Fliess �����

Der di�erentielle Rang eines Systems ist gleich dem di�erentiellen Transzendenzgrad

di�� trgKhyi�K der K�orpererweiterung Khyi�K�

Die hier angegebenen Gr	o�en sind ausreichend f	ur eine di�erentialalgebraische Formulie�

rung des St	orsignalentkopplungsproblems�

Es k	onnen verschiedeneWege beschritten werden� um di�erentialalgebraische Kenngr	o�en

f	ur ein gegebenes System zu berechnen� Bei den in Abschnitt � dargestellten Vorgehens�

weisen werden verschiedene Begri�e verwendet� die an dieser Stelle kurz erkl	art werden�

Meromorphe Funktionen

Eine Funktion hei�t dann und nur dann meromorph 	uber einem o�enen Gebiet� wenn die

einzigen Singularit	aten in diesem Gebiet Pole sind� Wenn eine Funktion 	uber der gesam�

ten Ebene meromorph ist� dann handelt es sich um eine rational algebraische Funktion�
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die als Quotient zweier Polynome dargestellt werden kann �Korn und Korn ������ Im

folgenden wird immer von einer 	uber der gesamten Ebene meromorphen Funktion ausge�

gangen� wenn von einer meromorphen Funktion gesprochen wird�

Struktur im Unendlichen

Die Struktur im Unendlichen eines Systems ist durch die Liste f��� � � � � �ng gegeben� Dar�

in gibt �k die Anzahl der Nullstellen im Unendlichen der Ordnung kleiner oder gleich k�

k � �� � � � � n� an �Di Benedetto u� a� ������ Die Bestimmung der Struktur im Unend�

lichen kann 	uber Rangbestimmungen nichtdi�erentieller Vektorr	aume erfolgen� die 	uber

einemK	orper aus meromorphen Funktionen aufgespannt werden �siehe auch Abschnitt ���

Regularit�at

Eine Funktion hei�t regul	ar in einem Gebiet� wenn sie in einer Umgebung um einen belie�

bigen Punkt x aus diesem Gebiet di�erenzierbar ist �Bronstein und Semendjajew ������

Insbesondere ist dann eine dynamische R	uckf	uhrung u � ��x�z� � ��x�z�v� �z �

��x�z����x�z�v� mit v als neuem Eingang� regul	ar� wenn das System mit R	uckf	uhrung

eine surjektive Abbildung darstellt�

R
n�Rdim z ��m 	 �m �����

�x����z����v�t�� 	 u�t� � �����

Dabei stellt �m die Menge aller analytischen Abbildungen von R in Rm dar�

��� Ranking

Die Idee des Rankings besteht darin� da� mit einer Anzahl von betrachteten Mengenele�

menten eine Folge nach bestimmten Anordnungsregeln gebildet wird� Anhand der resul�

tierenden Anordnung k	onnen Eigenschaften f	ur die Elemente der Folge angegeben werden�

die sich f	ur die Beweisf	uhrung bei der Synthese einer st	orentkoppelnden R	uckf	uhrung bei

Mehrgr	o�ensystemen nutzen lassen� F	ur die Beschreibung nichtlinearer Mehrgr	o�ensy�

steme werden die Ableitungen fy
�k�
l g der Ausg	ange bzw� deren Di�erentiale fdy

�k�
l g in

folgender Weise angeordnet�

fdy��dy�� � � � �dyp�d �y��d �y�� � � � �d �yp� � � � �dy
�k�
� �dy

�k�
� � � � � �dy�k�p � � � �g � �����

fy�� y�� � � � � yp� �y�� �y�� � � � � �yp� � � � � y
�k�
� � y

�k�
� � � � � � y�k�p � � � �g � �����

so da� y�k��l�
dann und nur dann links von y�k��l�

steht� wenn k� � k� oder l� � l� 
 k� � k��

Hierf	ur wird die Schreibweise y
�k��
l�

� y
�k��
l�

verwendet�

��� Graphen

Das Tangentialsystem eines nichtlinearen Mehrgr	o�ensystems kann durch einen gerichte�

ten Graph dargestellt werden und erm	oglicht so eine anschauliche Systemanalyse� Ein
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gerichteter Graph besteht aus Eingangs�� Zustands� und Ausgangsknoten� die auf folgen�

de Weise kurch Kanten miteinander verbunden sind �siehe auch Reinschke ������� Wey

�������

� Es existiert eine gerichtete Kante vom Eingangsknoten j zum Zustandsknoten i mit

dem Gewicht bi�j� wenn gilt�


 �xi

uj

� bi�j �� � �

� Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Zustandsknoten i mit

dem Gewicht �ai�j� wenn gilt�


 �xi

xj

� �ai�j �� � �

� Es existiert eine gerichtete Kante vom Zustandsknoten j zum Ausgangsknoten i mit

dem Gewicht ci�j� wenn gilt�


yi

xj

� ci�j �� � �

In einem Systemgraph k	onnen durch Verbindungen 	uber mehrere Knoten Pfade� also an�

einandergereihte Kanten� gebildet werden� Die Anzahl der so aneinandergereihten Kanten

hei�t Pfadl	ange� Das Produkt der Kantengewichte eines Pfades hei�t Pfadgewicht� An�

hand des nach obigen Regeln gebildeten Graphen k	onnen verschiedene Systemkenngr	o�en

bestimmt werden�
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� Beschreibung des Entkopplungsproblems

Die Aufgabe der St	orsignalentkopplung kann als die Suche nach einem R	uckf	uhrgesetz

in dem Zustand x und einem neuen Eingang v beschrieben werden� so da� die Stell�

gr	o�e u bewirkt� da� der Ausgang y von dem St	orsignal w nicht beein�u�t wird� Die

Aufgabe kann auf verschiedenen Wegen gel	ost werden� Diese k	onnen nach der Art der

resultierenden R	uckf	uhrung in

� statische St	orsignalentkopplung und

� dynamische St	orsignalentkopplung

unterteilt werden� Im folgenden soll auf diese L	osungsm	oglichkeiten n	aher eingegangen

werden�

��� Statische St�orsignalentkopplung

Es werde an dieser Stelle ein analytisches SISO�System mit linearer Steuerung �ALS� der

folgenden Form betrachtet�

�ALS �
�x � a�x� � b�x�u� p�x�w

y � c�x�
x � Rn � ����

Gem	a� der Herleitung in Isidori ������ und Schwarz ������ gilt f	ur ein ALS�

Satz ��� �Isidori ����� Schwarz �����

Ein durch Gl� �	�
� beschriebenes System habe den Di�erenzengrad d an einem Arbeits�

punkt x� und U� sei eine Umgebung um x�� Das Problem� eine Zustandsr�uckf�uhrung der

Form u � f�x�� g�x�v zu �nden� die lokal um x� de�niert ist und den Systemausgang y

von dem St�orsignal w entkoppelt� kann dann und nur dann gel�ost werden� wenn

LpL
i
ac�x�t�� � � �

�
� � i � d � �


 x�t� � U�
� ����

Ist Gl� �	��� erf�ullt� so lautet die L�osung

u�t� �
�Ld

ac�x�t�� � v�t�

LbLd��
a c�x�t��

� ���

Die R	uckf	uhrung gem	a� Gl� ��� bewirkt ein lineares Verhalten zwischen v und y� wobei

die St	orung in einem vom Ausgang unbeobachtbaren Unterraum verbleibt� Ein Nachteil

der in Satz �� verwendeten di�erentialgeometrischen Betrachtungsweise ist� da� lediglich

eine lokal g	ultige Aussage 	uber das betrachtete System getro�en werden kann� Da der

Fall der statischen R	uckf	uhrung ein Sonderfall der dynamischen R	uckf	uhrung ist� liefert

der folgende Abschnitt zudem eine allgemeinere Aussage�
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��� Dynamische St�orsignalentkopplung

Betrachtet wird ein analytisches System �AS��

�AS �
�x � f �x�u�w� x � Rn � u � Rm �

y � h�x� w � Rq � y � Rp �
����

In di�erentialalgebraischer Betrachtungsweise wird ein nichtlineares System als K	orperer�

weiterung Khyi�K beschrieben� Dieses System habe den Eingang u � �u�� � � � � um�T und

den St	orsignaleingang w � �w�� � � � � wq�T� Damit gilt f	ur den di�erentiellen Rang�

�� � di�� trgKhyi�K � min�p�m� q� � ����

Die angegebene obere Schranke folgt aus der Tatsache� da� m� q unabh	angige Eingangs�

gr	o�en vorhanden sind und die Ausgangsgr	o�en yi� i � �� � � � � p di�erentiell algebraisch

	uber Khu�wi sind� Da die Eing	ange ui� i � �� � � � �m als unabh	angig angenommen wer�

den� gilt�

di�� trgKhui�K � m � ����

Zudem seien die Eing	ange u und w voneinander unbeein�u�t� so da� folgender Zusam�

menhang G	ultigkeit besitzt�

di�� trgKhu�wi�K � di�� trgKhui�K � di�� trgKhwi�K � ����

Das Problem der St	orsignalentkopplung besteht nun darin� ein R	uckf	uhrgesetz und einen

neuen Eingang v � �v�� � � � � vm�T zu 
nden� so da� der Ausgang y nicht mehr durch das

St	orsignal sondern nur durch das neue Eingangssignal v beein�u�t wird� Wenn der Aus�

gang y st	orsignalentkoppelt ist� dann kann dieses durch die algebraische Unabh	angigkeit

der K	orpererweiterungen Khv�yi�K und Khwi�K ausgedr	uckt werden� Als notwendige

und hinreichende Bedingung f	ur Entkoppelbarkeit des St	orsignals kann der folgende Satz

angegeben werden�

Satz ��� �Delaleau und Fliess ����

Der Ausgang y eines analytischen Systems �Gl� 	��� kann dann und nur dann von dem

St�orsignal w entkoppelt werden� wenn

�� � di�� trgKhy�wi�Khwi � ����

Gleichung ���� besagt� da� der di�erentielle Transzendenzgrad des Systems unabh	angig

von der St	orung w ist und gleich dem di�erentiellen Rang �� des ungest	orten Systems ist�

In anderen Worten bedeutet das� da� kein Polynom P existiert� f	ur welches gilt�

P �y� � � � �y����w� � � � �w���� � �




P


�y� � � � �y����
�


P


�w� � � � �w����
�� � ����



� Beschreibung des Entkopplungsproblems �

	Uber die Art der R	uckf	uhrung ist in Satz �� nichts ausgesagt� Insbesondere ist die Bil�

dung der R	uckf	uhrung durch ein Vektorfeld P �y� � � � �y����w� � � � �w����u� � � � �u���� � �

m	oglich� was die Kenntnis der St	orsignale und deren Ableitungen impliziert� Die Aussage

in Satz �� ist damit die schw	achstm	ogliche notwendige und hinreichende Bedingung f	ur

St	orentkoppelbarkeit� Zudem hat sie im Gegensatz zu di�erentialgeometrisch beschriebe�

nen Bedingungen globale G	ultigkeit f	ur den gesamten Arbeitsraum� Im Gegensatz dazu

geben Huijberts u� a� ������ den folgenden Satz an �siehe auch Wey und Svaricek ��������

Satz ��� �Huijberts u� a� �����

Es liege ein analytisches System �AS vor� das quadratisch �p � m� und di�erentiell links�

invertierbar ��� � m� sei� Dieses System werde an einem streng regul�aren Punkt x�
betrachtet� Die dynamische St�orsignalentkopplung mit Messung der St�orung ist f�ur dieses

System dann und nur dann lokal um x� m�oglich� wenn das gest�orte System �w und das

ungest�orte System �� die gleiche algebraische Struktur im Unendlichen haben�

Damit ist o�ensichtlich in Satz �� eine allgemeing	ultigere Bedingung f	ur St	orsignal�

entkopplung gegeben� als mit Satz �� Die Bedingungen in Satz �� und Satz � sind

f	ur ein gegebenes analytisches System 	uberpr	ufbar�

Die di�erentialalgebraische Darstellung des Problems der St	orsignalentkopplung ist sehr

kompakt� erm	oglicht aber nicht ohne weiteres die Synthese einer entkoppelnden R	uckf	uh�

rung� Im folgenden wird eine umfassendere Darstellung verwendet� die aber die Angabe

eines R	uckf	uhrgesetzes erlaubt� F	ur den Fall� da� eine St	orsignalentkopplung durch eine

statische R	uckf	uhrung nicht m	oglich ist� kann oftmals eine dynamische Zustandsr	uckf	uh�

rung der Form

�z � ��x�z� ���x�z�v

u � ��x�z� � ��x�z�v
� v � Rm �����

zur L	osung des Problems f	ur ein System

�x � f �x� �G�x�u�E�x�w

y � h�x�
�����

gefunden werden� Ist zudem die St	orung w me�bar� so kann die dynamische R	uckf	uhrung

aus Gl� ����� um einen Term erweitert werden� in den die St	orung eingeht�

�z � ��x�z� ���x�z�v � ��x�z�w

u � ��x�z� � ��x�z�v � ��x�z�w
� �����

Ein R	uckf	uhrgesetz ergibt sich aus folgender Vorgehensweise� Es werden die System�

ausg	ange so oft nach der Zeit abgeleitet� bis eine Eingangsgr	o�e ui auftritt� Durch Anwen�

dung des Rankings und sukzessives Ersetzen der Eingangsgr	o�en kann man die Ordnung

der f	ur die R	uckf	uhrung ben	otigten Dynamik bestimmen� Anhand der Umkehrbarkeit

der resultierenden Darstellungen kann die St	orsignalentkoppelbarkeit 	uberpr	uft werden�



� Beschreibung des Entkopplungsproblems ��

Diese Vorgehensweise wird im folgenden genauer erl	autert�

Im weiteren wird angenommen� da� die Eingangsgr	o�e u n�mal stetig di�erenzierbar

sei� Werden sukzessive die zeitlichen Ableitungen

yl � h
���
l �x�

�yl � h
���
l �x�u�

���

y
�k�
l � h

�k�
l �x�u� � � � �u�k����

der Systemausg	ange yl� � � l � p und anschlie�end deren totale Di�erentiale gebildet� so

ergibt sich folgende Darstellung�

dyl �
nX
i��


h
���
l


xi
dxi

���

dy�k�l �
nX
i��


h
�k�
l


xi
dxi �

k��X
���

mX
j��


h
�k�
l


u
���
j

du���j � k  � �

����

De
niert man wie Di Benedetto u� a� ������ einen �nichtdi�erentiellen� K	orper K der

rationalen Funktionen in u� � � � �u�n��� mit meromorphen Koe�zienten in x sowie einen

Vektorraum E 	uber K� der von dx und du���� � � � � n�� aufgespannt wird� dann stellt

dy�k�l � � � k � n einen Vektor in E dar� F	ur den Vektorraum E gilt die Zerlegung

E � Ex � Eu � �����

mit den Unterr	aumen

Ex � spanKfdxij� � i � ng und �����

Eu � spanKfdu
���
j j� � j � n 
 � � � � n� �g � �����

F	ur die weitere Beschreibung werden die Elemente fdy
�k�
l g bzw� fy�k�l g� wie in Abschnitt �

beschrieben� angeordnet�

fdy��dy�� � � � �dyp�d �y��d �y�� � � � �d �yp� � � � �dy
�k�
� �dy

�k�
� � � � � �dy�k�p � � � �g � �����

fy�� y�� � � � � yp� �y�� �y�� � � � � �yp� � � � � y
�k�
� � y

�k�
� � � � � � y�k�p � � � �g � �����

De
nition ��� �Cao und Zheng �����

dy
�k�
l wird als u�linksabh�angig bezeichnet� wenn

dy
�k�
l � Ex � spanKfdy

���
� jy���� � y

�k�
l g � �����

Andernfalls wird dy�k�l als u�linksunabh�angiger Vektor in �	�
�� bezeichnet� Entsprechend

wird ein Element y
�k�
l aus �	�
�� u�linksabh�angig �bzw� u�linksunabh�angig� genannt�



� Beschreibung des Entkopplungsproblems ��

Mit

Lu � fy
�k�
l jy

�k�
l ist u�linksunabh	angigg �����

gilt folgende Aussage�

Lemma ��� �Cao und Zheng �����

Wenn y
�k�
l u�linksabh�angig ist� d� h� y�k�l �� Lu� dann existiert eine Funktion �� so da�

y
�k�
l � ��x� y���� jy���� � y

�k�
l 
 y���� � Lu� � �����

Es lassen sich nun Invarianten des Systems ����� angeben� mit deren Hilfe die Bedin�

gungen f	ur die St	orsignalentkoppelbarkeit formuliert werden k	onnen� Cao und Zheng

������ geben verschiedene Invarianten an� die in Verbindung zu den von Fliess ������

und Di Benedetto u� a� ������ de
nierten stehen� F	ur die St	orsignalentkoppelbarkeit sind

die folgenden Invarianten relevant�

�l �

��
� � �wenn y

�k�
l �� Lu � �k  �

minfkjy
�k�
l � Lug � sonst

� l � �� � � � � p � �����

Damit gilt insbesondere

Lemma ���

Wenn �l �� ist� dann existiert eine eindeutige Funktion l�j� j � �� � � � �m� so da�

y
��l�
l � l���x� y

���
� jy���� � y

��l�
l 
 y���� � Lu�

�
mX
j��

l�j�x� y
���
� jy���� � y

��l�
l 
 y���� � Lu� � uj � ����

F	ur die weiteren Ausf	uhrungen ist die folgende Aussage n	utzlich�

Lemma ���

Wenn y
�k�
l � Lu� dann gilt auch y�k���l � Lu� Folglich ist y�k�l � Lu dann und nur dann�

wenn k  �l�

F	ur ein ALS gem	a� Gl� ����� kann nun der Vektor der Eingangsgr	o�en zu �u � �uTwT�T

erweitert werden und analog zu den vorangegangenen Darstellungen �l� l � �� � � � �m� q

gebildet werden� Dabei kann ohne Verlust der Allgemeing	ultigkeit eine Anordnung analog

zu Gl� ����� bzw� Gl� ����� mit einer Permutation der Ausgangssignalindizes li� i �

�� � � � � p in der Art ereicht werden� da� gilt�

yl� � yl� � � � � � ylp

 �l� � �l� � � � � � �lp ��

� �����



� Beschreibung des Entkopplungsproblems ��

Mit

� � M	achtigkeitf�lj�l ��� l � �� � � � � pg �����

bedeutet dieses� da� y���� � Lu nur m	oglich ist� wenn 	 � �� Aus Lemma �� folgt� da�

eine eindeutige Funktion l�j� � � l � �� � � j � m� q existiert�

y
��l�
l � l�� �

mX
j��

l�juj �
m�qX

j�m��

l�jwj�m � �����

Gl� ����� kann in Matrixform als

 � �� � ��� ����u � �����

mit  � �y����� � � � � � y����� �T geschrieben werden� und es gilt rang��� ��� � � �Cao und

Zheng ������ Als notwendige und hinreichende Bedingung f	ur die St	orsignalentkoppel�

barkeit kann nun angegeben werden�

Satz ���

Es existiert dann und nur dann ein regul�ares dynamisches R�uckf�uhrgesetz �Gl� �	�
����

welches das System �Gl� �	�

�� von der St�orung w entkoppelt� wenn �� � � und � � m�

Beweis�

Da der Beweis die Konstruktion der R	uckf	uhrung enth	alt� wird hier der Beweis daf	ur

skizziert� da� die Bedingung in Satz �� hinreichend ist� Lemma �� liefert

y
��l�
l �

m�qX
j��

l�j�x� y
���
� jy���� � y

���
l 
 y���� � Lu� � �uj �����

mit �u� � �� Aus Gl� ����� und Gl� ����� folgt� da� Gl� ����� geschrieben werden kann

als

y
��l�
l �

m�qX
j��

l�j�x� y
���
� j	 � � 
 �� � � � ��� � �uj � �����

Es wird nun eine Kette von rs � � Integratoren mit

rs � maxf�j�l� j� s�

l�j


y
���
s

�� �g ����

vor diejenigen Eing	ange geschaltet� welche f	ur die u�Linksunabh	angigkeit von y���s verant�

wortlich sind� Es gilt also

�z��s � z��s
���

�zrs���s � vs

� ����



� Beschreibung des Entkopplungsproblems �

mit � � s � �� Ersetzt man y���� durch z��������� dann ergibt sich aus Gl� ������

z��l �
m�qX
j��

l�j�x� z��������j	 � � 
 �� � � � ��� � �uj � ����

Die Matrix ��� ��� ist eine � � �m� q��Matrix� Es sei �K der K	orper der meromorphen

Funktionen in x und z� dann ist ��� ��� eine Matrix 	uber �K� die zudem den Rang

rang��� ��� � � aufweist� Da nach Voraussetzung �� � � ist und � � m� kann stets

eine Matrix R 	uber �K gew	ahlt werden� so da� ��T
� R

T�T eine invertierbarem�m�Matrix

darstellt� wodurch u bestimmbar wird� Aus der Darstellung�
���
z�

vb

w

�
		
 �

�
���
��

�

�

�
		
�

�
���
�� ��

R �

� I

�
		

�
u

w


� ���

mit vb � R
m�� folgt�

u �

�
��

R

�� �
z� ���

vb


� ����

Ein Vergleich von Gl� ���� und Gl� ���� liefert

y�ll �t� � z��l�t� � � � l � � � ����

f	ur das Gesamtsystem� Da z��l nur von z��� und vs�t� abh	angt �vgl� Gl� ������ ist y
�l
l �t�

von der St	orung w unbeein�u�t� Gem	a� Lemma �� existiert aber f	ur y
�k�
l �� Lu� d� h�

k � �l� immer eine eindeutige Funktion �� so da�

y
�k�
l � ��x� y���� jy���� � y

�k�
l 
 y���� � Lu� ����

und damit ist y
�k�
l nur 	uber h	ohere Ableitungen abh	angig von den Eing	angen� Somit ist

auch yl�t� von der St	orung entkoppelt� da y
�l
l �t� nicht von der St	orung abh	angt�

F	ur den Fall� da� die St	orung w me�bar ist� kann weiterhin folgender Satz angegeben

werden�

Satz ���

Es existiert dann und nur dann ein regul�ares dynamisches R�uckf�uhrgesetz �Gl� �	�
����

welches das System �Gl� �	�

�� von der St�orung w entkoppelt� wenn rang �� � � und

� � m�

Der Beweis kann analog zu dem von Satz �� erbracht werden und f	uhrt auf die Stellgr	o�e

u �

�
��

R

�� �
z� ��� ���w

vb


� ����



� Anwendungsbeispiele ��

� Anwendungsbeispiele

F	ur die in dem vorangegangenen Abschnitt dargestellten theoretischen Betrachtungen

werden in diesem Abschnitt einige Beispiele gebracht� Des weiteren werden zum einen die

graphentheoretische Bestimmung der di�erentialalgebraischen Kenngr	o�e di�erentieller

Rang dargestellt und zum anderen praktische Anwendungen zur Bestimmung st	orentkop�

pelnder R	uckf	uhrungen vorgestellt� Schlie�lich wird eine Vorgehensweise zur graphen�

theoretischen Synthese der R	uckf	uhrungen vorgeschlagen�

��� Auswertung der di�erentialalgebraischen Bedingung

Die hier angegebene Vorgehensweise verwendet die Struktur im Unendlichen als System�

invariante zur Bestimmung der gesuchten Kenngr	o�en und folgt den Darstellungen von

Di Benedetto u� a� ������� Wey ������ Wey �������Wey und Svaricek ������� F	ur die

unmittelbare Berechnung di�erentialalgebraischer Kenngr	o�en ist die bisher verwendete

Darstellung nicht geeignet� Daher geht man zu einer Beschreibung mit Methoden der

linearen Algebra 	uber� Dazu bieten sich K	ahler�Di�erentiale dL�K an� die durch folgende

Darstellung gegeben sind�

dL�K ��v� �
X
i


��v�


vi
dL�Kvi � v � L � �����

Die Anwendung der K	ahler�Di�erentiale stellt eine Abbildung von Elementen aus L

in einen di�erentiellen Vektorraum  L�K dar� Damit l	a�t sich eine K	orpererweiterung

durch einen Vektorraum darstellen� der durch die K	ahler�Di�erentiale der Elemente der

K	orpererweiterung aufgespannt wird� Betrachtet man den Ausgang eines ALS und dessen

zeitliche Ableitungen

�y�t�x�u� �

y


x

h
a�x� �B�x�u

i

	y�t�x�u� �u� �

 �y


x

h
a�x� �B�x�u

i
�


 �y


u
�u

���

y�k����t�x�u� �u� � � � �u�k�� �

y�k�


x

h
a�x� �B�x�u

i
�

k��X
l��


y�k�


u�l�
u�l��� �

�����

so lassen sich diese durch K	ahler�Di�erentiale darstellen�

dKhyi�K y
�k� �


y�k�


x
dKhyi�Kx�

�

y�k�


u
� � �


y�k�


u�k���

� ����
dKhyi�Ku

���

dKhyi�Ku
�k���

�
		
 � ����

Die maximale Anzahl der di�erentiell algebraisch unabh	angigen Elemente der K	orperer�

weiterungKhyi�K entspricht der maximalenAnzahl der di�erentiell linear unabh	angigen



� Anwendungsbeispiele ��

Elemente dKhyi�Kyi aus  K	y
�K �Johnson ������ Fa�t man nun die Elemente dKhyi�Ky
�k�
i

als unabh	angige Gr	o�en auf und spannt die Vektorr	aume

E� � span 	Kfdxg �

E� � span 	Kfdx�d �yg �
���

Ek � span 	Kfdx�d �y� � � � �dy
�k�g

�����

	uber dem K	orper �K� der aus Khui sowie meromorphen Koe�zienten in x gebildet ist�

auf� so ergibt sich die Struktur im Unendlichen gem	a�

De
nition ��� �Di Benedetto u� a� �����

Die Anzahl �k der Nullstellen im Unendlichen der Ordnung kleiner oder gleich k� k  �

ist gleich �k � dimEk � dimEk��� Die Struktur im Unendlichen ist durch f��� � � � � �ng

gegeben�

Der di�erentielle Rang �� � di�� trg Khyi�K ergibt sich aus den nichtdi�erentiellen

Dimensionen dimEk zu �Di Benedetto u� a� �����

�� � �n � dimEn � dimEn�� �����

und entspricht der Gesamtanzahl der Nullstellen im Unendlichen� Damit besteht die

M	oglichkeit� den di�erentiellen Rang durch eine Dimensionsbestimmung �nichtdi�eren�

tieller� Vektorr	aume zu ermitteln� die 	uber eine Rangbestimmung von Jacobi�Matrizen

erfolgen kann �vgl� Wey ������� F	ur Systeme hoher Ordnung ist diese Vorgehensweise

jedoch mit einem extrem hohen Bedarf an Rechenkapazit	at verbunden� so da� f	ur diesen

Fall graphentheoretische Methoden eher zum Ziel f	uhren�

Ein Weg� die Graphentheorie hier zu nutzen besteht darin� zun	achst den generischen

Rang ��gen eines Systems� der durch die Anzahl der knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade

im Systemgraph gegeben ist� zu ermitteln und anschlie�end den di�erentiellen Rang zu

bestimmen� Dieses geschieht auf folgende Weise �vgl� Wey ������� Es werden f	ur al�

le m	oglichen Paare knotendisjunkter Pfade gleicher Gesamtl	ange die Produkte aus den

Pfadgewichten gebildet� Stimmen die Produkte f	ur alle Paare 	uberein� so ergibt sich der

di�erentielle Rang �� zu

�� � ��gen � � � �����

Andernfalls stimmt der di�erentielle Rang mit dem generischen Rang 	uberein�

�� � ��gen � �����

Der di�erentielle Rang kann auf diese Weise sowohl f	ur das ungest	orte als auch f	ur das

gest	orte System ermittelt werden� und somit kann gekl	art werden� ob das System gem	a�

Satz �� vom St	orsignal entkoppelbar ist�
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Beispiel

Das Verhalten eines Hydraulikdi�erentialzylinders mit Servoventil kann durch folgendes

Modell� das in Anhang B ausf	uhrlich wiedergegeben ist� dargestellt werden�

�x �

�
���������������������

x�

�

mges�x��

��
x
 �
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�
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�
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� x��

�
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�
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�
x� �QB�x�� x��

�
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�������������

� �

� �
�
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� �

� �

� �

��� �

�
												


�
u

w


�����

y � �� � � � � ��x �����

Die St	orung stellt in diesem Beispiel die auf den Di�erentialzylinder einwirkende Kraft

FL �� w dar� Aus dem Modell folgt der in Bild ��� abgebildete Systemgraph� Da es sich

um ein SISO�Sytem handelt� ist die Anzahl der knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade

sowohl f	ur das ungest	orte als auch f	ur das gest	orte System gleich eins und damit gilt�

�� � ��w � � � ������

Daran 	andert sich auch nichts� wenn das System kein streng strukturelles Verhalten auf�

weist� da der Systemausgang in jedem Fall von der Eingangsgr	o�e abh	angt� Somit ist das

System gem	a� Satz �� vom St	orsignal w entkoppelbar� Satz �� schlie�t auch R	uckf	uhrun�

gen� welche St	orsignalableitungen enthalten� nicht aus� Anhand des Graphen in Bild ���

ist ersichtlich� da� der Ein��Ausgangspfad von u ausgehend um drei Kanten l	anger ist als

der von w ausgehende� Das hat zur Folge� da� f	ur die St	orsignalentkopplung mindestens

die ersten drei Ableitungen des St	orsignals nach der Zeit bekannt sein m	ussen� Das im

n	achsten Abschnitt vorgestellte Beispiel verdeutlicht die Zusammenh	ange�

w � � �

u �  � y

Bild ���� Graph des Di�erentialzylindermodells
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��� Anwendungen zur Bestimmung st�orentkoppelnder R�uckf�uh�

rungen

Um die auf der Grundlage des Rankings in Abschitt  dargestellten Ausf	uhrungen zur

Ermittlung einer entkoppelnden R	uckf	uhrung zu verdeutlichen� wird ein Beispielsystem

angef	uhrt� f	ur das Wey und Svaricek ������ bereits die St	orsignalentkoppelbarkeit nach�

gewiesen haben� ohne eine entkoppelnde R	uckf	uhrung zu berechnen� Das System lautet�

�x �
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��������
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x�
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Es werden zun	achst die Ableitungen der Ausgangssignale gebildet� wobei sich herausstellt�

da� f	ur das hier betrachtete System keine Umnumerierung der Ausg	ange f	ur das Ranking

notwendig ist�

�y� � u� �u�linksunabh	angig� � �� � � � ������

�y� � x
 � x�u� �

� x
 � x� �y� � �����

	y� � u� � x� �y� � x�	y� �u�linksunabh	angig� � �� � � � ������

Daraus folgt� da� gem	a� Gl� ���� r� � � � � Integrator vor dem Eingang u� plaziert

werden mu� und kein Integrator vor u�� da r� nicht existiert� Da nach Gl� ����� � � �

und damit gleich m ist� entf	allt die Wahl der Matrix R� weil �� � R
m�m� Ersetzt man

wie in Gl� ���� �y���� durch z�������� und setzt gem	a� Gl� ���� z��� � v� bzw� z��� � v��

dann ergibt sich aus Gln� ������ und ��������
z���
v�


�

�
�

x�z��� � x�v�


� �z �

�
�

�

�
� �

� �


� �z �
�

�

�
u�
u�


� ������

O�ensichtlich ist �� � �� und folglich ist wegen Satz �� eine dynamische St	orsignal�

entkopplung ohne Messung der St	orung m	oglich� Aus Gl� ������ folgt unmittelbar��
u�
u�


�

�
z���

v� � x�z��� � x�v�


� ������

Dieses Ergebnis stimmt mit dem von Wey und Svaricek ������ durch Betrachtung der

Kantengewichte gefundenen Ergebnis 	uberein�
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��� Graphentheoretische Betrachtung

Zieht man den in Bild ��� dargestellten Systemgraph mit st	orentkoppelnder R	uckf	uh�

rung in Betracht� so liegt die folgende systematische Vorgehensweise zur Bestimmung der

R	uckf	uhrung ui nahe�

x�

z���

� � �

� � �

�

�

�z���

�x� �

v� z��� � y�

w � � � y�

v� 

Bild ���� Graph des entkoppelten Systems aus Gln� ������

Ist ui die Eingangsgr	o�e� die bei der �l�fachen Di�erentiation der Ausgangsgr	o�e yj gem	a�

Gl� ����� auftritt� so bestimmt sich die st	orentkoppelnde R	uckf	uhrung ui aus den von yj
aus zur	uckverfolgten Pfaden der L	ange �j � Die R	uckf	uhrung ui ergibt sich aus den Ge�

wichten der zu ber	ucksichtigenden Pfaden der L	ange �j multipliziert mit der Ableitung

der Variablen� in deren Knoten sie enden� Diese Produkte werden aufsummiert� gleich z��i
gesetzt und diese Gleichung nach ui aufgel	ost� Die hier ben	otigte Ableitung der Variablen

nach der Zeit sind bei gegebenem analytischem System �AS bekannt�

Diese Vorgehensweise entspricht scheinbar der Umkehrung der Ausgangssignalableitun�

gen wie sie bei der Methode des Rankings auch erfolgt� Da� der vorgeschlagene Ablauf

nicht f	ur alle Systeme zum Erfolg f	uhren kann� wird durch die Tatsache deutlich� da�

der Graph nur die ersten partiellen Ableitungen als Kantengewichte enth	alt und somit

die Ausgangssignalableitungen insbesondere dann nicht mehr 	ubersichtlich anhand des

Graphen rekonstruiert werden k	onnen� wenn eine wiederholte Anwendung der Produkt�

und�oder Kettenregel bei der Di�erentiation notwendig ist� Ein weiteres Beispiel soll die

Grenzen der vorgeschlagenen� einfachen graphentheoretischen Synthese der R	uckf	uhrung

verdeutlichen und zu einer Eingrenzung der Systeme f	uhren� f	ur die diese Vorgehensweise

anwendbar ist�

Es wird das vorangegangene Beispiel erweitert� indem eine weitere Zustandsvariable ein�

gef	uhrt wird� Es gelte�

�x
 � x
�x � u�

� ������
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ansonsten entspreche das System dem aus Gl� ������� Es gilt nun wieder

�y� � u� �u�linksunabh	angig� � �� � � � ������

�y� � x
 � x�u� �

� x
 � x� �y� �

	y� � x � x� �y� � x�	y� �

y
�
�
� � u� � �x� � w� �y� � �x�	y� � x�y

�
�

 �u�linksunabh�� � �� �  � ������

und mit �y���� � z�������� und z
�� � v� bzw� z��� � v���
z���
v�


�

�
�

x�z��� � �x�z��� � x�v�


� �z �

�
�

�

�
� �

� �


� �z �
�

�

�
u�
u�


�

�
�

z���


� �z �
�

�

w � ������

Nach Satz �� existiert ein st	orentkoppelndes dynamisches R	uckf	uhrgesetz gem	a� Gl�

������ da der Rang der Matrix �� gleich zwei ist� Die R	uckf	uhrung ergibt sich zu�
u�
u�


�

�
z���

v� � �x� � w�z��� � �x�z��� � x�v�


� ������

Daraus resultiert der in Bild �� dargestellte Graph f	ur das st	orentkoppelte Modell� Be�

trachtet man die oben vorgeschlagene graphentheoretische Vorgehensweise� so wird deut�

lich� da� diese hier nicht zu dem korrekten Ergebnis f	uhrt� da der Term ��x�z��� aus

Gl� ������ verloren geht� Die Begr	undung liegt in der schon erw	ahnten Schwierigkeit� die

vollst	andigen Ausgangssignalableitungen aus dem Graph zu ermitteln�

x�

z���

� � �

� � �

�

�

�

�

�

�x�

��z����z���
�z���

v� z��� z��� y��

w � � � y�

v� � 

Bild ���� Graph des entkoppelten� gem	a� Gl� ������ erweiterten Systems aus Gl� ������

Es kann aber die Klasse der analytischen Systeme auf solche Systeme eingeschr	ankt wer�

den� f	ur die anhand des Systemgraphen nicht nur die St	orsignalentkoppelbarkeit� sondern

auch die Synthese der R	uckf	uhrung
!
mit Papier und Bleistift" nach der oben angegebenen

Methode ermittelt werden kann� Die Ermittlung der R	uckf	uhrung nach der Methode des

Rankings bedient sich im wesentlichen zweier Schritte�
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a� Di�erentiation und

b� Invertierung der Matrix ��T
� R

T�T aus Gl� ����

Wie schon angesprochen� lassen sich diese Operationen i� allg� nicht anschaulich am Graph

nachvollziehen� Betrachtet man allgemein eine beliebige Ableitung einer Funktion ����

nach der Zeit�

����� �
nX
i��


�


#i

�#i � ������

	���� �
nX

j��




�
nP
i��


�


#i

�#i

�


#j

�#j

�
nX

j��

nX
i��

�
BBB� 
��


#i
#j� �z �
a

�#i
�#j �


�


#i


 �#i


#j

�#j

�
CCCA � �����

so wird deutlich� das nur die zeitlichen Ausgangssignalableitungen am Graph direkt ables�

bar sind� bei denen lediglich eine einmalige partielle Ableitung auftritt� die von x� u� w

abh	angt� da der Term a in Gl� ����� nicht am Graph ablesbar ist� Das bedeutet� da�

die l�te Ableitung nur dann anschaulich am Graph rekonstruiert werden kann� wenn in

allen Ableitungen niedrigerer Ordnung die partiellen Ableitungen verschwinden� Ist diese

Bedingung erf	ullt� so folgt als Verallgemeinerung von Gl� ������

��l� �
nX

i���

� � �
nX

il��

�
BBBB�


�


#i�� �z �
a

l��Y
k��


 �#ik


#ik��� �z �
b

�#il

�
CCCCA ������

Diese Ableitung ist nun sehr wohl am Graph ablesbar� da die partiellen Ableitungen a

und b in Gl� ������ die Kantengewichte darstellen und die zeitlichen Ableitungen der

Parameter #i f	ur ein gegebenes analytisches System bekannt sind� Es werden daher

folgende Einschr	ankungen gemacht�

a� F	ur das betrachtete System d	urfen die ersten �l � � Kanten der von dem l�ten

Ausgangsknoten zur	uckverfolgten Pfade keine Gewichte besitzen� die von den Zu�

standsvariablen oder Eingangsgr	o�en abh	angen� Diese Forderung resultiert aus der

notwendigen Rekonstruierbarkeit der Ausgangssignalableitungen� Mit dieser Ein�

schr	ankung wird sichergestellt� da� keine wiederholte Anwendung der Ketten� oder

Produktregel bei den notwendigen Di�erentiationen des Ausgangssignals yl notwen�

dig ist und Gl� ������ anwendbar ist� Diese Forderung ist z�B� f	ur lineare Systeme

stets erf	ullt�

b� Es darf in den Ausgangssignalableitungen y
��l�
l jeweils nur eine neue Eingangsgr	o�e

enthalten sein� Dann ist die Matrix ��T
� R

T�T �mit geeigneter Wahl von R� nur auf
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der Hauptdiagonalen belegt und der Schritt der Invertierung stellt bei graphentheo�

retischer Betrachtung einen vertretbaren Aufwand dar� denn f	ur eine m�m�Matrix

N � die nur auf der Hauptdiagonalen belegt ist� ergibt sich die Inverse besonders

einfach zu

N�� �

�
�������

�
n���

� � � � �

� �
n���

� � � �
���

���
� � �

���

� � � � � �
nm�m

�
						
 � ������

d� h� es mu� f	ur die Bestimmung von ui� i � �� � � � �m� jeweils nur eine einzelne

Gleichung und kein Gleichungssystem gel	ost werden�

F	ur diese Systeme l	a�t sich die Synthese der entkoppelnden R	uckf	uhrung durch eine

graphentheoretische Vorgehensweise erreichen� da f	ur diese eingeschr	ankte Menge von

Systemen eine graphentheoretische Vorgehensweise angegeben werden kann� die mit der

Synthese nach der Methode des Rankings 	ubereinstimmt und deshalb keines gesonderten

Beweises bedarf�

Satz ���

Ein System sei durch eine dynamische R�uckf�uhrung st�orentkoppelbar und erf�ulle folgende

Bedingungen

� Die ersten �l� � Kanten der von dem l�ten Ausgangsknoten zur�uckverfolgten Pfade

des Systemgraphen besitzen keine Gewichte� die von den Zustandsvariablen abh�angen�

� Es ist in y
��l�
l jeweils nur eine neue Eingangsgr�o�e enthalten� die f�ur die u�Links�

unabh�angigkeit verantwortlich ist�

Ist ui die Eingangsgr�o�e� die bei der �l�fachen Di�erentiation der Ausgangsgr�o�e yj gem�a�

Gl� �	���� auftritt� so bestimmt sich die st�orentkoppelnde R�uckf�uhrung ui aus den von

yj aus zur�uckverfolgten Pfaden der L�ange �j� Die R�uckf�uhrung ui ergibt sich aus den

Gewichten der zu ber�ucksichtigen Pfaden multipliziert mit der Ableitung der Variablen� in

deren Knoten sie enden� Diese Produkte werden aufsummiert� gleich z��i gesetzt und die

resultierende Gleichung nach ui aufgel�ost�

Um Satz ��� zu verdeutlichen wird ein weiteres Beispielsystem betrachtet�

�x� � u�
�x� � x
 � x�u�
�x
 � x�u�
�x� � u�
�x� � w

y� � x�
y� � x�

������
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x�

� �

� � �

�

u�

u�x�

u� � y�

w �  � y�

u� �

Bild ���� Graph des Systems aus Gl� ������

Diesem System ist der Graph in Bild ��� zuordenbar� Weiterhin ist das System st	orent�

koppelbar� wie mit Hilfe von Satz �� oder Satz �� gezeigt werden kann� Betrachtet

man die k	urzesten knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade� so erkennt man� da� der in y�
endende Pfad die L	ange zwei hat und der in y� endende Pfad die L	ange drei� Durch

Vorschalten eines Knotens vor u� wird sichergestellt� da� alle in y� einlaufenden Pfade bis

zur L	ange drei zur	uckverfolgt werden k	onnen� Es resultiert der Graph in Bild ���� Zur

Bestimmung von u� mu� nur der umgekehrte Pfad y� 	 x� ber	ucksichtigt werden� der

das Gewicht � hat� Somit gilt�

x�

� �

� � �

�

z���

z���x�

�v� z��� � y�

w �  � y�

v� �

Bild ���� Erweiterter Graph des Systems aus Gl� ������

z��� � � � �x�

� u� � z��� � ������

Zur Bestimmung von u� m	ussen die zur	uckverfolgten Pfade y� 	 x� 	 z��� mit dem

Gewicht x�� y� 	 x� 	 x
 mit dem Gewicht � sowie y� 	 x� 	 x� mit dem Gewicht z���
ber	ucksichtigt werden� Daraus folgt f	ur u�

z��� � v� � x� �z��� � � � �x
 � z��� �x�
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� u� �
v� � x� �z���
x� � z���

�
v� � x�v�
x� � z���

� ������

Dieses R	uckf	uhrgesetz stimmt mit dem Ergebnis 	uberein� welches nach der Methode des

Rankings bestimmt werden kann�
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� Zusammenfassung

Dieser Bericht stellt verschiedene Betrachtungsweisen des Problems der St	orsignalentkop�

pelbarkeit vor� Neben der Systemanalyse hinsichtlich der L	osbarkeit des Problems wird

auf die Synthese der entkoppelnden R	uckf	uhrung n	aher eingegangen� Die Darstellungen in

Abschnitt  zeigen dabei deutlich den in Abh	angigkeit von der gew	ahlten Beschreibungs�

art variierenden mathematischen Aufwand� Zudem ist nicht mit allen Beschreibungsarten

die Synthese einer R	uckf	uhrung m	oglich�

Es zeigt sich� da� trotz der recht aufwendigen Formulierung die Methode des Rankings

eine zuverl	assige Synthese einer R	uckf	uhrung erm	oglicht� Zudem gestaltet sich die Er�

mittlung der R	uckf	uhrung ungleich einfacher als die Problemformulierung� Der Fall� da�

eine Matrix R zu w	ahlen ist� bedeutet im 	ubrigen lediglich� das f	ur eine st	orentkop�

pelnde R	uckf	uhrung nicht alle Eing	ange ben	otigt werden� Beschr	ankt man sich auf die

Bestimmung der ersten � Eingangsgr	o�en� so ist das Verfahren besonders einfach auto�

matisierbar�

Die Diskussion der 	Ubertragbarkeit der Ermittlung der st	orentkoppelnden R	uckf	uhrung

auf eine graphentheoretische Systembetrachtung zeigt die Grenzen der graphentheore�

tischen Synthesem	oglichkeiten auf� Diese Grenzen liegen vornehmlich in der Tatsache

begr	undet� da� die Kanten aus den ersten partiellen Ableitungen der Zustandsvaria�

blen bzw� Ausgangsgr	o�en gebildet werden� Dennoch ist eine Synthese der gesuchten

R	uckf	uhrung anhand des Graphen m	oglich� wenn das betrachtete System bestimmte� di�

rekt am Graphen ablesbare Bedingungen erf	ullt� wie in Abschnitt � gezeigt ist�

Eine Implementierung der Synthese der entkoppelnden R	uckf	uhrung in der symbolver�

arbeitenden Programmiersprache Maple ist sowohl f	ur die graphentheoretische Vorge�

hensweise als auch f	ur die Methode des Rankings m	oglich und wird daher angestrebt�

Da die Analyse nichtlinearer Systeme hinsichtlich vieler Fragen schon m	oglich ist� die Syn�

these von Regelungsstrategien jedoch in vielen F	allen noch nicht gekl	art ist� verbleibt hier

ein interessantes Arbeitsfeld� Insbesondere wird es interessant sein� ob die Graphentheo�

rie f	ur Synthesezwecke eine ebenso hohe Eignung aufweist� wie sie sich f	ur Analysezwecke

schon gezeigt hat�

Der Autor bedankt sich bei Herrn Holger Hebisch f	ur die gr	undliche Durchsicht dieses

Berichtes sowie einige n	utzliche Hinweise�
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A De	nitionen

Die hier aufgef	uhrten De
nitionen sind entnommen aus Schwarz �������

De
nition A��

Die Lie�Ableitung der skalaren Funktion ��x� entlang eines Vektorfeldes f �x� ist de�niert

als

Lf��x� �
nX
i��


��x�


xi
fi�x� � �A���

De
nition A��

Die wiederholte Lie�Ableitung der skalaren Funktion ��x� entlang eines Vektorfeldes f�x�

und anschlie�end entlang eines Vektorfeldes g�x� ist de�niert als

LgLf��x� �
nX
i��

��
� 



xi

�
� nX
j��


��x�


xj
fj�x�

�


��
� gi�x� � �A���

Daraus folgt f	ur die k�fache Lie�Ableitung�

De
nition A��

Die k�fache Lie�Ableitung der skalaren Funktion ��x� entlang eines Vektorfeldes f�x� ist

rekursiv de�niert als

Lk
f��x� �

nX
i��





xi

�
Lk��
f ��x�

�
fi�x� � mit L�

f��x� � ��x� � �A��
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B Modell des Hydraulikdi
erentialzylinders

Das hier dargestellte Systemmodell gibt das Verhalten eines hydraulischen Di�erential�

zylinders wieder und wurde bereits von Riege ������ ausf	uhrlich diskutiert� Es werden

folgende Zustandsvariablen gew	ahlt�

x� � Weg des Zylinderkolbens�

x� � Geschwindigkeit des Zylinderkolbens�

x
 � Druck in Zylinderkammer A�

x� � Druck in Zylinderkammer B�

x� � Weg des Steuerkolbens im Servoventil und

x � Geschwindigkeit des Steuerkolbens im Servoventil�

Zudem wird die Gesamtersatzmasse mges durch Kolbenmasse mK und 	Olvolumen in den

Zylinderkammern bestimmt�

mges � mK � ��Ol�VA � VB� � �B���

VA und VB sind die von der Zylinderkolbenposition abh	angigen 	Olvolumina und setzen

sich zusammen aus dem Volumen des 	Ols in den Zylinderkammern und den 	Olvolumina

VLA und VLB in den Leitungen und ergeben sich bei einem Kolbenhub H zu

VA � VLA �
�
H

�
� x�

�
A � �B���

VB � VLB �
�
H

�
� x�

�
A

�
� �B��

Darin stellt � das Fl	achenverh	altnis von Kolben�	ache A zur Kolbenring�	ache des Di�e�

rentialzylinders dar� Die Reibkraft FR im Hydraulikzylinder wird durch die drei Anteile

viskose� coulombsche und Haftreibung modelliert�

FR�x�� � FV x� � sign�x��

�
FC � FH exp

�
�
j x� j

cH

��
� �B���

Die Volumenstr	ome QA und QB berechnen sich wie folgt�

QA�x
� x�� � BA

�
sg�x�� sign�p� � x
�

q
j p� � x
 j

�sg��x�� sign�x
 � pT�
q
j x
 � pT j

�
�

QB�x�� x�� � BB

�
sg��x�� sign�p� � x��

q
j p� � x� j

�sg�x�� sign�x� � pT�
q
j x� � pT j

�
�

�B���

mit

sg�x� �

�
x � x  �

� � x � �
�B���
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und den Durch�u�koe�zienten BA und BB� Die Elastizit	atsmoduln werden folgenderma�

�en berechnet�

E�Ol�A�x
� � �� �E�Ol�max log��

�
���

�
�� �

x

pmax

� �� �

��
� �B���

E�Ol�B�x�� � �� �E�Ol�max log��

�
���

�
�� �

x�
pmax

� �� �

��
� �B���

Mit u als normierter Steuerspannung am Servoventil resultiert das bereits in Abschnitt �

angegebene Modell aus den Kr	aftegleichgewichten f	ur Zylinderkolben und Steuerkolben�

�x� � x� �

�x� �
�

mges

��
x
 �

x�
�

�
A� FR�x��� FL


�

�x
 �
E�Ol�A�x
�

VA�x��

�
�Ax� �QA�x
� x��

�
�

�x� �
E�Ol�B�x��

VB�x��

�
A

�
x� �QB�x�� x��

�
�

�x� � x �

�x � ���

�
u�

�D

��
x � x�

�
�

y � x� �

�B���


