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� Einleitende �Ubersicht

Regelungskonzepte mit variabler Struktur 
VSR� wurden urspr�unglich in den ���er Jahren

in der Sowjetunion entwickelt 
Emeljanov ������ Sie liegen vor	 wenn die Regelung eines

Systems

�x
t� � A
x
t�� �B
x
t��u
t� � 
����

y
t� � h
x
t�� � x � Rn� u � Rm� y � Rp � 
����

derart geschieht	 da�

u
t� �

�
u�
x
t�� � f�ur s
x
t�� � �

u�
x
t�� � f�ur s
x
t�� � �
� 
����

Dabei bildet die Schaltfunktion s
x
t�� eine Umschaltstrategie zur Auswahl einer der

m�oglichen Systemstrukturen� Im Verlauf der Regelung kann sich der Zustandsvektor ent�

lang einer Trajektorie bewegen	 die durch s
x
t�� � � beschrieben wird� Geh�ort sie weder

zur Dynamik des allein mit u� oder u� geregelten Systems	 so be�ndet sich das System in

einemGleitzustand� Liegt dieser Fall vor	 so geh�ort die gefundene Regelungstrategie zu ei�

ner Unterklasse der VSR	 der SlidingModeRegelung 
SMR� 
Utkin ����	 Hebisch ������

Die Erfahrung zeigt	 da� die strukturvariable Regelung	 insbesondere beim Auftreten von

SlidingModes	 mit vergleichsweise einfachen Mitteln eine robuste Regelung auch komple�

xer Anlagen gestattet� Da bei einer Vielzahl zu regelnder Strecken direkt Reglerparameter

gefunden werden k�onnen	 die zu stabilem Systemverhalten f�uhren	 wird eine Optimierung

dieser Parameter h�au�g nicht mehr durchgef�uhrt� Eine Ursache ist sicher auch der nicht

unerhebliche Aufwand	 den ein experimentell arbeitender Optimierungsalgorithmus dar�

stellt� Denn eine analytische L�osung der Optimierungsaufgabe ist wegen der variablen

Struktur des Gesamtsystems nicht einfach� Aus dem gleichen Grunde wird in der Praxis

h�au�g auf den Stabilit�atsnachweis f�ur das als ausreichend robust angenommene geregelte

System verzichtet� Dieser Bericht kann zu dieser	 wie auch der vorgenannten Frage	 keine

allgemeineMethode f�ur ihre Beantwortung liefern� Es soll aber der Versuch unternommen

werden	 zumindest f�ur eine Teilgruppe der denkbaren Systeme eine analytische Betrach�

tung zu erm�oglichen�

Zur Menge der durch Gl� 
���� und 
���� beschriebenen Systeme geh�oren als eine bedeu�

tende Klasse die Polynomsystememit linearer Steuerung PLS 
Schwarz ������ Sie k�onnen

z� B� durch eine Taylorreihenentwicklung 
Bronstein und Semendjajew ����� als Appro�

ximation eines hinreichend oft di�erenzierbaren Systems gebildet werden� Die allgemeine

Schreibweise f�ur PLS ist�



� Einleitende �Ubersicht �

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t�� u
t� � 
����

y
t� � Cx
t� � x � Rn� u � Rm� y � Rp � 
����

Die in Gl� 
���� verwendete Notation der Kronecker Potenz ist wie folgt de�niert�

x�j�
t� �

���
��
x� � � � � x� �z �

j�mal

� f�ur j � �

� � f�ur j � �
� 
����

Der Gegenstand dieses Berichtes ist die Dokumentation einer Vorgehensweise	 die ge�

geignet ist	 die bislang entwickelten Verfahren zur Auslegung geregelter PLS auch zur

Behandlung von mit variabler Struktur geregelten Systemen anwendbar zu machen� Ins�

besondere sind dieses etwa die auf der Theorie von Ljapunov 
����� basierenden	 allgemei�

nen Arbeiten zur Stabilit�atsanalyse von Mehrgr�o�ensystemen 
Schwarz ����	 Nijmeijer

und van der Schaft ������ F�ur einfachst strukturierte PLS liegen sogar bereits Stabilit�ats

und Steuerbarkeitskriterien vor 
Jelali ������ Weiterhin kann in einigen F�allen eine in der

Regel hinreichend genaue Stabilit�atsaussage mit Hilfe der harmonischen Balance 
Gray

und Brown ����	 Uhlig ����� getro�en werden�

In Abschnitt � wird die hierzu eingef�uhrte Notation f�ur strukturvariabel geregelte PLS

vorgestellt� Abschnitt � zeigt exemplarisch die Anwendung auf bilineare Systeme 
BLS��

Der Bericht wird durch eine Zusammenfassung mit Ausblick in Abschnitt � abgeschlos�

sen�
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� Neue Notation f�ur strukturvariabel geregelte PLS

Zun�achst sollen SISOSysteme betrachtet werden� Hat das zu regelnde PLS nur eine

Stellgr�o�e u und nur eine Ausgangsgr�o�e y	 wird es wie folgt notiert�

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

	

 sX
j��

Bjx
�j�
t�

�
� u
t� � 
����

y
t� � cT x
t� �x � Rn � 
����

Mit einer linearen Zustandsr�uckf�uhrung u	 bei der auch die F�uhrungsgr�o�e w eingeht	

u
t� � w
t�� kT 
t�x
t� 
����

und in der die Strukturvariabilit�at des Systems durch die Zeitabh�angigkeit des Verst�arkungs�

vektors

k
t� � k
x
t�� 
����

zum Ausdruck kommt	 lautet die Zustandsgleichung des geschlossenen Regelkreises�

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

	

 sX
j��

Bjx
�j�
t�

�
� 
w
t�� kT 
t�x
t�� 
����

�
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

�Bjx
�j�
t�kT 
t�x
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t�w
t� � 
����

Das Skalarprodukt durch eine Summe ersetzend ergibt sich�

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

nX
i��

�Bjx
�j�
t� ki
t�xi
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t�w
t� 
����

�
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

nX
i��

�Bjx
�j�
t�xi
t� ki
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t�w
t� � 
����

Es werden nun n
s� �� Matrizen B� eingef�uhrt	 mit

B�

��i � � �

B�

j���i � � �� � � � � �� �z �
�i� ��

n� ��Vektoren

��bj��� �� � � � � �� �z �
�n� ��

n� ��Vektoren

��bj�	� � � � ��bj�nj � �� � � � � �� �z �
�n� i�

n� ��Vektoren

� � 
����

wobei i � �� � � � � n und j � �� � � � � s� bj�i bezeichnet dabei die jeweils ite Spalte der

Matrix Bj� F�ur jede Matrix B�

h�i gilt	 B
�

h�i ist eine n� nhMatrix�
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Damit l�a�t sich Gl� 
���� umschreiben zu�

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

nX
i��

B�

j���ix
�j���
t� ki
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t�w
t� � 
�����

Es bleibt anzumerken	 da� aufgrund der Redundanz in den Komponenten von x�j��� auch

andere Vorschriften zur Bildung der Matrizen B�

j���i als Gl� 
���� denkbar sind� Die an�

gegebene Form ist jedoch nicht willk�urlich gew�ahlt	 sondern zeichnet sich dadurch aus	

da� sie die Reihenfolge der Faktoren	 deren Produkt die jeweiligen Komponenten sind	

beibeh�alt� Dadurch l�a�t sich die Rechnung leichter r�uckverfolgen�

Nun wird ein neuer	 n � �dimensionaler Stellgr�o�envektor �u gebildet�

�uT 
t� � �kT 
t�� w
t�� � 
�����

Somit �ndet sich f�ur Gl� 
������

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

sX
j��

nX
i��

B�

j���ix
�j���
t� �ui
t� �

sX
j��

Bjx
�j�
t� �un��
t� �
�����

Au�erdem werden neue Matrizen �Bj zusammengestellt�

�Bj � �b�j����� � � � � b
�

j�n��� bj��� b
�

j���	� � � � � b
�

j�n�	� bj�	� � � � � bj�nj � � 
�����

f�ur j � �� � � � � s 	 und

�Bj � �b�j����� � � � � b
�

j�n��� �� b
�

j���	� � � � � b
�

j�n�	� �� � � � � b�j���nj � � � � � b
�

j�n�nj � �� � 
�����

f�ur j � s� �� Die Vektoren b�j�i�h sind durch die jeweils hte Spalte der iten Matrix B�

j�i

bestimmt� Mit den so eingef�uhrten Gr�o�en ergibt sich f�ur Gl� 
������

�x
t� �
rX

j��

Ajx
�j�
t� �

s��X
j��

�Bjx
�j�
t� � �u
t� � 
�����

Das geregelte System kann somit als ein MISOPLS mit n�� Stellgr�o�en notiert werden�

Dabei hat der homogene Teil den gleichen Grad wie die urspr�ungliche Strecke 
Gl� 
�����	

w�ahrend im inhomogenen Teil der Grad um Eins erh�oht ist� Gleichzeitig ist der lineare

Steuerterm nur von �un�� und der Steuerterm vom h�ochsten Grad 
mit �Bs��� �uberhaupt

nicht mehr von �un�� abh�angig� Wesentlich ist nun die M�oglichkeit	 Eigenschaften	 wie

Steuerbarkeit und Stabilit�at	 mit bereits entwickelten Standardverfahren zu untersuchen�

Ist z� B� r � � und s � �	 liegt also ein lineares Ausgangssystem vor	 beschreibt Gl� 
�����	
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wie auch schon bei Becker 
����� zu �nden ist	 ein bilineares System 
BLS��

Wie die Reglerparameter explizit ge�andert werden	 wurde bislang nicht festgelegt� Denk�

bar sind hier einerseits kontinuierliche Funktionen in x	 die zu allgemeinen variabel struk�

turierten Regelungen f�uhren� Andererseits sind auch schaltende �Uberg�ange gem�a� Gl�


���� m�oglich	 so da� SlidingModeRegelungen nun ebenfalls analytisch behandelt wer�

den k�onnen�

In Gl� 
���� sind zun�achst nur Systeme mit lediglich einer Stellgr�o�e betrachtet worden�

Eine Ausdehnung auf Systeme mit mehreren Stellgr�o�en ist jedoch ohne weiteres m�oglich	

wie aus folgender Darstellung ersichtlich wird� Es gilt n�amlich�

�x
t� �
rX

j��

Aj x
�j�
t� �

sX
j��

Bj x
�j�
t��u
t� �

�
rX

j��

Aj x
�j�
t� �

mX
i��

rX
j��

B�
j�i x

�j�
t�ui
t� � 
�����

Dabei ist x � R
n	 u � R

m	 Aj � R
n�nj

	 Bj � R
n�njm und B�

j�i � R
n�nj

� Die oben

beschriebene Vorgehensweise kann nun zun�achst f�ur die einzelnen ui getrennt angewandt

werden� Bei der Formulierung der Endgleichung vom Typ der Gl� 
����� ist dann lediglich

zu beachten	 da� der Vektor �uges�
t� als

�uT
ges�
t� � ��uT

� 
t�� � � � � �u
T
m
t�� 
�����

gebildet werden mu� und die Matrizen �Bj dementsprechend zu besetzen sind�

Schwierigkeiten bereitet hier in der Regel das parallele Auftreten von Nichtlinearit�aten

und MISOSystemen� Mittels einer Entkopplung und�oder Linearisierung 
Schwarz ����	

Taylor ����� kann das Auslegungsproblem allerdings auf bekannte Verfahren zur�uck�

gef�uhrt werden� Bleibt es zudem dabei	 da� nur eine einzelne Ausgangsgr�o�e geregelt

werden soll	 so ist lediglich eine Auswahlregelung 
F�ollinger ����� zu entwickeln�

Erw�ahnenswert ist ferner	 da� die bei der Arbeit mit Gl� 
����� unangenehm hohe Dimen�

sion	 bei gleichzeitig schwacher Besetzung der Matrizen	 vermeidbar ist	 wenn an Stelle

des gewohnten vollst�andigen das reduzierte KroneckerProdukt 
Rugh ����	 Jelali und

Spielmann ����� verwendet wird� Dabei treten die redundanten Terme jeweils nur einmal

auf�
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� Anwendung auf bilineare Systeme

Stellvertretend soll die in Kapitel � beschriebene Vorgehensweise auf bilineare Systeme


r � s � �� angewandt werden� Diese werden in der Regel wie folgt notiert 
Schwarz

������

�x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b� u
t� � 
����

y
t� � cT x
t� � 
����

wobei hier x
t� � R
 vorgegeben sei	 um den Schreibaufwand zu reduzieren�

Der Vergleich mit Gl� 
���� zeigt�

A� � A � B� � b �


BB�

b�

b	

b


�
CCA und B� �N �


BB�

n��� n��	 n��


n	�� n	�	 n	�


n
�� n
�	 n
�


�
CCA � 
����

Das Regelgesetz lautet�

u
t� � w
t�� kT 
t�x
t� � 
����

In

Z

A

N

cTb
u
t� �x
t� x
t� y
t�

w
t�
kT 
t�

�

Bild �
�� Geschlossener Regelkreis beim BLS mit VSR

Die Zustandsgleichung des geschlossenen Regelkreises 
Bild ���� ergibt sich zu�
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�x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b� 
w
t�� kT 
t�x
t��

� Ax
t� � �Nx
t� � b�w
t�

� �Nx
t� � b� 
x�
t� k�
t� � x	
t� k	
t� � x

t� k

t��

� Ax
t� � �Nx
t� � b�w
t�

� 
Nx
t�x�
t� k�
t� �Nx
t�x	
t� k	
t� �Nx
t�x

t� k

t��

� b 
x�
t� k�
t� � x	
t� k	
t� � x

t� k

t�� � 
����

Das Zeitargument bei den Kompenenten xi und ki nicht mehr mitschreibend	 kann notiert

werden�

�x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b�w
t�

�

	
��
N


BB�

x	�
x	x�

x
x�

�
CCA k� �N


BB�

x�x	

x		
x
x	

�
CCA k	 �N


BB�

x�x


x	x


x	


�
CCA k


�
���

� b 
x� k� � x	 k	 � x
 k
� � 
����
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��� � B�

��	 � B�

��
 �


BB�

�

�

�
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����

B�

��� �


BB�
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�b
 � �

�
CCA � B�
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BB�

� �b� �

� �b	 �

� �b
 �

�
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��
 �


BB�

� � �b�

� � �b	
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CCA � 
����

B�

	�� �


BB�
�n��� � � �n��	 � � �n��
 � �

�n	�� � � �n	�	 � � �n	�
 � �

�n
�� � � �n
�	 � � �n
�
 � �

�
CCA �

B�

	�	 �


BB�

� �n��� � � �n��	 � � �n��
 �

� �n	�� � � �n	�	 � � �n	�
 �
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�
CCA und 
����
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 �
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� � �n��� � � �n��	 � � �n��


� � �n	�� � � �n	�	 � � �n	�


� � �n
�� � � �n
�	 � � �n
�
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nach Gl� 
����	 l�a�t sich die Gl� 
���� formulieren als�

�x
t� � Ax
t� � �Nx
t� � b�w
t�

� B�

���x
t� k�
t� �B�

��	x
t� k	
t� �B�

��
x
t� k

t�

� B�

	��x
�	�
t� k�
t� �B�

	�	x
�	�
t� k	
t� �B�

	�
x
�	�
t� k

t� � 
�����

Der neu einzuf�uhrende Stellgr�o�envektor �u hat folgende Gestalt�

�uT 
t� � �k�
t�� k	
t�� k

t�� w
t�� � 
�����

Die drei Matrizen �B sind�

�B� �


BB�

� � � b�

� � � b	

� � � b


�
CCA � 
�����

�B� �


BB�
�b� � � n��� � �b� � n��	 � � �b� n��


�b	 � � n	�� � �b	 � n	�	 � � �b	 n	�


�b
 � � n
�� � �b
 � n
�	 � � �b
 n
�


�
CCA und 
�����

�B	 �


BB�
�n��� �n��� �n��� �n��	 �n��	

�n	�� ���
 �n	�� ���
 �n	�� ���
 �n	�	 ���
 �n	�	 � � �

�n
�� �n
�� �n
�� �n
�	 �n
�	

�n��	 �n��
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� � � ���
 �n	�	 ���
 �n	�
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 �n	�
 ���
 �n	�
 ���


�n
�	 �n
�
 �n
�
 �n
�


�
CCA� 
�����

Die Endgleichung lautet damit�

�x
t� � Ax
t� � �B� �u
t� � �B�x
t�� �u
t� � �B	x
t�� x
t�� �u
t� � 
�����

Das strukturvariabel geregelte BLS kann also als MISOQLS mit linearer Eigendynamik

notiert werden� Das Blockschaltbild ��� verdeutlicht die Zusammenh�ange	 wobei ein neues

Symbol 
 � f�ur das Kronecker Produkt verwendet wird� Die Steuerbarkeitsanalyse l�a�t

sich nun zum Beispiel gem�a� der Vorgehensweise von Jelali 
����� ausf�uhren� Ferner sind

die Ergebnisse aus Schwarz 
����� anwendbar�
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In

Z

A

�B�

cT�B�

�u
t� �x
t� x
t� y
t�

�B	

x�	�
t�

Bild �
�� MISOQLS mit linearer Eigendynamik
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� Zusammenfassung

Die in diesem Bericht vorgestellte neue Betrachtungsweise erschlie�t die Anwendung ana�

lytischer Verfahren f�ur die Auslegung variabel strukturierter Regelungen bei Polynomsy�

stemen mit linearer Steuerung� Das wird erm�oglicht	 indem die variablen Parameter der

linearen R�uckf�uhrung des Systemzustandes als Eingangsgr�o�en des Systems behandelt

werden� So wird zum Beispiel f�ur lineare Systeme mit VSR eine MISOBLSDarstellung

gefunden� Bilineare Systeme mit VSR k�onnen als MISOQLS mit linearer Eigendynamik

betrachtet werden�

Die Schwierigkeiten	 die eintreten	 wenn ohne die hier beschriebene Notation strukturva�

riable Regelungen ausgelegt werden sollen	 werden vor allem dagegen eingetauscht	 da�

die zu behandelnden Systeme multivariabel werden� Dieses ist insbesondere deshalb un�

angenehm	 da die Nichtlinearit�at der Ausgangssysteme erhalten bleibt� Vorerst wird sich

die Anwendung deshalb auf technisch interessante einfachere F�alle konzentrieren	 bei de�

nen die Ausgangssysteme nur schwach nichtlinear sind�

Als weiterf�uhrende Arbeit erscheint die Sammlung bzw� Formulierung von Stabilit�ats

oder auch Steuerbarkeitskriterien f�ur MISOPLS niedriger Ordnung als sinnvoll� Eine

Erleichterung dieser sicherlich nicht trivialen Aufgabe kann darin gesehen werden	 da�

hier MISOSysteme zu behandeln sind	 also mehr Stellgr�o�en als unbedingt erforderlich

zur Verf�ugung stehen� Das zu l�osende Problem ist also die Entwicklung einer Auswahlre�

gelung�
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