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� Einleitung �

� Einleitung

Viele Problemstellungen der Regelungstechnik verlangen eine nichtlinareProblembeschrei�

bung� Eine wichtige Frage� die sich bei nichtlinearen Systemen stellt� ist die nach der

M	oglichkeit� durch eine Zustandsr	uckf	uhrung ein gew	unschtes Modellverhalten zu erzeu�

gen� Dabei soll sowohl der Fall m	oglich sein� da� ein lineares Modellverhalten erzwungen

wird als auch der Fall� da� ein vorgegebener nichtlinearer Zusammenhang erf	ullt wird� In

der Literatur wird dabei zwischen asymptotischer und exakter Modellfolgeregelung unter�

schieden �Di Benedetto und Grizzle ���
�� In diesem Bericht wird der letztere Fall n	aher

betrachtet�

Das Problem der Modellfolgeregelung kann� wie bereits bei einigen Autoren vorgeschlagen

�Okutani und Furuta ������ als St	orsignalentkopplung formuliert werden� Dabei wird ein

Gesamtsystem aus urspr	unglichem System und gew	unschtem Modell komponiert� dessen

Ausg	ange aus den Di�erenzen der Ausg	ange dieser beiden Teilmodelle bestehen� Wer�

den nun beide Teilsysteme mit den gleichen Stellgr	o�en beaufschlagt� so soll der Ausgang

zu Null werden� Dies soll durch eine Zustandsgr	o�enr	uckf	uhrung gew	ahrleistet werden�

die sowohl die Zust	ande des urspr	unglichen Systems als auch die Zust	ande des Modells

umfassen darf �s� Bild ����� Werden die Modellzust	ande f	ur die R	uckf	uhrung ben	otigt�

so bedeutet dieses� da� das Modell in dem zu verwendenden Regler abgebildet werden

mu�� Der in diesem Bericht betrachtete allgemeine Fall der Modellfolgeregelung umfa�t

damit gleichzeitig den Fall der exakten Linearisierung� der gerade einer Modellfolgere�

gelung f	ur ein lineares I�Modellsystem der Ordnung n entspricht� wobei n die Ordnung

des urspr	unglichen Systems darstellt� Anhand dieses Spezialfalles wird der Nutzen der

Modellfolgeregelung unmittelbar deutlich� Kann ein Systemverhalten erzwungen werden�

f	ur das bereits bew	ahrte Analyse� und Synthesewerkzeuge bekannt sind� so k	onnen diese

Werkzeuge problemlos angewendet werden� sofern sich die Modellfolgeregelung als stabil

erweist� d� h� sich auf ein hinreichend genaues Systemmodell st	utzt oder hinreichend ro�

bust gegen Abweichungen vom realen System ist� Solche Werkzeuge existieren z�T� f	ur

bilineare �Schwarz ����� oder quadratische Systeme �Schwarz ������ ganz gewi� aber f	ur

lineare Systeme�

Der vorliegende Bericht gliedert sich wie folgt� Zun	achst werden in Abschnitt 
 eini�

ge mathematische Grundlagen wiedergegeben sowie Bedingungen f	ur die Existenz einer

Modellfolgeregelung angegeben� Eine Verbindung zur St	orsignalentkopplung� insbeson�

dere der graphentheoretischen Formulierung des St	orentkopplungsproblems� wird darge�

stellt� Der dritte Abschnitt stellt einen Weg zur systematischen Berechnung der Mo�

dellfolgeregelung vor� der auf bereits bekannte di�erentialalgebraische Kenngr	o�en f	uhrt

sowie Parallelen zu Inversionsalgorithmen f	ur lineare �Silverman ����� und nichtlineare

�Hirschorn ����� Singh ����� Systeme aufweist� Insbesondere wird mit der Verwendung

des Rankings eine M	oglichkeit gescha�en� f	ur die Inversion nichtlinearer Di�erentialglei�

chungen die Methoden der kommutativen Algebra zu nutzen� Besonders hervorzuheben
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sind hierbei die sogenannten Gr	obner�Basen� die eine Verallgemeinerung der Gau�schen

Elimination darstellen und ein Ranking voraussetzen� Die Gr	obner�Basen selbst werden

in einem sp	ateren Bericht n	aher behandelt� da sich eine umfangreiche Darstellung die�

ses Werkzeuges emp�ehlt� Die 	Ubertragbarkeit der Synthese der Modellfolgeregelung auf

graphentheoretische Methoden wird in Abschnitt � n	aher erl	autert� orientiert sich aber im

wesentlichen an den Ausf	uhrungen eines fr	uheren Berichtes �Senger ������ in dem bereits

auf die restriktiven Bedingungen einer exakten 	Ubertragbarkeit hingewiesen wurde� Mit

einer Zusammenfassung sowie einem Ausblick im f	unften Abschnitt schlie�t der Bericht�

Modell

StreckeRegelgesetz
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Abbildung ���� Allgemeine Darstellung einer Modellfolgeregelung
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� Problemformulierung

F	ur die Beschreibung regelungstechnischer Aufgaben wie der Modellfolgeregelung sind ei�

nige mathematischeWerkzeuge notwendig� Wie z�B� in Wey ������ beschrieben� stellt die

Di�erentialalgebra ein wichtiges Analysewerkzeug dar� das eine pr	agnante Beweisf	uhrung

in vielen regelungstechnischen Fragestellungen erm	oglicht� Die Grundlagen der Anwen�

dung der K	orpertheorie auf die Beschreibung dynamischer Systeme �nden sich bei Fliess

������ ��� �� der hier eine Vorreiterrolle einnimmt� An dieser Stelle werden zur Erinne�

rung solche De�nitionen und Begri�e wiedergegeben� die im folgenden von unmittelbarer

Bedeutung sind und in die Argumentationen ein�ie�en� Einige weiterf	uhrende Grundla�

gen sind z�B� in Wey ����
� und Senger ������ zusammengefa�t�

��� Mathematische Grundlagen

Da sie in vielen Beweisf	uhrungen Verwendung �ndet� wird zun	achst die Gradformel der

Di�erentialalgebra angegeben� Die Gradformel besagt� da� folgender Zusammenhang gilt�

di�
 trg kha� bi�k � di�
 trg kha� bi�khbi! di�
 trg khbi�k � �
���

was bedeutet� da� der di�erentielle Transzendenzgrad einer K	orpererweiterung sich aus

den di�erentiellen Transzendenzgraden derjenigen di�erentiellen Teilk	orpererweiterungen

bestimmt� die gerade die Gesamtk	orpererweiterung ergeben� Weiterhin ist der di�erenti�

elle Rang eines Systems de�niert zu�

De�nition ��� �Fliess �����

Der di�erentielle Rang eines Systems mit den Ausg	angen y 
 Rp ist gleich dem di�eren�

tiellen Transzendenzgrad di�
 trg khyi�k der K	orpererweiterung khyi�k �

Einige mathematische Begri�e sind im folgenden kurz erkl	art�

Ideal �Atiyah und Macdonald ������

Ein Ideal a eines Ringes� A ist eine Untermenge von A� die eine additive Untergruppe

von A derart darstellt� da� gilt Aa 	 a� d� h� x 
 A � y 
 a � xy 
 a�

Hauptideal �Atiyah und Macdonald ������

Die Vielfachen eines Elementes x aus A bilden ein Hauptideal� das durch
�
�x�� gekenn�

zeichnet wird�

Primideal �Atiyah und Macdonald ������

Ein Ideal a aus A hei�t Primideal� wenn gilt� a � ��� und xy 
 a � x 
 a � y 
 a�

� Wenn nicht besonders erw�ahnt� ist mit einem Ring in diesem Bericht immer ein kommutativer Ring

gemeint�
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Modul �Atiyah und Macdonald ������

Es sei A ein kommutativer Ring� Dann ist ein A�Modul eine additive Abelsche Gruppe�

in der sich A linear verh	alt� Das hei�t� ein A�Modul ist ein Paar �M��� wobei M eine

Abelsche Gruppe ist und � eine Abbildung von A �M in M � so da�� wenn wir bx f	ur

��b� x� " b 
 A " x 
M schreiben� die folgenden Axiome gelten�

b�x! y� � bx! by �
�
�

�b! c�x � bx! cx �
���

�bc�x � b�cx� �
���

�x � x b� c 
 A " x� y 
M �
��

Module stellen eine Verallgemeinerung bekannter Konzepte dar� Es gilt z�B��

� Ein Ideal a aus A ist ein A�Modul�

� Ist A ein K	orper k� so bildet der A�Modul einen k�Vektorraum�

��� Modellfolgeregelung

Die Modellfolgeregelung ist in der Vergangenheit bereits vielfach diskutiert worden �Di Be�

nedetto und Isidori ����� Moog u� a� ����� Di Benedetto und Grizzle ���
�� Das Modell�

folgeregelungsproblem ist durch folgenden Sachverhalt charakterisiert� Es sei ein Proze�

mitm Ein� und p Ausg	angen sowie ein Modell �gekennzeichnet durch 	Uberstrich� gegeben�

Dann ist ein Kompensator derart gesucht� da� die Ausg	ange des Prozesses mit Kompen�

sator in gleicher Weise von den Eingangsgr	o�en abh	angen wie die des Modells bei gleichen

Eingangsgr	o�en� Diese Eigenschaft soll weiterhin unabh	angig von den Anfangszust	anden

des Prozesses und des Modells sein� Wie bereits eingangs erw	ahnt� kann das Problem der

Modellfolgeregelung als St	orsignalentkopplung formuliert werden� Daf	ur betrachtet man

ein System� dessen Ausg	ange durch die paarweisen Di�erenzen �yi � yi��yi � i � �� 
 
 
 � p �

zwischen Proze� und Modell gebildet werden und unabh	angig von den Eing	angen dieses

Systems sein sollen� Bild 
�� verdeutlicht den Zusammenhang� An dieser Stelle soll eine

di�erentialalgebraische Formulierung der Bedingungen f	ur die L	osbarkeit des Modellfol�

geregelungsproblems vorgestellt werden� die weitgehend den Ausf	uhrungen von Rudolph

����
� bzw� Rudolph und Delaleau ������ folgt� Weiterhin werden Parallelen zu weiteren

Formulierungen des gleichen Problems gezeigt� Da die Synthese der Regelgesetze auf Basis

der Di�erentialalgebra kaum m	oglich ist� wird aufbauend auf die di�erentialalgebraischen

Existenzbedingungen der Regelgesetze im n	achsten Abschnitt die Synthese auf der Basis

des Rankings dargestellt�

Aus di�erentialalgebraischer Sicht wird ein System mit m Eing	angen u und p Ausg	angen

y durch eine K	orpererweiterung khu�yi�khui beschrieben� die di�erentiell algebraisch ist�

da angenommen wird� da� das Ein��Ausgangsverhalten durch algebraische Di�erential�

gleichungen dargestellt werden kann� Die Eing	ange u werden als voneinander unabh	angig
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kh�y� �ui�kh�ui

khy�ui�khuikhuc�vi�khvi

Kompensator System

Modell

v � �u uc� u

�u

y

�y

�y

�

Abbildung ���� Schematische Darstellung der Modellfolgeregelung als St	orsignalent�

kopplung

angenommen� so da� di�
 trgkhui�k � m gilt� Es ist nun ein Kompensator khuc�vi�khvi
gesucht� so da� in dem K	orper kh�u�uc�yc� �yi gilt�

di�
 trg kh�yci�k �  � �
���

wobei der Exponent c das System mit Kompensator kennzeichnet� F	ur die Existenz einer

Modellfolgeregelung kann nun folgender Satz angegeben werden�

Satz ��� �Rudolph ���
�

Ein Kompensator zu dem Proze� khu�yi�khui� der die Modellfolge mit dem Modell

kh�u� �yi�kh�ui gew	ahrleistet� existiert� wenn
di�
 trg kh�yi�k � � 
 �
���

Darin stellt � den di�erentiellen Rang des Prozesses dar�

Beweis�

Es gilt der Zusammenhang

� � di�
 trg khy� �y� �ui�kh�ui
� di�
 trg kh�y� �y� �ui�kh�ui �
���

� di�
 trg kh�y� �ui�kh�ui 


Die erste Zeile in Gl� �
��� folgt aus der De�nition des di�erentiellen Ranges und der

Tatsache� da� �y di�erentiell algebraisch 	uber kh�ui ist� Die zweite Zeile folgt aus der

De�nition von �y und in der dritten Zeile wird wiederum die di�erentielle Algebraizit	at

von �y 	uber kh�ui genutzt� Es gilt also nach Voraussetzung in Satz 
���

di�
 trg kh�yi�k � � � di�
 trg kh�y� �ui�kh�ui 
 �
���

Es werden � Proze�eing	ange �u de�niert� so da� di�
 trg kh�u�yi�khyi �  gilt� Somit

stellt �u die Eing	ange eines invertierbaren Subsystems des Prozesses dar� also auch eines

Teilsystems von kh�y�u� �ui�khu� �ui� Damit gilt�

di�
 trg kh�y� �u� �ui�kh�u� �ui �  
 �
�� �
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Gl� �
�� � impliziert die Existenz dieser Gleichungen�

Qif�y� �u� �ug �  " i � �� 
 
 
 � � 
 �
����

Weiterhin folgt aus Gl� �
��� die Existenz der Gleichungen

Rjf�yg �  " j � � ! �� 
 
 
 � p 
 �
��
�

Es wird zun	achst gezeigt� da� die Gln� �
���� invertierbar bez	uglich �u sind�

Lemma ���

di�
 trg kh�u� �u��yi�kh�u��yi �  �
����

Zur Beweisf	uhrung wird die Kaskade

kh�y� �ui � kh�y� �u�yi � kh�y� �u�y� �ui �
����

von K	orpererweiterungen gebildet� f	ur die mit der Gradformel gilt�

di�
 trg kh�y� �u�y� �ui�kh�y� �ui �
di�
 trg kh�y� �u�y� �ui�kh�y�y� �ui
! di�
 trg kh�y�y� �ui�kh�y� �ui 


�
���

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite von Gl� �
��� ist gleich Null� weil

per De�nition �u di�erentiell algebraisch 	uber y ist� Weil y � �y ! �y ist

und �y di�erentiell algebraisch 	uber �u ist� verschwindet auch der zweite Term

auf der rechten Seite der Gleichung� Da weiterhin kh�u� �u��yi�kh�u��yi eine
Teil�K	orpererweiterung von kh�y� �u�y� �ui�kh�y� �ui darstellt� ist somit die

Richtigkeit von Gl� �
���� bewiesen�

Da die Gln� �
���� invertierbar bez	uglich �u sind� kann nun ein Kompensator durch diese

Beziehungen sowie m � � weiteren Gleichungen Sj � j � � ! �� 
 
 
 �m � gebildet wer�

den� die eine di�erentielle Algebraizit	at von u 	uber kh�u� �ui de�nieren� Das resultierende

Gesamtsystem mit Kompensator ist darstellbar durch die Gleichungen�

Pif�ycg �  " i � �� 
 
 
 � � � �
����

Rjf�ycg �  " j � �! �� 
 
 
 � p 
 �
����

Die Existenz von Gln� �
���� folgt aus Gl� �
�� � und der Tatsache� da� die Gln� �
����

invertierbar bez	uglich �u sind� Gl� �
���� existiert nach Voraussetzung in Satz 
��� Es ist
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mit Gln� �
����#�
���� die Bedingung aus Gl� �
��� erf	ullt� Der Kompensator wird durch

folgende Gleichungen beschrieben�

Qif�yc� �u� �ug �  " i � �� 
 
 
 � � � �
����

Sjfu� �u� �ug �  " j � �! �� 
 
 
 � p 
 �
����

Da die Di�erenzen �yc nun di�erentiell algebraisch 	uber dem Grundk	orper k sind� exi�

stiert zudem auch ein Feedforward�Kompensator

kh�u�ui�kh�ui 
 �
�
 �

Rudolph ����
� zeigt zudem� da� die in Satz 
�� angegebene Bedingung nicht nur hinrei�

chend� sondern auch notwendig ist� wenn f	ur den di�erentiellen Rang �� des Modells gilt�

�� � ��

Da die hier vorgestellte Beschreibung der Modellfolgeregelung durch eine Darstellung als

St	orsignalentkopplung erfolgt� k	onnen leicht einige Parallelen zu di�erentialgeometrischen

und graphentheoretischen Beschreibungsweisen gezogen werden� Die di�erentialalgebrai�

sche Formulierung geht beispielsweise konform mit der von Huijberts u� a� ����
� auf

di�erentialgeometrischer Basis gegebenen Bedingung� Diese lautet�

Satz ��� �Huijberts u� a� ���
�

Es liege ein analytisches System $AS vor� das quadratisch �p � m� und di�erentiell

linksinvertierbar �� � m� sei� Dieses System werde an einem streng regul	aren Punkt x�
betrachtet� Die dynamische St	orsignalentkopplung mit Messung der St	orung ist f	ur dieses

System dann und nur dann lokal um x� m	oglich� wenn das gest	orte System $w und das

ungest	orte System $� die gleiche algebraische Struktur im Unendlichen haben�

Betrachtet man das Gesamtsystem aus Proze� und Modell mit den Ausg	angen �yi �

yi� �yi � i � �� 
 
 
 � p � als gest	ortes System und den Proze� als ungest	ortes System� so sind

die Bedingungen direkt auf das Problem der Modellfolgeregelung anwendbar� Wir rufen

uns daf	ur in Erinnerung� da� die Struktur im Unendlichen gegeben ist durch die Liste

f��� 
 
 
 � �ng� mit �k als der Anzahl der Nullstellen im Unendlichen der Ordnung kleiner

oder gleich k �Di Benedetto u� a� ������ Es stimmt �n aber gerade mit dem von Fliess

������ de�nierten di�erentiellen Rang � des Systems 	uberein� Die in Satz 
�
 angegebene

Bedingung ist allerdings restriktiver als die in Satz 
��" sie ist nur lokal g	ultig und sieht

keine quasistatischen R	uckf	uhrungen vor� Zudem ist die Bedingung der Linksinvertier�

barkeit nach Satz 
�� nicht notwendig�

Eine graphentheoretische Bedingung f	ur die L	osbarkeit des Modellfolgeregelungsproblems

kann ebenfalls aus der St	orentkoppelbarkeit abgeleitet werden� Daf	ur kann der von Wey

und Svaricek ����� angegebene Satz in einer weniger restriktiven Form verwendet wer�

den� die auch quasistatische R	uckf	uhrungen erlaubt�
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Satz ���

Es liege ein analytisches System $AS vor� das di�erentiell linksinvertierbar �� � m� sei�

Das Modellfolgeregelungsproblem ist l	osbar� wenn der Graph G� des Prozesses und der

Graph G� des Di�erenzsystems aus Proze� und Modell die folgende Bedingung erf	ullen�

Die Anzahlen der knotendisjunkten Pfade von G� und G� stimmen 	uberein und sind

gleich dem di�erentiellen Rang � des Prozesses�

Beweis�

Nach Van der Woude ������ stimmt die Anzahl der knotendisjunkten Pfade mit dem

generischen Rang �gen eines Systems 	uberein� Weiterhin gilt �siehe Wey und Svaricek

�������

� � �gen 
 �
�
��

Da nun die Anzahl der knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade eines Graphen nach oben

durch die Anzahl m der Eing	ange beschr	ankt ist� entspricht der generische Rang �gen
gerade dem di�erentiellen Rang �� denn es gilt bei vorausgesetzter di�erentieller Linksin�

vertierbarkeit�

m � � � �gen � m 
 �
�

�

Die Bedingung der di�erentiellen Linksinvertierbarkeit in Satz 
�� ist hinreichend� aber

nicht notwendig� In der 	uberwiegenden Anzahl der F	alle wird der strukturelle Rang

�gen mit dem di�erentiellen Rang � 	ubereinstimmen� was auch auf graphentheoretischem

Wege 	uberpr	uft werden kann �vgl� Wey �������� F	ur diese F	alle entspricht die Anzahl der

knotendisjunkten Ein��Ausgangspfade dem di�erentiellen Rang � und damit stimmen die

Aussagen von Satz 
�� und Satz 
�� exakt 	uberein�
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� Bestimmung des Regelgesetzes

In Abschnitt 
 wurden die Bedingungen f	ur die Existenz eines Regelgesetzes dargelegt�

Zwar sind die Bedingungen anhand weniger Zahlen zu 	uberpr	ufen� jedoch ist i� allg� die

Bestimmung des entsprechenden Regelgesetzes nicht m	oglich� Daher wird im folgenden

eine Vorgehensweise zur Bestimmung der Modellfolgeregelung dargestellt� Im weiteren

Verlauf wird zudem eine M	oglichkeit angesprochen� wie die Berechnung der R	uckf	uhrung

automatisiert werden kann�

Betrachtet wird ein analytisches System �AS�� das hinreichend oft di�erenzierbar sei�

$AS �
�x � f �x�u� x 
 Rn � u 
 Rm �

y � h�x� y 
 Rp 

�����

Eine dynamische R	uckf	uhrung herk	ommlicher Art sei durch die Darstellung

�z � ��x�z� !��x�z�v

u � ��x�z� ! ��x�z�v
� v 
 Rm ���
�

charakterisiert� Wie bereits angedeutet� soll bei der Modellfolgeregelung die M	oglichkeit

bestehen� auf die Zustandsvariablen des Modells zur	uckzugreifen� was einer Abbildung

des Modells im Regler entspricht� Bei der exakten Linearisierung� wie auch bei der

St	orentkopplung� wird eine Anzahl von Integratoren vor die Eing	ange geschaltet� wodurch

das dynamische R	uckf	uhrgesetz entsteht �Di Benedetto u� a� ����� Senger ������ Das re�

sultierende Gesamtsystem entspricht dann mehreren nichtverzweigten Integratorketten�

Da bei der Modellfolgeregelung die Ausg	ange des Di�erenzsystems zu Null werden sollen�

ist eine solche Erweiterung um eine Anzahl von Integratoren nicht notwendig� denn die

Dynamik der R	uckf	uhrgesetze ergibt sich nicht durch Vorschalten zus	atzlicher Speicher

f	ur Energie�Masse vor die Eing	ange des Systems� sondern lediglich aus dem im Regler

implementiertenModell� Daher ist das Regelgesetz auch nicht� wie eine klassische dynami�

sche Zustandsr	uckf	uhrung �Gl� ��
�� mit x als den Zust	anden des Systems darstellbar" es

wird statisch oder quasistatisch ausfallen �vgl� Gl� 
�
 �� Es gen	ugt also� das Regelgesetz

als

u � ��x� ! ��x� f�ug� � �u 
 Rm �����

anzusetzen� wobei f�ug � ��u� ��u� 	�u� 
 
 
� bedeutet� Das Regelgesetz zur Erzielung der exak�

ten Modellfolge ergibt sich auf folgende Weise� Es wird zun	achst das analytische System

des Prozesses gem	a� Gl� ����� betrachtet� Bildetman sukzessive die zeitlichenAbleitungen

yl � h
���
l �x�

�yl � h
���
l �x�u�

���

y
�k�
l � h

�k�
l �x�u� 
 
 
 �u�k����

�����
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der Systemausg	ange yl� � � l � p und anschlie�end deren totale Di�erentiale� so ergibt

sich folgende Darstellung�

dyl �
nX
i��

h
���
l

xi
dxi

���

dy�k�l �
nX
i��

h
�k�
l

xi
dxi !

k��X
���

mX
j��

h
�k�
l

u
���
j

du���j � k � � 


����

De�niert man wie Di Benedetto u� a� ������ einen �nichtdi�erentiellen� K	orper K der

rationalen Funktionen in u� 
 
 
 �u�n��� mit meromorphen Koe�zienten in x sowie einen

Vektorraum E 	uber K� der von dx und du����  � � � n�� aufgespannt wird� dann stellt

dy
�k�
l �  � k � n einen Vektor in E dar� F	ur den Vektorraum E gilt die Zerlegung

E � Ex � Eu � �����

mit den Unterr	aumen

Ex � spanKfdxij� � i � ng und �����

Eu � spanKfdu���j j� � j � n �  � � � n� �g 
 �����

F	ur die weitere Beschreibung werden die Elemente dy�k�l bzw� y�k�l angeordnet�

dy��dy	� 
 
 
 �dyp�d �y��d �y	� 
 
 
 �d �yp� 
 
 
 �dy
�k�
� �dy

�k�
	 � 
 
 
 �dy�k�p � 
 
 
 � �����

y�� y	� 
 
 
 � yp� �y�� �y	� 
 
 
 � �yp� 
 
 
 � y
�k�
� � y

�k�
	 � 
 
 
 � y�k�p � 
 
 
 
 ���� �

Dieses Ranking der Ausgangssignalableitungen bzw� deren Di�erentiale bedeutet eine

Anordnung� so da� y
�k��
l�

dann und nur dann links von y
�k��
l�

steht� wenn k� � k	 oder

l� � l	 � k� � k	� Hierf	ur wird die Schreibweise y�k��l�
� y

�k��
l�

verwendet�

De�nition ��� �Cao und Zheng ���
�

dy
�k�
l wird als u�linksabh	angig bezeichnet� wenn

dy�k�l 
 Ex ! spanKfdy���� jy���� � y
�k�
l g 
 ������

Andernfalls wird dy�k�l als u�linksunabh	angiger Vektor in ����� bezeichnet� Entsprechend

wird ein Element y�k�l aus ���� � u�linksabh	angig genannt� wenn Gl� ������ gilt bzw� u�

linksunabh	angig� wenn Gl� ������ nicht gilt�

Mit

Lu �� fy�k�l jy�k�l ist u�linksunabh	angigg ����
�

gilt� da� wenn y
�k�
l u�linksabh	angig ist� d� h� y

�k�
l 
 Lu� dann existiert eine Funktion �� so

da�

y
�k�
l � ��x� y���� jy���� � y

�k�
l � y���� 
 Lu� 
 ������
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Da bei realen Systemen Kausalit	at vorausgesetzt werden kann� tritt bei dem Ranking im�

mer mindestens ein u�linksunabh	angiges Element auf� Der Grad der zeitlichen Ableitung�

die zur u�Linksunabh	angigkeit f	uhrt� ist geeignet� das System zu charakterisieren� Wir

bezeichnen ihn mit

�l �

��
� � �wenn y

�k�
l 
 Lu � �k �  

minfkjy�k�l 
 Lug � sonst
� l � �� 
 
 
 � p 
 ������

Es gilt�

Lemma ���

Wenn �l �� ist� dann existiert eine eindeutige Funktion �l�j mit j �  � 
 
 
 �m� so da�

y
��l�
l � �l���x� y

���
� jy���� � y

��l�
l � y���� 
 Lu�

!
mX
j��

�l�j�x� y
���
� jy���� � y

��l�
l � y���� 
 Lu� � uj 
 �����

F	ur das Ranking wird eine Permutation der Ausgangssignalindizes li� i � �� 
 
 
 � p in der

Art vorgenommen� da� gilt�

yl� � yl� � 
 
 
 � ylp
� �l� � �l� � 
 
 
 � �lp �� 
 ������

Mit

� �� cardf�lj�l ��� l � �� 
 
 
 � pg ������

bedeutet dies� da� y���� 
 Lu nur m	oglich ist� wenn � � �� Gl� ����� l	a�t sich in

Matrixform als

� �� �� !��u ������

schreiben� Aufgrund der De�nition der u�Linksunabh	angigkeit entspricht die Kennzif�

fer � gerade dem Rang der Matrix ��� und somit kommt ihr eine besondere Bedeutung

zu� Es existieren n	amlich genau � di�erentiell unabh	angige Gleichungen verschiedener

Ausgangsgr	o�en in u 	uber dem Grundk	orper k der Zustandsvariablen� Damit bilden die

Elemente y�k�l � f	ur welche �l �� gem	a� Gl� ������ ist� gerade eine Transzendenzbasis der

K	orpererweiterung khyi�k� Somit ist gezeigt� da� � gerade dem von Fliess ������ de��

nierten di�erentiellen Rang des Systems entspricht� Vor dem Hintergrund des Satzes 
��

ist damit die weitere Vorgehensweise vorgezeichnet� Wir komponieren ein analytisches

Gesamtsystem

$AS �
�x � f �x� �u�u� x 
 Rn � u 
 Rm �

y � h�x� � yProzess� yModell �u 
 Rm � y 
 Rp 

������

aus analytischem Proze�modell und gew	unschtem Modell� indem der Zustandsvektor x

erweitert wird und als Ausg	ange die paarweisen Di�erenzen zwischen den Proze�� und
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Modellausg	angen gew	ahlt werden� Zun	achst setzen wir Proze�� und Modelleing	ange ein�

ander gleich�

�uj � uj � j � �� 
 
 
 �m 
 ���
 �

Verf	ahrt man mit diesem neuen Gesamtsystem genauso wie zuvor mit dem Proze�� so

ergibt sich eine neue Kenngr	o�e ��� die dem di�erentiellen Rang �� des Gesamtsystems

entspricht� Damit k	onnen wir festhalten�

Satz ���

Es sei ein Proze� und das gew	unschte Modell durch ein analytisches System nach Gl� �����

darstellbar� F	ur diesen Proze� und das Modell existiert eine Modellfolgeregelung mit

einem regul	aren Regelgesetz nach Gl� ����� dann� wenn gilt� � � ���

Beweis�

Der Beweis daf	ur� da� die Bedingung in Satz ��� hinreichend ist� folgt unmittelbar aus

Satz 
�� in Abschnitt 
� kann aber auch konstruktiv erbracht werden� Daf	ur kann das

Gesamtsystem nach Gl� ������ ber	ucksichtigt werden� Es werden aber nicht Proze�� und

Modelleing	ange gleichgesetzt� da nun u bestimmt werden soll� Bildet man die zeitlichen

Ableitungen der Ausgangsgr	o�en des Gesamtsystems sowie deren totale Di�erentiale� so

ergibt sich analog zu Gln� �����#�����

yl � h
���
l �x�

�yl � h
���
l �x�u� �u�

���

y
�k�
l � h

�k�
l �x�u� �u� 
 
 
 �u�k���� �u�k����

���
��

und

dyl �
nX
i��

h
���
l

xi
dxi

���

dy
�k�
l �

nX
i��

h
�k�
l

xi
dxi !

k��X
���

mX
j��

h
�k�
l

u
���
j

du
���
j !

k��X
���

mX
j��

h
�k�
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�u���j

d�u
���
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���

�

De�niert man einen neuen �nichtdi�erentiellen� K	orper K der rationalen Funktionen in

u� �u� 
 
 
 �u�n���� �u�n��� mit meromorphen Koe�zienten in x sowie einen Vektorraum E
	uber K� der von dx� du��� und d�u����  � � � n� � aufgespannt wird� dann stellt dy�k�l �

 � k � n einen Vektor in E dar und es gilt analog zu dem obigen Fall f	ur den Vektorraum

E die Zerlegung�

E � Ex � Eu � E
u � ���
��

mit den Unterr	aumen

Ex � spanKfdxij� � i � ng � ���
��

Eu � spanKfdu���j j� � j � n �  � � � n� �g und ���
�

E
u � spanKfd�u���j j� � j � n �  � � � n� �g 
 ���
��
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F	ur die Konstruktion der R	uckf	uhrung kann man De�nition ��� modi�zieren�

De�nition ���

dy�k�l wird als u�linksabh	angig bezeichnet� wenn

dy
�k�
l 
 Ex ! E
u ! spanKfdy���� jy���� � y

�k�
l g 
 ���
��

Andernfalls wird dy�k�l als u�linksunabh	angiger Vektor in ����� bezeichnet�

Entsprechend wird ein Element y�k�l aus ���� � u�linksabh	angig �bzw� u�

linksunabh	angig� genannt�

Damit f	uhrt das Auftreten von �uj � j � �� 
 
 
 �m � in y�k�l nicht zur u�Linksunabh	angigkeit�

Ermittelt man nach der Bildungsvorschrift Gl� ������ die Invarianten �l� so erh	alt man

nach Voraussetzung von Satz ��� analog zu Lemma ��� � � �� Gleichungen der Form

y
��l�
l � �l���x� f�ug� y���� jy���� � y

��l�
l � y���� 
 Lu�

!
mX
j��

�l�j�x� f�ug� y���� jy���� � y
��l�
l � y���� 
 Lu� � uj 
 ���
��

oder in Matrixschreibweise�

� � �� !��u 
 ���
��

Mit einem Ranking gem	a� Bedingung ������ kann man nun schreiben��
�

��m�����

�
�

�
��

��m�����

�
!

�
��

R

�
u � ���� �

mit R 
 Rm���m� R ist so zu w	ahlen� da� rang��T
� R

T�T � m gilt und somit ��T
� R

T�T

eine invertierbare m �m�Matrix darstellt� Dies ist stets m	oglich� da aufgrund der De��

nition der u�Linksunabh	angigkeit rang���� � � stets erf	ullt ist� Die Modellfolgeregelung

verlangt nun� da� die paarweisen Di�erenzen der Ausg	ange von Proze� und Modell� also

die Ausg	ange des Gesamtsystems� unabh	angig von �u zu Null werden� Daher werden in

Gl� ���� � %j� j � �� 
 
 
 � � und deren Ableitungen gleich Null gesetzt� wodurch sich die

Gleichung stark vereinfacht� Die gew	unschten Stellgr	o�en ergeben sich zu

u �

�
��

R

��� � ���

��m�����

�

 ������

Mit den so ermittelten Stellgr	o�en ist gew	ahrleistet� da� die paarweisen Di�erenzen der

Ausg	ange von Proze� und Modell unabh	angig von den Eing	angen �u sind�
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� Graphentheoretische Betrachtung und Anwendungs�

beispiele

In diesem Abschnitt werden einige 	Uberlegungen zur 	Ubertragbarkeit der Ergebnisse aus

Abschnitt � auf graphentheoretische Methoden angestellt� Anschlie�end werden Beispiele

f	ur die Bestimmung des Modellfolgeregelgesetzes pr	asentiert�

��� Graphentheoretische Betrachtung

Die in Satz 
�� angegebene Bedingung kann ohne wesentliche Einschr	ankungen direkt

in eine graphentheoretische Vorgehensweise 	ubersetzt werden� wie mit Satz 
�� gezeigt

wurde� Damit ist die Existenz einer Modellfolgeregelung 	uberpr	ufbar� Die Synthese des

Regelgesetzes ist aber nur f	ur eine Unterklasse der analytischen Systeme exakt anhand

des Graphen m	oglich� Um dies zu zeigen� werden die Schritte zur Ermittlung des Regel�

gesetzes nach Abschnitt � betrachtet� Es handelt sich dabei um

a� Di�erentiation und

b� Invertierung der Matrix ��T
� R

T�T aus Gl� ���� ��

Diese Operationen sind i� allg� nicht anschaulich am gew	ohnlichen gewichteten Graphen

�Wey ����� nachzuvollziehen� da dieser nur die ersten partiellen Ableitungen der Zu�

standsvariablen enth	alt� Betrachtet man allgemein eine beliebige Ableitung einer Funk�

tion ����  
 Rn� nach der Zeit�

���� �
nX
i��

���

&i

�&i � �����

	��� �
nX

j��



�
nP
i��

���

&i

�&i

�

&j

�&j

�
nX

j��

nX
i��

�
BBB	 	���

&i&j
 �z �
a

�&i
�&j !

���

&i

 �&i

&j

�&j


CCCA � ���
�

so wird deutlich� da� nur die zeitlichen Ausgangssignalableitungen am Graph direkt ables�

bar sind� bei denen lediglich eine einmalige partielle Ableitung auftritt� die von x� u� w

abh	angt� da der Term a in Gl� ���
� nicht am Graph ablesbar ist� Geht man n	amlich von

einer Systemdarstellung in Zustandsmodellform aus� so entspricht � gerade y und  gera�

de x� Das bedeutet� da� die l�te Ableitung nur dann anschaulich am Graph rekonstruiert

werden kann� wenn in allen Ableitungen niedrigerer Ordnung die partiellen Ableitungen

nur Konstanten ergeben� Ist diese Bedingung erf	ullt� so folgt als Verallgemeinerung von
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Gl� ���
��

��l��� �
nX

i���


 
 

nX

il��

�
BBBB	
���

&i�
 �z �
a

l��Y
k��

 �&ik

&ik��
 �z �
b

�&il


CCCCA 
 �����

Diese Ableitung ist nun sehr wohl am Graph ablesbar� da die partiellen Ableitungen a und

b in Gl� ����� die Kantengewichte darstellen und die zeitlichen Ableitungen der Parameter

&i f	ur ein gegebenes analytisches System bekannt sind� Nur f	ur diesen Fall sind die f	ur

das Ranking notwendigen Ableitungen aus den Kantengewichten des Graphen bestimm�

bar� Es bleibt aber noch das Problem der Matrixinvertierung� Diese kann nicht mehr

ohne weiteres graphentheoretisch erfolgen� wie auch schon in Senger ������ dargelegt�

und ist daher mit herk	ommlichen Mitteln durchzuf	uhren� Da nun aber die Ausgangs�

signalableitungen� die zur u�Linksunabh	angigkeit f	uhren� ein Ranking zugrunde legen�

kann von einem weiteren Hilfsmittel� den sog� Gr	obner�Basen �Buchberger ���� Pauer

und Pfeifhofer ����� Forsman ����� Gebrauch gemacht werden� Es handelt sich da�

bei um eine Verallgemeinerung des Gau�schen Eliminationsalgorithmus �Bronstein und

Semendjajew ������ die auch auf nichtlineare Systeme anwendbar ist und als Ergebnis

bei oben de�niertem Ranking gerade die gesuchten Stellgr	o�en liefert� Ein derartiges

Vorgehen wird in diesem Bericht jedoch zun	achst nicht weiter verfolgt�

��� Anwendungsbeispiele

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Modellfolgeregelung wird im folgenden anhand

einiger Beispiele verdeutlicht� Zun	achst betrachten wir den naheliegenden Fall� da� ein

nichtlinearer Proze� einem linearen Modell folgen soll�

Beispiel ���

Der Proze� sei gegeben zu

�x �
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���
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�
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und das lineare Modell als
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F	ur das Gesamtsystem mit den Ausg	angen y � yProzess � yModell ergibt sich mit

�u � u der di�erentielle Rang zu �� � 
� Dieser stimmt mit dem di�erentiellen Rang

� des Prozesses 	uberein� Nun sei die Bedingung �u � u nicht mehr vorausgesetzt�

Fortlaufendes zeitliches Ableiten der Ausg	ange des Gesamtsystems unter Beachtung

des Rankings sowie der u�Linksunabh	angigkeit als Abbruchbedingung liefert�

�y� � x�u� � �u� � �� � � � �B ������

�y	 � x	�x� � x	 � x� �B ������

	y	 � 
x�x
	
�u� ! x	��x

�
	 ! u	�� �u	

� 
x�x
	
�

�y� ! �u�
x�

! x	��x
�
	 ! u	�� x	�x� ! x	 � �u	 � �	 � 
 
 �B �����

Eine Permutation der Indizes ist in diesem Beispiel nicht n	otig� Setzt man die Aus�

gangssignalableitungen� die zur u�Linksunabh	angigkeit f	uhren sowie deren h	ohere

Ableitungen gleich Null� so ergibt sich die Darstellung�

� �

� ��u�

x�x��u� ! x	�x

�
	 � x	�x� ! x	 � �u	

�
!

�
x�  

 x	�

�
u �B ������

und daraus

u �

�
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	 ! x	�x� � x	 ! �u	
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� x�	 ! x� � x	
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�u	
x	�

�
��� 
 �B ������

Gl� �B ������ eingesetzt in Gln� �B ��������B ����� ergibt �y� �  und 	y	 �  �

Ist die Bedingung aus Satz 
�� verletzt� so kann nicht mehr ohne weiteres eine Modellfolge�

regelung bestimmt werden� Insbesondere wenn Proze� und Modell den gleichen di�erenti�

ellen Rang aufweisen� dann ist die Bedingung aus Satz 
�� notwendig� wie in Abschnitt 


erw	ahnt ist� Um zu zeigen� was f	ur diesen Fall bei der oben vorgestellten Vorgehensweise

auftritt� wird ein weiteres Beispiel angef	uhrt� Proze� und Modell weisen darin den gleichen

di�erentiellen Rang � auf� das Gesamtsystem mit den Di�erenzausg	angen jedoch einen

di�erentiellen Rang �� � �� Damit darf in dem angestrebten Beispiel kein R	uckf	uhrgesetz

zur Modellfolge existieren�



� Graphentheoretische Betrachtung und Anwendungsbeispiele ��

Beispiel ���

Gegeben sei der Proze�

�x �

�
�����

x		
x� ! x�x�

 

 

�
�����!

�
�����

  

  

x�  

 �

�
�����u �

y �

�
�  �  

�   

�
�x

�B ��
���

sowie das Modell

�xM �

�
���

�x
�x�
�x�

�
��� �

�
���
x�
x�
 

�
���!

�
���
  

 �

�  

�
��� �u �

y �

�
�  �  

�   

�
�xM �

�B ��
�
�

die beide den di�erentiellen Rang � � � aufweisen� Das nach obigem Muster gebil�

dete Gesamtsystem weist f	ur �u � u den di�erentiellen Rang �� � 
 auf� Ohne die

Bedingung �u � u ergeben die Ausgangssignalableitungen�

�y� � x� ! x�x� � x� � �u	 � �B ��
���

�y	 � x		 � x� � �B ��
���

	y� � x		 ! x	�u� ! x�u	 � �u� � ��u	 � �� � 
 � �B ��
��

	y	 � 
x	�x� ! x�x��� x� � �u	 � �B ��
���

y
���
	 � 
�x� ! x�x��

	 ! 
x	�x
	
	 ! x	�u� ! x�u	�� �u� � ��u	 j�y���

� 
�x� ! x�x��
	 ! �
x	 � ����u� ! ��u	� � �	 �� 
 �B ��
���

Die Aussage �	 � � folgt aus der Tatsache� da� durch weiteres Ableiten von

Gl� �B ��
��� mit �x	 � x�!x�x� und
d
dt�x�!x�x�� � �u�! ��u	 keine u�Linksunabh	angig�

keit erreicht werden kann� Es gilt also � � �� Damit gilt f	ur den Rang der Matrix

rang���� � �� Es kann also nur erreicht werden� da� ein Ausgang des Di�erenzsy�

stems zu Null wird� also nur ein Ausgang des Prozesses dem Modell folgt� denn es

existieren keine weiteren di�erentiell algebraisch unabh	angigen Gleichungen f	ur den

zweiten Ausgang�

Als praxisrelevante Anwendung soll ein weiteres Beispielsystem dienen� F	ur einen hy�

draulischen Di�erentialzylinder sei eine Modellfolgeregelung mit einem linearen Modell

gesucht� Es handelt sich bei dem Proze� um einen hydraulischen Translationsantrieb des

dreiachsigen elastischen Roboters im Fachgebiet MSRT �Bernzen ����� Der Antrieb ist in
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Abbildung ���� Hydraulischer Di�erentialzylinder

Bild ��� dargestellt� Die Beschreibung des Zylinders ist aus physikalischen Betrachtungen

abgeleitet und in den Parametern mit dem realen System abgeglichen �Riege ����� Die

Systembeschreibung des Prozesses besteht aus zwei Teilmodellen� die vorzeichenabh	angig

von der Stellgr	o�e u geschaltet werden� Dies ist aufgrund der unterschiedlichen Kol�

ben�	achen des Di�erentialzylinders notwendig� Die vollst	andige Proze�beschreibung ist

in Anhang A ausf	uhrlich dargestellt� Im Gegensatz zu dieser Darstellung soll in dem

n	achsten Beispiel eine vereinfachte Beschreibung Verwendung �nden�

Beispiel ���

Das im Anhang A dargestellte System wird in folgender Weise modi�ziert� Es

wird die angreifende Kraft FL als �zu entkoppelnder� Eingang z betrachtet� Die

Abh	angigkeit der bewegten 	Olvolumina VA� VB von der Kolbenposition wird ebenso

vernachl	assigt� wie die Reibkraft FR� die aus den Zylinderdr	ucken x� und x� an�

gen	ahert werden kann und der am Kolben angreifenden Kraft zugeschlagen wird�

Weiterhin wird die Dynamik des Ventilsteuerkolbens vernachl	assigt� Wie schon

erw	ahnt� erfolgt die Proze�darstellung in zwei Teilbeschreibungen� Die Volumen�

str	ome QA und QB werden wie folgt in Abh	angigkeit vom Vorzeichen der Stellgr	o�e

dargestellt�

QA � BQ
p
p� � x� u

QB � �BQ
p
x� u

�
� u �  � �B ������

QA � BQ
p
x� u

QB � �BQ
p
p� � x� u

�
� u �  
 �B ����
�



� Graphentheoretische Betrachtung und Anwendungsbeispiele ��

�B ������

Darin stellt BQ den Durch�u�koe�zienten dar� Weiterhin ist gegen	uber der Dar�

stellung in Anhang A der Tankdruck vernachl	assigt worden� Mit diesen Vorausset�

zungen ist der Proze� gegeben durch�

�x� � x	

�x	 �
�

mges

��
x� � x�

�

�
A� z

�

�x� �
E�Ol�A�x��

VA

�
�Ax	 !BQ

p
p� � x�u

�

�x� �
E�Ol�B�x��

VB

�
A

�
x	 �BQ

p
x�u

�
y � x�

�������������������
������������������

� u �  � �B ������

�x� � x	

�x	 �
�

mges

��
x� � x�

�

�
A� z

�

�x� �
E�Ol�A�x��

VA

�
�Ax	 !BQ

p
x�u

�

�x� �
E�Ol�B�x��

VB

�
A

�
x	 �BQ

p
p� � x�u

�
y � x�

�������������������
������������������

� u �  
 �B �����

Es handelt sich um ein kausales System� daher ist � � �� Weiterhin gilt� � � m �

� � � � �� Das Modell wird vorgegeben als ein PT��System mit allgemeinen Polen

P� und P	�

�xM �

�
�x
�x�

�
�

�
 �

�P�P	 ��P� ! P	�

�
xM !

�
 

�

�
�u �

�y �
h
�  

i
xM 


�B ������

Das Modell hat ebenfalls den di�erentiellen Rang �� � �� In der dritten zeitlichen

Ableitung des Ausgangs des Di�erenzsystems aus Proze� und Modell tritt u auf�

was zur u�Linksunabh	angigkeit f	uhrt ��� � � � � � �� � ��� Es existiert also ein

Modellfolgeregelgesetz� F	ur die beiden F	alle u �  und u �  lauten die Regelgesetze
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dann bei einer Vorgehensweise wie in den ersten Beispielen�

u �

�
�y��� !

A	x	E�Ol�A

mgesVA
!
A	x	E�Ol�B

mges�	VB
!

�z

mges

�
�
AE�Ol�ABQ

p
p� � x�

mgesVA
!
AE�Ol�BBQ

p
x�

mges�VB

� � u �  � �B ������

u �

�
�y��� !

A	x	E�Ol�A

mgesVA
!
A	x	E�Ol�B

mges�	VB
!

�z

mges

�
�
AE�Ol�ABQ

p
x�

mgesVA
!
AE�Ol�BBQ

p
p� � x�

mges�VB

� � u �  � �B ������

mit der De�nition der 	Olelastizit	aten gem	a� Anhang A und der Substitution

�y��� � P�P	�P� ! P	�x ! ��P� ! P	�
	 � P�P	�x�

��P� ! P	��u! ��u 
 �B ������

Es bleibt anzumerken� da� durch die zweigeteilte Proze�betrachtung nicht das Vor�

zeichen der Stellgr	o�e� sondern nur die Verst	arkung umgeschaltet wird� Dies erkennt

man daran� da� die Stellgr	o�en sich f	ur unterschiedliche Vorzeichen von u nur durch

den Nenner unterscheiden� der aber in beiden F	allen einen positiven Wert ergibt�

Es kann also nicht zu umschaltbedingtem �Ventilrattern� kommen�

u

z

yx�

x	

x�

x�

Abbildung ���� Graph des Servoantriebs

F	ur das dritte Beispiel kann das Regelgesetz auch am Graphen ermittelt werden� Dazu

betrachten wir den in Bild ��
 abgebildeten Graphen des Prozesses� Da die partielle Ablei�

tung  �x��x	 � � konstant ist� kann die dritte Ableitung des Ausgangs durch Anwendung

der Gleichung ����� als

y��� �
nX

i���


 
 

nX

i���

�
���

&i�

	Y
k��

 �&ik

&ik��

�&i�

�
�����

�
y

x�

x�
x	

x	
x�

�x� !
y

x�

x�
x	

x	
x�

�x� !
y

x�

x�
x	

x	
w

�w ����
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geschrieben werden� Die partiellen Ableitungen sind bei Kenntnis des Graphen als Kan�

tengewichte ebenso bekannt� wie die Ableitungen der Zustandsvariablen aus dem gegebe�

nen analytischen System des Prozesses� F	ur lineare Systeme sind die partiellen Ableitun�

gen der Zustandsvariablen immer konstant� Daher k	onnen f	ur lineare Systeme stets alle

Ausgangssignalableitungen durch Anwendung von Gl� ����� bestimmt werden� Da beim

Di�erenzieren �y � �y���� � y��� � �y��� gilt� kann somit die dritte Ableitung des Di�erenz�

systems aus Beispiel ��� vollst	andig am Graphen bestimmt werden� Durch Umstellen der

Gleichung y�����y��� �  nach u ergeben sich die in Beispiel ��� angegebenen Regelgesetze�
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� Zusammenfassung

Der vorliegende Bericht behandelt das Problem der Modellfolgeregelung f	ur nichtlineare

analytische Systeme� Zur Problembeschreibung sowie Systemanalyse werden di�erential�

algebraische Methoden verwendet� Das Problem der Modellfolgeregelung wird in diesem

Bericht auf das St	orsignalentkopplungsproblem zur	uckgef	uhrt� Damit ist es ohne weiteres

m	oglich� Parallelen zu di�erentialgeometrischen und graphentheoretischen Bedingungen

zu �nden� wie in Abschnitt 
 gezeigt ist�

Da die Analyse nicht Selbstzweck ist� sondern das Ziel die Synthese eines Regelgeset�

zes ist� wird eine systematische Vorgehensweise zur Berechnung der Modellfolgeregelung

ben	otigt� Diese ist in Abschnitt � dargestellt� Sie basiert auf der Anordnung der Aus�

gangssignalableitungen nach vorgegebenen Regeln� dem Ranking� In Abschnitt � ist zu�

dem gezeigt� da� der Begri� der u�Linksabh	angigkeit es erm	oglicht� eine di�erentielle

Transzendenzbasis der Ausgangssignalableitungen zu beschreiben und damit unmittelbar

auf den di�erentiellen Rang des Systems f	uhrt� Mit diesen Mitteln ist es m	oglich� das

Modellfolgeregelgesetz zu bestimmen�

Diese Vorgehensweise zur Synthese des Regelgesetzes ist unter bestimmten Vorausset�

zungen auf eine graphentheoretische Vorgehensweise exakt 	ubertragbar� Die notwendigen

Bedingungen sind in Abschnitt � beschrieben� Anhand einiger Beispiele ist die Vorge�

hensweise des Rankings illustriert� Das praktische Beispiel des Di�erentialzylinders zeigt

zudem die Anwendbarkeit auf den Fall eines hydraulischen Servoantriebs� Anhand des

Di�erentialzylinders wird auch die graphentheoretische Vorgehensweise erkl	art�

Ausblick

Da die graphentheoretische Vorgehensweise restriktiven Bedingungen unterliegt� ist in

Zukunft die M	oglichkeit und Brauchbarkeit einer graphentheoretischen N	aherung f	ur die

Modellfolgeregelung zu untersuchen� wie es bereits in dem Fall der n	aherungsweisen gra�

phentheoretischen Linearisierung geschehen ist�

Eine besonders interessante Perspektive bietet dar	uber hinaus die Anwendung von Gr	ob�

ner�Basen zur Synthese nichtlinearer Regelungsgesetze� Insbesondere wird in Zukunft die

M	oglichkeit untersucht� mit Gr	obner�Basen eine di�erentielle Transzendenzbasis nichtli�

nearer Polynomsysteme zu berechnen� indem die Di�erentialgleichungen auf nichtdi�e�

rentielle Gleichungen zur	uckgef	uhrt werden� und damit die Werkzeuge der kommutativen

Algebra anwendbar sind�
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A Modell des Hydraulikdi
erentialzylinders

Das hier dargestellte Systemmodell gibt das Verhalten eines hydraulischen Di�erential�

zylinders wieder und wurde bereits von Riege ����� ausf	uhrlich diskutiert� Es werden

folgende Zustandsvariablen gew	ahlt�

x� � Weg des Zylinderkolbens�

x	 � Geschwindigkeit des Zylinderkolbens�

x� � Druck in Zylinderkammer A�

x� � Druck in Zylinderkammer B�

x � Weg des Steuerkolbens im Servoventil und

x� � Geschwindigkeit des Steuerkolbens im Servoventil�

Zudem wird die Gesamtersatzmasse mges durch Kolbenmasse mK und 	Olvolumen in den

Zylinderkammern bestimmt�

mges�x�� � mK ! ��Ol�VA�x�� ! VB�x��� 
 �A���

VA und VB sind die von der Zylinderkolbenposition abh	angigen 	Olvolumina und setzen

sich zusammen aus dem Volumen des 	Ols in den Zylinderkammern und den 	Olvolumina

VLA und VLB in den Leitungen und ergeben sich bei einem Kolbenhub H zu

VA�x�� � VLA !
�
H



! x�

�
A � �A�
�

VB�x�� � VLB !
�
H



� x�

�
A

�

 �A���

Darin stellt � das Fl	achenverh	altnis von Kolben�	ache A zur Kolbenring�	ache des Di�e�

rentialzylinders dar� Die Reibkraft FR im Hydraulikzylinder wird durch die drei Anteile

viskose� coulombsche und Haftreibung modelliert�

FR�x	� � FV x	 ! sign�x	�

�
FC ! FH exp

�
�j x	 j

cH

��

 �A���

Die Volumenstr	ome QA und QB berechnen sich wie folgt�

QA�x�� x� � BQ

�
sg�x� sign�p� � x��

q
j p� � x� j

�sg��x� sign�x� � pT�
q
j x� � pT j

�
�

QB�x�� x� � BQ

�
sg��x� sign�p� � x��

q
j p� � x� j

�sg�x� sign�x� � pT�
q
j x� � pT j

�
�

�A��

mit

sg�x� �

�
x � x �  

 � x �  
�A���
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und dem Durch�u�koe�zient BQ� Die Elastizit	atsmoduln werden folgenderma�en be�

rechnet�

E�Ol�A�x�� �  � E�Ol�max log��

�
�  

�
 � �

x�
pmax

!  �  �

��
� �A���

E�Ol�B�x�� �  � E�Ol�max log��

�
�  

�
 � �

x�
pmax

!  �  �

��

 �A���

Mit u als normierter Steuerspannung am Servoventil resultiert folgendes Modell aus den

Kr	aftegleichgewichten f	ur Zylinderkolben und Steuerkolben�

�x� � x	 �

�x	 �
�

mges

��
x� � x�

�

�
A� FR�x	�� FL

�
�

�x� �
E�Ol�A�x��

VA�x��

�
�Ax	 !QA�x�� x�

�
�

�x� �
E�Ol�B�x��

VB�x��

�
A

�
x	 !QB�x�� x�

�
�

�x � x� �

�x� � 		�

�
u� 
D

	�
x� � x

�
�

y � x� 


�A���


