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1 Einleitung

In der Systemtheorie nichtlinearer Systeme spielen Inversions- oder Strukturalgorithmen
eine bedeutende Rolle. Die meisten Inversionsalgorithmen gehen im wesentlichen auf die
Arbeiten von Silverman (1969), Hirschorn (1979) sowie Singh (1981) zuriick und stellen
die Basis fiir zahlreiche regelungstechnische Anwendungen dar. Aufgrund der Bedeutung
der Inversionsalgorithmen ist es wiinschenswert, den Inversionsvorgang fiir nichtlineare,
nicht notwendigerweise quadratische Mehrgroflensysteme zu automatisieren. Unter qua-
dratischen Systemen werden dabei Systeme verstanden, fiir die die Anzahl der Eingéinge
mit der Anzahl der Ausgéinge iibereinstimmt.

Zwar sind vereinzelt Versionen der Strukturalgorithmen fiir die automatisierte Berechnung
programmiert worden, jedoch sind diese nicht einem breiten Publikum in Form von profes-
sioneller Software zugénglich. Ein Grund hierfiir liegt in den Restriktionen beziiglich der
Systemklassen, welche betrachtet werden kénnen. Geht man nédmlich von einem analyti-
schen System (AS) aus, so besteht bei der Inversion des Systems kein geringeres Problem
als das Umkehren eines Systems nichtlinearer Differentialgleichungen. Zwar kann dieses
Problem losbar gestaltet werden, indem ein AS durch Einfithrung zusétzlicher Zustands-
variablen in ein analytisches System mit linear eingehender Steuerung (ALS) iiberfiihrt
wird (Schwarz 1991), wodurch im Falle der Inversion nur noch ein System von Differenti-
algleichungen zu behandeln ist, welches linear in den Eingangsgrofien w ist. Jedoch kann
sich diese Vorgehensweise wegen der hoheren Systemordnung als problematisch erweisen
(Levine 1996), da auch moderne Computer-Algebra-Systeme hier schnell an ihre Grenzen
stoflen.

Daher wird mit dem in diesem Bericht vorgestellten Ansatz versucht, analytische Syste-
me in allgemeiner Form zu behandeln. Dabei sollen Standardfunktionen aus Computer-
Algebra-Systemen genutzt werden, die dem Anwender mit Vorkenntnissen iiber Struktur-
algorithmen eine Hilfe zum automatisierten Abarbeiten der entsprechenden Algorithmen
an die Hand geben. In diesem Bericht wird vorgeschlagen, von den sog. Grébner-Basen
Gebrauch zu machen. Diese kénnen als Eliminationsalgorithmus zur Lésung von Sy-
stemen nichtlinearer Gleichungen genutzt werden, wobei es einiger Modifikationen be-
darf, um Systeme von Differentialgleichungen invertieren zu kénnen. Der Algorithmus
zur Bestimmung der Grobner-Basen ist in neueren kommerziell erhéltlichen Computer-
Algebra-Systemen implementiert und steht damit dem Anwender zur Verfiigung. Dieses
ist in sofern erwdhnenswert, als zwar der Ritt-Algorithmus (Ritt 1950) zur Bestimmung
sog. charakteristischer Mengen und damit zur Umkehrung eines Systems von nichtlinea-
ren Differentialgleichungen bekannt ist, jedoch dieser praktisch nicht als progammierte
Losung erhiltlich ist. Da es sich bei den Grébner-Basen um ein algebraisches Werkzeug
handelt, ist es naheliegend, auch eine algebraische Betrachtungsweise der Inversion vor-
zunehmen.

Der vorliegende Bericht ist wie folgt gegliedert: zunéchst werden in dem zweiten Abschnitt
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die notwendigen Grundlagen der Algebra zusammengestellt, um die Grobner-Basen zu be-
schreiben. Zudem wird der Algorithmus zur Bestimmung der Grobner-Basen dargestellt.
In dem darauffolgenden dritten Abschnitt wird der Inversionsalgorithmus in seiner ur-
spriinglichen differentialgeometrischen Form nach Singh (1981) angegeben sowie ein alge-
braisches Derivat. Weiterhin ist in dem 4. Abschnitt die Vorgehensweise zur Nutzung der
Grobner-Basen dargestellt. Der fiinfte Abschnitt enthilt einige Beispiele sowie Hinweise
zur Anwendung der Grébner-Basen. Die Zusammenfassung und ein Ausblick beenden
den Bericht.
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2 Algebra

Um eine Beschreibung der Grobner-Basen zu ermdoglichen, ist es notwendig, einige Be-
griffe aus der Mathematik zu beriicksichtigen. Im wesentlichen handelt es sich dabei
um Begriffe aus der kommutativen Algebra. Des weiteren ist zudem vor dem Hinter-
grund einer spiateren Anwendung auf differentialalgebraische Problemstellungen die kurze
Darstellung einiger differentialalgebraischer Begriffe als Erweiterung der kommutativen
Algebra ratsam. Die hier zusammengestellten Begriffe und Definitionen sind im wesent-
lichen den Quellen (Atiyah und Macdonald 1969, Kolchin 1973, Kunz 1979, Sharp 1990,
Eisenbud 1995) sowie Arbeiten von Forsman (1992a), Fortell (1995) und Jirstrand (1996)
entnommen. Der Grund fiir die Zusammenstellung der Begriffe liegt darin, daf}, soweit
bekannt, keine deutschsprachige Literatur mit Zusammenstellungen von Grundbegriffen
der kommutativen Algebra existiert, die dem Ingenieur ohne weitergehende mathemati-
sche Kenntnisse unmittelbar verstédndlich ist. Die deutschsprachigen Werke, die sich mit
kommutativer Algebra befassen, sind fast ausschliellich fiir Mathematiker geschrieben
und daher fiir Ingenieurbelange nur wenig geeignet. Da fiir die Systemtheorie einzelne
Werkzeuge der kommutativen Algebra von auflerordentlichem Interesse sind, ist eine hin-
reichende Beschreibung der zugrundeliegenden Theorie unabdingbar.

In den néchsten beiden Abschnitten sind Definitionen und Sitze zusammengestellt, die
fiir das Verstédndnis der algebraischen Betrachtungsweise von Systemen von Bedeutung
sind. Dies zieht zwangslaufig eine gewisse Beeintrichtigung des Leseflusses nach sich, die
aber wegen der notwendigerweise komprimierten Darstellung unumgénglich ist.

2.1 Kommutative Algebra

In der kommutativen Algebra sind zwei algebraische Strukturen von wesentlicher Bedeu-
tung: kommutative Ringe und Korper.

Definition 2.1: Kommutativer Ring

Ein kommutativer Ring ist ein Tripel, bestehend aus einer Menge R der Ringelemente
sowie den darauf definierten Operatoren ,,+“ (Addition) und ,,-“ (Multiplikation) derart,
daf} folgende Gesetze gelten:

i) a+(b+c)=(a+b)+c Va,bceR (Assoziativgesetz der Addition)
i) a+b=b+a VYa,beR (Kommutativgesetz der Addition)

iii) Es existiert ein neutrales Element 0 der Addition:

O+a=a Va€eR

iv) Es existiert zu jedem a € R ein inverses Element —a beziiglich der Addition:

(—a)+a=0
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v) a(bc) = (ab)e Va,b,c € R (Assoziativgesetz der Multiplikation)
vi) ab="0ba Va,beR (Kommutativgesetz der Multiplikation)

vii) Es existiert ein neutrales Element 1 der Multiplikation:

la=a Va€‘fR

vii) Die Multiplikation ist distributiv iiber der Addition:

a(b+c¢) =ab+ac Va,b,c € R

a

Die Gesetze i) bis iv) stellen die Gruppenaxiome fiir eine Abelsche Gruppe (Gellert
u. a. 1985) dar. Somit ist ein kommutativer Ring beziiglich der Addition eine Abel-
sche Gruppe, nicht jedoch beziiglich der Multiplikation, da nicht notwendigerweise ein
multiplikativ inverses Element in R enthalten sein mufl. Als Beispiele fiir kommutati-
ve Ringe, in denen wir selbstverstindlich die oben genannten Rechengesetze anwenden,
sind die bekannten Zahlenmengen der ganzen Zahlen Z, komplexen Zahlen C, rationa-
len Zahlen Q@ und der reellen Zahlen R in Verbindung mit Addition und Multiplikation
als Ringoperatoren zu nennen. Die Menge N der natiirlichen Zahlen dagegen bildet in
Verbindung mit Addition und Multiplikation als Ringoperatoren keinen kommutativen
Ring, da fiir kein Element aus N ein additiv inverses Element existiert. Ein kommutativer
Ring stellt also eine Verallgemeinerung der Rechenregeln fiir bekannte Mengen dar. Im
folgenden wird im iibrigen auf den Zusatz kommutativ verzichtet, da in diesem Bericht
ausschliefllich kommutative Ringe behandelt werden. Wenn also von einem Ring die Rede
ist, so ist stets ein kommutativer Ring gemeint.

Definition 2.2: Monom

Ein Monom m in den Variablen x4, ..., z, ist ein Produkt
m=z{try’ .o (2.1)
mit o; € Ny = NU {0} und der Bedingung 3i € {1,2,...,n}|a; #0 . Q

Definition 2.3: Polynom
Ein Polynom p in den Variablen xy, ..., z, ist eine endliche Linearkombination von Mo-
nomen m;:

p= Zaimi , (2.2)

mit den Koeffizienten a; € R . a
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Es ist leicht zu erkennen, daf§ auch fiir Polynome die in Definition 2.1 angegebenen Gesetze
Giiltigkeit besitzen. Damit folgt:

Definition 2.4: Polynomring

Ein (kommutativer) Polynomring in den Variablen x4, ..., x, wird durch die Menge der
Polynome in x4, ..., z, mit Koeffizienten aus einem Ring R gebildet. Dieser Polynomring
triagt die Bezeichnung R[zy, ..., ;). Qa

Definition 2.5: Kdrper
Ein Kérper k ist ein kommutativer Ring R, in dem fiir jedes von 0 verschiedene Element
eine multiplikative Inverse enthalten ist, d.h.:

dbeRlab=ba=1 VaeR . (2.3)
a

Das bedeutet, dafl in einem Korper alle von null verschiedenen Elemente beziiglich der
Addition und der Multiplikation eine Abelsche Gruppe bilden (Gellert u. a. 1985). Die
Zahlenmengen C, Q und R sind Beispiele fiir Kérper. Fiir systemtheoretische Beschrei-
bungen wird in der Regel die Menge R der reellen Zahlen als Grundkorper £ angenommen.

Definition 2.6: Teilkorper/Unterkirper
Eine Menge k wird Teilkérper oder Unterkiorper eines Kérpers K genannt, wenn k selbst
ein Korper ist und weiterhin gilt: £ C K. Q

Definition 2.7: Kdrpererweiterung

Ist k ein Teilkérper oder Unterkérper von K, so wird K Kdérpererweiterung oder Erwei-

terungskorper genannt. Dieser Sachverhalt wird durch die Notation K/k gekennzeichnet.
a

Eine Korpererweiterung kann z. B. durch Hinzufiigen einer Variablen a (und der Inversen
dieser Variablen, um die Korpereigenschaften zu erfiillen) gebildet werden, was durch
k(a,1)/k notiert wird. Aus den obigen Definitionen geht aber auch hervor, daB der
Polynomring R[z]| keinen Korper darstellt, weil in diesem Ring kein Polynom f € R[z]
enthalten ist, so dafl fx = 1 gilt. Jedoch ist es moglich, einen Korper zu definieren,
der aus allen rationalen Funktionen in den Variablen besteht, welche einem Grundkorper
hinzugefiigt wurden, wobei diese Funktionen Koeffizienten aus dem Grundkorper besitzen.
Dies ist von Interesse, weil die Korpertheorie im folgenden genutzt werden soll. In diesem
Zusammenhang ist der Begriff der meromorphen Funktion von Bedeutung:

Definition 2.8: Meromorphe Funktion (Korn und Korn 1968)

Eine Funktion heifit dann und nur dann meromorph, wenn die einzigen Singularititen
Pole sind und die Anzahl der Singularititen endlich ist. Wenn eine Funktion meromorph
ist, dann handelt es sich um eine rational algebraische Funktion, die als Quotient zweier
Polynome dargestellt werden kann. a
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Um die Koérpertheorie zu nutzen, wird man also einen Koérper nicht als Menge von Po-
lynomen definieren kénnen, sondern muf} vielmehr die Verallgemeinerung der Polynome,
die meromorphen Funktionen, als die Gesamtheit der Elemente des Kérpers wéihlen. Dies
ist fiir die weiter unten behandelten dynamischen Systeme wichtig.

Definition 2.9: Algebraische Abhdngigkeit, Transzendenz

Es sei K/k eine Korpererweiterung und ay, ..., ay,,v € K. Es heifit v algebraisch abhingig
von ai,...,q, iber k, wenn v algebraisch iiber k(aq,...,q,) ist, d.h. wenn eine alge-
braische Gleichung P(«q, ..., a,,v)=0 existiert, wobei P ein Polynom in «q,..., a,,v

mit Koeffizienten aus k darstellt (Bronstein und Semendjajew 1991). Existiert ein solches
Polynom nicht, so heiflt v algebraisch unabhdngig oder transzendent. a

Satz 2.1 (Sharp 1990)

Es sei K/k eine Korpererweiterung und «y, ..., «, € K. Dann sind oy, . .., «, algebraisch
unabhéngig iiber dem Korper £ dann und nur dann, wenn keines der «;, i = 1,...,n,
algebraisch abhingig von ay,...,q; 1,q;1,...,q, lber k ist, d.h. wenn jedes oy, © =
1,...,n, transzendent iiber k(aq,...,a; 1,41, .., Q) ist. a

Satz 2.2 (Sharp 1990)

Es sei K/k eine Korpererweiterung und o, ..., an, f1,...,0m,7 € K. Wenn jedes (3,
j =1,...,m algebraisch abhéngig von «q,...,qa, iiber k ist und v algebraisch abhéngig
von (31, ..., 3, Uber k ist, dann ist v auch algebraisch abhingig von oy, ..., a, iber k. U

Satz 2.3 (Sharp 1990)

Es sei K/k eine Korpererweiterung und ay, ..., a,, € K. Wenn [ algebraisch abhéingig
von aq, ..., Q, iiber k ist aber nicht algebraisch abhéngig von ay,...,a, ; iiber k, dann
ist «ay, algebraisch abhéngig von a4, ..., a,_1, 0 iiber k. a

Dieser Satz ist von grofler Bedeutung, denn iibertragen auf differentialalgebraische Kérper
(die weiter unten eingefiihrt werden), bildet dieser Satz zusammen mit Satz 2.1 die Grund-
lage der von Fliess (1986) angegebenen Rangbedingungen fiir die Invertierbarkeit von
Systemen.

Definition 2.10: Transzendenzbasis

Eine Transzendenzbasis einer Korpererweiterung K /k ist eine moglicherweise leere Men-
ge von Elementen a,...,q, € K, die algebraisch unabhéngig iiber k ist, so daf} alle
Elemente aus K algebraisch abhéngig iiber k(ay,...,a,) sind. Die Anzahl der Elemen-
te der Transzendenzbasis heifit Transzendenzgrad der Korpererweiterung und wird durch
trg K/k notiert. Q

Es folgt aus dem sog. Austauschsatz der Algebra (Sharp 1990), dafl jede Transzendenzba-
sis einer Korpererweiterung die gleiche Anzahl von Elementen besitzt, d.h. der Transzen-
denzgrad eine charakteristische Grofie der Korpererweiterung darstellt. Der entsprechende
Nachweis ist ebenfalls bei Sharp (1990) erbracht. Ein weiterer Satz ist fiir verschiedene
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Beweisfiihrungen von wesentlicher Bedeutung und erlaubt eine &hnliche Argumentation,
wie sie aus der Verwendung des limes inferior und des limes superior fiir Folgen bekannt
ist:

Satz 2.4 (Kolchin 1973, Sharp 1990, Lang 1993)

Es sei K/L/M eine Kaskade von Koérpererweiterungen K/L und L/M. Weiterhin seien
ay, ..., q, eine Menge von Elementen aus L, die algebraisch unabhéngig iiber M sei, und
By, Bm eine Menge von Elementen aus K, die algebraisch unabhéngig iiber L sei. Dann
gilt, dafl diejenigen 71, ..., Vpi1m aus K mit:

_ o , 1<r<n
r Br—n , n<r<n+m

Y

algebraisch unabhéngig iiber M sind und fiir den Transzendenzgrad der Koérpererweiterung
K /M folgt:

trg K/M = trg K/L+trg L/M

Satz 2.5
Es seien fi,..., f,, Polynome aus dem Korper der meromorphen Funktionen in zq,...,z,
mit Koeffizienten aus dem Grundkorper k (dieser Sachverhalt wird im folgenden als
fiy--oy fm € k[xy, ..., z,] notiert). Dann sind die Polynome fi, ..., f,, algebraisch abhén-
gig iiber k[xq, ..., z,], wenn m > n erfiillt ist. Dies stellt einen Sonderfall der Aussage dar,
daB3 die Polynome fi,..., f,, algebraisch abhéingig sind, wenn fiir den Rang der Jacobi-
Matrix
Ofi
rang(J(f)) = rang <6—> <m (2.4)
irj

Lj

)

gilt. Q

Der Beweis ist in Grobner (1949) erbracht und geht auf die Arbeit von Jacobi (1841)
zuriick.

Diese Aussage gilt, streng genommen, nur unter zusétzlichen Bedingungen an den Grund-
korper k, die aber hier nicht ndher erldutert werden, da fiir unsere Zwecke nur die Zah-
lenkérper Q, C oder R als Grundkorper Verwendung finden, die diese Anforderungen
stets erfiillen. Die Aussage in Satz 2.5 liefert allerdings nur eine Ja/Nein-Entscheidung
iiber die algebraische Abhingigkeit der Polynome, nicht aber die Abhéngigkeitsbeziehung
selbst. Um diese zu erhalten, kann man sich der Eliminationstheorie bedienen, die uns im
folgenden interessiert und einige weitere Vereinbarungen bendtigt:

Definition 2.11: Ideal
Ein Ideal I eines Ringes wird durch eine Untermenge eines Ringes, fiir die folgende Re-
chenregeln gelten, gebildet:
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i)a,bel=a+bel
i) reRacl=arel

a

Im folgenden wird die Notation (P) fiir das kleinste Ideal des Ringes R verwendet, das
P C R enthilt, und P heifit Basis des Ideals (P). (P) ergibt sich anschaulich als die
Schnittmenge aller Ideale in fR, die P enthalten. Ideale sind z. B. bei der Bestimmung der
Nullstellen eines Systems von Polynomen von Bedeutung. Deshalb interessiert das von
einer Menge f,..., f, von Polynomen erzeugte Ideal des Polynomringes Rz, ..., z,] in
besonderem Mafle. Es ergibt sich auf einfache Weise, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.6 (Sharp 1990)
Esseien fi,..., f,, Polynome in dem Ring k[z1, ..., x,]. Dasdurch die Polynome fi,..., f,
erzeugte Ideal ist dann gegeben durch

<f17 . "7fm> = {Zgifi
i=1

gi € klxy, ... ,xn]} : (2.5)

a

Weiterhin kann eine Briicke zwischen Idealen und Polynomen geschlagen werden:

Satz 2.7

Die Menge der gemeinsamen Nullstellen der Polynome fi,..., f, ist identisch mit der
Menge der Nullstellen aller Polynome in dem Ideal (fi,..., f,). a
Beweis: Die Folgerung ergibt sich unmittelbar aus Satz 2.6. a

Ideale werden mitunter durch spezielle Eigenschaften gekennzeichnet. Diese Eigenschaf-
ten wie prim oder radikal spielen fiir unsere Zwecke im folgenden nicht unmittelbar eine
Rolle und werden daher nicht weiter behandelt. Fiir weiter reichende Informationen wird
auf die oben genannte Literatur verwiesen.

Grobner-Basen:

Mit den angegebenen Definitionen und Sitzen kann man nun zu den sog. Grobner-Basen
iibergehen. Grébner-Basen tragen ihren Namen nach dem Algebraiker W. Grébner, des-
sen Schiiler B. Buchberger (1970) einen Algorithmus zur Bestimmung der Grébner-Basen
vorstellte. Bei Buchberger (1985) und Pauer und Pfeifhofer (1988) sind die mathema-
tischen Grundlagen der Grébner-Basen umfassend dargestellt, und so konnen diese Li-
teraturstellen fiir weitere Untersuchungen von Grébner-Basen und deren Eigenschaften
herangezogen werden.

Eine Grobner-Basis ist eine spezielle Basis eines Ideals, die verschiedene Eigenschaften
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hat und die Lésung einiger Probleme ermoglicht. Neben idealtheoretischen Fragestellun-
gen sind vor allem die Mdoglichkeiten von Interesse, gemeinsame Nullstellen eines Systems
von Polynomen zu bestimmen sowie die Elimination von Variablen in einem Polynom-
Gleichungssystem. Elimination bedeutet dabei, daf§ fiir ein Ideal I C k[zy, ..., x,] eine
Basis I N k[z,,...,z,], mit 1 < r < n, bestimmt wird. Da der benétigte Algorith-
mus zur Polynomdivision eine Ordnung der Terme der Polymome voraussetzt, wird eine

Monomordnung an dieser Stelle eingefiihrt. Es seien ;o = {;a1,...,;0,,} € N* die ge-
ordneten Listen der Exponenten der Monome m; = zi™'xy™ ... zi* = z'® wobei hier
r = {x1,...,2,} die geordnete Liste der Variablen darstellt. Die ;o werden in einigen

Literaturstellen auch Multigrade genannt.

Definition 2.12: Monomordnung
Eine Monomordnung < ist eine Anordnung, die folgender Bedingung geniigt:

0 < ;«

Vi e N
1 < s = o+ < o+«

a

Diese Definition hat zur Folge, daf} bei einer Polynomdivision die Reihenfolge der Terme
erhalten bleibt. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Monomordnungen zu definieren,
z.B. strikt lexikographisch, gestuft lexikographisch, invers gestuft lexikographisch und
gewichtet (Pauer und Pfeifhofer 1988, Eisenbud 1995), von denen hier nur die erste zur
Anwendung kommt.

Definition 2.13: Strikt lexikographische Monomordnung (Pauer und Pfeifhofer 1988)
Eine strikt lexikographische Monomordnung 1o < s und damit my < ms ist eine Anord-
nung, die folgender Bedingung geniigt:

0 < 9 & Jje{l,...,n}| Gap =204 VE < J) A 105 <00y . (2.6)
a

Bei einer strikt lexikographischen Monomordnung geht man also die Faktoren der Monome
von links nach rechts durch, und das erste verschiedene Paar entscheidet dariiber, welches
der Monome hoher einzuordnen ist. Diese Vorgehensweise entspricht derjenigen bei der
alphabetischen Ordnung, wie sie in Nachschlagewerken verwendet wird, woher auch der
Name abgeleitet ist. Im folgenden ist mit lexikographischer Monomordnung immer eine
strikt lexikographische Monomordnung gemeint.

Beispiel 2.1
Fiir die Monome m;, = x5, my = 7373, m3 = wx5xL gilt bei lexikographischer
Monomordnung x; > o > x3:

myp > M3 > Ms
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Polynome werden von dem am hochsten zu dem am niedrigsten eingeordneten Monom
geschrieben. Damit konnen wir weiterhin definieren:

Definition 2.14: fiihrendes Monom, fihrender Koeffizient, fihrender Term

e In einem Polynom f = > a;z'* wird das am hochsten einzuordnende Monom

fihrendes Monom von f, Im(f), (nach dem englischen leading monomial) genannt.

e Der Koeffizient a; des fithrenden Monoms von f wird fihrender Koeffizient von f,
le(f), (nach dem englischen leading coefficient) genannt.

e Das Produkt a;m; = a;z'® aus fiihrendem Koeffizient und fiihrendem Monom eines
Polynoms f wird fihrender Term von f, 1t(f), (nach dem englischen leading term)
genannt.

a

Eng mit den Grobner-Basen verbunden ist die Frage, ob ein gegebenes Polynom f €
klxi,...,2,] in einem Ideal I = (f1,..., f) enthalten ist. Fiir den Falln = m =1
148t sich diese Frage leicht durch die Polynomdivision f/f; kldren. Ergibt sich der Rest
der Polynomdivision zu Null, so gilt f € I = (f;). Fiir den mehrdimensionalen Fall
ist eine Verallgemeinerung der Polynomdivision einzufiihren. Bei der mehrdimensionalen
Polynomdivision wird ein Polynom f € klzy,...,z,] durch f = hyfi + ... 4+ hpfin + 7
mit h; f; € I dargestellt, wobei r den Rest bildet. Die Division in k[z1, ..., x,] geschieht
insofern analog zu dem eindimensionalen Fall, als sukzessive versucht wird, den fiihrenden
Term 1t(f) von f durch Subtraktion des Produktes eines Vielfachen eines fiihrenden Ter-
mes lt(f;) von fi,..., f,, und einem Monom m; € R[zxy,...,x,] zu eliminieren. Ist der
fiihrende Term des Ergebnisses der Subtraktion durch keinen der fiihrenden Terme teilbar,
so wird dieser fiihrende Term dem Rest hinzugefiigt. Das folgende Beispiel verdeutlicht
die Vorgehensweise.

Beispiel 2.2 (Jirstrand 1996)
Essei f = 22xo+x3 und f; = x129—1 sowie fo = z9—1. Zudem werde die lexikographische
Monomordnung x; > x5 verwendet. Dann folgt:

f / {f1,f2} = {h1,h2,7“}
(vlwe +23) [ {(mi22 — 1), (2 — 1)} {(@1), (22 + 1), (z1 + 1)}
—(ﬁ@ —71)

xl—i-x% —r =2
—(z2 — 29+ 1)
T2
— (22 — 1)

1 —ry=1

—(ra)
0
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Im ersten Schritt wird von f der Term z; - f; subtrahiert und x; dem Polynom h; zu-
geschlagen. Da der filhrende Term x; des Ergebnisses der Subtraktion nicht durch die
fiihrenden Terme x;25 und x5, von f; und f5 teilbar ist, wird z; dem Rest in Form von
ry zugeschlagen (r = Y r;). Im zweiten Schritt wird x5 - fo + 71 abgezogen und x5 dem
Polynom hs hinzugefiigt, wonach z, iibrig bleibt. x5 ist wiederum durch den fiihrenden
Term von f, teilbar. Deshalb wird im dritten Schritt 1- fy von x5 subtrahiert, was bedeu-
tet, dal 1 dem Polynom hs hinzuzufiigen ist. Als Ergebnis der Subtraktion dieses dritten
Schrittes ergibt sich die Konstante 1, die nicht mehr durch einen fiihrenden Term von f;
oder f5 teilbar ist, und somit dem Rest r in Form des Partialrestes ry zugeschlagen wird.
Damit ist die Polynomdivision beendet. a

Es gilt also f = hyfi+hofo+1 =z (v129 — 1) + (22 + 1) (22 — 1) + 21 + 1. In Beispiel 2.2
fallt auf, dafl im ersten Schritt anstelle von f; auch f, zur Division herangezogen werden
konnte. In diesem Fall hiitte sich das Ergebnis zu f = (22 + x5 + 1)(2y — 1) + 22 + 1
ergeben. Das Ergebnis stimmt also nicht mehr iiberein. Insbesondere stimmt auch der
Rest r nicht mehr iiberein. Es ergeben sich nun zwei Fragen:

i) Wird, wie im eindimensionalen Fall, der Rest r der Polynomdivision zu Null, wenn

gilt: f€(fi,...,fm) 7

ii) Wird der Rest r fiir alle moglichen Wege in der Polynomdivision zu Null, wenn r
fiir einen Weg zu Null wird?

GemiB Satz 2.6 gehort f = hyfi + ...+ hpfm zu dem Ideal I = (fy,..., f). Die Frage
ist allerdings, ob die Polynomdivision in diesem Fall das Ergebnis » = 0 impliziert. Die
Antwort ist Nein, denn es kann durch ein einfaches Beispiel gezeigt werden, dafl der Rest
der Polynomdivision nicht notwendigerweise zu Null wird, wenn f € (fi,..., f) gilt:

Beispiel 2.3
Es sei f = 221y — xy22 und f; = 22 — 1 sowie fo = 21709 — 1. Zudem werde die lexikogra-
phische Monomordnung z; > x5 verwendet. Dann folgt:

a)

f / {f17f2} = {hl,hQ,T}
(2tze —@i23) [/ {(23 - 1), (mz2 = 1)} = {(-21),(21),(0)}
—(2}ry —21)
—x1x§+x1

—(—m122 + 1)
0
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b)

—
—

{lafZ} = {h17h277n}
{(23 = 1), (w22 — 1)} = {(0), (21 — 22), (11 — 72)}

~—
~

(2219 — 7123
—(zfws — 11)
—xlxg + 2
—(—2123 + 23)

1 — Ty — =1 — Ty
—Tr

a

Der Fall a) des Beispiels verdeutlicht, da§ gilt: f € I. Der Fall b) zeigt aber, daf} sich
nicht fiir alle Wege der Polynomdivision der Rest zu r = 0 ergibt. Folglich sind die getrof-
fenen Annahmen noch nicht hinreichend, um die Zugehorigkeit von f zu I zu iiberpriifen.
Nun kann man sich vorstellen, dafl eine Basis von unabhéngigen erzeugenden Polynomen
des Ideals gefunden werden muf}, d&hnlich den linear unabhéngigen Basisvektoren eines
Losungsraumes. Dazu definieren wir:

Definition 2.15: Grdébner-Basis
Eine endliche Untermenge G = {g1, ..., gn} eines Ideals I heifit Grébner-Basis, wenn

(16(g1), - 1t(gn)) = {UE(NIf € 1}), (2.7)
d.h. wenn jeder fithrende Term 1t(f)|f € I einen Teiler aus der Menge {lt(g;)}, j =
1,...,n, hat. a

Eine weitere Definition fiihrt auf eine Lésung des oben vorgestellten Problems der Mehr-
deutigkeit bei der Polynomdivision:

Definition 2.16: Reduzierte Grobner-Basis
Die Grobner-Basis G B eines Ideals I = (f1, ..., fi) heifit reduzierte Griobner-Basis, wenn

gilt:
i) le(9) =1 Vg; € GB, worin 1 das Einselement der Ringmultiplikation darstellt.

ii) Kein Monom aus g; € GB kommt unter den fithrenden Termen in GB mehrmals
vor, d.h. Am; | m; € {g;} Am; € (t(gr \ my)) . Q

Es werden im weiteren, wenn nicht anders erwéhnt, ausschliellich reduzierte Grobner-
Basen betrachtet, die der Einfachheit halber nur Grobner-Basen genannt werden. Mit
Definition 2.16 wird deutlich, daf} bei einer mehrdimensionalen Polynomdivision die oben
aufgezeigte Mehrdeutigkeit nicht mehr auftreten kann, wenn das Ideal T = (f,..., fim)
durch die zugehorige Grobner-Basis GB = (g1, ..., gn) ersetzt wird. Da dies die einzige
Mehrdeutigkeit bei der mehrdimensionalen Polynomdivision ist, kann mit den folgenden
Satzen die Zugehorigkeit eines Polynoms zu einem Ideal bestimmt werden.
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Satz 2.8 (Buchberger 1985, Cox u. a. 1992)
Fiir eine gegebene Monomordnung hat jedes von Polynomen erzeugte Ideal eine eindeutige
(reduzierte) Grobner-Basis GB. Q

Satz 2.9
Es sei I C k[xy,...,x,] ein von Polynomen erzeugtes Ideal, GB(I) = {g1,...,9m} und
f € k[z1,...,x,]. Dann existiert ein eindeutiges r € klxy, ..., xz,], fiir das gilt:

i) Kein Monom in r ist durch einen fiihrenden Term lt(g;) aus GB teilbar.

ii) Es existiert ein h € I derart, dafl f = h +r. Q

Beweis: Der Satz folgt unmittelbar aus Definition 2.16, da die einzige Mehrdeutigkeit
bei der mehrdimensionalen Polynomdivision dadurch verschwindet. a

Definition 2.17: Rest einer mehrdimensionalen Polynomdivision

Es wird mit rem(f, F') (nach dem englischen remainder) der Rest einer mehrdimensionalen
Polynomdivision eines Polynomes f durch das n-Tupel F' = {fi,..., fu} bei lexikographi-
scher Monomordnung genannt. a

Somit kann der folgende Satz angegeben werden:

Satz 2.10 (Cox u. a. 1992)
Es sei I C k[xy,...,x,] ein von Polynomen erzeugtes Ideal, GB(I) = {g1,...,9m} und
f € kl[zy,...,x,]. Dann gilt:

fel & rem(f,GB(I)=0 . (2.8)
Q

Damit ist die Zugehorigkeit eines Polynoms zu einem Ideal eindeutig bestimmbar, sofern
GB(I) bekannt ist.

Bis zu diesem Punkt sind einige definierende Eigenschaften von Grobner-Basen beschrie-
ben. Unklar ist aber noch die Berechnung der Grébner-Basis eines von Polynomen er-
zeugten Ideals. Diese geschieht mit dem Buchberger-Algorithmus.

Buchberger-Algorithmus:

Der Buchberger-Algorithmus bedient sich eines weiteren Hilfsmittels. Die Idee dabei ist,
die Menge der das Ideal erzeugenden Polynome so zu erweitern, daf eine (nicht reduzier-
te) Grobner-Basis entsteht. Diese Erweiterung geschieht durch Hinzufiigen von Resten
der Division von sog. S-Polynomen durch die erzeugenden Polynome eines Ideals. Die
S-Polyonome werden folgendermaflen gebildet:
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Definition 2.18: S-Polynom (Buchberger 1970, Buchberger 1985)
Es seien fi, fo € k[xy,...,z,] zwei Polynome. Das S-Polynom S(fi, f2) von fi, fo wird
durch die Vorschrift

lem(Im(f1), Im(f>)) lem(Im(f1), Im(f2))
1t(f1) 1t(f2)

gebildet. Der Operator lem bedeutet darin das kleinste gemeinsame Vielfache (nach dem

S(fi,f) = i - f2

englischen least common multiple) der in Klammern nachgestellten Operanden. Q
Weiterhin gilt folgender Satz:

Satz 2.11 (Cox u. a. 1992)
Es sei I = (fi,..., fn) = (F) ein von den Polynomen {fi,..., f,} = F erzeugtes Ideal.
Dann gilt:
F=GB(I) < rem(S(fi,f;),F)=0 VYi#j . (2.9)
a
Damit ist iiberpriifbar, ob {fi,..., f,} eine Grobner-Basis des Ideals (fi, ..., f,) ist:

Beispiel 2.4

Es seien die Polynome einer Idealbasis F wie in Beipiel 2.3 zu f; = z2—1und fo = 2,251
gegeben und eine lexikographische Monomordnung x; > x5 zur Berechnung der Grobner-
Basis vorausgesetzt. Das einzig mogliche S-Polynom ergibt sich zu

lem(Im(22 — 1), lm(z12 — 1))

lem(Im(z2 — 1), lm(z129 — 1))
B lt(l'll'g — ].) ' (1'11'2 B 1)
= 125 — 2 — (2125 — 29)
= —I + X9 . (210)

Fiir die Polynomdivision folgt:

S(fi, f2) [ (fis fo) = hiha,r
1+ [ (23 1), (w22 — 1)) = (0),(0), (—21 + )
—(—x1 + x2) —r=—1 + 2
0

Es gilt also rem(S(f1, f1), F') # 0, und somit folgt, dal F' keine Grobner-Basis darstellt.
a

Neben der Moglichkeit zur Uberpriifung der Idealbasis fithrt Satz 2.11 auf den Kern von
Buchbergers Algorithmus. Weil ndmlich ein S-Polynom stets in dem von der zugehérigen
Grobner-Basis erzeugten Ideal enthalten sein muf8 und damit auch rem(S(f;, f;), F) fiir
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den Fall rem(S(f;, f;), F) # 0, liegt es nahe, diesen Rest der Idealbasis hinzuzufiigen, um
eine (nicht reduzierte) Grobner-Basis zu bilden. Tatséchlich werden in Buchbergers Algo-
rithmus die S-Polynome S(f;, f;) und ihre Reste rem(S(f;, f;), F) fiir alle 4, j berechnet, bis
ein Rest ungleich Null wird. Dieser Rest wird der Idealbasis F' hinzugefiigt und es werden
erneut alle S(f;, f;) und rem(S(f;, f;), F') bestimmt, bis ein rem(S(f;, f;), ) # 0 auftritt
usw. Der Vorgang wird so lange wiederholt, bis keine rem(S(f;, f;), F') # 0 mehr auftreten.
Daf} der Algorithmus tatséchlich seine Abbruchbedingung erreicht, ist in verschiedenen Li-
teraturstellen z. B. mit der sog. Bedingung fiir aufsteigende Ketten nachgewiesen. Der Al-
gorithmus zur Bestimmung von Groébner-Basen ist in einigen Computer-Algebra-Paketen
enthalten und ist daher fiir den interessierten Anwender verfiigbar. Stellvertretend fiir die
Computer-Algebra-Pakete seien hier das Programm MAPLE genannt, das stets reduzierte
Grobner-Basen berechnet, sowie das Programmpaket Macaulay. Das letztere deshalb, weil
es kostenlos vom Server der Harvard-Universitit kopierbar ist (ftp math.harvard.edu ,
login: ftp , password: beliebig , cd Macaulay). Wie weiter oben erwéhnt, interessiert
in diesem Bericht vor allem die Eigenschaft der Grobner-Basen, daf§ sie als Eliminations-
algorithmus dienen koénnen. Der folgende Satz liefert die dazu benétigte Aussage:

Satz 2.12 (Buchberger 1985)

Es sei I C k[x1,...,x,] ein Ideal aus dem Polynomring R[z1,...,z,] und GB(I) eine
Grobner-Basis von I beziiglich der lexikographischen Monomordung z; < x5 < ... < zy,.
Dann gilt fiir alle r € {1,2,...,n}:

INk[z,...,2] = (GBI)Nkx,...,z]) . (2.11)
Q

Das bedeutet, dafl das ,i-te Eliminationsideal“ (Buchberger 1985) durch diejenigen Poly-
nome in G B erzeugt wird, die nur von den Variablen xy,...,z; abhdngen. Ein Beispiel
verdeutlicht die Aussage:

Beispiel 2.5
Es seien die Polynome einer Idealbasis F' gegeben zu

fi = mwe+1
fo = 3wixox3 — wox3 + w3 und

fs = x1 +4xex3+4

und eine lexikographische Monomordnung z; < xy < x3 zur Berechnung der Grébner-
Basis vorausgesetzt. Die Grobner-Basis des von F' erzeugten Ideals berechnet sich z. B. mit
der Funktion gbasis des Programms MAPLE zu:

GB = {—1'1 + 81‘3 — 4, 21‘1 + 41‘2 + 7, 21‘% + 71’1 - 4} = {gl, g2, gg} . (212)

Die Aussage von Satz 2.12 bedeutet nun, daf} alle Polynome aus G'B, die nur von x;
abhiingen, also {22% +7x; —4}, das 1. Eliminationsideal erzeugen, weiterhin alle Polynome
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aus GB, die nur von z; und z, abhingen, also {Qxf + Txy — 4,2x; + 4y + 7}, das
2. Eliminationsideal erzeugen usw. Man sieht an dem Beispiel deutlich, daf} es sich bei
der Darstellung der Eliminationsidealbasen um die bekannte Dreiecksform handelt, die
durch Riickwértssubstitution in bewdhrter Manier zur Losung von Gleichungssystemen
genutzt werden kann. Wie man leicht iiberpriifen kann, erfiillt die Lésung von ¢g; = 0,
t = 1,2,3 auch die urspriinglichen Gleichungen f; = 0, ¢« = 1,2,3 , die Nullstellen sind
also identisch. a

Es kann gezeigt werden (Buchberger 1970), dafl der Eliminationsalgorithmus fiir lineare
Gleichungen in den Gauflschen Eliminationsalgorithmus iibergeht. Es steht uns daher
mit den Grobner-Basen ein Werkzeug zur Verfiigung, mit dem Variablen aus Systemen
nichtlinearer (Polynom-)Gleichungen eliminiert werden kénnen, wobei mit Hilfe der Mo-
nomordnung die Eliminationsreihenfolge festgelegt werden kann. Der letzte Teilsatz ist
fiir die spétere Anwendung von essentieller Bedeutung.

2.2 Differentialalgebra

Um dynamische Systeme beschreiben zu konnen, sind einige differentialalgebraische Be-
griffe einzufiihren. Die meisten sind bereits in verschiedenen Literaturstellen (Kolchin
1973, Fliess 1986, Fliess 1987, Fliess 1990, Wey und Svaricek 1995) zu finden; es macht
aber gerade vor dem Hintergrund der oben dargestellten Begriffe der kommutativen Alge-
bra Sinn, einige Begriffe als Erweiterung der nicht-differentialalgebraischen Entsprechung
darzustellen, um ein Verstindnis fiir die differentialalgebraische Sichtweise zu erlangen.
Zunichst definieren wir:

Definition 2.19: Differentiation
Es sei R ein Ring. Eine Differentiation wird durch die Abbildung 0 : B — R, fiir die gilt:

olx+y) = 0r+0y }
Ve, y € R
O(ry) = (0x)y +x(dy)
gekennzeichnet. a
Ublicherweise behandeln wir Polynome, also z.B. R[zy,...,z,], worin die Variablen z;
zeitvariant sind. Man kann fiir diesen Fall 0 = % definieren. Damit sind die Rechenregeln
aus Definition 2.19 zwar erfiillt, aber dz = 9 = & ist nicht Element des Ringes R[z].

Daher definiert man:

Definition 2.20: Differentialalgebraischer (Polynom-)Ring

Ein Ring R heif}t differentialalgebraischer Ring, wenn eine Differentiation 0 in R definiert
ist und das Ergebnis Element aus QR ist. Weiterhin bezeichnet R{x,...,z,} die Men-
ge der den differentialalgebraischen Polynomring in den Variablen zy,...,z, bildenden
Elemente. a

Definition 2.21: Konstante
Diejenigen Elemente a aus einem Ring R, fiir die da = 0 gilt, heilen Konstanten. a



2 Algebra 17

Definition 2.22: Differentialalgebraischer Korper

Ein Korper k heifit differentialalgebraischer Korper, wenn eine Differentiation 0 in k defi-
niert ist und das Ergebnis Element aus k ist. Weiterhin wird ein differentialalgebraischer
Korper, der durch die meromorphen Funktionen in den Variablen x4, ..., x, erzeugt wird,
als k(z1,...,x,) notiert. Qa

Mit Definition 2.21 wird klar, daf} die Kérper Q, R und C differentialalgebraische Kérper
sind, deren Elemente siamtlich Konstanten sind. Aus der Definition 2.22 wird ferner
deutlich, dafl aus der Sicht der kommutativen Algebra, die alle Ableitungen der Varia-
blen als neue Variablen auffafit, ein Ideal eines differentialalgebraischen Polynomrings
(z,@,i,2®,...) keine endliche Basis haben kann. Damit sind die Ergebnisse der Grébner-
Basen nicht ohne weiteres iibertragbar. Wie dieses Problem umgangen werden kann, wird
weiter unten deutlich.

Zunichst werden hier einige Sétze angegeben, die fiir die Behandlung dynamischer Syste-
me von Nutzen sind.

Definition 2.23: Kdrpererweiterung

Ist k ein Teilkorper oder Unterkorper eines differentialalgebraischen Korpers K, so wird K
analog zu Definition 2.7 Kdrpererweiterung oder Erweiterungskorper genannt. Der Sach-
verhalt, dafi K Korpererweiterung von k ist, wird durch die Notation K /k gekennzeichnet.

a
Analog zu Definition 2.9 gilt auch:
Definition 2.24: Differentialalgebraische Abhdngigkeit, Transzendenz
Es sei K/k eine Korpererweiterung und «q,...,a,,v € K. Es heifit v differentialalgebra-
isch abhingig von ay, . .., oy, iiber k, wenn v differentialalgebraisch iiber k(a, .. ., ay) ist,
d.h. wenn eine differentialalgebraische Gleichung P(ay, ..., a,,v)=0 existiert, wobei P
ein Polynom in agz), o a u® ik € Ny, mit Koeffizienten aus & darstellt (Bronstein

und Semendjajew 1991). Existiert ein solches Polynom nicht, so heifit v transzendent. Q
Weiterhin gilt:

Definition 2.25: Differentialalgebraischer Transzendenzgrad

Es sei K/k eine Korpererweiterung und L eine Untermenge von K derart, daf} alle Ele-

mente aus L voneinander differentialalgebraisch unabhéngig iiber k£ sind. Die maximal

mogliche Anzahl von Elementen in L heif3t differentialalgebraischer Transzendenzgrad

diff. trg K/k. L wird dann differentialalgebraische Transzendenzbasis von K /k genannt.
a

Insbesondere gilt der folgende Satz in Analogie zu Satz 2.4:

Satz 2.13 (Fliess 1986)
Es sei K/L/M eine Kaskade von differentialalgebraischen Korpererweiterungen K /L und
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L/M. Dann gilt fiir den differentialalgebraischen Transzendenzgrad der differentialalge-
braischen Koérpererweiterung K/M:

diff. trg K/M = diff. trg K/L + diff. trg L/ M
Q

Die Verbindung zwischen der Differentialalgebra und der klassischen Systemdarstellung
in Form einer Differentialgleichung, die das Ein-/Ausgangsverhalten beschreibt, stellen
die folgenden beiden Definitionen her.

Definition 2.26: System (Fliess und Glad 1993)
Es sei k ein Grundkdrper. Dann ist aus differentialalgebraischer Sicht ein System definiert
als eine endlich erzeugte Korpererweiterung k(y, u)/k(u) iiber dem Grundkorper k.  Q

Die Systemausgénge y sind iiber Differentialgleichungen mit den Eingéngen u verkniipft,
so dafl diff. trg k(y, u)/k(u) = 0 gilt. Des weiteren werden die Eingéinge u = [uy,. .., ty]
als voneinander unabhingig angenommen, so daf} gilt: diff. trg k(u)/k = m.

Definition 2.27: Dynamik

Es sei u = [ug,...,u,| ein Systemeingang. Dann ist eine Dynamik eine endlich generierte
differentialalgebraische Korpererweiterung D /k(u). Die Ordnung n der Dynamik ist durch
n = trg D/k(u) gegeben und eine (nicht-differentialalgebraische) Transzendenzbasis der
Dynamik D/k(u) heifit Zustand. Q

Da in der vorstehenden Definition die Ordnung der Dynamik durch den nicht-differential-
algebraischen Transzendenzgrad festgelegt ist, bedeutet dies, dafl jedes Element aus D von
den Zustandsvariablen algebraisch abhéngig ist. Werden die Zustandsvariablen durch z;,
1 = 1,...,n , gekennzeichnet, so ist insbesondere z; von den Zustandsvariablen nicht-
differentialalgebraisch abhingig.

Ordnungsfunktion:

Wie schon oben fiir die kommutative Algebra in Form der Monomordnung eingefiihrt, ist
fiir differentialalgebraische Betrachtungen eine Anordnung der auftretenden Terme von
Nutzen. Dies geschieht durch eine Ordnungsfunktion fiir die Variablen. Eine Ordnungs-
funktion ,,<* erfiillt die folgenden Eigenschaften (Kolchin 1973):

i) z<a®

i) xy < @9 = xgi) < xéi) :
Diese Bedingungen erméglichen bei Verwendung mehrerer Variablen verschiedene Anord-
nungen der Variablen, wie z. B.:

T <T1 <T1 < ... <Ty<Tg<Tg<... <23 <03 <7T3<... |, (2.13)
Ty <RI <F <. <Xy < T3 <. <Dy <E3 < ... < Ty <F3<... . (2.14)
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Fiir die Betrachtungen in diesem Bericht kommt jedoch nur die folgende Ordnungsfunktion
zur Anwendung:

TG < Ty <T3<...<T1 <Tg<d3<...<T; <Ty<T3... . (2.15)

Diese Ordnungsfunktion fiir die Variablen bedeutet eine Anordnung, so daf} xg“) dann
(k2)

l2
Iy < Iy ANk = ky. Fiir die Betrachtungen in dem néchsten Abschnitt ist eine solche

und nur dann links von z; ° steht, d.h. einen niedrigeren Rang hat, wenn k; < ky oder

Ordnungsfunktion der Ausgangssignalableitungen bzw. der Differentiale der Ausginge
von Bedeutung.
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3 Inversionsalgorithmen

In diesem Abschnitt wird ein klassischer Inversionsalgorithmus dargestellt und diesem ein
algebraischer Inversionsalgorithmus gegeniibergestellt. Der klassische Inversionsalgorith-
mus fiir nichtlineare Mehrgréfiensysteme geht auf Singh (1981) zuriick und dient an dieser
Stelle dazu, die Parallelen zu dem algebraischen Inversionsalgorithmus aufzuzeigen. Fiir
die Betrachtungen in diesem Abschnitt soll ein zustandsaffines System der folgenden Form
betrachtet werden:

o(t) = a(:c(t))+Zbi(:c(t))ui(t) . zeR' ; weR™ (3.1)
y(t) = cl=(t)) ; yekR | (3.2)

wobei das Zeitargument im folgenden nicht immer explizit angegeben wird. Unter der
Invertierbarkeit wird folgendes verstanden:

Definition 3.1: Invertierbarkeit (Hirschorn 1979)

Es sei &, ein Zustand des Systems (Gl. (3.1)—(3.2)) zum Zeitpunkt ¢ = ¢;. Dann stellt
x(t,u, zy) eine Losung der Vektordifferentialgleichung (3.1) dar und der Ausgang ist ge-
geben als y = ¢(t, u, ).

Ein affines System (Gl. (3.1-3.2)) heifit dann invertierbar an einem Punkt g, wenn fiir
zwei beliebige unterschiedliche Stellgrofien w und @ gilt: y(xo, u) # y(xo, w).

Das System heif3t streng invertierbar in xg, wenn es invertierbar fiir jedes &y € U ist,
wobei U eine offene Umgebung von x, darstellt.

Das System heif3t streng invertierbar, wenn eine offene, dichte Untermannigfaltigkeit M,
der Zustandsraummannigfaltigkeit derart existiert, dafl das System fiir alle &, € M,
streng invertierbar an dem Punkt x, ist. Q

3.1 Der klassische Strukturalgorithmus

Der klassische Inversionsalgorithmus bildet die Linksinverse des Systems in einem itera-
tiven Ablauf. Der Name Linksinverse kommt von der Tatsache, dafl die Eingangsgrofien
durch linksseitige Multiplikation des Systems mit dem inversen Modell gebildet werden.
L&t sich die Linksinverse bestimmen, so heifit das System linksinvertierbar. Der Ablauf
des eigentlichen Inversionsalgorithmus ist wie folgt (Singh 1981): In einem ersten Schritt
werden die Ausginge des Systems (Gl. (3.1-3.2)) nach der Zeit abgeleitet, woraus das
folgende System entsteht:

& = a(:c)—l—sz-(:c)ui : (3.3)
zi(z,y) = eci(x)+ Di(x)u , (3.4)
mit

zi(z,y) = Ro(z)y (3-5)
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ci(x) = Ry(x)Lge(x) , (3.6)

D, (x
Di(x) = Ro(e)(Lp,c(z)+Lo,c(@)+ ...+ Ly, c(x)) = [ 1’(1)( ) ] . (37)
Die Matrix Ry, hat die Funktion, die Ausgangssignalableitungen so umzuformen, daf§ die
ersten p; Zeilen von z; linear unabhéngig in u sind und alle weiteren Zeilen nicht mehr
von uw abhéngen, d.h. D besitzt die Dimension p; X m. Es kann also z; geschrieben
werden als:

z = [21]:{él(w)]+[plg(m)]u . (3.8)

21 él(a:)

Sofern p; < min{m, p} ist, fihrt man fort mit der zeitlichen Ableitung von z,(x,y) =
¢1(x) und erhilt

0z 0z1] . [0z 0% - .
e ... bi(xz)u;| = La
[ay'l’ ’ ay'p] Y [axl’ ’ axn] “le)t 2 (w)u] @)+
hu@.g.4) G.(@yu (3.9)
+LLblé1(a3) + ...+ meél(iL')l’U,
bl(w)
Damit ergibt sich in Vektorschreibweise:
{ zi(z,y) ] _ { ¢ (x) ] D, (x)
L = . + | - . u
hi(z,9,9) Lati () D, (z) - Gi(z,y)
ci(x) - .
[ Loé () ] + D (z,9)u : (3.10)

Es besitze nun D, (z, %) den Rang p, und die Matrix R, werde analog zu der Matrix Ry
so gebildet, dafl

i) die letzten m — p; Zeilen in Gl. (3.10) in der Art umgeformt werden, daf} die ersten
p2 Zeilen in Gl. (3.10) linear unabhingig sind und

ii) die letzten m — py Zeilen von D, (=, ¥) zu null werden.

Damit kann dann das System fiir den zweiten Schritt des Algorithmus geschrieben werden
als:

& = a(a:)—i—Zbi(a:)ui : (3.11)

zg(a:,’y,:i]) - 62($)+D2($7y)u ) (3'12)
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mit

(2, 9.9) = Ri(e) ] , (3.13)

c(xz) = Ry(x) , (3.14)

Dy(e, ) = Rl(m)Dl(m,y)z{D 2’1(:”’?’)} - (3.15)

Darin stellt Do (2, ) eine p X m-Matrix mit dem Rang po dar. Man kann nun fortfahren
und z, wieder wie im ersten Schritt aufspalten und die zeitliche Ableitung von 2z, bilden
usw. Es ergibt sich so eine Folge pi, p2, p3,... < m von Zahlen, die nach spétestens
n Schritten konvergiert. Di Benedetto u. a. (1989) zeigen, dafl die Folge p1, pa, ps, . ..
gegen den von Fliess (1986) definierten differentialalgebraischen Rang p* lduft. Wenn
p* =rangD; () = m, i < n, gilt, ergibt sich das inverse System zu

u = Djllz - c] : (3.16)

Das folgende Beispiel, das sich auch bei Singh (1981) findet und urspriinglich von Rebhuhn
(1980) stammt, verdeutlicht die Vorgehensweise des Strukturalgorithmus.

Beispiel 3.1
Es sei ein System gegeben durch

1+ T3 1 0
P Ty + 24 n 223 0 Uy (3.17)
N I3 3 0 U9 ’ ’
To 1 + 21‘3 21’4
y = [1z 3] . (3.18)
Die zeitliche Ableitung der Ausgangsgréfien ergibt:
zi(z,y) = ci(z)+ Di(z)u (3.19)
(0 ] T+ 13 10 y
<~ =231 + o = —221T3 + o + T4 — 2x§ + 10 0 |: ! :| (320)
u
—301 4+ 795 | —31, — 213 0 0 2
z1 | C D
& { L= { & (@) } + { 1(@) } u (3.21)
z | el (x) 0

D, (x) hat den Rang eins und die n-te Ableitung ist noch nicht erreicht. Daher wird
z1 = ¢1(x) weiter abgeleitet und es folgt:
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[ —2x3y1 — 22391 + Yo ] N [ —6y1 0 ]

=31 — U3 0 0
hix.9.9) G.x.y)
—4x173 + 239 — 672 + T4 1 —6x; — 1025 214
3.22
{ ~3u; — 5y - 9 o |¥ B2
Lot () D, (x)
und
e D (xz, 1
sleid) = @+ Y (3.29
?)1 i T+ 23
<~ —23:33)1 — 23)3@1 + ng == —4.7)1373 + 23’]2 — 6l’§ —+ x4 +
91 — 391 — U3 L 6x; + 4x3
I 1 0
u
+ | 1—6x, —10z3 + 61, 24 { ul ] . (3.24)
i 0 0 2

Da der Rang der Matrix Ds(x, y) gleich zwei und damit gleich m ist, endet der Algorith-
mus an dieser Stelle und das inverse System ergibt sich zu

u = Dyi(@, 9|2z 9.9 —el@)] . (3.25)
Q

3.2 Der algebraische Inversionsalgorithmus

Der hier beschriebene algebraische Inversionsalgorithmus ist bereits in Senger (1997) so-
wie Senger und Spielmann (1997) dargestellt und wird deshalb an dieser Stelle sehr kom-
primiert wiedergegeben. Der Algorithmus beruht wesentlich auf der Verwendung der
Ordnungsfunktion, wie sie z.B. bei Cao und Zheng (1992) eingesetzt ist. Diese Ord-
nungsfunktion ermoglicht eine kompakte algebraische Darstellung des Strukturalgorith-
mus. Wie schon in Abschnitt 2 angedeutet, kommt die Ordnungsfunktion yl(lkl) < ylgkz)
zur Anwendung, welche die Ausgangssignalableitungen bzw. deren totale Differentiale in

folgender Weise ordnet:
dyr, dys, . .. dyp, dgn, dia, .- digp, . dy P dyl® o ayP : (3.26)
y17y27"'7yp7y17y27"'7yp7"'7y§)7y§)7---7 I(J)a . (327)

Das Differential der k-ten Ausgangssignalableitung des Ausgangs dyl(k) stellt einen Vektor
in dem Vektorraum & dar, der von dz und du®, 0 < v < n — 1 aufgespannt wird
(Senger 1996). Mit der Zerlegung

£ = £ @€, (3.28)
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in die Unterrdume

E: = spang{dz;|]1 <i<n} und (3.29)
£, = spanc{dul’|1<j<n A0O<v<n-—1} (3.30)

kann folgende Definition, der eine zentrale Rolle zukommt, angegeben werden:

Definition 3.2: u-Linksabhingigkeit (Cao und Zheng 1992)
dyl(k) wird als u-linksabhéngig bezeichnet, wenn

dy € & +spanc{dyM [y <y} . (3.31)

Andernfalls wird dyl(k) als u-linksunabhéngiger Vektor in (3.26) bezeichnet. Entsprechend

wird ein Element yl(k) aus (3.27) u-linksabhéngig (bzw. u-linksunabhéngig) genannt. Q1

Wenn die Menge L, gegeben ist durch
L, = {yl(k)|yl(k) ist u—linksunabhéngig} (3.32)
und die Systeminvarianten

® gL k>
o = {OO owenn g ¢ Ly, VR 200 (3.33)

min{k|yl(k) € L,} ,sonst

beriicksichtigt werden, dann kniipft das folgende Lemma die Verbindung zu der weiteren
Vorgehensweise.

Lemma 3.1

Wenn p; < 00 ist, dann existiert eine eindeutige Funktion ¢ ;, j =0,...,m, so daf}
= oy PP <y Ay e L)
+ zm: (e, y Py <y AyP € L) uy (3.34)
j=1
a
Durch eine Permutation der Ausgangssignalindizes kann erreicht werden, daf} gilt:
Yo =Y, <. <Y, (3.35)
N opy<pp,<..<p, <0
Es sei
o = card{p|p <oo,l=1,...,p} , (3.36)

womit ¢ im iibrigen dem differentialalgebraischen Rang des Systems entspricht und wei-
terhin gilt: o < min{m,p}. Es kann Gl. (3.34) in Matrixform als

T = gotu (3.37)
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mit ¥ = [yY’ Doyl ")]T geschrieben werden, und es gilt aufgrund der Bildungsvorschrift

von p; (Gl (3.33)): rang @, = 0. Dafl Gl. (3.37) fiir 0 = m nach uw umgestellt werden
kann, ist evident.

Es folgt aus diesen Ausfithrungen ein dhnlicher Ablauf der Inversion wie bei dem oben
dargestellten klassischen Strukturalgorithmus. Es werden sukzessive die Ausgangssignal-
ableitungen gebildet. An die Stelle der Rangbestimmung beim klassischen Strukturalgo-
rithmus tritt aber beim algebraisch formulierten Inversionsalgorithmus die Uberpriifung
der u-Linksunabhéngigkeit in der Form, daf} gepriift wird, ob eine unabhingige Aus-
gangsignalableitung in u; auftritt. In (Senger 1996, Senger 1997) sind einige Beispie-
le angegeben, in denen dieser Algorithmus zur Bestimmung der exakten Linearisierung,
Storsignalentkopplung oder Modellfolgeregelung von Mehrgréflensystemen genutzt wird.
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4 Anwendung der Grobner-Basen zur Inversion

Wie in Abschnitt 2 angedeutet, wird die Basis eines differentialalgebraischen Ideals aus
der Sicht der kommutativen Algebra nicht mit endlich vielen Elementen erzeugt. Dement-
sprechend scheint es zunéchst nicht angebracht, Werkzeuge der kommutativen Algebra zu
nutzen, um eine solche Basis zu bestimmen. Einige Uberlegungen geben allerdings dazu
Anlaf}, die in Abschnitt 2 vorgestellten Grobner-Basen zu nutzen, da unter bestimmten
Bedingungen die gesuchte Idealbasis endlich ist. Die zentrale Idee entstand aus der Arbeit
von Di Benedetto u. a. (1989), die die Bestimmung des differentialalgebraischen Ranges
unter Verwendung von Ké&hler-Differentialen auf eine Dimensionsbestimmung nichtdiffe-
rentieller Vektorrdume zuriickfiihrte, die dann wiederum durch eine Rangbestimmung von
Jacobi-Matrizen erfolgen kann (Wey 1996). Wenn es gelingt, nicht nur die Dimension der
Kaskade von Vektorrdumen zu bestimmen, sondern jeweils eine Basis der Vektorrdume,
dann werden damit die einzelnen Schritte des algebraischen Inversionsalgorithmus aus
Abschnitt 3 abgearbeitet. Zudem ist von Di Benedetto u. a. (1989) gezeigt, daf die
Dimension der Kette von Vektorrdumen gegen den differentialalgebraischen Rang eines
Systems konvergiert. Somit wird nur eine endliche Anzahl von Ausgangssignalableitungen
benétigt, weshalb die Idealbasis ebenfalls endlich generiert wird. Damit liegt der folgende
Schlufl nahe: Substituiert man die Ableitungen der Ausgangssignale sowie der Eingangs-
signale durch andere Variablen, so konnen mit geeigneter Monomordnung Grobner-Basen
des durch diese Polynome erzeugten Ideals bestimmt werden. Wertet man anschlieSend
die Anzahl derjenigen Elemente der Grobner-Basen aus, die substituierte Variablen ver-
schiedener Eingangssignale enthalten, so ergeben sich die Eingangssignale des Systems
bzw. das inverse System, vorausgesetzt, das System ist linksinvertierbar.

Fiir den Inversionsalgorithmus bedeutet dies eine sukzessive Bestimmung der Grébner-
Basen fiir die Ableitungsstufen der Ausgangssignale. Die erzeugenden Polynome, also hier
die einzelnen Ausgangssignalableitungen, miissen dafiir in Normalform vorliegen, d. h. die
rechte Seite der Gleichung muf} gleich null sein. Ist beispielsweise 3j; = 9, so geht das er-
zeugende Polynom ¢; — x5 in die Berechnung der Grobner-Basis ein. Die Substitution der
zeitlichen Ableitungen der Ein- und Ausgangsgrofien kann einfach durch eine Doppelindi-
zierung vorgenommen werden, bei der der zweite Index die Ableitungsstufe kennzeichnet.
Damit gilt dann z.B. y; — y1 0, yf’) — y1,3 oder entsprechend 1y — ug; und u§4) — Uy 4.
Da hier nur die Eliminationsideale in w; ; interessieren, l1&ft sich auf besonders einfache

Weise eine geeignete Monomordnung festlegen. Es wird die Monomordnung
Ut < U200 <UD < v n <UL < U2 <UL < -0 < U2 < U222 < Uz < ... (41)

verwendet, die endlich ist, da sowohl die Anzahl der Eingangsgrofien als auch die ma-
ximale Ableitungsstufe der Eingangsgrofien begrenzt ist. Die maximale Ableitungsstufe
der Eingangsgrofien ist begrenzt, weil maximal n zeitliche Ableitungen der Ausgangssig-
nale im Verlauf des Inversionsalgorithmus gebildet werden. Zur einfacheren Notation
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definieren wir als Verallgemeinerung der Erlduterung von Satz 2.12 in Anlehnung an
Buchberger (1985):

Definition 4.1: Verallgemeinertes Eliminationsideal

Das i-te verallgemeinerte Eliminationsideal wird durch diejenigen Polynome in GB er-
zeugt, die nur von den Variablen wu; g, w11, u12,...,U20,U21, U222, ..., U0, Ui, Uj2, ... ab-
héngen. a

Mit der obigen Monomordnung (Gl. (4.1)) werden sukzessive mit jeder Stufe der Aus-
gangssignalableitungen die Grébner-Basen GB = {¢1,¢s,-..,0;, ...} berechnet, bis ent-
weder m verallgemeinerte Eliminationsideale gebildet werden kénnen oder die n-te Ablei-
tungsstufe erreicht ist. Ergibt sich dabei ein neues Eliminationsideal, so wird nach der neu
aufgetretenen Eingangsgrofie aufgelost und dieser Ausdruck fiir die weitere Berechnung
eingesetzt. Ist der differentialalgebraische Rang p* des Systems aus anderen, z.B. gra-
phentheoretischen, Berechnungen bereits bekannt, so kann der Vorgang abgebrochen wer-
den, wenn p* verallgemeinerte Eliminationsideale gebildet werden konnen, da die maximal
mogliche Anzahl der verallgemeinerten Eliminationsideale natiirlich, wie in dem algebrai-
schen Inversionalgorithmus beschrieben, gegen ¢ und damit gegen p* (vgl. Gl. (3.36))
konvergiert. Geht man von dem hiufig auftretenden (aber fiir die differentialalgebraische
Betrachtung nicht notwendigen) Fall aus, daf§ in der Systemdarstellung keine Eingangssi-
gnalableitungen auftreten, so braucht die Kaskade der Grobner-Basen nur auf Polynome
durchsucht werden, die u; ¢ enthalten. Diese Polynome erzeugen dann alle méglichen ver-
allgemeinerten Eliminationsideale.

Der hier zunéchst wenig anschaulich, weil weitgehend verbal, dargestellte Weg wird an-
hand einiger illustrativer Beispiele in dem néchsten Abschnitt verdeutlicht.
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5 Beispielanwendungen unter MAPLE

Dieser Abschnitt behandelt einige Beispielsysteme, anhand derer die Anwendung der
Grobner-Basen deutlich wird. Begonnen wird mit den verwendeten Befehlen des Pro-
grammpaketes MAPLE, mit dessen Hilfe die Berechnungen durchgefiihrt wurden.

Unter MAPLE wird das Paket grobner bendtigt, das einige Zusatzfunktionen bereitstellt.
Die Hauptfunktion ist gbasis, die Funktion zur Bestimmung der Grobner-Basen. Aber
auch weitere Funktionen wie spoly zur Bestimmung der in Abschnitt 2 erwidhnten S-
Polynome, leadmon zur Bestimmung des fiihrenden Monoms eines Polynoms oder die
Funktion normalf, die benttigt wird, um reduzierte Grébner-Basen zu berechnen, sind
explizit aufrufbar. Fiir diese Befehle stehen Erlauterungen z.B. iiber Art und Funktion
der moglichen Operanden zur Verfiigung. Umfangreichere Erkldrungen der Syntax finden
sich bei Char u. a. (1991). Eine besondere Bedeutung kommt der Funktion finduni zu,
die eine Bestimmung des ersten Eliminationsideals in einer vorgegebenen Variablen auch
dann ermdglicht, wenn die Berechnungen zur Bestimmung der kompletten Grobner-Basis
zu komplex werden (Forsman 1992a). Der Grund dafiir liegt in einer nicht streng lexiko-
graphischen Monomordnung, die den Algorithmus der Funktion findun: effizienter macht.
Zu der Anwendung der MAPLE-Funktion gbasis sind bei Forsman (1992b) einige Beispiele
sowie Hinweise angegeben. So ist beispielsweise eine kritische Betrachtung der Ergebnisse
u.a. deshalb notwendig, weil bei der Auswertung der Eliminationsideale auch komplexe
Werte auftreten konnen.

Die praktische Anwendung der Grobner-Basen 148t sich einfach anhand eines sog. MAPLE-
Worksheets, in dem eine Abfolge von Befehlen angegeben ist, nachvollziechen. In dem
nachstehenden Beispiel wird dieses bilineare System betrachtet:

0] [ 1 0]
T3 gy O
e = |0 |+]0 1 {“1} , (5.1)
5 0o o0|t™
| 71 | L 0 0]
y = [r; 2]" . (5.2)

Das in Bild 5.1 dargestellte Worksheet zeigt die Aufruf und Ergebnisse der ersten drei Ab-
leitungsstufen, wobei zwei Besonderheiten zu erwéihnen sind, erstens die Eigenschaft der
Grobner-Basis fiir den Fall, dafl nur eine Eingangsgrofie in den erzeugenden Polynomen
auftritt und zweitens die dargestellte dritte Ableitungsstufe, die lediglich die Konvergenz
des Algorithmus verdeutlichen soll. Zunéchst war weiter oben erwéhnt, dafl sich die ver-
allgemeinerten Eliminationsideale ergeben, indem in den fortlaufenden Ableitungsstufen
diejenigen Polynome der Grobner-Basen als erzeugende Polynome ausgewihlt werden, die
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% Maple ¥ Release 4 - [invbsplfbd_mws] Mi=] E3
] File Edit “iew |nsett Fommat Options  Window Help - ﬁllil

0eREE FE =] ElTe] <[] [ x[x]
[ Noma =l [TmesewRoman =] 12 =] [B[Z[1]
> restart; read( bspl.bls ); read( entkop ) —

[a—

. Ableitungsstufe:

: GB = |yaltll —ul0, yalt2] —x3 — x4 ul0]
2. Ableitungsstufe:

Differentieller Rang := 2
GB = [ull —yalt]2, x4 yalt]12 — yalt22 + ul0 x5 + u20]
3. Ableitungsstufe:

J

Differentieller Rang :=?2
GB = [—yalt]3+ ul2, ul0xl + x4 yalti3 — yalt23 + u2l + 2 ull x5] o

[[Time: 00s | Bytes 0K |Free: 130548 |

Bild 5.1: MAapLE-Worksheet zur Inversion des Systems (Gl (5.1)—(5.2))

eine neue Eingangsgrofie u; o aufweisen. In dem dargestellten Fall ist die Grobner-Basis
fir die erste Ableitungsstufe mit {y,1 — w10, %21 — T3 — T4u1 0} angegeben, was genau
genommen nicht korrekt ist. Die Berechnung ergibt GB = {1}, wenn nur eine Variable
der Monomordnung in den erzeugenden Polynomen auftritt, was an dem Algorithmus zur
Berechnung der Grobner-Basen liegt, der selbstverstédndlich fiir mehr als eine Variable
ausgelegt ist. Deshalb wird in dem erstellten Programm fiir diesen Fall die Liste der er-
zeugenden Polynome angegeben, aus der dann das Polynom des ersten Eliminationsideals
auszuwéhlen ist. Eine Betrachtung der Grobner-Basis GB = {g1, g2} der zweiten Ablei-
tungsstufe zeigt, dal g; die Ableitung des ersten Elementes der Grobner-Basis der ersten
Ableitungsstufe ist. Man wihlt deshalb aus:

i) Erzeugendes Polynom des ersten Eliminationsideals:

Y1,1 — U0 bzw. Yy — U )

ii) Erzeugende Polynome des zweiten Eliminationsideals:

{yi1 — w10, Tay12 — Y20+ U10T5 + Usp} bzw.

{on —wr , z4@n — o + urms + us} ;

wodurch u; und us in Abhéngigkeit der Zustandsvariablen und der Ausgangsgrofien bzw.
deren zeitlicher Ableitungen bestimmbar sind. Nach der zweiten Ableitungsstufe ist die
Abbruchbedingung erreicht, da die Grobner-Basis das Maximum von m = 2 Elementen
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aufweist. Diese Anzahl entspricht, wie bereits weiter oben dargestellt, dem differenti-
alalgebraischen Rang des Systems. Der dritte Aufruf in dem Worksheet ist lediglich
aufgefiihrt, um zu zeigen, dafl in der dritten Ableitungsstufe die Anzahl der Elemente
der Grobner-Basis tatséchlich nicht ansteigt, sondern die Grébner-Basis nur die zeitlichen
Ableitungen der Elemente der Grobner-Basis der zweiten Ableitungsstufe enthélt.

Die in diesem Bericht vorgeschlagene Methode ist besonders dann von Interesse, wenn
nichtlineare Gleichungen in u; bei den Ausgangssignalableitungen auftreten. Ein weiteres
System soll die Wirksamkeit verdeutlichen. Das Sytem lautet:

I3 0
. T4 0
= + , 5.3
33 0 ULU + T1U ( )
T U1 Lo + .’L'%’LHUQ
Yy = [.’L’l .’L'Q]T . (54)

In den zweiten Ableitungen der Ausgangsignale treten die Eingangssignale nichtlinear auf.
Wie man leicht ermitteln kann, lauten diese Ableitungen:

?31 = UU2 + T1Uy 5 (55)
?32 = .’L'1+1‘2U1+1‘§U1U2 . (56)

Unter MAPLE wird wieder automatisiert die Inversion vorgenommen und das Ergebnis
fiir die Grobner-Basis ist Bild 5.2 zu entnehmen. Damit gilt fiir die Eliminationsideale

wiederum:
% Maple ¥ Release 4 - [invbsp2fbd_mws] [_ O] %]
] File Edit “iew |nsett Fommat Options ‘Window Help =R

RS [ [® 8] [E][Te] [=][=] [ x[x]
!P Marmal j ITimas Mew Foman j |12 j B Il nl
> restart; read( fb4bsp2inv.as ); read( entkop ) ; ﬂ

2. Ableitungsstufe:
Differentieller Rang :=?2
GB = [yalt22 — xI — yaltl2 x3° — x2 ul0 + xI x3” u20,

—x1 yalt22 + xI* + (—yalt22 + x1 + yaltl?2 X3+ x2x1)ul0+x2ul07]

[~

[[Time: 00s | Byt OK | Fres: 117588K |

Bild 5.2: MApLE-Worksheet zur Inversion des Systems (Gl (5.3)—(5.4))

i) Erzeugendes Polynom des ersten Eliminationsideals:

2 2 2
—Z1Yo2 + T + (—Y2.2 + T1 + Y1205 + T1T2)ur o + Taui bzw.

T1ijs — 5 + (=io + 1 + G125 + T172) Uy + Tou] ;
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ii) Erzeugende Polynome des zweiten Eliminationsideals:

2 2 2
{=m1y22 + 27 + (—Ya22 + T1 + Y1205 + T1T2) U1 o + TaUyg ,
2 2

Yoo — T1 — Y1205 — Tl p + T125Ug0 ) bzw.
. 2 . . 9 2
{2192 — 27 + (= + 21 + 125 + T122)us + T2u7

. . 9 2
o — 1 — 1x5 — ToUy + T125U2}

Setzt man nun die Elemente der zweiten Eliminationsbasis £ = {Ey, E2} zu null (£} =0
und Fy = 0), dann kann man diese Gleichungen nach den Eingangsgrofien auflosen und
erhiilt das inverse System.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dem vorliegenden Bericht wird das algebraische Hilfsmittel Grobner-Basis mit den not-
wendigen Grundlagen der Algebra vorgestellt. Vor dem Hintergrund der grofien Bedeu-
tung der Inversionsalgorithmen bei Syntheseaufgaben zur Regelung nichtlinearer analyti-
scher Systeme ist es ein Ziel, diese Algorithmen automatisiert abzuarbeiten, um Systeme
héherer Ordnung und stark vermaschte Systeme behandeln zu konnen. Hierzu bieten
sich mathematische Methoden an, die zuverléssig einzelne Schritte der Algorithmen ab-
arbeiten konnen. In diesem Bericht wird die Idee présentiert, das algebraische Werkzeug
Grobner-Basis zu nutzen, um ein Gleichungssystem aus nichtlinearen Differentialgleichun-
gen zu invertieren und damit differentialalgebraische Bedingungen bei der Reglersynthe-
se zu iiberpriifen sowie die Synthese selbst durchzufiihren. Neben der Tatsache, daf}
Grobner-Basen als Eliminationsalgorithmus fiir nichtlineare (algebraische) Gleichungssy-
steme genutzt werden konnen, ist die Hauptidee, die fiir die Grobner-Basen benotigte
Monomordnung in Verbindung mit einer sukzessiven Substitution der zeitlichen Ablei-
tungen zu nutzen, um eine differentialalgebraische Transzendenzbasis fiir k(y)/k in Form
einer differentialalgebraischen Idealbasis der Systemgleichungen zu bestimmen. FEinzige
Restriktion ist dabei, dafl die Nichtlinearitéiten des Systems in Form von Polynomen vor-
liegen, sofern ein Standard-Computer-Algebra-System verwendet werden soll. Ahnlich
der Vorgehensweise bei Zustandsmodellen, Differentialgleichungen hoherer Ordnung in
ein losbares System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu iiberfiihren, wird hier
mit Hilfe von substituierten Variablen die Inversion eines Systems nichtlinearer Differenti-
algleichungen mit (nicht-differential-)algebraischen Mitteln erreicht, indem sukzessive die
einzelnen Ableitungsstufen der Ausgangssignale untersucht werden. Die so erhaltene Ba-
sis des differentialalgebraischen Gleichungssystems stellt gleichzeitig eine Basis derjenigen
Korpererweiterung dar, die das System charakterisiert, und damit entspricht die Anzahl
der die Basis aufspannenden differentialalgebraischen Polynome dem differentialalgebrai-
schen Rang des Systems. Die Vorgehensweise ist anhand des Strukturalgorithmus in einer
urspriinglichen Form und einer differentialalgebraischen Form in den Abschnitten 3 und 4
sowie den Beispielen in Abschnitt 5 vorgestellt. Damit ist die Basis fiir die Anwendbarkeit
bei der Synthese von Regelungsgesetzen zur Storsignalentkopplung, Modellfolgeregelung
sowie der exakten Linearisierung nichtlinearer Mehrgrofiensysteme gelegt.

Die beschriebenen Eigenschaften von Grobner-Basen erdffnen weitere Anwendungsfelder.
So ist beispielsweise eine auffallende Ahnlichkeit des von Isidori (1995) angegeben Al-
gorithmus zur Bestimmung der Nulldynamik eines Systems mit dem in diesem Bericht
angegebenen Strukturalgorithmus feststellbar. Nun liegt es nahe, den Nulldynamikalgo-
rithmus ebenfalls algebraisch zu formulieren und anschliefend Grobner-Basen zur Berech-
nung der Nulldynamik einzusetzen. Erste Ergebnisse hierzu liegen bereits vor und werden
in einem nachfolgenden Bericht dokumentiert.
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