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1 Einleitende Ubersicht

Der vorliegende Bericht befaldt sich mit einer speziellen Klasse von nichtlinearen, zeitinvari-
anten MehrgréiRensystemen, den sogenannten differentiell flachen Systemen (engl.: differential
flat systems) oder auch einfach flachen Systemen Y. Die Bezeichnung flach weist jedoch weder
auf die rdumliche Ausdehnung noch auf den geistigen Gehalt eines Systems hin. Sie impliziert
vielmehr bestimmte systemtheoretische Eigenschaften, die fir die (nichtlineare) Regelung, ins-
besondere die Folgeregelung und das Problem der inversen Dynamik, von grof3em Interesse
sind.

Anschaulich steht hinter der Eigenschaft ,, flach* die Existenz eines Systemausgangs derart, dal3
alle Zustands- und alle Eingangsgrofien des Systems ohne Integration in Abhangigkeit gerade
dieses Ausgangs berechnet werden konnen. Mathematisch préziser formuliert ist ein System
dann flach, wenn ein Ausgang yi;, € R™ der Form

Yin = h(z,u,a, ..., u®)

existiert, so dal?

(ﬁ))
(ﬁ))

a}:fl(yaya"'ay
U/:fQ(y,y,---,y

gilt. Obwonhl die Verknipfungen der Flachheit mit besser bekannten Kriterien der Differential-
geometrie noch nicht endguiltig geklart sind, stehen folgende Resultate fest:

1. Systeme, welche mittels statischer Zustandsrtickfuhrung (und ggf. einer Zustandstransfor-
mation) exakt linearisiert werden kénnen (Schwarz 1991:373), sind immer flach,

2. Systeme, fUr die der (Vektor-)Differenzengrad der Systemordnung n entspricht, sind flach,
3. jedesflache System kann mit einer dynamischen Zustandsruickfihrung linearisiert werden,
4. jedesflache Systemist steuer-/erreichbar (fur lineare Systeme gilt auch der Umkehrschliufd).

Die Eigenschaft , flach’ kann damit u. a. as eine Erweiterung der von Kalman definierten Steu-
erbarkeit interpretiert werden, fur lineare Systeme sind beide Eigenschaften synonym. Die Ver-
knipfung 3 sollte zudem keine Verwechslung der Eigenschaften flach und dynamisch zustands-
linearisierbar aufkommen lassen, vielmehr ist flach eine Beschreibung, die systemimmanent
und damit unabhangig von der Wahl einer Zustandsdarstellung ist.

Die Charakterisierung von flachen Systemen hangt eng mit der von Fliess (1986) eingefiihrten
Theorie der Differentialalgebra zusammen. In den letzten Jahren hat das Feld der Differentialal-
gebra und besonders die Betrachtung von flachen Systemen fiir ein grof3es Forschungsinteresse
gesorgt. Dies besonders deshalb, well eine Vielzahl von technisch relevanten Systemkonfigura-
tionen und Fragestellungen die Eigenschaft , flach* aufwelist. Eine Reihe solcher Beispiele wa-
ren Thema von Plenarveranstaltungen auf kirzlich stattfindenden Konferenzen, beispielsweise
auf der letzten MTNS 96 (Fliessu. a 1997).
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Wie oben angesprochen, be- T
Zieht sich die zentrale Eigen- Berechnung:
schaft flacher Systeme aus Yino P » o> Vi
systemtheoretischer Sicht auf :

die Existenz eines sogenann- .

ten linearisierenden System- ¥
ausgangs i,. Dieser Aus- u;, Y Uy,
gang muR nicht zwangsl au- Vorsteuerung | ——> Dﬂ ——>
fig mit den physikalisch ver-
flgbaren Ausgangssignalen
Ubereinstimmen. Er weist ei-

nige spezifische und gerade Y Ausgangs- :u> O, iy
fr die Regelung interessan- ] 7| [Riickfuhrung _‘

te Eigenschaften auf:
b uy
e gibt man ene Solltra ) °

jektorie yin = Yson Bild 1.1. Eigenschaften flacher Systeme
vor, dann kann w;;, ohne

jegliche Integration oder
Losung von Differentialgleichungen direkt bestimmt werden. Im Falle idealer Modellbil-
dung entspricht der Systemausgang der Solltrajektorie (vgl. Bild 1.1a),

e die (dynamische) Ruckfuhrung von y;;,, kann das nichtlineare System in ein System mit |i-
nearem Verhalten — in der Regel Integratorketten — tGberfihren. Damit besteht ein direkter
Bezug zur exakten Linearisierung wie sie von (Schwarz 1991, Isidori 1995) in differen-
tialgeometrischer Form vorgeschlagen wird. Die Ruckfuhrung ist keine Funktion der Zu-
standsgréfen, sondern wird nur in Abhangigkeit von y;;,, und dessen zeitlichen Ableitungen
bestimmt (vgl. Bild 1.1b) ,

e fUr eine Vielzahl von technischen Systemen stimmt die physikalisch vorgegebene Ausgangs-
grof3e gerade mit dem linearisierenden Ausgang y;;, Uberein.

Der Begriff eines linearisierenden Ausgangs wurde bereits im Rahmen der Differentialgeome-
trie gepragt (Isidori 1995:156), dort alerdings fir rein stati sche Rickfihrgesetze. Im Gegensatz
hierzu erlaubt der Ansatz der Differentialalgebra auch die einfache Betrachtung allgemeiner dy-
namischer Regelgesetze

z=al(x,z,v) (11)

u=b(xz,z,v) |,
die neben der neuen Eingangsgréf3e v und der Zustandsgrofe « auch auf zusétzliche Integra-
toren, charakterisiert durch die Zustandsgrof3e z, zuriickgreifen. Fur den Speziafall der flachen
Systemeist diese Riickfihrung u = b(y, 9, . . . , y®) ebenfalls dynamisch, kann aber alleinin
Abhangigkeit des Systemausgangs berechnet werden. Man spricht in diesem Fall von einer en-
dogenen (lat.: von innen kommenden) Ruckfihrung, die das nichtlineare System in ein System
mit linearem Verhalten tGberfUhrt. Solche endogenen Riickfuhrgesetze sind eine Unterklasse der
dynamischen Ruckfihrungen in Gl. (1.1).

Nach dieser (mathematisch noch nicht exakten) Definition von flachen Systemen, die aber im
folgenden Abschnitt prézisiert wird, soll auf die Vorteile ndher eingegangen werden. Im beson-
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deren ist der Ansatz der flachen Systeme von Interesse und Vorteil, wenn auf eine Bahnverfol-
gung bzw. Trajektorienregelung Wert gelegt wird. Gerade das Umschalten zwischen verschie-
denen Arbeitsbereichen auf einer vorgegebenen Trajektorie kann in einfacher Weise redlisiert
werden. Auch kann fur eine Bahnverfolgung bereits off-line die Referenztrgjektorie in eine
geeignete Vorsteuerung konvertiert werden, die ausschlief3dlich in Abhangigkeit von dem linea-
risierenden Ausgang y;, berechnet wird. Das impliziert, dal3 die Rickfuhrung ohne jegliche
Integration/L6sung von Differential gleichungen auskommt. Verwendet man Beobachter oder
werden Teile des Zustandsvektors durch Messung ermittelt, kann zudem das Konzept der flat-
ness control auf nicht (vollstandig) flache Systeme erfolgreich angewendet werden. Die flach-
heitsbasierte Lésung einer Regelungsaufgabe wird in der Regel in zwel Stufen eingeteilt: in
einem ersten Schritt wird die Solltrajektorie entworfen und off-line berechnet, anschlief3end
eine Regelung zur Stabilisierung der Folgebewegung entlang dieser Solltrajektorie ausgel egt.

In diesem Bericht wird zur Verdeutlichung der Vorgehensweise ein Differential zylinder unter-
sucht, der zur Ansteuerung eines el astischen Handhabungssystems verwendet wird. Ziel ist das
Abfahren einer Endeffektor-Bahn mit vorgegebener Geschwindigkeit. Die mathematische Rea-
lisierung dieses Zylinders ist nicht vollstéandig steuerbar und damit auch nicht flach. Dennoch
kann das Konzept der genannten Regelung erfol greich angewendet werden, wenn die (gemesse-
nen) Kammerdriicke mit einbezogen werden. Vergleiche mit bestehenden Regel ungskonzepten
dokumentieren die Vorteile des gewahlten Ansatzes.

Die Notation der flachen Systeme ist eng mit der Differentialalgebra und deren Methoden ver-
bunden. Allerdings soll hier keine ausfuhrliche Einflhrung in die Differentialalgebra erfolgen,
lediglich die direkt mit dem Themades Forschungsberichts zusammenhéngenden Begriffe wer-
den in Abschnitt 2 erlautert. Fir umfassendere Informationen zur Differentialalgebra und deren
Anwendung sei u. a. auf (Ritt 1950, Kaplansky 1976, Fliess 1986, Wey und Svaricek 1995) ver-
wiesen. Anschlief3end werden in Abschnitt 3 ndhere Angaben zum Begriff des flachen Systems
aufgefuhrt und anhand von Beispielen verdeutlicht. Beide Abschnitte 2 und 3 orientieren sich
von der mathematischen Seite nahe an Fliess u. a. (1995), sind jedoch um die Thematik der
Steuerbarkeit und deren Verbindung zur Flachheit (engl.: flatness) erweitert. Die Eigenschaft
der Steuer-/Erreichbarkeit wird in Abschnitt 4 weiterverwendet, um ein Verfahren zur rechner-
gestiitzten Uberprifung der Flachheit zu entwickeln. AuRerdem befaldt sich Abschnitt 4 mit der
Auslegung von Regelungen auf der Basis von flachen Systemen und dokumentiert die Vorge-
hensweise am Beispiel eines hydrostatischen Antriebs. Anschlief3end werden die Ergebnisse
der Reglerauslegung in Abschnitt 5 in der Simulation und am Laborversuch Uberpriift. Eine
Zusammenfassung und ein Ausblick schlief3en den Bericht.
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2 Mathematische Grundlagen

Die Differentialalgebrawurde, wie andere mathematische Ansétze auch, bereitsrecht friihzeitig
»erfundent (Ritt 1950). Ihr Einsatz speziell im Bereich der Systemtheorie wird allerdings erst
seit ca. 10 Jahren betrieben (Fliess 1986). Die Intention des Ansatzesist es, die Vorteile der klas-
sischen Algebra auf die Bearbeitung von Differentialgleichungen zu Ubertragen. Hierfir wird
angenommen, dal? die Differentialgleichungen ausschliefdich algebraische Funktionen — und
keine transzendenten wie sin, tan oder exp —enthalten. Diese auf den ersten Blick strenge Auf-
lage, dieinsbesondere von Modellen technischer Systeme kaum erfillt werden kann, ist deshalb
nicht gravierend, weil zahlreiche Funktionen auf algebraische Differentialgleichungen zurtick-
gefuihrt werden konnen. Beispielsweise ist sin z aufgrund der Additionstheoreme eine L 6sung
der Differentialgleichung 22+ 2% = 1. Im weiteren werden kurz die wichtigsten Begriffe aus der
Differentialalgebra angesprochen, der ellige Leser kann diesen Abschnitt Gberspringen und bei
Verstandnisschwierigkeiten auf die Zusammenfassung der Begriffein Anhang A zuriickgreifen.

2.1 Begriffe

Grundlegend fur den Ansatz der Differentialalgebraist der Begriff des differentiellen Korpers
K (die klassische Algebra verwendet ebenfalls den Begriff des Korpers, z. B. den Korper der
reellen Zahlen R). Dadifferentielle Korper eine Verallgemeinerung der klassischen (nichtdiffe-
rentiellen) Korper darstellen, sind die Axiome der Korpertheorie nach wie vor gultig:
Definition 2.1 (Meyberg 1976)

Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -), bestehend aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen

+: K xK—K
(a,b) —a+b (,Addition")
und
- KxK—K
(a,b) —ab (,Multiplikation')

so dal’ die folgenden Axiome erfillt sind:

e Gesetze der Addition
1. Assozativitéat: Fir allea,b,c € K gilt:a+ (b+¢) = (a +b) +c.
2. Kommutativitat: Fir dlea,b € K gilt. a+b =0+ a.
3. Neutrales Element: Fir allea € K gibt esein Element 0 € K, sodal3 gilt: a + 0 = «a.
4. Inverses Element: Zu jedema € K gibt esein Element —a € K mita + (—a) = 0.
e Gesetze der Multiplikation
5. Assozativitat: Fur alea, b, c € K gilt: (ab)e = a(bc).
6. Kommutativitat: Fur alea,b € K gilt: ab = ba.
7. Neutrales Element: Fir dllea € K gilt: 1a = a.
8. Inverses Element: Zujedema € K\{0} gibteseina™' € K mita='a = 1.
e Distributivgesetz
9. Furdlea,b,c € K gilt: a(b + ¢) = ab + ac. Q
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Zusétzlich neben Addition und Multiplikation wird fur die Elemente eines differentiellen Kor-
pers K eine Differentiation d /d¢ definiert, die den bekannten Regeln

Va(t) € K Calt) = aln) € K
Va(t),b(t) € K : %(a(t) +b(t)) = a(t) + b(t) 2.1)
L (attyp(ey) = () + alo)ife

entspricht. Gilt fur ein Element ¢ € K der Zusammenhang ¢ = 0 (0 = neutrales Element
der Addition), so heil3t dieses Element Konstante; nur aus Konstanten bestehende Korper sind
z. B. R oder C. Im Hinblick auf eine Beschreibung dynamischer Systeme werden nun zeit-
abhangige Variablen mit in die Korperbildung einbezogen. Dazu wird fur nichtdifferentielle
sowie differentielle Korper die Notation gemal Tabelle 2.1 vereinbart. Die Bildung einer dif-

Tabelle 2.1. Bezeichnungen fir Korper

[Bezeichnung || Erléauterung \

K(a(t)) Polynome in der Variablen a(t) mit Koeffizienten aus dem Korper K

Kla(t)] Korper, deren Elemente rationalen Funktionen in a(t) mit Koeffizienten aug
K entsprechen

K{a(t)} Differentielle Polynome in a(t) mit Koeffizienten aus K

K{a(t)) Differentielle Korper, deren Elemente differentiell rationalen Funktionen in
a(t) mit Koeffizienten aus K entsprechen

ferentiellen Korpererweiterung L/ K verlauft analog zur (konventionellen) Korpererweiterung
bzw. schlief3t diese mit ein. Die Elemente differentieller Korper L konnen zwei grundsétzlichen
Klassen, entweder den K -differentiell algebraischen oder den K-differentiell transzendenten
Elementen, zugeordnet werden. Im Gegensatz zu der (nichtdifferentiellen) Korpererweiterung
E/F ist die Existenz bzw. Nichtexistenz eines Differential gleichungs-Polynoms anstatt eines
einfachen Polynoms fur die Einteilung in diese Klassen kennzeichnend. Da das eine das andere
bedingt, mul3 ein K -differentiell algebraisches Element auch K -algebraisch sein. Weitere Cha-
rakterisierungen fur die Elemente einer differentiellen Korpererweiterung sind ausftihrlich in
Anhang A zusammengestellt. Von besonderer Bedeutung fur die Analyse dynamischer Syste-
me ist die Bestimmung des differentiellen Transzendenzgrades (Kaplansky 1976), im weiteren
abgekirzt durch

diff. trg L/K  mit KCL . (2.2)

Dieser erkléart sich anhand der differentiellen Transzendenzbasis zu einer Korpererweiterung,
welche der bezlglich der Elementeanzahl maximalen, K -differentiell algebraisch unabhéngi-
gen Teilmenge von L entspricht. Die darin enthaltenen Elemente {/,, ... ,[;} missen die Be-
dingungen

e [,...,1; sinddifferentiell transzendent Uber K,

e Firjedes! € K istdieMenge {l, [y, ... I} K-differentiell algebraisch abhéngig
erfullen. Die Anzahl der Elemente der Transzendenzbasis gibt den differentiellen Transzen-
denzgrad von L/ K an. Folglichist L/ K dann und nur dann differentiell algebraisch, wenn fur

den differentiellen Transzendenzgrad diff. trg L/ K = 0 gilt. Zwei fur die spétere Anwendung
wesentliche Eigenschaften von endlich generierten differentiellen Kérpererweiterungen sind:
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Satz 2.1 (Fliessund Glad 1993)

e Eine endlich generierte differentielle Kérperweiterung ist dann und nur dann differentiell
algebraisch, wenn der zugehdrige (nichtdifferentielle) Transzendenzgrad endlich ist.

e Der (nichtdifferentielle) Transzendenzgrad einer differentiellen Korpererweiterung ent-
spricht der Anzahl von Anfangswerten, deren Kenntnis fir eine L6sung der korrespondie-
renden Differentialgleichungen notwendig ist. Q

Fur Korpererweiterungen, ob konventionelle oder differentielle, ist grundsétzlich die Gradfor-
mel gultig. Diese verbindet fur drei Korper L, M und K mit der Eigenschaft K C M C L die
(differentiellen) Transzendenzgrade der einzelnen Erweiterungen:

trg L/K =trg L/M +trg M/K bzw. (2.3)
diff. trg L/ K = diff. trg L/M + diff. trg M/K . (2.4)

2.2 Systembegriff

Aufbauend auf den Grundlagen wird nun der Begriff des Systems in differentialalgebraischer
Schreibweise eingefuhrt:

Definition 2.2 (Fliessu. a. 1995)

Essal K ein differentieller Grundkorper. Ein System ist eine endlich generierte differentielle
Korpererweiterung L/ K. a
Diese Definition unterscheidet (zunéchst) nicht zwischen Eingangs-, Zustands- und Ausgangs-
grofden. Vielmehr wird die Existenz einer endlichen Anzahl von Variablen angenommen, die
durch eine endliche Anzahl von algebraischen Differentialgleichungen miteinander verknupft
sind. Die differentielle Ordnung eines Systems L/ K wird durch den differentiellen Transzen-
denzgrad der Erweiterung L/ K bestimmt.

Beispiel 2.1

Eswird K = R angenommen. L/K entspricht der differentiellen Korpererweiterung, die durch vier
Variablen z1, x2, 3 und 24 generiert wird:

L= R($1,$2,$3,$4> . (25)
Die Variablen sind durch zwei Differentialgleichungen

T1 + 2324 =0

o+ (z1 + Z324)24 =0 (2.6)
miteinander verknipft. Damit gilt fUr den differentiellen Transzendenzgrad

diff. trg L/K =2 (2.7)
diese Zahl entspricht der Anzahl der Unbekannten minus der Anzahl der Gleichungen. Q
Gemal Tabelle 2.1 wird mit K (u) ein differentieller Korper bezeichnet, dessen Elemente dif-
ferentiell rationalen Funktionen in den m Unbekannten w = [uy,. .. ,u,,|T entsprechen. In-

terpretiert man u a's Eingangsgrofe eines Systems, dann ist die Annahme von untereinander
(K -algebraisch sowie folglich K -differentiell algebraisch) unabhéngigen Eingangssignalen v ;
zuléssig (und sinnvoll), so dal3 diff. trg K (u)/K = m gilt. Ein System mit der Eingangsgréiie
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u ist charakterisiert durch eine (endlich generierte) differentiell algebrai sche K érpererweiterung
L/K{u)?, demzufolge erfullt der differentielle Transzendenzgrad

diff. trg L/K{u) =0 . (2.8)
Die AusgangsgroRey = [y, - .. ,y,| T entspricht hierbei einer endlichen Menge von Elementen
in L. Entsprechend Satz 2.1 existiert fur L/ K (u) auferdem eine endliche (nicht differentielle)
Transzendenzbasis ¢ = [zy,...,x,|", die die Rolle eines veralgemeinerten Zustands Uber-

nimmt. Jede Komponente von & und von y ist wegen Gl. (2.8) K (u)-agebraisch abhéngig von
@, so dal3 durch den differentiala gebraischen Systembegriff allgemeine Zustandsbeschreibun-
genwie

Ay(d, 2w, ..., ul®)) =0
An(in,m,’u,,’d,... ,u(a”)) :O
Bi(y, z,u, 4, ... ,u)) =0 (2.9)
Bp(yp,m,u,’l:l,,... 7u(ﬁp)) =0

erfaldt werden. Die A; und B; sind polynomisch tber K, die natirliche Zahl n € N gibt die
Dimension des Systems L/ K (u) wieder.

Beispiel 2.2 (Fortsetzung zu Beispiel 2.1)

Eswerden die Einganggrofien v; = x3 und ug = 44 gewahit. Die Korpererweiterung L/ K (u) ist dann
differentiell algebraisch und durch die Reprasentation

Ty = —U1ug
To = —X1T4 + 55421711 (2.10)
j?4 = U2

darstellbar. Die Dimension des Systems entspricht n = trg L/ K (u) = 3 und [z, 22, 74] " ist ein verall-
gemeinerter Zustand des Systems. Falls die Eingangsgrof3en zu o = 3 und @ = 44 gesetzt wirden,
hétte das System stattdessen die Dimension n. = 5:

Ty = —UyUs

j?g = —I1T4 + Izﬂl

Z'Eg =I5 (211)
Ty = Uy

T5 = Uy

a
Wird ein System L/ K (u) und eine endlich generierte algebraische Erweiterung L/ L voraus-
gesetzt, so sind die beiden Systeme L/ K (u) und L/ K (u) &quivalent und besitzen demzufolge
auch die gleiche Dimension n. Ferner kénnen beide Systeme durch dieselbe Zustandsdarstel-
lung représentiert werden, so dal? im weiteren ein System L/ K (u) ungeachtet einer (gegeben-
falls vorhandenen) endlich generierten algebraischen Erweiterung von L definiert wird.

2 Die differentiell algebraische Korpererweiterung L/ K (u) wird von Fliess und Glad (1993) auch als
Dynamik bezeichnet. Im weiteren soll eine Differenzierung zwischen Systemen und Dynamiken aber
nicht vorgenommen werden.
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2.3 Dynamische Ruckfihrungen

Der Begriff der Aquivalenz 143t sich auch im Zusammenhang mit dynamischen Riickfiihrgeset-
zen definieren, die bisjetzt nur wenig untersucht worden sind. Es gilt:

Definition 2.3 (Fliessu. a. 1995)

Zwel Systeme L/K und i/K werden a's aquivalent durch endogene Ruckfihrung oder kurz
als aquivalent bezeichnet dann, und nur dann, wenn jedes Element von L (bzw. L) algebraisch
Uber I (bzw. L) ist. Zwei Korperweiterungen /K (u) und L/ K (u) sind dann, und nur dann
aguivalent, wenn die korrespondierenden Systeme L/ K und L/ K es auch sind. Qa
Bei der endogenen Riickfiihrung, die schon in der einleitenden Ubersicht angesprochen wurde,
handelt es sich um eine spezielle Variante einer regularen dynamischen Ruckfuhrung

z=a(x,z,v); a(0,0,0)=0; b(0,0,0)=0

212

u=>b(xz,z,v); zeR'; veR" | (212)
die das nichtlineare System?
[:c] _ [f(w,b(w,z,v))]

Zl a(z,z,v) (2.13)

y=Hzx

linearisiert. Die Regularitét der Ruckfuhrung impliziert die Invertierbarkeit von Gl. (2.12) mit
Eingang v und Ausgang u. Es existiert also ein Diffeomorphismus ¢ = ¢(x, z), der Gl. (2.13)
inein System

£ = A¢ + By

y=C¢

transformiert. Die Komponenten von x und u kdnnen als reellwertige analytische Funktionen
der Ausgangsgrofe dargestellt werden:

(2.14)

T = fl(yaya'ga s ay(a))

o (o (2.15)
u="50(y,99,...,y"); «a=const. < oo

Die dynamische Ruckfuhrung (2.12) wird nun as endogen bezeichnet, wenn der umgekehrte
Sachverhalt ebenfalls zutrifft:

y =f3(z,u,u,...,u) . (2.16)

Wenn nun zwei Koérper L und L gegeben sind, firr die die Elemente von L (bzw. L) agebra-
isch tiber L (bzw. L) sind, so kénnen die beiden Systeme L/ K und L /K durch eine endogene
Ruckfuhrung in dasjeweils andere System Uberfhrt werden. Jedes System, das mit einer endo-
genen Ruckfuhrung linearisiert werden kann, wird als flach bezeichnet. Diese Eigenschaft wird
im nun folgenden Abschnitt eingehender untersucht.

3 Eine nichtlineare Ausgangsgleichung y = h(z) istimmer durch eine Erweiterung des Zustandsraums
in eine lineare Ausgangsgleichung y = H« zu Uberfuhren (Schwarz 1991).
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3 Der Begriff desflachen Systems

In der Einleitung wurde bereits angesprochen, dal3 ein System dann als flach bezeichnet wird,
wenn ein linearisierender Ausgang y;, existiert. Dieser Ausgang ist direkt mit der eigentlichen
Definition eines flachen Systems gekoppelt:

Definition 3.1 (Fliessu. a. 1995)

Ein System L/ K wird dann und nur dann as (differentiell) flach bezei chnet, wenn es &guivalent
zu einem rein differentiell transzendenten System F'/ K ist. Eine differentielle Transzendenzba-
Ssy = [y1,...,¥p)" von F/K mit der Eigenschaft F' = K (y) wird als linearisierender oder
auch flacher Ausgang yy;, des Systems L/ K bezeichnet. Q

Dieser Ausgang yi;, besitzt die folgenden wichtigen Eigenschaften:

Satz 3.1 (Rothful3 u. a. 1996)
Fur den linearisierenden Ausgang eines flachen Systems gilt:

1. Alle Komponenten von yy;, kdnnen in Form von Polynomen y; i, = pi(e,u, ... ,'u,(a>),
i =1,...,pdargestellt werden,

2. Alle Komponenten von yy;,, sind K -differentiell algebraisch unabhangig, d. h. siesind durch
keinerlel Differentialgleichung mit Koeffizienten in X' miteinander verknipft,

3. Jeder Systemzustand x,, £ = 1, ... ,n undjeder Systemeingang u,, j = 1,... ,m kanndi-
rekt in Abhangigkeit des linearisierenden Ausgangs ¥;;, und dessen zeitlichen Ableitungen
berechnet werden. Q

Fur das im letzten Abschnitt enthaltene Beispiel existiert solch eine Ausgangsgrolie:

Beispiel 3.1 (Fortsetzung zu Beispiel 2.2)

Folgende Ausgangssignale werden fir das System gemal3 Gl. (2.10) vorgegeben (die Bestimmung eines
solchen linearisierenden Ausgangs ist nicht ohne weiteres moglich, dies wird im Verlauf des Abschnitts
noch néher untersucht):

(.%‘1 + i'i3$4)2
Y1 =T+ ——Ff—
2:1:&3) (3.1

Y2 = I3

Diese bilden einen linearisierenden Ausgang zu dem System (2.6), denn durch Differentiation folgt mit
der Abklrzung @ = 21 + %324

4y§3)a(3'c1 + y£3>x4 + E3d4) — 2y£4>a2

4(ys")?
=0, Gl. (2.6)
—
4(y(3))2:f32 + 4y(3)a(:f31 + Z3t4) + 4(y(3))2ax4 - 2y(4)a2

2 2 2 2
= (3.2)
4(y$))?

Y1 = To +

=0, GL. (2.6)

2552 (g + (21 + di3wa)ma) — Va2

2(ysY)?

-9 2.
= a’ = % = f(y1, 55, 05") € R(y) (33
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so dal3 alle Variablen z, ... ,z4 des Systems allein in Abhangigkeit von 4, y» und deren zeitlichen
Ableitungen formuliert werden kénnen:

€3 = Y9 =1 (g) (34)
2 Lo (3)

m =y - — =y + L2 = (g) (35)
(3) (4)

Ya Y2
=t SR ) 36)
a a
1 =a—fors =a+of3(y) =(y) . (3.7)

Fir dieses Beispielsystem existieren eine ganze Reihe von linearisierenden Ausgangsgrélien 1y, die
durch Transformationen miteinander verknipft sind, z. B.¢;, mit

7 (3) < 0~(3)
Ylin = [@] = [2y1y2 ] & Yin = [m] = [yl/?% ] : (3.8)
Y2 Y2 Y2

a
Der dritte Zusammenhang in Satz 3.1 ist von grundlegender Bedeutung fir die |dee einer Rege-
lung auf Basis der Flachheit, denn fir ein gewtinschtes Verhalten der Ausgangsgrof3e ist sofort
der zugehorige Verlauf der Eingangsgrof3e zu bestimmen. Es kann folglich fir eine gewtinschte
Trajektorie ys, direkt die Sollvorgabe us,; durch inverse Dynamik off-line berechnet werden
(Flachheits-Anteil in Bild 3.1):

wjso = ¢5(Ysolls Ysoll, - - - ,yéﬁfl) ;o J=1,...,m . (3.9

Eine zusétzliche zunéchst proportionale Regelung, wie in Bild 3.1 dargestellt, sorgt dann da-
fur, dal3 ein System maoglichst schnell von seinen Startwerten auf die gewiinschte Trajektorie
gefuhrt wird. Anschlief3end sind lediglich die Abweichungen ys.; — y auszugleichen, die aus
Ungenauigkeiten bei der Modellbildung resultieren.

Flachheits-Anteil 3

Ysor off-line nichtlineare LUy u ¥y
: Berechnung: ~ ---- P Vorsteuerung : Strecke  |—=—>
Ysatt> Vsolt -+ Vol

Bild 3.1. Schema einer Regelung nach dem Konzept der flachen Systeme

Derzeitiges Problem ist, dafl3 keine direkt anwendbare Methode zur Bestimmung des lineari-
sierenden Ausgangs yy;, existiert. Damit besteht auch kein direktes Verfahren zur Uberprifung
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der Flachheit einer Systembeschreibung, welil die Existenz von y;, gerade diese Eigenschaft
ausmacht (vgl. Definition 3.1). Jedoch besitzen technische Systeme bzw. deren mathematische
Realisierungen oftmals (physikalisch sinnvolle) Ausgangsgrofien, die gleichzeitig einem linea-
risierenden Ausgang entsprechen oder aber durch einfache agebraische Gleichungen mit die-
sem verknipft sind (Fliess u. a. 1995, Rothful3 u. a. 1996). Die Vorgehensweise zum Nachweis
der Flachheit, indem ein vorgegebener/bekannter Ausgang auf die Eigenschaft flach hin un-
tersucht wird, ist entsprechend dem Beispiel in GIn. (3.4-3.7) recht einfach. Allerdingsist das
Verfahren nicht derart systematisch, dal3 eine unmittelbare Implementierung beispielsweise in
MAPLE mdglich erscheint. Aus diesem Grund wird im folgenden Abschnitt eine Variante zur
Uberpriifung der Flachheit vorgestellt, die tiber den,, Umweg* der Steuerbarkeit vorgeht. Hierzu
ist die folgende Verbindung zwischen Flachheit und Steuer-/Erreichbarkeit von Interesse:

Satz 3.2 (Fliessu. a. 1995)
Ein lineares System ist flach genau dann, wenn es erreichbar ist. a

Diese Aquivalenzbeziehung ist fiir allgemeine nichtlineare Systeme nicht mehr aufrecht zu er-
halten. Jedoch ist immerhin noch eine Implikationsrichtung zulassig:

Satz 3.3 (Fliessu. a. 1995)
Jedes flache System ist erreichbar. a

Der Umkehrschluf3 , erreichbar = flach® ist bel nichtlinearen Systemen also nicht gultig, wohl
aber die Negation der Aussage:

Satz 34

Jedes nicht erreichbare System ist nicht flach. Q
Beweis3.1

Der Bewels des Satzes erfolgt indirekt: Angenommen, es gébe ein nicht erreichbares, dafiir aber flaches
System L/ K . Jedes flache System ist aber geméi3 Satz 3.3 erreichbar, was im Widerspruch zur Annahme
steht. d

Steuer-/Erreichbarkeit sind also Grundvoraussetzungen fir die Flachheit eines Systems. Die
Erreichbarkeit ist zwar fur allgemeine Systeme nicht einfach nachzuweisen, wohl aber das Feh-
len der Erreichbarkeitsvoraussetzungen, was fir die Verwendung von Satz 3.4 ausreichend ist.
Dafur werden im folgenden Abschnitt differentialgeometrische, rechnerunterstiitzte Methoden
eingesetzt.
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4 Rechnerunterstitzte Bestimmung von Systemeigenschaften

Die seit geraumer Zeit im Fachgebiet verfiigbare Toolbox NSAS* (Lemmen u. a. 1995) zur Ana-
lyse und Synthese nichtlinearer Systeme soll im folgenden zur Beurteilung der Flachheit von
Systemen verwendet werden. Andere Programmpakete, die Methoden der Differentialgeome-
trie zur Verfigung stellen, beispielsweise von (Rothful? und Zeitz 1996, de Jager 1996), sind fir
diese Berechnungen natirlich ebenso geeeignet. Die im folgenden dargestellte exemplarische
Uberpriifung der Flachheit fiir ein technisches System ist mit allen bekannteren Programmpa-
keten in dhnlicher Weise durchfihrbar.

4.1 Flachheit und Erreichbarkeit

Die Uberprifung der Flachheit wird in diesem Abschnitt nicht direkt, sondern anhand der Nega-
tion dieser Systemeigenschaft durchgeftihrt. Die schwache Erreichbarkeit ist eine notwendige
Voraussetzung fur die Flachheit eines Systems. Eswird folglich nicht die Flachheit selber tber-
pruft, sondern das Fehlen der schwachen Erreichbarkeit. Dazu sind, nach einigen Einfiihrungen
in die noch nicht besprochene differential geometrische Nomenklatur, die folgenden aufgeftihr-
ten Sétze von Bedeutung.

Betrachtet wird im folgenden ein ALS (Nijmeijer und van der Schaft 1990, Schwarz 1991,
Isidori 1995) der Form

z(t) = f(2(t) + G(z(1))u(t) (4.1)
y(t) = h(=z(t)), (4.2)

mte e ¥ CR",ye€)Y CR,u €U C R™ und den analytischen Abbildungen f und G. Fur
derartige Systeme und die analytischen Systeme AS ist die Erreichbarkeit wie folgt definiert:

Definition 4.1 Erreichbarkeit (Sussman und Jurdjevic 1972, Hermann und Krener 1977)

Es sai eine Untermannigfaltigkeit M C X und zwei Zusténde xy, ; € M gegeben. Dann
heild x; M-erreichbar von x, in Operator-/Relationenschreibweise kurz: xyt 2, wenn eine
begrenzte mef3bare Steuerfunktion w(t) mitw € U V ¢ € [to, t1] in der Art existiert, dal3 fir den
FluB & des Systems gilt xy = ®(xg, u(t), to) N &1 = (@0, u(t),t1).

DieMengealler von x, aus zur Zeit ¢ erreichbaren Punktewird durch R (x,, t) oder allgemeiner
durchR(zxy) ;== |J R(xo,t) beschrieben.

tEto,00)
Ein System heif3t erreichbar von x, genau dann,wenn gilt R (zo) = X'.

Erreichbar heif3t ein System genau dann, wenn gilt R(z) = XV € X. Q

Wie bereits angedeutet, soll auf Grundlage der schwachen Erreichbarkeit ein Kriterium fir die
(nicht vorhandene) Flachheit eines Systems entwickelt werden. Dazu wird noch die folgende
Definition bendtigt:

4 NSAS steht per Internet unter der Adresse www. srt . uni - dui sbur g. de/ sof t war e/ nsas
sowie per anonynous- ft p auf dem Server ft p. msrt. uni - dui sbur g. de/ pub/ NSAS zur
Verfugung.
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Definition 4.2 (Hermann und Krener 1977, Schwarz 1991)

Es seien eine offene Teilmannigfaltigkeit M C X und zwei Punkte ', =" € M gegeben. Die-
se Punkte heif3en schwach M-erreichbar, abkirzend als =t 2" notiert, genau dann, wenn
Zusténde xq, @5, ... ,x, € M mitxzy = '’ und x;, = z” in der Art existieren, dal3 fir ale
i=1,...,kentweder x;_ v\ x; oder xirr 1 oder exfllltist.

Die Menge der vom Zustand ¢, € M aus schwach erreichbaren Punkte wird durch WR ()
bezeichnet; ist M = X, so schreiben wir auch WR(zg) := WRx ().

Ein System heif3t schwach erreichbar bei x, genau dann, wenn gilt WR(xz,) = X. Dann ist
auch WR(x) = X V & € X erfullt und das System ist schwach erreichbar. 4
Fur diese schwache Erreichbarkeitseigenschaft existieren nun auch gut Uberprifbare Rangkri-
terien. Die hierfir benétigten Lie-Klammern [f, g]| := (LyLg) — (LyLs) konnen dabel sehr
anschaulich mittelslokaler Koordinaten durch

£.g)@) = 9 gy - T2 g (43

bestimmt werden. Mit den Systemvektorfeldern f und G = [g; g2, ... g] ergibt sich damit
das Kriterium:

Satz 4.1 Schwaches Erreichbarkeitsrangkriterium (Schwarz 1991, Isidori 1995)

Esseien f und G des Systems (4.1) gegeben. Dann gibt » = rang P(x) der Rekursionsformel

Py(z) = G(x)
Py(z) = [f (), P (2)]

und

P(x) :=[Py(z) Pi(x) ... Py(x)]
die Dimension der schwach erreichbaren Tellmannigfaltigkeit an.

Ist r < n, soist das System nicht schwach erreichbar. a
Zwischen der schwachen Erreichbarkeit und der Erreichbarkeit eines Systems existiert nun der
folgende Zusammenhang:

Satz 4.2

Ein nicht schwach erreichbares System ist nicht erreichbar. a
Beweis4.1

Der Beweis des Satzes erfolgt indirekt. Angenommen, es gébe ein nicht schwach erreichbares, dafir aber
erreichbares System. Dann wére R (xzy) = X gemal Definition 4.1 fir dle xzy € X erflllt. Demnach
ist zoryx fur ale g,z € X gewdhrleistet. Damit ist aber auch die Existenz von aytotyx fur dle
xo,x € X gesichert, was die schwache Erreichbarkeit des Systems zur Folge hat und damit einen

Widerspruch zur Annahme bewirkt. a
Mit diesem Satz und Satz 3.4 folgt damit das gesuchte Kriterium:

Satz 4.3

Jedes nicht schwach erreichbare System ist nicht flach. 3

Erflllt aso ein System das schwache Erreichbarkeitskriterium nicht, so kann es sich dabei nicht
um ein flaches System handeln. Fur diesen Test aber sind bereits mehrere rechnerunterstiitzte
Analysemethoden verfiigbar, wie z. B. auch durch das Softwarepaket NSAS (Lemmen u. a
1995). Dieses Paket soll nun im weiteren zur rechnerunterstiitzten Analyse genutzt werden.
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4.2 Rechnerunterstiitzte Untersuchung

Bild 4.1. Hydraulisch betriebener Differentialzylinder

Als Beispielsystem wird der in Bild 4.1 dargestellte Differentialzylinder untersucht, der als
Aktuator fur einen elastischen Roboter genutzt wird. Seine grundsétzliche Funktionsweise zeigt
das Schema in Bild 4.2; as mathematisches Modell hierfir kommt beispielsweise das ALS
(Spielmann 1996)

[ T2 ] _ -
0
x
<x3 - ;4) Ay — Fi(s) — Py 0
i mg " Eg,(73) By sgn(py — 3) V [po — 3] u, (4.8)
_Eél(l'g,)AKl'Q VA(xl)
Va(z1) _ Eg)(w4) By sgn(za) /|24
B (w4) Axct i Vi (1) |
i Va(z1)p i

mitz € R* undu € R', u > 0 in Frage. Die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsvariablen
haben folgende physikalische Bedeutungen (vgl. Bild 4.2):

x1 = Kolbenstangen-Position,

x9 = Kolbenstangen-Geschwindigkeit,

x5 = Druck in Kammer A,

24 = Druck in Kammer B,
u = Ansteuerspannung Servoventil sowie
y = Kolbenstangen-Position,

(4.9

in differentialalgebraischer Schreibweise ist damit der Differentialzylinder abstrakt durch die
Korpererweiterung R{xq, xo, x3, 24) /R charakterisiert. Nimmt man die Eingangsgrofie hinzu,
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so ergibt sich die differentiell algebraische Erweiterung R{x1, zs, x3, x4, u) /R{u). Natlrlich
mussen die Verknlpfungen zwischen den einzelnen Zustands- und Ausgangsvariablen algebra-
isch sein, so dal3 die unstetigen Funktionen wie sgn durch algebraische Ausdriicke zu ersetzen
sind.

Das Servoventil ist in der Gleichung (4.8) in Form eines Proportional-Systems berticksichtigt
worden. Diese Naherung kann ohne alzu hohe Verluste an Modellglte akzeptiert werden. Das
bedingt jedoch eine Fallunterscheidung: Wenn v < 0 zutrifft, dann andert sich der Eingangs-
vektor in (4.8) zu

0
0
g(z) = Eél(xS)BX\//AS(iIin?))\/ 3] . (4.10)
_E61($4)BV sgn(po — 74)+/ |Po — 24|
I Va(z1) 1

Umfassende Angaben zu dem Modell des Differentialzylinderssind in Anhang B und (Bernzen

X

Bild 4.2. Schema eines hydraulisch betriebenen Differentialzylinders mit Servoventil-Ansteuerung

u. a. 1996, Spielmann 1996) enthalten. Wie anhand Bild 4.3 zu sehen ist, erfolgt die rechner-
unterstiitzte Modellbildung unter MAPLE mit verhaltnismaRig geringem Aufwand. Die Uber-
prifung der schwachen Erreichbarkeit kann danach bequem mit Hilfe der NSAS-Funktion
r eachabl e erfolgen. Der Rickgabewert f al se zeigt an, dal3 es sich hier um en nicht
schwach erreichbares System handelt. Im Rahmen dieser Uberpriifung kann auch die schwache
Erreichbarkeitsmatrix P durch den NSAS-Befehl r each_mat ri x bestimmt werden. Die-
se besitzt den Rang 2 (berechenbar mit Hilfe der Funktion ext r ank), was damit auch der
Dimension der schwach erreichbaren Teilmannigfaltigkeit — die Dimension der Zustandsman-
nigfaltigkeit ist bel dem in diesem Abschnitt benutzten Modell gerade 4 — entspricht. Das so
analysierte Hydrauliksystem kann demnach nicht flach sein.
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> rith(linalg);

= read(“fuserfiapleV3insasisourceinsas’);
» x:=vector(4.[]);

x=array(1.4,[ 1)

= fi=vector(4,[]);
fr=array(1.4,[ 1)

> g:=vector(4,[1):
gr=array(1.4,[ D

= T1]:=x[2](t):
Fi=x(t)
= 21 =((x[31(t)-x[4](t)¥phi)y AK] - F[F)(=[2](t)) - F[S]¥m[G];

x4(t)
x(t) —T Ay - FF(XQ(t)) -F,

e

PR

> B1:=E[ON(IENATAID I (ALKT™[2](t)):

. Eo{x(2)) Az x,(2)

e VA(xi(r))

> 4]:=E[ON(<{a) VBT[N (AIKEphi=[2](1):
| Ep{x()) Ag x(0)
+ Vi{x ()} 9

g =0

g,:=0
> g[3]:=E[ONBIVIAI IV BV sart{p[0]-=[31{t)) ;
-~ Eaz(’%( t)) By [py—x(2)
&= VA ( X () )
> g[4]:=—E[ON=[4UVIBI:[ 1) BIVI sqri(x[4]):
L Ex{x,(2)} B, E

7TV (n(0)

Bild 4.3. Modellbildung des hydraulischen Differentialzylinders unter MAPLE

x| oo | e |

> P:=reach_matrix{x.1.q);

0 0 0 0
0 0 0 0
Eoz("a(t)) By fpy— (1)
P 0 0 0 A S L
= V{5 (2))
3%2 By Ag'x(t) 1 %2 By A x(e) 152 By Aex(t) %2 B, [x,
8 gt X45/2 e 4 g3 x43f2 0’ 2 %lzﬁ‘p %1

%li= V{5 (0))

%2 = Eoz("A( t))
= extrank(P):
2

> reachable(.f,q):

false

[Maple Memory: 1535k |Maple CPU Time: 2.1 sec, Interface Memory: 678K

Bild 4.4. Analyse der schwachen Erreichbarkeit des Differentialzylinders
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4.3 Auslegung von Regelungen

Fur den im vorigen Abschnitt angesprochenen Differential zylinder soll im weiteren eine Bahn-
verfolgungs-Regelung fir die Kolben-Position ausgelegt werden. Dies ist eine essentielle Vor-
aussetzung fur eine spétere Endeffektor-Regelung des durch die Zylinder angetriebenen elasti-
schen Roboters (Bernzen 1995). Obwohl der Differentialzylinder, wie zuvor gezeigt, nicht die
Eigenschaft flach aufweist, ist die Idee der Flachheits-Regelung fuir dieses System nach wie vor
tragfahig. Denn es kann gezeigt werden, dal3 fir die Auslegung der Regelung das Konzept der
flachen Systeme solange eingesetzt werden kann, wie zusétzliche Mef3groféen zur Verfligung
stehen. Und zwar muf3 die Gesamtheit aller mef3baren Systemvariablen einen flachen Ausgang
beinhalten.

Diedritte Eigenschaft von flachen Systemen gemal3 Satz 3.1 besagt, dal? der Eingangsgrofi3enverl auf

off-line
Berechnung:

: G}
Ysots Vsolt 5+++5 Vsoll
:

v
Ysoll v u, y

nichtlineare
K —> Regelung ——— || Strecke |F=—>

I

Bild 4.5. Regelung des Differential zylinders nach dem Konzept der flachen Systeme

aleinin (rein algebraischer) Abhéngigkeit von y;, und dessen zeitlichen Ableitungen berech-
net werden kann. Gibt man nun eine gewiinschte Trajektorie ys,; fur diesen Ausgang vor und
bestimmt daraus off-line den zugehdrigen Eingangsgrofienverlauf w q, so fuhrt diesvom Prinzip
her auf diein Bild 3.1 dargestellte Vorschaltung einer geeigneten Vorsteuerung. Fur nicht flache
Systemeist es nicht mdglich, die Eingangsgrofe ausschliefdlich in Abhéngigkeit von y s, zu be-
stimmen. Vielmehr werden zusétzliche Kenntnisse Uber interne Zustande der Strecke benétigt,
um das nicht flache Verhalten des Systems auszugleichen.

Fur den hier diskutierten Prifstand entsprechend Gin. (4.8,4.10) handelt es sich dabel um die
Systemzusténde p, und pg, die beide mefitechnisch erfaldt werden. Damit andert sich das Re-
gelungsschema aus Bild 3.1 auf die in Bild 4.5 vorgeschlagene Struktur, bel der zusétzlich
eine Ruckfuhrung von p, und pp vorgesehen ist. Dadurch kann das Regelungsgesetz uq =
f(pA, DB, Ysolls Ysolls YSolls - - - ) allerdlngs nicht mehr off-line bestimmt werden. Es handelt sich
dennoch nicht um eine Regelung im gewdhnlichen Sinne, da bei diesem inneren Regelkreisein
Soll/Ist-Vergleich unterbleibt. Hierfur wird der aul3ere Regelkreis verwendet, der eine Abwel-
chung zwischen Soll- und Ist-Trajektorie aufgrund von Stérungen, Parameterénderungen und
nicht bekannten Startwerten vermeiden soll.
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Entsprechend der physikalischen Gegebenheiten entspricht die Eingangsgrofe v der Steuer-
spannung am Ventil und die Ausgangsgrofie y der Kolben-Position (vgl. Gl. (4.9)). Unabhangig
von der Vorgehensweise in Abschnitt 4.2 kann gezeigt werden, dald dieser spezielle Ausgang
nicht flach ist. Fur die ersten beiden Zustandsgrofien trifft Bedingung 3 in Satz 3.1 zu, denn mit

oY (4.11)
To=T1=Y

konnen beide al's Funktion in 7 angegeben werden. Demgegeniber sind die weiteren Zustande
durch die Abhangigkeiten

T1,T2,T3,U )

f(
f(y, 9, w3, u) (4.12)
f( '
f(y

Ty, Lo, Tq, U)

ya Tq, U )

gekennzeichnet. Mit der zweiten Zustandsgleichung gemal3 Gin. (4.8,4.10)

i 1 T
Ty = — ((I?, - —4> Ax — Fr(w2) — Fs> (4.13)
mg @Y
und deren zeitlicher Ableitung
By = — ((xg - ﬁ) Ag — dFR(xQ):bQ) (4.14)
ma @ dz,
ist es nicht m('jglich ohne eine Integration explizite Funktionen x5 = f(y,...,y™), 2, =

f(y,...,y ) undu = f(y, ... ,y®) zufinden. Dies steht im Widerspruch zu der Bedlngung 3
in Satz 3.1, daid fur flache Systeme ale Zusténde — und vor allem alle Eingangsgrofien — als
Funktionenin g darstellbar sind.

Ein generelles Konzept zur Flachheits-Regelung von nicht flachen Systemen kann nun so aus-
sehen, dal? die Systemzustande dahingehend Uberprift werden, ob ihre Mef3barkeit bzw. da-
mit auch gleichzeitig die Verflugbarkeit als Ausgangsgrofie zu einem flachen System fuhrt. Fir
den Differentialzylinder stellt sich dementsprechend die Frage, ob (y, pa, ps) €inedifferentielle

Transzendenzbasis und damit ein linearisierender Ausgang i, z [y pa pa] "t ist (vgl. Definiti-
on 3.1). Die Uberpriifung von Satz 3.1 Nr. 2 zeigt, daf? dies so nicht zutrifft. Denn die GroRen y,
pa und pg sind durch die Differentialgleichung (4.13) mit Koeffizienten aus dem Grundkorper
R miteinander verknipft. Demzufolge kann eine dieser Ausgangsgrofien aus den beiden ande-
ren bestimmt werden. Daraus kann geschlossen werden, dal3 nur ein Druck, beispielsweise p
fur eine Flachheits-Regelung erfadt werden muR und deshalb vy, = [ypa]t gentgt. Satz 3.1
bestétigt diese Annahme:

1. Mity = z; und p» = z3 kénnen alle Komponenten von yy;, unmittelbar als Polynome
Yisin = Pi(x,u, ... ,u®),i=1,... pdargestellt werden,

2. Ausphysikalischer Sicht kann keine der beiden Grof3en 4 und p 4 alein aus Kenntnis der je-
wells anderen berechnet werden. Denn es existiert keine algebrai sche Differentialgleichung
mit Koeffizienten nur in R, die y und p, miteinander verknuipft. Vielmehr ist zur Verknip-
fung entsprechend Gl. (4.12) die Kenntnis der Eingangsgrof3e v Voraussetzung,
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3. GemalR Gl. (4.11) kdnnen x; und x5 in Abhéngigkeit von y;, bestimmt werden. Mit z3 = pa
und Gl. (4.13) umgestellt nach x, sind derartige Zuordnungen auch fur z; und =, verfgbar,
so daB alle Zustande al's Funktionen von y;, darstellbar sind.

Folglich kann die Flachheits-Regelung bei mef3technischer Erfassung von p, ohne weiteres an-
gewendet werden. Andersverhélt essich, wenn die Stérkraft F5 nicht als konstant angenommen
wird, sondern als eine Funktion der Zeit und damit ein (Stor-)Eingang interpretiert wird. Der
Wegfall der R-algebraisch differentiellen Abhangigkeit gemal3 Gl. (4.13) fuhrt in dem Fall zum
linearisierenden Ausgang yii, = [y pa ps]t. Dain Zukunft die Storkraft durch den Einbau eines
Kraftsensors (Bernzen und Riege 1996:6) an der Kolbenstange berticksichtigt werden soll, wird
bereits hier trotz Fy = const. die Ruckfuhrung beider Driicke p, und pg vorgesehen.

MittelsKombination der GIn. (4.8,4.14) ist esmoglich, eine explizite Ruckfihrung «q zu finden,
die nur eine Funktion der gewtnschten Solltrajektorie und dieser beiden Drucksignaleist:

. VA ( EOI(ZI}?,)AKZUQ)
ug = Ty + —————
E¢,(x3) By sgn(po — 3)+/|po — 23| Va
Va (mgxg + FR (x2) N Ty N E@l(:vg)AK@)

B (z3) By sgn(py — x3) |Po — x5 @ Va
— VA mGIQ + FR 1'2) n Eél(I4)AKIIJ2
E61(953)BV sgn(po - $3)\/ |P0 - $3| Vep?
 Eg(z4)Bvsgn(zs) v/ |I4| E01(x3 ) AT
Vep

(4.15)

Ersetzt man hierin die verbliebenen Zusténde gemai Gl. (4.11) durch = = yson bzw. z9 = ¥son,
so fuhrt das zu dem Regelgesetz (k = AxyBy)

yéi)uVAVBSOQWG + Egy(23) Va2 A% Yson
k (B (v3) Vi sgn(po — 1) y/Tpo — 73] + B (v4)Va se(z) /] )
Eg(24)VaAZYson + Fr(9so1) Va Ve p®

k (B (v3) Vi sn(po — 7)y/Tpo — 73] + B (1) Vi sen(a) /] )

uq =

(4.16)

+

Die Voluminader Zuleitungen samt Kammern V, /5 sind a's konstant angenommen, wasin An-
betracht des Gesamtvolumens durchaus zulassig erscheint. Denn das von den Schlauchleitun-
gen umfalte (konstante) Olvolumen ist im Verhdtnis zum (variablen) Kammervolumen grofR,
so dal3 diese Naherung zutrifft und auch mit den Erfahrungen am realen Versuchstréger tiberein-
stimmt. FUr andere Versuchstrager, die bei spiel sweise Uber direkt am Zylinder montierte Ventile
verfuigen, wére diese Annahme nattrlich nicht richtig.
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Die obige Gl. (4.16) ist im Fall ugq > 0 gultig, fur die Fallunterscheidung ugq < 0 ergibt sich
infolge des geanderten Systemmodells (4.10) das Regelgesetz

yéi)uVAVBWQmG + Eg(23) Ve AR s
k (Bo(w)Vasen(po — 4) /oo — @] + Egy () Vapsen(as) y/Jos] )
Eél(x4)VAA%<95011 + FR(QSoll)VAVB<P2

k (E61($4)VASgH(P0 — 24)\/ [P0 — Ta| + Egy(73) Vg Sgﬂ($3)m>

uq =

(4.17)
+

Im Regelgesetz ist die zeitliche Anderung der Reibkraft enthalten. Die Reibkraft selbst ergibt
sich als Kombination der viskosen Reibung Fy,, der Haftreibung Fi; und der Coulombschen
Reibung F:

Fr(xe) = Fyxg + sgn(xs) (Fc + Frexp (—@)) , (4.18)
H
die zeitliche Ableitung &3t sich durch
Fro(z) = - F(z2)
rR\T2) = dt R\T2
d )
= d—xQFR($2)x2 (4.19)

approximieren. Die Funktion d Fr (z5)/dx- gibt Bild 4.6 wieder, ihr Funktionswert ist fur z, =
0 nicht definiert.

50001

d

[kg/s|0 -50001

-1000CH
-1500CH
-2000CH
-2500C+
-3000CH
-3500CH

-4000 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-100 -0,80J-0,601-0,4-0,200 o 0,20 0,40 0,60 0,800 10J

X [m/s] 0

Bild 4.6. Anteil der zeitlichen Ableitung der Reibkraft
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Die Anwendung der Ruckfihrung (4.16,4.17) fuhrt zu dem folgenden Verhaten der Dynamik
des Regelfehlerse, = yson — -

I |Yson| \ .. 19\ .
0= maViVaoZe® — 1 _ 1JSollf ol — _ Yl
mgVAVBY €, . exp . Ysoll — €Xp n Y (4.20)

+ (Bg)(23)Vap? A% + Egy(24)Va AR )éy
Wenn ¢, sich—wie es hier der Fall ist —nicht durch eine lineare Dynamik beschreiben &}, so
kann dieses Verhalten dadurch erzwungen werden, dal3 in den Regelungsvorschriften (4.16,4.17)
die Variable yé?u durch eine neue Eingangsgrof3e v mit

v = yé?;)u — K (fison — 4) — K1 (Yson — ) — Ko(yson — y) (4.21)

ersetzt wird. Die Verstarkungen K, bis K, dienen hierin zur Einstellung der Fehlerdynamik.
Werden die Ableitungen der Ausgangsgrof3e durch die Gln. (4.11,4.13) ersetzt, dann ist zudem
keinerlei Differentiation der gemessenen Ausgangsgrofie notwendig (Rothful® u. a. 1996). Da
die Fehlerdynamik aber fr den hier verfolgten Zweck bereits hinreichend ist, wird aus Griinden
der Komplexitét der Rickfuhrung auf die zusétzliche Komponente (4.21) verzichtet.

Der Regler (4.16,4.17) ist in der Anwendung insofern problematisch, as die Annahme ug < 0
erst durch die darauffol gende Berechnung bestétigt/widerlegt wird. Wenn keine Uberstimmung
vorliegt, missen eigentlich beide Regel gesetze berechnet werden. Das kann wegen der ange-
strebten Abtastzeit von 1ms® jedoch zu Ansteuerungs-Problemen am Versuchstrager fuhren.
Allerdings weisen beide Telle (4.16,4.17) des Regel ungsgesetzes dassel be Zahlerpolynom auf.
Zudem sind beide Nennerpolynome aufgrund von physikalischen sowie mathematischen Rand-
bedingungen (vgl. Anhang B)

V][>0 Eg()>0; Vap>0; By>0; Ag>0; ¢>0 (4.22)

immer grofRer as null. Folglich kann sukzessive zunéchst der Zahler bestimmt und, je nach
dessen Vorzeichen, der entsprechende Nenner ermittelt werden.

Mit dem vorgeschlagenen Regelgesetz folgt die Kolben-Position einer gewtinschten Trajekto-
rie, solange diese hinreichend glatt ist. Abweichungen zu Beginn der Regelung infolge inkor-
rekter Startwerte und Ungenauigkeiten bel der Systemmaodellierung kénnen durch eine zusétzli-
che Uberlagerte Regelung sichergestellt werden, z. B. durch einfache additive Ruckfihrung des
Positions- oder Geschwindigkeitsfehlers

u = ug + K1(Yson — ¥) + Ko (Yson — ) (4.23)
oder durch eine adaptive Positionsregel ung
u = ug + K3|yson — y|(yson — ) - (4.24)

Der Begriff ,,adaptiv* soll hier die adaptive Abhangigkeit der Verstérkung von der Differenz
Yson — Yy Charakterisieren (=parameteradaptiv). Alternativ kann uq derart ergénzt werden, dafi3
gezielt die Dynamik des Regelfehlers (4.20) beeinflufd wird. Die Untersuchungen hierzu sind
jedoch noch nicht endgtiltig abgeschlossen und sollen erst zu einem spéteren Zeitpunkt vorge-
stellt werden. Tendenziell erreicht die Berticksichtigung des Regelfehlers eine dhnliche Glte
wie die adaptive Positionsregelung (4.24), die im nachsten Abschnitt ausfthrlich erlautert wird.

5Die Ansteuerung erfolgt mit einem Pentium 90MHz und ener RTI-835 Anaog/Digital-
Umsetzerkarte.
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5 Anwendung am Laborversuch , Differentialzylinder *

Im weiteren wird die Anwendung des im vorherigen Abschnitt entwickelten Regel gesetzes vor-
gestellt. In einem ersten Schritt wird hierzu eine Simulation in MATLAB® durchgefiihrt und
anschlief3end die Regelung an dem Versuchstréger in Bild 4.1 implementiert.

5.1 Simulationsergebnisse

0,16 - - - - - 0,16
Xid X
[m]O [m]O
0,140} 0,140
0,120 0,120
0,100} 0,100}
0,080} 0,080
0,060} 0,060
0,04 : : : : : 0,040 : : : : :
o0 0.50 10 1.50 20 250 30 oo 0.50 10 1.50 20 250 30
ti[s| 0 [0
a) b)
0,16 T T T T T 0,16
xd Xd
[m]D [m]O
0,140 0,240
0,120 0,120
0,100 0,107
0,080 0,080}
0,060} 0,060}
0,04 L L L L L 0,04[’ L L L L L
o0 0.50 10 1.50 20 250 30 oo 0.50 10 1.50 20 250 30
t[g)0 tE]0
c) d)

Bild 5.1. Bahnverfolgung fir verschiedene Regelgesetze: @) P-Regler mit K = 90; b) P-Regler mit K =
200; c) P-Regler mit K = 350; d) Flachheits-Regelung mit adaptiver Positions- und Geschwindigkeits-
Ruckfthrung

Wie oben beschrieben, wurde fur die Auslegung des Regelgesetzes (4.16,4.17) ein vereinfach-
tes Streckenmodell 4. Ordnung zugrunde gelegt. Um méglichst realistische Ergebnisse in der
Simulation zu erzielen, wird dieses Regelgesetz nun auf ein erweitertes Modell des Differen-
tialzylinders angewendet. Dieses umfaldt zusétzlich ein PT,-Verhalten fur das Servoventil, so
dai’ das Gesamtsystem die Ordnung 6 aufweist (vgl. Anhang B). Hierbei werden auch innere
L eckdlvolumenstrome berticksichtigt. Die Parameter wurden mit dem Versuchstréger abgegli-
chen, ihre physikalische Herleitung und Bedeutung wird in Spielmann (1996) ausfuhrlich er-
lautert. Die Simulationsumgebung bildet dartiber hinaus die zeitdiskrete Ansteuerung des Ver-

6 ©The Mathworks
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suchstrégers nach, so dal3 Auswirkungen von unterschiedlichen Tastzeiten untersucht werden
koénnen (Spielmann 1996).

Die Resultate der Flachheits-Regelung werden im folgenden mit Proportional-Reglern unter-
schiedlicher Verstéarkungen verglichen, die Ergebnisse zeigt Bild 5.1. Andere nichtlineare Re-
gelungskonzepte wie bei spiel sweise die exakte Ein-/Ausgangs-Linearisierung sind zwar bereits
am Versuchstrager implementiert (Bernzen und Riege 1996), bisher wurde mit diesen Verfahren
jedoch noch keine vorgegebene Trajektorie nachgefahren, so dald sie nicht al's Referenz fir einen
Vergleich herangezogen werden konnen. Als Solltrajektorie wird eine Sinuskurve abgefahren,
so dal? die Geschwindigkeit der Kolbenstange den zur Verfligung stehenden Bereich ausnutzt.
Der Startwert des Zylinders weicht in allen Simulationen um 0,05m von dieser Trajektorie ab.
Der erste P-Regler (a) ist so eingestellt, daR gerade kein Uberschwingen auftritt. In Fall c) ist
der Regelfehler vergleichbar mit dem des Flachheits-Reglers (d), Fall b) stellt einen Kompromif3
zwischen Minimierung des Regelfehlers und Vermeidung von Uberschwingen dar. Eine besse-
re Interpretation der Ergebnisse ist anhand der Gegenliberstellung der Regelfehler in Bild (5.2)
moglich. Deutlichist zu erkennen, dal3 der nichtlineare Regler den Fehler schnell minimiert und

AR
(m]O]
0,050

0,040
0,03

0,02(]

0,010 al |
do ; ;‘
o
B\A\ @b ; cJ \% k
-0,0101 L L ) L
O 0,50 10 1,50 20

0 2,50 3
ts] O

]

Bild 5.2. Regelfehler fur verschiedene Regelungskonzepte: a) P-Regler mit K = 90; b) P-Regler
mit K = 200; c) P-Regler mit K = 350; d) Flachheits-Regelung mit adaptiver Positions- und
Geschwindigkeits-Ruckfuhrung

die geringste Varianz aufweist. Der Vergleich der zugehdrigen Eingangsspannungen sowie der
(durch Differenzenquotient bestimmten) Kolben-Geschwindigkeiten in Bild 5.3 zeigt, dal? das
nichtlineare Konzept bel dhnlichem Regelfehler (Bild 5.3b und c) weniger Stellenergie bend-
tigt. Sind die Stellenergien vergleichbar (Bild 5.3aund c), ist der Regelfehler des proportionalen
Reglers wesentlich grofer.

5.2 Erprobung am Versuchstrager

Die Untersuchungen am realen System (vgl. Bild 4.1) bestétigen die in der Simulation erziel-
ten Ergebnisse. Um die maximale Verfahrgeschwindigkeit des Differentialzylinders und die
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Bild 5.3. Steuerspannung « und Kolben-Geschwindigkeit » flr verschiedene Regelungskonzepte: a)
P-Regler mit K = 200; b) P-Regler mit K = 350; ¢) Flachheits-Regelung mit adaptiver Positions- und
Geschwindigkeits-Ruckfuhrung

zulassige Eingangssteuerspannung von +8V nicht zu Uberschreiten, wird die Periodendauer
der Solltragjektorie auf 2s erhoht. Der P-Regler wird auf eine moglichst genaue Bahnverfol-
gung abgestimmt mit dem Nachteil eines ungunstigen Einschwingvorgangs. Der nichtlinea-



5 Anwendung am Laborversuch , Differential zylinder “ 25
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Bild 5.4. Bahnverfolgung fir verschiedene Regelgesetze: @) P-Regler; b) Flachheits-Regelung mit ad-
aptiver Positions- und Geschwindigkeits-Ruckfihrung

re Regler besteht aus der Flachheits-Regelung in Kombination mit adaptiver Positions- sowie
Geschwindigkeits-Ruickfihrung entsprechend GIn. (4.23,4.24). Die Bahnregelung mit einer Ge-
genuberstellung der beiden Verfahren ist in Bild 5.4 dargestellt. Die unterschiedliche Giite ist
anhand dieser Diagramme nicht nachzuvollziehen. Vergleicht man allerdings den Regelfehler in
Bild 5.5, so ist der Vorteil der nichtlinearen Regelung deutlich. Die Streuungen der Regelfehler
um die Nullgerade ergeben sich fir den eingeschwungenen Zustand (¢ > 2s) zu

op = 1,820mm (5.2)
oqg = 0,286mm (5.2

die Streuung der Flachheits-Regel ung betragt damit 15% der Streuung der Proportional-Regelung.
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Bild 5.5. Regelfehler fir verschiedene Regelungskonzepte: a) P-Regler; b) Flachheits-Regelung mit
adaptiver Positions- und Geschwindigkeits-Ruckfihrung
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand dieses Berichts sind die in der letzten Zeit stark diskutierten sog. flachen Syste-
me. Dieser im Rahmen des differential a gebrai schen Ansatzes geprégte Begriff weist eine Viel-
zahl aus systemtheoretischer Sicht &uf3erst interessanter Eigenschaften auf. Darunter sind zum
Beispiel die vollsténdige Steuer- und Erreichbarkeit sowie die Existenz eines linearisierenden
Systemausgangs zu zahlen. Dieser wiederum stellt ein geeignetes Konzept fur die Auslegung
von Bahnverfolgungen dar. Ist der bzw. sind die linearisierenden Systemausgange gefunden,
so ist es mit ihrer Hilfe moglich, bereits off-line fur einen gewtinschten Trajektorienverlauf
den notwendigen StellgréRBenverlauf zu bestimmen und entsprechende Stell- und Zustandsgro-
Renbeschrankungen frihzeitig zu bertcksichtigen. Durch Anwendung eines mehrschleifigen
Regelungskonzeptes kénnen dann Ungenauigkeiten bei der Modellierung oder Storeinfllisse
kompensiert werden. Das in dem Zusammenhang berechnete Regelungsgesetz besitzt damit
die Eigenschaft, durch ein enthaltenes inverses Systemmodell die Strecke in die N&he der ge-
wunschten Ausgangstrajektorie zu zwingen. Fur viele technische Systeme entspricht ein derar-
tiger linearisierender Ausgang auch dem aus technischer Sicht interessanten bzw. dem physi-
kalisch vorgegebenen. Aber auch, wenn der physikalische nicht mit dem linearisierenden Aus-
gang Ubereinstimmt oder wenn das betrachtete System gar nicht flach ist, kann die Grundidee
der Flachheits-Regelung nach wie vor weiterverwendet werden, um einen entsprechende Stell-
grofenverlauf vorzunehmen.

In dem vorliegenden Bericht wurde nach einer allgemeinen Einfiihrung in die Differentialalge-
bra und der Beschreibung der flachen Systemeigenschaften ein Verfahren entwickelt, welches
eine automatisierte Untersuchung hinsichtlich der (Nicht-)Existenz der Flachheit erlaubt: die
Erreichbarkeit und damit auch die schwache Erreichbarkeit eines Systems ist eine notwendige
Bedingung fur die Flachheit, was leicht mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen tberprift
werden kann. Aber auch bel einem Fehlen dieser Eigenschaft kann das effektive Konzept zur
Trajektorienregelung mit Hilfe eines flachen Regelungesetzes genutzt werden, sofern gewisse
kritische Zustande/Systemgrofien mefdtechnisch erfaldt werden konnen. Sind die nicht flachen
SystemgrofRen mef3bar, so kann das ausgel egte Riickflhrgesetz zur Trajektorienregel ung genutzt
werden. Eine reine off-line Berechnung der Regelung kann in diesem Fall jedoch nicht mehr
gewahrleistet werden.

Ausblickend fur weitere Untersuchungen verbleibt weiterhin, eine rechnerunterstiitzte Unter-
suchungsmethode zur Uberpriifung der Flachheit eines Systems zu finden, die nicht indirekt
vorgeht. Denn mit der hier vorgestellten Methode kann nur das Fehlen dieser Eigenschaft au-
tomatisiert nachgewiesen werden. Der Forschungsbedarf nach weiteren Analysekriterien bleibt
also erhalten. Ferner sind auch weitergehende Untersuchungen hinsichtlich des hier neu ein-
gefuhrten Konzeptes zum Nutzen des flachen Regelungsgesetzes fiur nicht flache Systeme zu
nennen. Das Konzept ist in diesem Bericht zwar vorgestellt, formal aber noch nicht vollstandig
beschrieben und auch Kriterien fur die Durchfiihrbarkeit dieses Vorgehens fehlen noch.
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A Begriffeund Operatoren der Differentialalgebra

Besondersim Hinblick auf eine Anwendung im Bereich der Theorie nichtlinearer Systeme sind
die Begriffe differentielle Korper und differentielle Kor pererweiterungen (vgl. Abschnitt 2) von
zentraler Bedeutung in der Differentialalgebra.

In Anlehnung an Fliessund Glad (1993) werden folgende Begriffe und Schreitbweisenin diesem
Bericht verwendet:

K Grundkorper, der mindestens alle Koeffizienten der zu be-
schreibenden System-Differentialgleichungen umfaldt. Im
allgemeinen gentigen die Mengen Q der rationalen bzw. R
der reellen Zahlen,

K(u) = K(uy, ... ,up) Polynome in den Variablen u; mit Koeffizientenin K,

K[u] Korper, dessen Elemente rationalen Funktionen in den Va-
riablen u; mit Koeffizienten in K entsprechen,

K{u} Polynome in den Variablen u;, u;, i;, . .. mit Koeffizienten
in kK,

K(u) Korper, dessen Elemente rationalen Funktionen in den Va-

riablen u;, u;, i;, . .. mit Koeffizienten in K entsprechen.

Eine Korpererweiterung wird durch den Operator ,, / beschrieben. Der rechts von / stehende
Korper mufld immer eine Teilmenge des linken Operanden sein, fur die Erweiterung L/ K gilt
demzufolge K C L.

Im Zusammenhang mit Korpern und deren Erweiterungen sind folgende Begriffe von besonde-
rer Bedeutung:

K -differentiell algebraisch
Ein Element o € L ist K-differentiell algebraisch (bzw. differentiell algebraisch Uber K),
wenn eine Differentialgleichung P(a, @, d, ... ,a'®) = 0 exitiert. P(-) entspricht einem
Polynom beliebigen Grades mit Koeffizienten aus dem Koérper K.

Differentiell algebraisch
Die Korpererweiterung L/ K heif}t differentiell algebraisch, wenn ale Elemente aus L dif-
ferentiell algebraisch Uber K sind.

K-differentiell transzendent
Ein Element o € L ist K-differentiell transzendent, wenn es nicht K -differentiell algebra-
ischist.

Differentiell transzendent

Existiert wenigstens ein Element aus L, das K -differentiell transzendent ist, so wird auch
die Kérpererweiterung L/ K as differentiell transzendent bezeichnet.

K -differentiell algebraisch abhéngig
EineTeilmengeT C L heif3t K-differentiell algebraisch abhéngig, wenn beliebige Elemente
aus T durch eine algebraische Differentialgleichung mit Koeffizienten in K miteinander
verkntpfbar sind.
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K -differentiell algebraisch unabhangig
Eine Tellmenge T' C L heil3t K-differentiell algebraisch unabhéngig, wenn sie nicht K-
differentiell algebraisch abhangig ist.

K-differentiell linear abhangig
Eine TellmengeT" C L heifdt K-differentiell linear abhéngig, wenn beliebige Elemente aus
T durch eine lineare Differentialgleichung mit Koeffizienten in K miteinander verknuipfbar
sind.

K-differentiell linear unabhangig
EineTeilmengeT C L heild K-differentiell l[inear unabhangig, wenn sie nicht K -differentiell
linear abhangig ist.

Differentielle Transzendenzbasis
Eine K-differentiell algebraisch unabhangige Teilmenge T,,.x C L mit einer maximalen
Anzahl von Elementen wird auch als differentielle Transzendenzbasis einer Korpererweite-
rung L/ K bezeichnet.

Differentieller Transzendenzgrad
Die Méchtigkeit einer differentiellen Transzendenzbasis zu L/ K, d. h. die Anzahl der Ele-
mente dieser differentiellen Transzendenzbasis, wird der differentielle Transzendenzgrad
der korrespondierenden K 6rpererweiterung genannt. Die Kurzschreibwel se lautet

diff. trg L/ K . (A.1)

Differentielle Gradformel
Fir 3 differentielle Korper L, M und K mit der Eigenschaft K C M C L kann aus Kennt-
nis der differentiellen Transzendenzgrade von L/M und M /K der Transzendenzgrad der
Erweiterung L/ K abgeleitet werden:

diff. trg L/ K = diff. trg L/M + diff. trg M/ K : (A.2)
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B Simulationsmodell des L aborversuchs,, Differentialzylinder “

Das Streckenmodell des Laborversuchs,, Differentialzylinder* ist in analytischer Form als Mo-
dell 6. Ordnung verfiigbar. Die axiomatische Model Ibildung beruht auf der Auswertung physi-
kalischer Gesetzméaldigkeiten, u. a. wird hierbei auch die Reibung berticksichtigt. Zur Vereinfa-
chung wird angenommen, dal3 keine Gravitationseinfl isse vorhanden sind, keine Storkrafte auf
das System wirken und auch kein auf3erer Leckolvolumenstrom auftritt. Damit ergibt sich das
folgende Simulationsmdell, das als MATLAB-Eingabedatel abgedruckt ist:

dx1 = x(2);

dx2 = 1/ nges*(x(3)*Aa-x(4)*Ab-Fr-Fs);

dx3 = Eoel A/ Va* (- Aa*x(2) +Qa+Kl i p*(x(4)-x(3)));
dx4 = Eoel B/ Vb* (Ab*x(2) +Qb- Kl i p*(x(4)-x(3)));
dx5 = x(6);

dx6 = wO™2* ymax/ umax* u- 2* Dv*wo* x( 6) - x(5) *wo"2;

Die Systemparameter des Modells wurden mit dem realen System abgeglichen und nehmen
diese Werte an (Spielmann 1996):

% Syst enpar anet er

nk = 1. 4; % Kol benmasse [ kg]
RhoCel = 880; % QA di cht e [ kg/ m2]
Va0 = 0.3*2.7e-3; % Rest vol umen Kammrer A [ m3]
Vb0 = 0.3*2.7e-3; % Rest vol unen Kammer B [ M 3]

H = 0. 2; % Kol benhub [ M

dk = 25e-3; % Kol bendur chrmesser [mM

dsa = 0; % Kol benst angendur chnesser A [ M

dsb = 18e- 3; % Kol benst angendur chnesser B [mM

Emax = 18e8; % Maxi mal es E- Modul des O's [N m2]
pmax = 280e5; % Druck bei Enax [N m2]
pO = 60e5; % Bet ri ebsdruck [ N m2]
pt = 0; % Tankdr uck [ N m2]
y max = 1. 6e-3; % maxi mal e St euer kol benausl enkung [ mM

umax = 10; % maxi mal e St euer spannung [V]

M = le-2/60; % Nenndur chf | uss [ M3/ s]
dPn = 70e5; % Nenndr uckdi f f erenz [N m2]
Klip = 3.969762e-13; % Leckdl vol unenst r orbei wert [ sm4/ kg]
w0 = 100. 0; % Ei genfrequenz des Ventils [ 1/ s]

Dv =0.9; % Danpfung des Ventils

% resultierende G 6i3en

Aa = pi/4*(dk"2-dsan2);

Ab = pi/4*(dk"2-dsb"2);

Va = x(1)*Aa+Vao;

Vb = (Hx(1))*Ab+VbO;

Bva = M/ (ymax*sqrt (1/2*dPn));
Bvb = Bva;

Eoel A = Emax;

Eoel B = Enmmx;
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nges = nk+RhoCel * (Va0+VaO+H 2* ( Aa+Ab) ) ;

a = Bva*(sgn(x(5))*si gn(p0-x(3))*sqrt(abs(p0-x(3)))
-sgn(-x(5))*sign(x(3)-pt)*sqrt(abs(x(3)-pt)));

Q = Bvb*(-sgn(x(5))*sign(x(4)-pt)*sqrt(abs(x(4)-pt))

+sgn(-x(5))*sign(p0-x(4))*sqrt(abs(p0-x(4))));



