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1 Einfihrung

Die Untersuchung von Struktureigenschaften dynamischer Systeme hat in der Regelungstheo-
rie eine lange Tradition. Insbesondere zur Untersuchung der beiden Strukturmerkmale Steu-
erbarkeit und Beobachtbarkeit existieren seit vielen Jahren, vor allem in der Theorie linearer
Systeme, einfach anzuwendende Kriterien (Kalman u. a. 1969). Aber auch fur nichtlineare Sy-
steme gibt es verschiedene Ansatze zur Ermittlung von Strukturinvarianten (Birk 1992). Fur
bestimmte Unterklassen der nichtlinearen Systeme sind diese Untersuchungen schon weit fort-
geschritten (Schwarz 1991, Lemmen und Jelali 1996, Jelali 1997). Hier lassen sich tellweisedie
aus der linearen Theorie bekannten Ergebnisse verallgemeinern und tibertragen. Ein Uberblick
Uber dieinden Systemklassen AL S, QL Sund BL S anwendbaren differentialgeometrischen Kri-
terien findet sich in (Riege 1996).

Die Steuer- und Beobachtbarkeitsuntersuchungen anhand von Rangbestimmungen von Matri-
zen liefern im algemeinen nur binare Aussagen. Ein System bzw. ein Eigenwert ist steu-
erbar oder nicht steuerbar infolge eines bestimmten Kriteriums. Es ist winschenswert, die-
se Struktureigenschaft weiter zu quantifizieren. Gesucht wird also ein Mal3, das zusétzlich
zu einer globalen Aussage uber das Vorhandensein von Struktureigenschaften auch Angaben
dariiber macht, ob ein Systemteil besser oder schlechter beeinfluf3bar, steuerbar oder beob-
achtbar ist as ein anderer. Vor alem in der deutschsprachigen Literatur gibt es seit Beginn
der siebziger Jahre mehrere Arbeiten zu diesem Thema (Lickel und Muller 1975, Lickel und
Kasper 1981, Litz 1983, Benninger 1987). Das urspringliche Ziel dieser Arbeiten lag darin, die
Dominanz einzelner Teilsysteme in Bezug auf das dynamische Verhalten des Gesamtsystems
zu beurteilen. So sollte es ermoglicht werden, die Ordnung eines komplexen Systems durch
Vernachlassigung der das Gesamtverhalten am wenigsten beeinflussenden Teile zu reduzieren
(Litz 1979). Eine weitere Anwendung ist das Gebiet der sogenannten ,,Balanced Control*, die
Informationen Uber den Grad der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von Systemzustanden im
Reglerentwurf beriicksichtigt (Gawronski 1996).

Ein technisches Anwendungsgebiet, das von solchen Strukturmal3en profitieren kann, ist die
Schwerlasthandhabungstechnik. Es handelt sich hierbei um Systeme mit verteilten Parametern,
die durch unendlich viele Eigenfrequenzen gekennzeichnet sind. Neben der moglichst exakten
Modellbildung ergibt sich als wichtiges Forschungsziel die Frage, an welchen Orten Sensoren
und Aktoren gunstig angebracht werden, um moglichst alle dominanten Eigenbewegungen des
Systems zu detektieren bzw. zu beeinflussen. Hier ergibt sich ein erster Ansatz durch die oben
erwahnten Strukturmal3e. Sie geben an, welche Teilsysteme des Gesamtsystems besser oder
schlechter steuer- oder beobachtbar sind als andere. Zu diesem Thema gibt es bereits einige
Untersuchungen in der Literatur (Konno u. a 1994, Liu u. a 1994). Die dort vorgestellten
Konzepte lassen viele Gemeinsamkeiten untereinander erkennen.
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Der vorliegende Bericht stellt die unterschiedlichen Anséatze zur Ermittlung von Strukturmal3en
vor. Wichtige, aus der Literatur bekannte Modalmal3e werden vergleichend untersucht. An-
schlief3end wird ihre Tauglichkeit in Bezug auf das konkrete technische Problem elastischer
Roboter genauer beleuchtet.

Der Bericht gliedert sich wie folgt: Im zweiten Abschnitt werden zunéchst einige allgemeine
Uberlegungen zu Strukturmalen angestellt. Daraus resultiert ein Katalog mit Anforderungen,
die von einem in der Praxis einsatzfahigen Strukturmald erfullt werden missen. Der dritte Ab-
schnitt stellt die wichtigen und bekannten Strukturmal3e vergleichend vor. Im vierten Abschnitt
erfolgt die Anwendung auf das Modell eines zweiachsigen elastischen Roboters. Der Bericht
schlief3 mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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2 Allgemeine Uberlegungen zu Struktur maRen

Die Notwendigkeit der Einfuhrung von Maf3zahlen zur Quantifizierung von Strukturei genschaf -
ten hat drel wichtige Urspriinge: Zum einen ist man in der Regelungstechnik bemuht, die Ord-
nung von Modellen so gering wie moglich zu halten, um einen geschlossenen Reglerentwurf
zu ermoglichen. Als Hilfsmittel dazu dienen modale Verfahren zur Modellreduktion. Diese
Verfahren miissen zuerst eine globale Aussage dariiber treffen, welche Teil systeme dominant
am Ubertragungsverhalten eines Systems beteiligt sind, und bei welchen Teilen sich eine Ver-
nachlassigung nicht wesentlich auf die Modellgite auswirkt. Ein zweiter Ansatzpunkt resul-
tiert direkt aus der Reglerauslegung. Beim Entwurf einer Zustandsruckfihrung ist es wichtig
zu wissen, welche Systemteile gut und welche weniger gut durch eine geeignete Steuerung be-
einflul3ar sind. Ein dritter wichtiger Aspekt zur Motivation der Einfilhrung von Strukturmal3en
ist die Ermittlung der Storempfindlichkeit verschiedener Teile eines komplexen Systems, wenn
der Reglerentwurf bereits stattgefunden hat. Diese Ansatze miinden alle in unterschiedlichen,
aber durch die folgende Definition global erfal3baren strukturellen Malen:

Definition 2.1

Ein Strukturmal3 M dient dazu, einzelne Teilstrukturen eines dynamischen Systems > durch
guantitative Bewertung einer bestimmten Eigenschaft gegeneinander abzuwagen. Der Begriff
~-modaleMal3e" bezieht sich stetsauf lineare, zeitinvariante dynamische Systeme und trifft Aus-
sagen Uber die Eigenwerte dieser Systeme. a

Eswird also immer die Dominanz einzelner Systemteile gegentiber anderen untersucht, wobei
Dominanz hier definiert ist als die stérkere Beeinflussung einer bestimmten Systemeigenschaft
seitenseines Systemteilsim Vergleich zu anderen Systemteilen. Zu diesen Systemeigenschaften
gehoren zum Beispidl:

e Steuerbarkeit oder Erreichbarkeit,

e Beobachtbarkeit oder Untersche dbarkeit,

Verlauf des Ausgangssignalsbel Sprunganregung,

Anderung des Ubertragungsverhaltens des gesamten Systems bei Entfernung eines be-
stimmten Systemteils sowie

e Entkoppel barkeit.

Die jeweils in den Vordergrund gestellte Systemeigenschaft bestimmt auch die physikalische
Erwagung, die der Definition eines Strukturmal3es vorausgeht. Soll zum Beispiel wiein (Litz
1983) die Eigenschaft untersucht werden, inwieweit sich das Ubertragungsverhalten bei Ver-
nachlassigung eines Eigenwertes andert, so dient als Grundlage fir das definierte Dominanzmal3
die Betrachtung von einzelnen, eigenwertbezogenen Ubergangsfunktionen als Antwort auf das
gleiche Eingangssignal. Soll hingegen die Struktureigenschaft Steuerbarkeit quantifiziert wer-
den, so werden Strukturmal3e auf der Grundlage der Steuerenergie beurteilt, die nétig ist, um
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einen Zustand in einen anderen zu Uberfuhren.

Es ergeben sich zunachst folgende Forderungen an ein Strukturmal3, die auch schon in der
Literatur diskutiert wurden (Juen 1982, Litz 1983):

e Unabhangigkeit von einer linearen Koordinatentransformation,
e Unabhangigkeit von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren sowie
e Konsistenz mit dem Kalmanschen Steuer- bzw. Beobachtbarkeitsbegriff.

Besonders die Konsistenzfrage hat zu vielfatigen Diskussionen gefuhrt. Die Konsistenz einer
Mal3zahl ist dabei wie folgt definiert:

Definition 2.2 (Benninger 1987)

Eine Mal3zahl zur Beurteilung einer bestimmten Systemeigenschaft ist genau dann konsistent
mit dieser Eigenschaft, wenn sie in Abhangigkeit aller Systemparameter stetig ist und beim
Verlust der Systemeigenschaft den Wert 0 annimmt. a

Alle aus der Literatur bekannten Ansatze bestimmen die Strukturmalie auf der Basis linearer
Modelle. Dain der Realitét meist stark nichtlineare Modelle untersucht werden, muf3 bei der
Anwendung vorhandener Mal3e versucht werden, Aussagen Uber das Gesamtsystem zu erhalten.
Dies kann bei spielsweise, wie in diesem Bericht, durch mehrere lineare A pproximationsmodel -
le des Systems, die fur verschiedene Arbeitspunkte hergeleitet werden, geschehen. Diese Ar-
beitspunkte sollten Uber den Arbeitsbereich gleichmaidig verteilt gewahlt werden. Soist manin
der Lage, Aussagen Uber den gesamten Guiltigkeitsbereich des nichtlinearen Modells zu treffen.
Daraus ergibt sich direkt eine weitere Forderung an ein Strukturmal3: Es sollte stetiges Ver-
halten aufweisen, d. h. die Mal3zahlen, die sich fur die Eigenschaften der linearen Teilmodelle
ergeben, sollten bei Approximationsmodellen, deren Arbeitspunkte dicht beieinander liegen,
auch ahnlich sein.

Eine letzte wichtige Eigenschaft, die ein fir die Praxis geeignetes Strukturmal? besitzen sollte,
ist die der physikalischen Interpretierbarkeit. Es sollte aso moglich sein, bei einem analytischen
Modell direkt auf die Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit oder Dominanz der realen Zustandsgrofien
zu schlief3en.

Diese hier vorgestellten Forderungen werden im folgenden fir einige Mal3e Uberpriift.
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3 Definition von Strukturmal3en

In der Literatur finden sich derzeit nur Ansatze, die von linearen Systemen ausgehen. Dazu
werden meist modale Mal3e bestimmt, die sich auf das modaltransformierte System beziehen.
Durch diese kanonische Form ist die direkte Quantifizierung bestimmter Strukturei genschaften,
bezogen auf die einzelnen Eigenwerte, moglich. Fast alle Autoren verwenden die Eingangsma-
trix bzw. die Ausgangsmatrix des modaltransformierten Systems, um Strukturmal3e zu definie-
ren, denn die Zeilen bzw. Spalten dieser Matrizen lassen direkte Rickschliisse auf die Beein-
fluRBbarkeit eines definierten Eigenwertes zu. Zum besseren Verstandnis dieser Vorgehensweise
sind zunachst einige Begriffsbildungen notwendig, die im folgenden vorgestellt werden.

Die Ausfiihrungen in den folgenden Unterabschnitten gehen von einem linearen zeitinvarianten
Systemmodell der Form

z(t) = Ax(t)+ Bu(t)

3.1
y(t) = Cx(t), z R ueR™ yecRP (3.1)

aus. Dieses System wird in einem ersten Schritt auf Modalform transformiert. Die dazu not-
wendige Transformationsmatrix V' ergibt sich als Matrix der (Rechts-) Eigenvektoren von A:
V = [v1;v9;...;0,] mit Av,=\v; , v, €R" | (3.2)
wobei \; den i-ten Eigenwert des Systems bezeichnet. Mit der Transformation
x(t) = Vz(t) (3.3
resultiert die Jordan-Normalform des Systems aus Gl. (3.1):
:(t) = Az(t)+ Bu(t)

A 34
yi) = Cz(1) 54
Fur Systeme mit durchweg verschiedenen Eigenwerten gilt:
/\1 0 Arl[‘
. Ao R b,
_ y-! _ _v-lg —

A = VAV = , B=V 'B= : , (35)

AT

0 An b,

C = CV =|[é:¢y;...58)].
Dies fuhrt zu dem in Bild 3.1 verdeutlichten System. Esist leicht zu erkennen, dal3 nur durch
die k-te Zeile der Eingangsmatrix B EinfluR auf den Zustand z;, genommen werden kann. Ent-
sprechend hat der k-te Eigenwert nur Auswirkung auf den Ausgang Uber die k-te Spalte der
Ausgangsmatrix C.. Hier ist zu sehen, wie die Transformation auf Jordan-Normalform eigen-
wertbezogene Aussagen erleichtert.

Aus der Konfiguration nach Bild 3.1 1al3 sich auch direkt das Steuerbarkeitskriterium nach
Gilbert (1963) ablesen:
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Satz 3.1 (Gilbert 1963)

Ein System nach GlI. (3.1) ist bel einfachen Eigenwerten \;,7 = 1,...,n genau dann steuer-
bar, wenn die Eingangsmatrix B des transformierten Systems nach Gl. (3.4) keine Nullzeilen
besitzt. a

Zeilenvon B Spalten von C

¢11

pl

C12

& o

Cp2

in

i
0

[eX
S

Epn

Bild 3.1: Auf Modalform transformiertes lineares System (A, B, é)

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes fur mehrfache Eigenwerte lautet:

Satz 3.2 (Porter und Crossley 1972)

Ein System nach Gl. (3.1) ist genau dann steuerbar, fallszu jedem Eigenwert )\, der Vielfachheit
v genau v linear unabhangige Zeilen in der Eingangsmatrix B destransformierten Systems nach
Gl. (3.4) gehoren. Q

Analog zu den Rechtseigenvektoren v; lassen sich sogenannte Linkseigenvektoren w definie-
ren, die die folgende Gleichung erfullen:

wiA=w.)\ . (3.6)

Dabei handelt es sich um Zeilenvektoren, die in der Matrix W zusammengefaldt werden. Zwi-
schen W und V' besteht der Zusammenhang
wy
wW=| : |=v" . (3.7)
w,

Im folgenden werden drei aus der Literatur bekannte und in verschiedenen Anwendungen er-
probte Strukturmal3e vorgestellt und anhand eines einfachen Beispiels miteinander verglichen.
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Im Anschlul? daran soll Uberpriift werden, ob die Strukturmal3e den in Abschnitt 2 bestimm-
ten Anforderungen geniigen. Zur Illustration der im einzelnen vorzunehmenden Berechnungen
wird ein lineares Beispielsystem 2. Ordnung vorgegeben, das bereitsin Modalform vorliegt:

i) = [Aol i}x(tw{zﬂu@
vy = |2 et

Ca1 C22

(3.8)

3.1 Dominanzmalfd nach Litz

Die Motivation fur die gegen Ende der siebziger Jahre von Litz (1979) entwickelten Dominanz-
mal3e war der Wunsch, die Ordnung eines Systems fur einen Reglerentwurf zu reduzieren. Bei
einer solchen Modellreduktion muf3 gewahrleistet sein, dal3 nur die Systemteile vernachlassigt
werden, die einen relativ kleinen Anteil an der Dynamik des gesamten Systems besitzen. Aus
diesen Uberlegungen entwickelte sich der Begriff der dominanten Eigenwerte eines Systems,
der von Litz so interpretiert wird, dafl3 ein Eigenwert al's dominant im Vergleich zu einem ande-
ren Eigenwert bezeichnet wird, wenn er einen groReren Beitrag zum Ubertragungsverhalten des
Systems liefert als der andere Eigenwert. Konkret hat der Eigenwert das hochste Dominanz-
maf3 in einem Ubertragungskanal, wenn er den grofiten Beitrag bei der Ubertragung von einem
Eingang u; zu einem Ausgang y, liefert. Die hier vorgenommene Definition der Dominanz
unterscheidet sich also von der in Abschnitt 2 vorgestellten. Daher werden die Litzschen Ma
[3e auch als Maximalwertdominanzmalie bezeichnet. Quantifiziert wird dieser Beitrag anhand
von den einzelnen Eigenwerten zugeordneten Ubergangsfunktionen. Es wird ein Faktor Qikj
definiert, der genau das Ubertragungsverhalten eines Eigenwertes )\, vom j-ten Eingang zum
i-ten Ausgang des modaltransformierten Systems nach Gl. (3.4) beschreibt (vergleiche auch
Bild 3.1). Daraus werden fur jeden einzelnen Eigenwert )\, zwei aternative Dominanzmalde
definiert.

Definition 3.1 (Litz 1979)

Falls das System nach Gl. (3.4) nur gleichartige Sensoren und Stellglieder besitzt, existiert fur
jeden Eigenwert A\, ein Summenmal3 S, und ein Maximalmal3 M, fur seine Dominanz wie
folgt:

P m
Sk = 20 |aiwsl,

i=1j=1 (39)
M, = max <max ]qikj]),
i=1,...,p \ j=1,....m
mit
AZ i) ] .
Gt Ci:f fr \y 20 (3.10)
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Fur jeden Eigenwert missen beide Mal3e berechnet werden. Das Maximamald macht eine
generelle Aussage Uber die Dominanz des Eigenwertes, wahrend durch die Bestimmung des
Summenmal3es erkannt wird, ob ein Eigenwert mit einem sehr hohen Beitrag in einem einzigen
Ubertragungskanal eventuell trotz eines hohen Maximalmal3es insgesamt nur einen geringen
Beitrag zum Systemverhalten leistet. Fir das Beispielsystem 2. Ordnung (Gl. (3.8)) berechnen
sich Summen- und Maximaldominanzmal3 fur den k-ten Eigenwert wie folgt:

IS | Cik br1 Car, bra
-
Ak Ak )
furk =1,2. (3.11)
M — e [ |G bei| | cor bia
b MU M

3.2 Steuer- und Beobachtbarkeitsmafd nach Liickel und Muller

Von Liuckel und Muller (1975) wurden zuvor schon Mal3e eingefihrt, die direkt Aussagen tber
die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit von Teil systemen, in diesem Falle Eigenwerten, machen.
Als Grundlage dienen modaltransformierte Ein- und Ausgangsmatrizen. Sie definieren diese
Male wiefolgt:

Definition 3.2 (Luckel und Muller 1975)
Zu dem linearen, modaltransformierten System nach Gl. (3.4) wird fir den k-ten Eigenwert ein
modal es Steuerbarkeitsmal? «;,, sowie ein modal es Beobachtbarkeitsmal? (. definiert zu:

T
! wiBB w, o—2Re(Ar)
Bt w%‘@k )

T (3.12)
,{/Ck _ Y %gvk e—2Re(Ay)
In diesen Gleichungen bezeichnet der Querstrich die konjugiert komplexe Grole. Q

Die Faktoren e—2R(\«) pewirken eine Kopplung des einzelnen MalRes mit der Stabilitat des
betrachteten Eigenwertes, die in manchen Fallen eine unnotige Verzerrung der Steuer- und Be-
obachtbarkeitsmale bewirken kann. In Anlehnung an (Litz 1983) werden im folgenden die von
der Kopplung mit der Stabilitéat bereinigten Male

Zm 2
TBBT— bkj
wk wk- wk wk

P
2 leal’

=TT
’UkC C'Uk; =1

L (3.14)
k V. Ui
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verwendet. Fur das Beispielsystem nach Gl. (3.8) berechnen sich die Steuer- und Beobachtbar-
keitsmal3e fur die beiden Eigenwerte zu:

2
KBk = —‘bﬁ}’ T
Wr1Wr1 T Wr2Wi2 .
; , furk =1,2. (3.15)
oo — e+ |ear]
Ck =

V15V1k + V2r U2k

Konno u. a. (1994) verwenden denselben Ansatz, die Berechnung eines modalen Steuerbar-
keitsmal3es aus den Zeilen der modaltransformierten Eingangsmatrix, das nach der Vorschrift

berechnet wird. Dieses Mal3 findet bel der konfigurationsabhangigen Steuerbarkeitsanalyse ela
stischer Roboter in (Konno u. a. 1994, Uchiyama und Konno 1995) Anwendung .

3.3 Steuerbarkeitsmall nach Benninger und Rivoir

Die Diskussion tber die Konsistenz von Strukturmal3en, die im Rahmen verschiedener Ver-
offentlichungen gefuihrt wurde (Juen 1982, Litz 1983), fuhrte zu der intensiven Suche nach mit
dem klassischen Steuerbarkeitsbegriff konsistenten Mal3zahlen. Einen Ansatz stellen die von
Benninger und Rivoir (1986) eingefuhrten Mal3zahlen dar.

Die Autoren wahlen als Ausgangspunkt ihrer Uberlegungen die minimale Steuerenergie, die
benotigt wird, um einen Zustand x in den Ursprung zu Uberfhren. Dabei soll sich das System
zum Zeitpunkt ¢, im Zustand o, und zum Zeitpunkt ¢, im Ursprung befinden. Diese Energie
berechnet sich zu
t1
W(ti, to,u) = /uT(T)u(T)dT : (3.17)
to

unter der Voraussetzung, dal3 es sich bel w schon um die minimale Steuerfunktion handelt.
Diese Steuerung kann auch berechnet werden. Dazu muf3 eine Hamilton—Funktion aufgestel It
(Follinger 1988) sowie die vollstandige L osung des Zustandsmodells Gl. (3.1) berechnet wer-
den. Die gesuchte Steuerung ergibt sich dann zu

u(t) = —B e Qg (1, tg)wy (3.18)

mit der sogenannten Gramschen Steuerbarkeitsmatrix Qg, auch Steuerbarkeitsmatrix erster Art
genannt. Diese Matrix ergibt sich fur das zugrunde liegende lineare System zu:
t1
Qs = / AT BBTeA (-7 qr | (3.19)

to
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Daraus |af% sich die minimal e Steuerenergie berechnen:
Ws=z,Q35'xy . (3.20)

Nun kann das Strukturmal? bestimmt werden. Es ergibt sich, indem man eine bestimmte mini-
mal e Steuerenergie vorgibt und die dazugehorige Auslenkung einer Zustandsvariablen betrach-
tet. Die Menge aler Zustande, die mit dem gegebenen Wert der minimalen Steuerenergie in den
Ursprung uberfiihrt werden konnen, bildet ein Hyperellipsoid im Zustandsraum. Das Steuerbar-
keitsmal3 fir einen Zustand z; ergibt sich dann fur eine festgelegte Steuerenergie W = 1 aus
der Grofe der Schnittmenge dieses Ellipsoids mit der dazugehorigen positiven Zustandsachse.
Dies fuhrt mit Gleichung (3.20) auf die folgende Definition (fir weitere Erlauterungen siehe
(Benninger 1987)):

Definition 3.3 (Benninger 1987)
Ein konsi stentes Steuerbarkeitsmal3 fiir den Zustand ;. des dynamischen Systemsnach Gl. (3.1)
ergibt sich mit Hilfe der Gramschen Steuerbarkeitsmatrix zu

mpr = {(le)kk}ii . (321)
Hier wird mit (Qg"')x das Element aus der k-ten Spalte und der k-ten Zeile der Inversen der
Gramschen Matrix nach Gl. (3.19) bezeichnet. a

Zur Berechnung der Steuerbarkeitsmatrix mussen zwei Falle unterschieden werden, je nach-
dem, ob das System vollstangig steuerbar ist:

a) Ist das System vollstandig steuerbar nach Kalman, so kann die Matrix Q¢ und deren
Inverse direkt berechnet werden. Benninger (1987) nutzt zur Berechnung ebenfalls die
Modaltransformation. Das ermoglicht eine analytische Berechnung der Matrix, und es
ergibt sich fur das Element ¢,; der modaltransformierten Gramschen Steuerbarkeitsmatrix

[ij AT aro(L L)
Gy = T LT e 20 322
fi; T fur (A, +2X;) =0

wobei mit f;; ein Element der Matrix

F=BB' (3.23)
bezeichnet wird. Nach einer Riicktransformation folgt schlief3lich die Gramsche Steuer-
barkeitsmatrix:

Qs=VQ, V" . (3.24)

Alsfrel wahlbarer Faktor bleibt die Zeitkonstante 7" mit

Nach in (Benninger 1987) durchgefuhrten Untersuchungen ist die Wahl von 7" in der
Grofenordnung der dominierenden Zeitkonstanten des Systems guinstig.



3 Définition von Strukturmalien 11

b) Die in den Gleichungen (3.22) und (3.23) durchgefilhrte Berechnung der Gramschen
Steuerbarkeitsmatrix ist nur fr die Fale gultig, in denen das Gesamtsystem steuerbar
nach Kalman ist. Fur den Fall eines nicht vollstandig steuerbaren Systemsist diese Ma-
trix singulér und es kann nicht die Inverse zur Berechnung benutzt werden. In diesem
Fall wird auf die Moore-Penrose-Pseudoinverse Q¢ anstelle von Q"' zuriickgegriffen.
Einzelheiten hierzu konnen in (Benninger 1987) nachgel esen werden.

Eine alternative Berechnung der Gramschen Steuerbarkeitsmatrix anstelle der hier notwendigen
Modaltransformation wird in (Svaricek 1995) vorgestellt, wo das Steuerbarkeitsmald numerisch
Uber eine Singularwert—Zerlegung der Steuerbarkeitsmatrix des zeitdiskreten Ersatzsystems er-
mittelt wird. FUr das Beispielsystem 2. Ordnung nach Gl. (3.8) ergibt sich das Steuerbarkeits-
mal’ nach Benninger fur den ersten Zustand wie folgt:

1
mpy = 5\/5/[(—1 + 2RI N (A1 + Ao)? /(bn2 [ — A2 H20 0 — N (3.26)
+ 6(72)\2 ) )\12 + 2 6(72 A2 T) )\1 )\2 + 6(72 A2 T) )\22 + 6(72 M) )\12 + 2 6(72 M) )\1 )\2
GeFINT) N\ 2 (20T (20T) )\ 29 (-20T) ((-20T) \ )

— e(2NT) (2R T) N2 g Ny eTTAT) g ) ) (el a2 T2 ])] "

Ferner kann ein Beobachtbarkeitsmal3 fur ein lineares, zeitinvariantes System definiert werden
als das Steuerbarkeitsmal’ des dualen linearen Systems.

3.4 Eigenschaften der Strukturmalieim Vergleich

Werden die oben definierten Mal3e anhand der drei in Abschnitt 2 vorgestellten Forderungen
genauer untersucht, ergeben sich die folgenden Resultate:

Unabhangigkeit von der Transfor mation auf Modalform

Bel den Malien nach Litz (Abschnitt 3.1) besteht eine generelle Unabhangigkeit der Mal3e
von linearen Transformationen, solange die Transformationsmatrix regular ist. Diese Unab-
hangigkeit besteht auch bel Liickel und Mller, allerdings mul3 hier die Transformationsmatrix
orthogonal sein. Bel dem Steuerbarkeitsmal? nach Benninger (Abschnitt 3.3) besteht aus me-
thodischen Griinden keine Abhangigkeit des Malies von der Transformation, denn es erfolgt
die Untersuchung von Struktureigenschaften der physikalischen Systemgrof3en. Die Forderung
nach Unabhangigkeit von der Transformation auf Modalform erfillen alle drei Malie.

Unabhangigkeit von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren

Sowohl die Dominanzmal3e als auch die Strukturmal3e nach Liickel und Muller besitzen keine
Abhangigkeit von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren, da diese Abhangigkeit explizit aufge-
hoben wird. Dies erfolgt bel den Mal3en nach Litz mit dem Term

CB=CV~'VB (3.27)
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(s. Gl. (3.10)). Fur die Mal3e nach Lickel und Muller besteht diese Unabhangigkeit infolge der
Division durch w} w;, bzw. v} ;. Fir das Steuerbarkeitsmald nach Benninger gilt dasselbe wie
bei der Unabhangigkeit von einer linearen Transformation. Diese Bedingung wird also auch
von allen drei Mal3en erfillt.

Konsistenz mit dem Kalmanschen Steuer barkeitsbegriff

Ein dritter wichtiger Aspekt bel der Untersuchung der vorgestellten Strukturmal3e ist die Kon-
sistenz dieser Mal3e mit dem klassischen, Kalmanschen Steuerbarkeitsbegriff (Juen 1982, Litz
1983). Der Konsistenzbegriff ist in Definition 2.2 erlautert. Diese Eigenschaft soll anhand ei-
nes einfachen Beispiels untersucht werden. Hierzu wird in Anlehnung an Gl. (3.8) exemplarisch
folgendes System gewahlt:

&(t) = {_01 _10_&} x(t) + { 151 ] u(t)

10

v = |y | e o

Mit Hilfe dieses Systems soll untersucht werden, ob die oben vorgestellten Mal3zahlen den lo-
kalen Verlust der Steuerbarkeit des Systems richtig, das heif3t mit dem Wert O wiedergeben.
Dieser Verlust findet in dem Beispiel genau an der Stelle a = 0 statt. Zunachst wird das Sum-
menmal3 nach Litz fir den zweiten Eigenwert fir verschiedene Werte von « berechnet. Das
Ergebnisist in Bild 3.2 dargestellt.

22
20 |
18 |
16 |
14 |
12 |
10 |
8!
6

—>52

04 02 0 02 04
Bild 3.2: Summendominanzmal} S, fur A\, fur das Beispiel (Gl. (3.28)) in Abhangigkeit von «

Das Summenmal3 fir den ersten Eigenwert ist konstant und nimmt den Wert S; =5 an. Ebenfalls
einen konstanten Wert ergeben die beiden Strukturmal3e nach Liickel und Miller. Sie zeigen
keine Abhangigkeit von dem Faktor «, dain ihnen die Eigenwerte \; nicht auftreten. Also ist
keines der beiden Mal3e, weder das von Litz (1979) noch das von Liuckel und Miller (1975),
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konsistent mit dem Kalmanschen Steuerbarkeitsbegriff im Sinne von Definition 2.2, denn kein
Mal3 gibt den Verlust der Steuerbarkeit an der Stelle o = 0 korrekt wieder.

4 35
1,2 3l
1 25"
£ 08 =2
" oel 15/
0,4+ 1r
02 05
0 0

a)

Bild 3.3: Steuerbarkeitsmal3e m; und ms nach Benninger fur das Beispiel (Gl. (3.28)) in
Abhangigkeit von a

Im Vergleich dazu zeigt Bild 3.3 den Verlauf der Steuerbarkeitsmal3e nach Benninger fur das
Beispielsystem 2. Ordnung. Hier wurde, entsprechend der oben angegebenen Erlauterung, der
freie Parameter zuT = —1/\; = 1 sgewahlt. Esist zu erkennen, dal3in diesem Fall der Verlust
der Steuerbarkeit an der Stelle o = 0 richtig wiedergeben wird. Im folgenden Abschnitt soll
nun die Anwendbarkeit der drei Mal3e an einem praktischen Beispiel untersucht werden.
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4  Anwendungsbeispiel

In diesem Abschnitt wird als Anwendungsbeispiel fur die in den letzten Abschnitten vorge-
stellten Strukturmal3e ein elastischer Roboter mit elektrischen Antrieben gewahlt, der sich in
der Ebene bewegt. Dieser Roboter ist im Fachgebiet Mef3-, Steuer- und Regelungstechnik als
Versuchstrager vorhanden (Bai 1996). Zunachst wird das nichtlineare Modell, das aus der phy-
sikalischen Modellbildung resultiert, kurz vorgestellt und anschlief3end um einen allgemeinen
Arbeitspunkt linearisiert. Auf der Grundlage dieser linearen Modelle werden die Strukturmalie
zuerst in Abhangigkeit von verschiedenen Positionen der Sensoren entlang der elastischen Ar-
me auf ihre Aussagekraft untersucht. Daraus kann auf Unterschiede in der Beobachtbarkeit dis-
kreter Punkte entlang der elastischen Glieder geschlossen werden. Der Ausgang des Modells
ergibt sich in dieser ersten Untersuchung al's absol ute Position verschiedener, diskret entlang der
elastischen Glieder angeordneter Punktein der x—y—Ebene fir den gleichen Arbeitspunktvektor.

In der sich anschlief3enden Untersuchung werden verschiedene Armkonfigurationen im Arbeits-
raum als Linearisierungspunkte gewahlt und wieder die Mal3e der Einzelmodelle miteinander
verglichen, diesmal fiir einefeste Sensorposition. Im Gegensatz zur ersten Untersuchung andern
sich hier von Modell zu Modell alle Systemmatrizen.

4.1 Modellbildung und Modellapproximation

Der zweiachsige, ebene, elektrisch angetriebene elastische Roboter, dessen Modell untersucht
werden soll, ist in Bild 4.1 dargestellt und bereits ausfiihrlich beschrieben (Bai 1996).

Bild 4.1: Zweiachsiger elastischer Roboter DFM 01

Grundlage fur die folgenden Untersuchungen bildet ein in (Arteaga Pérez und Riege 1997)
mit Hilfe des Modellbildungsverfahrens nach Euler-Lagrange hergeleitetes analytisches Mo-
dell des Systems. Es berticksichtigt pro Glied jewells eine elastische Eigenfunktion. Verschie-
dene Parameter dieses Modells sind auf experimentellem Wege bestimmt. Das Modell wird in
(Arteaga Pérez und Riege 1997) mit realen Mel3ddaten verglichen. Mit dem Vektor der verallge-
meinerten Koordinaten

q= [917 927 5117 521]T ) (41)



4  Anwendungsbeispiel 15

wobel mit 0, der i-te Gelenkwinkel und mit §,; die erste el astische Koordinate des i-ten Gliedes
bezeichnet wird, ergibt sich folgendes nichtlineares Modell (Riege und Arteaga Pérez 1998):

(H(q) +J)q+hc(q,q) + K.q+ Dqg=K,U . (4.2)

Der Eingangsvektor U € R? besteht aus den Ansteuerspannungen der beiden Gelenkmotoren.
Die Parameter der Matrizen dieses Modells sind in (Arteaga Pérez und Riege 1997) zu finden.
Durch Einfulhrung des Zustandsvektors

€XTr =

1 } (4.3)
q

ergibt sich ein nichtlineares Zustandsmodell der Klasse ALS (analytische Systeme mit linear
eingehender Steuerung) als Ausgangspunkt fir die sich anschlief3ende Linearisierung in der
folgenden Form:

Lo cano oo ]* [one
- | (H(q)+J) ' [~hc(q,q) — K.g — Dg] (H(q)+J) 'Ky,

N [ J/
-~

a(x) bex)

U . (4.4)

Dieses System wird nun um einen allgemeinen Arbeitspunkt (x zp, U op) mit Hilfe einer Tay-
lorreihenentwicklung mit Abbruch nach dem ersten Glied durch ein lineares Modell approxi-
miert. Die Linearisierung erfolgt unter Zuhilfenahme einer unter MAPL E® entwickelten Routi-
ne zur analytischen Approximation von Systemen der Form AL'S (Spielmann und Jelali 1996).
Bei diesem Programm mussen die Vektorfelder a(x) und b(x) aus Gl. (4.4) sowie der Arbeits-
punkt und die gewiinschte Approximationsordnung vorgegeben werden, und es wird automa-
tisch rechnergestiitzt das Approximationsmodell, in diesem Fall ein lineares System 8. Ordnung
ermittelt. Das linearisierte Modell ergibt sich aus Gl. (4.4) algemein zu:

Ax = i l 1 -q ; ] Aw
Oz | (H(q)+J) "' [~hc(a.4) - Keq— Da+ K, U] ||, ¢
A
L9 l 0 } AU o
oU | (H(q)+J)"'KuU ]|, 7,

-~

B

Die Gite des entwickelten linearisierten Modellsist im Vergleich zum komplexen nichtlinearen
Modell sehr hoch. Dies zeigen beispielhaft die Simulationsergebnisse in den Bildern 4.2 und
4.3. Als Grundlage dient hier ein um den Arbeitspunkt

Zap = [~5°,5%,0,0,0,0,0,0]" und Urp = [0,0]" (456)

linearisiertes Modell, das mit zwei Sinussignalen

Uy(t) = —1sin (%t) V, Us(t) =0,5sin (%t) \Y 4.7)
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Bild 4.2: a),b) Winkelkoordinaten #; und 6, des nichtlinearen (——) und des linearisierten (—
—-) Modédlls; c),d) Differenzen Aéd;, und Af,

als Eingangsspannungen angeregt wurde. In Bild 4.2 sind die Winkelverlaufe ¢, und 6, von
nichtlinearem und linearem Modell sowie deren Differenzen

A0y =01)in — 01 UNd AbOy = O3, — O (4.8)

im Vergleich dargestellt. Der Fehler ist sehr gering, wie deutlich zu erkennen ist.

Ahnlich kleinist der Fehler, der durch die Linearisierung entsteht, in den elastischen Koordina-
ten, wie in Bild 4.3 zu erkennen. Hier sind die elastischen Koordinaten 6,; und d,; sowie die
Fehler

Ady1 = 0110in — 011 UND  Adar = 021 1in — 021, (4.9

veranschaulicht. Die Gute der Approximationsmodelle ist sehr hoch, solange die Winkelko-
ordinaten nicht um mehr als 10° vom Arbeitspunkt abweichen. Lineare Approximationen wie
diese werden in den nachsten Unterabschnitten genauer untersucht.
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Bild 4.3: a),b) Elastische Koordinaten §;; und d5; desnichtlinearen (——) und deslinearisierten
(---) Modédlls; c),d) Differenzen Ad,; und Adoy

4.2 Untersuchung fur ver schiedene Sensor positionen

Bild 4.4 zeigt die prinzipielle Vorgehensweise. Fir jede Sensorposition entlang der beiden ela-
stischen Glieder soll ein lineares Modell ermittelt werden, dessen Strukturmal3e dann berechnet
werden. Es andert sich in dieser Untersuchung nicht die nominale Konfiguration des Roboters
bzw. die Arbeitspunkte, sondern nur die Mel3matrix c(x). Sie ergibt im nichtlinearen Fall den

Systemausgang:

y= l N } =c(x) . (4.10)
)

Mit z, y ist hier die absolute Position des Punktes, an dem der Sensor befestigt ist, in der Be-

wegungsebene bezeichnet. D. h., als Ausgang wird die Information gewahlt, die auch der opti-

sche 3 D—Sensor zur Verfugung stellt (s. hierzu auch (Arteaga Pérez und Riege 1997)). Dieses

Ausgangsvektorfeld c(x) wird nach (Arteaga Pérez 1995, Arteaga Pérez und Riege 1997) mit
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Hilfe von Transformationsmatrizen A;, E; bestimmt. Im einzelnen bezeichnen die Matrizen
A,; Transformationen, die durch die Gelenke durchgefiihrt werden und die Matrizen E; Trans-
formationen durch die elastischen Glieder.

Motor 1 P.(z,y) As, Ey, A,

Motor 2

Endeffektor

Tm2, Ym?2

Bild 4.4: Anordnung der Sensorpositionen entlang der elastischen Glieder

Die resultierende Mef3gleichung ist dementsprechend eine Multiplikation von Transformations-
matrizen, die den Vektor ‘r;, ausgedriickt in Koordinaten des sich mit dem Glied mitbewegen-
den Koordinatensystems (z, y);, in das ortsfeste Koordinatensystem (z, y) o Uberfuihrt. So erhalt
man

Li
O'rl- = ZZ = A1E1A2 . EiflAiiTi . (411)

1

Die ersten beiden Komponenten von %r; werden als Modellausgang gewahlt. Die Transforma-
tionsmatrizen A; und E; konnenim Anhang A nachgel esen werden.

Je nachdem, auf welchem der beiden Glieder der betrachtete Sensorpunkt P liegt, miissen andere
Transformationsmatrizen berticksichtigt werden. Wird die absolute Position eines Punktes P
auf dem ersten elastischen Glied gesucht, so muf3 zunachst der Ortsvektor zu diesem Punkt im
gliedfesten Koordinatensystem (z, y); bestimmt werden. Dieser ergibt sich zu:

Tp n Ts,p Tsp
Lpp(t) = lezgg _ j; 015(t)p15(ws p) _ 511(t)¢(1)1 (zsgp) . (4.12)
1 ? 1

Mit dem Index Swird dabel die Gliedkoordinate bezeichnet, wie sie sich im unverformten Fall
ergeben wirde. Dain dem vorliegenden Modell nur eine Eigenfunktion pro Glied betrachtet
wird, reduziert sich die Summe in Gl. (4.12) auf einen Term. Der Verlauf der Eigenfunktionen
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¢;; wurde in (Arteaga Pérez und Riege 1997) experimentell ermittelt. Fir einen Punkt P auf
dem zweiten elastischen Glied (drittes Koordinatensystem) ergibt sich analog:

Isp
xrp n xs,p

Yo (t) = ye(t) | _ j; 02 (t)p2;(xs,p) | _ | a1 (t) o (ws,p) ' (4.13)

2p(t) 0 0

1 1 1

Nun kann die absolute Position, der Systemausgang, berechnet werden:
O, — Alrp falls der Punkt P auf Glied 1 liegt | (4.14)
A1E1A2E2A33’T'p falls der Punkt P auf Glied 2 ||@t .

Mit Hilfe des in Abschnitt 4.1 vorgestellten Verfahrens werden nun jeweils 9 lineare Modelle
pro Glied mit Sensorpositionen entlang der beiden elastischen Glieder entwickelt. Die Sen-
sorpositionen liegen jeweils im Abstand von 50 mm voneinander entfernt. Bei dieser Vorge-
hensweise bleiben die Matrizen A und B fur ale linearen Teilmodelle gleich, da der gleiche
Arbeitspunktsvektor

xap = [5°,—5°0,0,0,0,0,0]" und Uap = [0,0]" (4.15)

gewahlt wird. Es andert sich lediglich die Ausgangsmatrix des Systems.

A | Az A3 A4 As/6 A7/8
0| 0]-261,4]-1922] —7,5+7,95| —0,02+0,335

Tabelle 4.1: Eigenwerte

Die Eigenwerte ergeben sich fir alle 18 linearen Modelle wie in Tabelle 4.1 dargestellt. Es exi-
stiert jewells ein doppelter Eigenwert bel Null, zwei reelle Eigenwerte sowie zwei konjugiert
komplexe Paare von Eigenwerten. Dabei entstehen die Eigenwerte bei Null durch den Integra-
tor zwischen den Winkelgeschwindigkeiten und den Winkeln. Die komplexen Eigenwerte sind
den elastischen Koordinaten zuzuordnen. Dain diesem Anwendungsfall fir ale Sensorpositio-
nen ein konstantes Steuerbarkeitsmald nach Benninger vorliegt, werden nur die beiden anderen
MalRe naher betrachtet, wobel aus demselben Grund konstante Steuerbarkeitsmalie <5 fur al-
le Eigenwerte berechnet werden. Ferner liefern Summen- und Maximaldominanzmal3e immer
qualitativ gleiche Ergebnisse, so dal3 im folgenden nur das Maximalmal? und das Beobachtbar-
keitsmal? nach Liickel und Mller dargestellt werden. Die Dominanzmalie ergeben sich fir die
beiden Eigenwerte im Ursprung a's unendlich, dain der Berechnung nach Gl. (3.10) durch den
Eigenwert dividiert wird.

Die Ergebnisse fur den reellen Eigenwert A3 sind in Bild 4.5 zu sehen. Hier sind die Struktur-
mal3e Uber die Position des Sensors auf dem unverformten Glied aufgetragen. Bei [ = 0,43 m
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Bild 4.5: Mal3e fur einen reellen Eigenwert \; = —261,4

beginnt das zweite Glied. Die Gesamtlange beider Glieder betragt 0,86 m. Die Ergebnisse fir
die komplexen Eigenwertefinden sich in den Bildern 4.6 und 4.7. Bel einem komplexen Eigen-

wertpaar ergeben sich in diesem Fall fur beide Eigenwerte exakt die gleichen Strukturmalie.

1,4

1,0 ¢

=
1

0,6 |

02 |

**&ék%%**

02 04 06 08
— I/m

(8) Maximalmald M5

— KRCs

wwwwwwww

K

(b) Beobachtbarkeitsmald x ¢

Bild 4.6: Mal%e fUr das erste komplexe Eigenwertpaar A5 s = —7,5+ 7,97

In alen Kurvenverlaufen ist deutlich ein Sprung der Mal3zahl an der Stelle zu erkennen, an der
der zweite elastische Arm beginnt (I = 0,43 m). Ferner tragen alle Mal3e der Tatsache Rech-
nung, dal3 bei einer Sensorposition genau auf dem ersten Motor (I = 0 m) die Eigenbewegung
nicht mehr beobachtbar ist.
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Bild 4.7: Male fur das zweite komplexe Eigenwertpaar A7/ = —0,02 £ 0, 335

Ebenso einheitlich findet sich die Tendenz, dal3 bei einer Sensorposition in grof3erer Entfernung
zum Motor die Dominanz bzw. die Beobachtbarkeit des entsprechenden Eigenwertes zunimmt.
Dies erklart sich fur den hier vorliegenden Fall der ersten Eigenfunktion durch deren grofiere
Auslenkung in grofeerer Entfernung zum Lagerpunkt, der in diesem Falle identisch ist mit dem
Motor. Esist deutlich zu erkennen bzw. kann anhand der Zahlenwerte nachgewiesen werden,
dal3 fur das erste elastische Glied ale Strukturmal3e monoton steigend Uber = sind. Hier ist
also die Eigenfunktion eines einachsigen, gelenkig gelagerten Balkens noch weitgehend als
Naherung gultig (Bernzen 1995). Eine Untersuchung der Strukturmale, die sichim einachsigen
Fall ergeben, erzielt qualitativ die gleichen Ergebnisse. Bei dem zweiten Glied tritt jedoch
durch die mechanischen Kopplungen der Effekt zutage, dal3 die Mal3e keine Monotonie Uber
die ganze Armlange mehr zeigen. Quantitativ ergibt sich eine um mehrere Grof3enordnungen
hohere Dominanz / Beobachtbarkeit der komplexen Eigenwerte im Vergleich zu den reellen.

4.3 Untersuchung fur unterschiedliche Armkonfigurationen

In diesem Unterabschnitt werden wieder lineare A pproximationen des oben vorgestel lten nicht-
linearen Modells untersucht. Diesmal findet die Linearisierung fur verschiedene Winkelkonstel -
lationen statt. Untersucht wird der gesamte Gultigkeitsbereich des nichtlinearen Modells, also
die Bereiche 0, € [—20°;20°], f € [—20°; 20°], jeweilsin Schritten von 5°. Der Arbeitspunkt
wird zu

xap = [01,02,0,0,0,0,0,0]" und Uap = [0,0]" (4.16)

gewahlt. So ergeben sich 81 lineare Modelle Uber den gesamten Arbeitsraum verteilt. Im Ge-
gensatz zu Abschnitt 4.2 entstehen bei der Linearisierung aufgrund der unterschiedlichen Wahl
der Arbeitspunkte Modelle, die sich auch in den Systemmatrizen A und B und somit der Lage
der Eigenwerte unterscheiden. Aus diesem Grund konnen hier auch die Steuerbarkeitsmal3e
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naher untersucht werden. Qualitativ lassen sich die Eigenwerte jedoch weiterhinin dieim letz-
ten Unterabschnitt (Tabelle 4.1) dargestellten Gruppen klassifizieren. Als Ausgangsvektor wird
fur alle Modelle die Absolutposition eines Sensors an der Stelle x = 0,3 m auf dem ersten
Glied gewahlt. Die Bilder 4.8 und 4.9 zeigen die Strukturmal®e Sy, My, xgr und ke fur die
beiden reellen, von Null verschiedenen Eigenwerte A3 und )4, aufgetragen Uber die verschiede-
nen Winkel positionen.

Bild 4.8: Strukturmal3e nach Litz (a,b) und Lickel/Muller (c,d) fur den ersten reellen Eigenwert
Az

Im Vergleich zeigen die Mal3e fur diese beiden reellen Eigenwerte ahnliches Verhalten, mit dem
Unterschied, dal3 der vom Absolutbetrag hohere Eigenwert A5 mit niedrigeren Mal3zahlen be-
wertet wird. Interessant ist dariiber hinaus, dal? die Mafie nach Litz fur einen festen Winkel 6,
Kurven mit nahezu konstanten Werten fur ¢, bilden, wahrend dies bei den Malen nach L iickel
und Muller genau umgekehrt ist. Die Frage, welches Ergebnis im Sinne einer physikalischen
Interpretation plausibler ist, [a3t sich wieder mit Hilfe des Beispiels eines einachsigen, gelenkig
gelagerten elastischen Balkens beantworten. Hier existiert ein lineares Modell, das das Verhal-
ten des Systems im gesamten Arbeitsraum mit ausreichender Giite beschreibt. Offensichtlich
miissen also bei diesem Modell fur eine feste Sensorposition die Strukturmal3e tber alle Werte
des Gelenkwinkels ¢ konstant sein. Der Fall des einseitig gelenkig gelagerten elastischen Bal-
kens wird in dem vorliegenden zweiachsigen Roboter am ehesten dadurch reprasentiert, dal?
der Winkel 6, festgehalten und nur das zweite Glied bewegt wird. Im umgekehrten Fall haben
die nichtlinearen Kopplungseffekte einen deutlich grofieren Einflul3. Daraus folgt eine hohere
physikalische Aussagekraft der Male nach Liickel und Muller.
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Bild 4.9: Strukturmal3e nach Litz (a,b) und Luckel/Muller (c,d) fur den zweiten reellen Eigen-
wert \y

Fur die beiden komplexen Eigenwertpaare ergeben sich jewells identische Mal3e. Sie sind in
den Bildern 4.10 und 4.11 dargestellt.

Es sind ahnliche Tendenzen abzulesen wie bel A3 und \,. Eigenwerte, die naher am Stabi-
litatsrand liegen, werden mit hoheren Mal3zahlen belegt. Dies entspricht der Dominanzdefini-
tion aus Abschnitt 2, da nach (Litz 1979) instabile Eigenwerte von Natur aus dominant sind.
Anschaulich formuliert, bedeutet dies eine niedrigere Mal3zahl, je ,stabiler* der Eigenwert ist.
Die Mal% nach Litz bilden eine Flache, die in zwei Richtungen gekrimmt ist, wahrend bei
kg und k¢ welterhin nur die oben erlauterte eindimensionale Krimmung vorliegt. Wiein den
Bildern 4.10 und 4.11 zu erkennen, ergeben sich an der Stelle §; = 0° hohe Maximalmalie,
wahrend die Summenmal3e der Eigenwerte zum Rand des Arbeitsraums hin grof3er werden.
Das |4}t auf eine relativ hohe Dominanz der Eigenwerte in einem Ubertragungskanal schlie-
Ren. Fur die beiden anderen Mal3e nach Liuickel und Muller erkennt man deutlich, dal3 bei den
komplexen Eigenwerten die Konfigurationen am Rand des Arbeitsbereiches besser steuerbar
und beobachtbar sind alsin der Nahe von 6, = 0°.

Bel der Bestimmung der Steuerbarkeitsmal3e nach Benninger und Rivoir ergeben sich numeri-
sche Probleme. Standardal gorithmen unter MATLAB® zur Ermittlung der Gramschen Steuer-
barkeitsmatrix sind nicht verwendbar, da die Matrizen numerisch zu schlecht konditioniert sind.
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Bild 4.10: Strukturmal3e nach Litz (a,b) und Luckel/Mller (c,d) fur das erste konjugiert kom-
plexe Polpaar A5/ \g

So mul3 fur jeden gewahlten Punkt im Konfigurationsraum das Mal3 ,,von Hand* bestimmt wer-
den, was aullerst zeitaufwendig ist. Aufgrund der numerischen Instabilitaten ist es daher auch
fragwirdig, wie verlaldlich und realitatsnah die erhaltenen Mal3zahlen sind, zumal sie auch of-
fensichtlich keine klaren Eigenschaften wie die oben untersuchten Mal3e besitzen. Sie sind zum
Beispiel nicht abschnittswelse monoton Uber einem Winkelverlauf. Fur die beiden reellen Ei-
genwerte \; und )\, ist das Ergebnisin Bild 4.12 zu sehen.

Es ist zu beachten, dal3 wegen der numerisch aufwendigen Berechnung die Menge der be-
trachteten Winkelkombinationen vergleichsweise gering ist. Eine Tendenz 1af3t sich dennoch
ablesen. Das gleiche gilt fur die Steuerbarkeitsmale eines komplexen Eigenwertpaares, die in
Bild 4.13 dargestellt sind. Auffallend ist, dal3 nicht wie bei den anderen Malen ein klar monoto-
nes Verhalten zu erkennen ist. Berechnet man noch Mal3zahlen an einzelnen weiteren Punkten,
so bestétigt sich dieses Verhalten. Wie oben schon erwahnt, liegt die Vermutung nahe, dal3 es
sich hier um ein numerisches Problem handelt. Darauf weist auch die Tatsache hin, daf3 fur
verschiedene Eigenwerte um Grofdenordnungen verschiedene Mal3e berechnet werden. Des-
weiteren werden bei einem komplexen Eigenwertpaar nicht fur beide Eigenwerte die gleichen
Mal3zahlen ermittelt. Ferner existieren diese Probleme bel bisher untersuchten einfacheren Sy-
stemen nicht.
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Rer

Bild 4.11: Strukturmal® nach Litz (ab) und Luckel/Muller (c,d) fur das zweite konjugiert
komplexe Polpaar \;/\g

0° —5° —5°

b) 0y —10°
Bild 4.12: Betrag der Steuerbarkeitsmal3e nach Benninger fur die reellen Eigenwerte A5 (a) und
A1 (b)

Eine Aussage 1403t sich Uber die Steuerbarkeitsmal3e nach Benninger (1987) fur dieses Anwen-
dungsbeispiel dennoch treffen: Sie sind fur alle Eigenwerte fir einen festen Wert von 6, kon-
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82 —5° —10° —5° 91
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50 100

0° —5° 5o 0°

b) 0> —10° 01
Bild 4.13: Betrag der Steuerbarkeitsmalie nach Benninger fir das komplexe Eigenwertpaar A,
(@ und g (b)

stant Uber dem Winkel 6,. Dies entspricht genau den Ergebnissen fur xp.

Zusammenfassend &%t sich feststellen, dai3 in diesem Anwendungfall nur die beiden ersten
Mal3zahlen interpretierbare Ergebnisse liefern, wobei die Mal3e nach Liickel und Muller (1975)
das physikalische Verhalten besser widerspiegeln. Zudem sind sie einfach zu berechnen, und
es treten keinerlei numerische Schwierigkeiten auf. Ein grof3es Problem bel diesen eigenwert-
bezogenen Betrachtungen stellt die Interpretierbarkeit der Ergebnisse dar. Es ist nicht mehr
ohne weiteres moglich, die sich ergebenden Eigenwerte auch den tatsachlichen physikalischen
Zustanden zuzuordnen. In dem hier vorliegenden Fall ist jedoch eine einheitliche Tendenz fur
alle eilgenwertspezifischen Mal3e ablesbar.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dem vorliegenden Bericht werden Strukturmal3e auf ihre Aussagekraft untersucht und ver-
gleichend auf ein technisches Beispiel angewendet. Dazu erfolgt zunachst die Erarbeitung von
allgemeinen Anforderungen an ein Mal3 zur Quantifizierung einer Systemeigenschaft. Im An-
schlul? daran erfolgt die Einfihrung dreier verschiedener Male auf der Basis linearer Modelle
nach Litz (1979), Luckel und Muller (1975) sowie nach Benninger und Rivoir (1986). Diese
Male werden im Vergleich auf Eigenschaften wie Konsistenz und Unabhangigkeit von einer
vorgenommenen linearen Koordinatentransformation untersucht. Im letzten Abschnitt findet
die Anwendung aller Mal3e auf das Beispiel eines elastischen Roboters statt. Dabel werden
lineare Approximationen des nichtlinearen Modells eines ebenen zweiachsigen Handhabungs-
systems gebildet und deren Eigenschaften untersucht. Es zeigt sich, dal3 die beiden ersten Mal3e
ein stetiges Verhalten zeigen. Insbesondere die von Liickel und Muller eingefiihrten Mal3e spie-
geln physikalische Eigenschaften des Modells gut wider. Sie berechnen sich aus der Eingangs-
matrix des auf Modalform transformierten Systems. Dieser Ansatz liegt auch anderen Mal3en
zugrunde, die insbesondere auf elastische Systeme angewendet werden. Trotz der im dritten
Abschnitt dargestellten Mangel der Mal3e nach Litz und Liickel in Bezug auf die Konsisten-
zeigenschaft zeichnen sie sich in diesem Beispiel durch relativ geringen numerischen Aufwand
und physikalisch interpretierbare Ergebnisse aus.

Ein allgemeines Problem bildet die Interpretierbarkeit der Einzelmal3e fur jeden Eigenwert. Da
jedoch die Mal3e fur alle Eigenwerte der linearen Teilmodelle in diesem Anwendungsfall eine
einheitliche globale Tendenz zeigen, ist eben diese physikalische Aussage dennoch moglich.
Bei der Bestimmung des Steuerbarkeitsmal3es nach Benninger und Rivoir ergeben sich bel dem
hier untersuchten Modell erhebliche numerische Schwierigkeiten, so dal? dieses Mal3 tiberhaupt
keine Aussage Uber das Verhalten des Systems im Arbeitsraum ermoglicht. Hier bleibt zu un-
tersuchen, ob das Steuerbarkeitsmal? bei anderen Beispiel systemen bessere Ergebnisse liefert.

Dasich die Untersuchungen auf diesem Gebiet bisher nur auf den Bereich der linearen System-
theorie beschrankt haben, bietet es sich an, auch bei der Bestimmung von Strukturmal3en die
zusétzlichen Informationen zu nutzen, die ein nichtlinearer Modellansatz bietet. Die vorge-
stellten Mal3e sind jedoch nicht ohne weiteres Ubertragbar, da es bei nichtlinearen Systemen
i. a nicht moglich ist, eine geschlossene Losung des Zustandsmodells zu finden, die aber
erforderlich ist, um wie beispielsweise in (Benninger 1987) die Steuerenergie zu ermitteln,
die aufgewendet werden muf3, um einen Zustand in einen anderen zu Uberfuhren. Hier liegt
nahe, bestimmte Unterklassen nichtlinearer Systeme zu nutzen, die schon relativ gut unter-
sucht sind. Als einfachste Unterklasse und als Basis filr dartiber hinausgehende Uberlegungen
dient die Klasse der bilinearen Systeme, die den Vorteil einer geschlossenen Losung bietet
(Schwarz 1991). Die nachsthohere Klasse der QLS, der quadratischen Systeme mit linear ein-
gehender Steuerung (Jelali 1997), 1aldt sich durch zwei in Reihe geschaltete bilineare Systeme
darstellen. So kann sukzessive der Ubergang auf bestimmte nichtlineare Systemklassen ge-
schaffen werden, zumal es zur Strukturuntersuchung von BLS und QL S schon mehrere relativ
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leicht auswertbare Kriterien gibt (Riege 1996). Allerdingsist zu Uiberlegen, ob tatsachlich auch
ein Informationsgewinn gegentiber der oben vorgestellten Methode der Untersuchung linearer
Approximationen zu erwarten ist, da im allgemeinen zur Bestimmung von Strukturinvarian-
ten wie Steuerbarkeit oder Beobachtbarkeit die Untersuchung linearisierter Modelle ausreicht
(Fliess und Glad 1993, Sontag 1991).

Ein zusatzlicher Schwerpunkt weiterfuhrender Untersuchungen ist die Anwendung auf andere
Systeme. Vor alem ist zu prufen, ob es bei mehrachsigen elastischen Systemen mit mehr als
einem elastischen Freiheitsgrad moglich ist, immer noch quantitative Aussagen Uber die Eigen-
schaften einzelner Teilsysteme zu erlangen. Ist dasder Fall, so kann firr ein Modell automatisiert
gepruft werden, an welchen Orten es guinstig ist, Schwingungen zu messen, beziehungsweise an
welchen Stellen Aktuatoren zur Beeinflussung der Eigenschwingformen die hochste Wirkung
bei geringstmoglichem energetischem Aufwand zeigen.
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A Transformationsmatrizen zur Ermittlung der Absolutpo-
sition eines Punktes

Zur Berechnung der absoluten Position eines Punktes P auf einem der Glieder des Robo-
ters dienen nach Gl. (4.14) die homogenen Transformationsmatrizen A; und E;, die nach
(Arteaga Pérez und Riege 1997) wie folgt gegeben sind: Fir das erste elastische Glied gilt:

1 -0, 0 L
0 1 0 o
E, = “1 Y1 Al
1 O 0 1 O 9 ( )
0 0 0 1
mit
doqr(x ,
¢9Z1 - ¢(111( 1) 511 - ¢11(l1)511 (AZ)
L1 xr1=l1
und
5y1 — ¢11(ll)511. (AB)
Die Matrix fur das Glied 2 ist durch
(10 0 I,
0100
E, = A4
2 0010 (A-4)
_O 0 0 1
gegeben. In Analogie folgen die beiden anderen Matrizen zu
[ 1 -6, 0 I
0 1 0 &
E — z3 Y3 A5
3 O 0 1 O ) ( )
i 0 0 0 1
mit
deosi (x ,
(9Z3 - ¢(?;11( 3) 521 - ¢31 (l3)521 (A6)
L3 r3=l3
und
Oys = P31(13)021, (A.7)
sowiefiur dasvierte Glied:
1 0 0 I
0100
E,= A.
4 001 0 (A8)
000 1
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DieMatrizen zur Transformation an den Drehgel enken ergeben sich jewellsunter Zuhilfenahme
der Drehwinkel 3; zu (Canudas de Wit u. a. 1996):

[ cos Gy —sinfB; 0 0 ] [ cos By —sinff 0 0 ]
A = sinff; cosfB; 0 0O A, = sinffs  cosfBy 0 0 7
0 0 10 0 0 10
|0 0 0 1] 0 0 0 1]
(A.9)
[ cos B3 —sinfBs 0 0 ] [ cos By —sinfy 0 0O ]
A= sinflsg  cosfBz 0 0 A, = sinf8y cosfBy 0 0O
0 0 10 0 0 10
|0 0 0 1] 0 0 0 1]

Daraus folgt die Kenntnis der Koordinaten aller Punkte p, im ortsfesten Koordinatensystem.
Dabel ist zu beachten, dal? bel der Modellbildung in (Arteaga Pérez und Riege 1997) aus sy-
stematischen Grunden zwischen den elastischen Gliedern ein zusétzliches virtuelles Glied ein-
gefuhrt wurde, dessen Winkelkoordinaten aber zu Null gesetzt wird. So ergibt sich folgender
Zusammenhang zwischen den ,kunstlichen®* Drehwinkeln 3; und den ,,echten Drehwinkeln 6);:

=01, Bp=0, B3=0, 0;4=0. (A.10)



