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� Einleitung �

� Einleitung

Inzwischen lassen sich viele systemtheoretische Zusammenh�ange bei nichtlinearen Syste�

men mit Hilfe der Di
erentialalgebra beschreiben� Die Di
erentialalgebra geht bei der

Systembeschreibung von Ein�� Ausgangsdi
erentialgleichungen aus �Fliess �����	 welche

rational bez�uglich ihrer Argumente sein m�ussen� Aus diesen Ein�� Ausgangsdi
erenti�

algleichungen kann ein Zustandsmodell gebildet werden� Bei der physikalischen Modell�

bildung geht man normalerweise in der umgekehrten Reihenfolge vor� Dabei werden oft

nichtrationale Funktionen verwendet� Die f�ur die Di
erentialalgebra notwendigerweise

rationalen Ein�� Ausgangsdi
erentialgleichungen stellen f�ur die Modelle real existieren�

der Anlagen keine Einschr�ankung dar	 da f�ur sie ggf� ein entsprechendes Ersatzsystem

gefunden werden kann �Fliess ������ Besitzt man allerdings kein solches Ersatzsystem	

ist es nicht m�oglich	 die Di
erentialalgebra zur Systemuntersuchung heranzuziehen� Die

systematische Konstruktion des Ersatzsystems bildet den Gegenstand dieser Arbeit�

Grundlegende �Uberlegungen wie ein solches Ersatzsystem aussehen kann	 �nden sich viel�

fach in der Literatur	 wie z�B� bei Fortell ������� Diese Grundgedanken erm�oglichen

jedoch noch keine automatisierte Anwendung� Der in dieser Arbeit vorgestellte Algorith�

mus liefert ein Ersatzsystem	 welches den Anforderungen der Di
erentialalgebra gen�ugt�

Die Trajektorien der L�osungen des 		Originalsystems� stimmen mit den ersten Kompo�

nenten der L�osungen des Ersatzsystems �uberein� Dieser Zusammenhang legitimiert die

weitere Untersuchung des Ersatzsystems anstelle des urspr�unglichen Systems� Ferner ist

dieser Sachverhalt f�ur sp�atere physikalische Interpretationen wichtig� Der Algorithmus ist

so formuliert	 da� eine direkte Umsetzung in ein Computer�Algebra�System m�oglich ist�

Der Inhalt dieser Arbeit gliedert sich wie folgt� In Abschnitt � �nden sich einf�uhrende
�Uberlegungen in die Problematik hinsichtlich der Konstruktion eines Ersatzsystems� Des

weiteren sind dort die Grundideen des Ersatzsystemalgorithmus dargelegt� Der Abschnitt

 beschreibt den kompletten Ersatzsystemalgorithmus� Es hat sich herausgestellt	 da�

f�ur alle nichtrationalen Funktionen eine gesonderte Untersuchung durchzuf�uhren ist� Es

w�urde den Rahmen dieser Arbeit sprengen	 wollte man alle nur erdenklichen nichtratio�

nalen Funktionen bez�uglich einer optimalen Konstruktionsanweisung untersuchen� Daher

wird hier nur f�ur die	 bei der Modellbildung g�angigsten nichtrationalen Funktionen die op�

timale Konstruktionsanweisung vorgestellt� Als die wichtigsten nichtrationalen Funktio�

nen	 bez�uglich der Modellbildung	 werden hier die trigonometrischen Funktionen �Sinus	

Kosinus	 Tangens	 Arcussinus	 Arcuskosinus und Arcustangens�	 die Wurzelfunktion	 die

Logarithmus� und die Exponentialfunktion angenommen� Als Anwendungsbeispiel dient

im Abschnitt � das analytische Modell des inversen Pendels� Den Abschlu� bildet eine

Zusammenfassung mit Ausblicken in dem Abschnitt ��



� Grundidee des Ersatzsystemalgorithmus �

� Grundidee des Ersatzsystemalgorithmus

Ist das Ziel der Modellbildung eines technischen Systems ein ALS der Form

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� � x�t� � R
n �u�t� � R

m �

y�t� � c�x�t�� � y�t� � R
p �

�����

f�uhrt dies meist zu nichtrationalen Funktionen a�B und c	 weshalb die Di
erentialal�

gebra zumeist nicht direkt zur Systemanalyse herangezogen werden kann� Wie bereits

erw�ahnt	 gibt es f�ur die Modelle real existierender Anlagen Ersatzsysteme �Fliess ������

Diese Ersatzsysteme verwenden nur rationale Funktionen zur Systembeschreibung� So�

mit ist es m�oglich	 mit di
erentialalgebraischen Analysemethoden die Ersatzsysteme zu

untersuchen�

Zur Einf�uhrung in die Problematik der Konstruktion eines Ersatzsystems dient das nach�

folgende Beispiel ���� In diesem wird ein skalares System mit einem trigonometrischen

Term durch Substitutionen und Zustandserweiterungen in ein ALS transformiert	 welches

den Voraussetzungen der Di
erentialalgebra gen�ugt�

Im Anschlu� an das Beispiel wird die exemplarisch vorgef�uhrte Ersatzsystemkonstruktion

ganz allgemein formuliert� Diese allgemeine Darstellung besitzt zwar eine sehr kompakte

Form	 l�a�t sich aber noch nicht als programmierbarer Algorithmus au
assen� Aus diesem

Grund schlie�t sich der Abschnitt Ersatzsystemalgorithmus an	 in dem die Thematik so

aufbereitet wird	 da� die Ersatzsystemkonstruktion programmiert werden kann�

Beispiel �	�� F�ur das skalare System der Form ����� mit

a�x� ��
�

sin�x�
�

B�x� �� x und �����

c�x� �� �x

ist ein Ersatzsystem zu bestimmen� Dies ist notwendig	 um die Di
erentialalgebra

anwenden zu k�onnen	 da die Funktion a�x� nichtrational ist� Um das Problem zu be�

heben	 de�niert man die Hilfsfunktion r��x� �� sin�x�� Mit dieser Hilfsfunktion l�a�t

sich das Zustandsmodell �x� �� x� um eine neue Zustandsgr�o�e x��t� �� r��x��t��

erweitern� Die zeitliche Ableitung der neuen Zustandsgr�o�e ist folgenderma�en dar�

stellbar�

�x��t� �
d

dt
r��x��t�� � cos�x��t�� �x��t� � cos�x��t��

�
�

x��t�
� x��t�u�t�

�
����

� cos�x��t��
�

x��t�� �z �
�� q��x�t��

� cos�x��t�� x��t�� �z �
�� Q��x�t��

u�t� � �����



� Grundidee des Ersatzsystemalgorithmus 

Diese Erweiterung liefert das System
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Durch den auftretenden Kosinusterm in �x� gen�ugt das System ��� � immer noch

nicht den Anforderungen der Di
erentialalgebra� Eine zus�atzliche Hilfsfunktion

r��x�� �� cos�x�� l�ost jedoch dieses Problem� Mit dieser Hilfsfunktion wird erneut

eine Systemerweiterung �uber die Zustandsgr�o�e x��t� �� r��x��t�� durchgef�uhrt� Die

zeitliche Ableitung der neuen Zustandsgr�o�e x� l�a�t sich	 ganz analog zur Ableitung

von x�	 durch

�x��t� �
d

dt
r��x��t�� � 
 sin�x��t�� �x��t� � 
x��t�

�
�

x��t�
� x��t�u�t�

�
� 
���z�

�� q��x�t��

� �
��x��t� x��t�� �z �
�� Q��x�t��

u�t� �����

ausdr�ucken�

Die beiden neuen Zustandsgr�o�en x��t� und x��t� liefern jetzt das Ersatzsystem
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� Grundidee des Ersatzsystemalgorithmus �

Das Ersatzsystem ����� besitzt in x��t� die gleiche L�osung wie das urspr�ungliche

System ������ Da nur noch rationale Funktionen verwendet werden	 ist jetzt die

Anwendung der Di
erentialalgebra auf das Ersatzsystem ����� m�oglich� �

Das im Beispiel ��� angesprochene Problem der Systemtransformation soll nun allgemein

gel�ost werden� Zun�achst sind in a�x��B�x� und c�x� alle Terme	 die eine Klassi�kation

als rationale Funktion in x verhindern	 durch Hilfsfunktionen ri�x� �i � �� � � � � �� zu

substituieren� Die sich daraus ergebenden Funktionen �a�x� r��x�� � � � � r��x��	
�B�x� r��x�� � � � � r��x�� und �c�x� r��x�� � � � � r��x�� sind rational in x und r��x�� � � � � r��x��

Die Identit�aten

�a�x� r��x�� � � � � r��x�� � a�x�

�B�x� r��x�� � � � � r��x�� � B�x� ������

�c�x� r��x�� � � � � r��x�� � c�x�

gelten f�ur alle x � R
n 	 f�ur die die Funktionen a�B und c de�niert sind�

Eine solche Substitution ist immer m�oglich	 und die L�osungen des Systems ����� sind

identisch mit denen des Systems

�x � �a�x� r��x�� � � � � r��x�� � �B�x� r��x�� � � � � r��x��u � x � R
n �u � R

m �

y � �c�x� r��x�� � � � � r��x�� � y � R
p �

������

Im n�achsten Schritt wird das Zustandsmodell um � Zust�ande mittels der Vorschrift

xn�k �� rk�x� � k � �� � � � � � ������

erweitert� Die zeitlichen Ableitungen der neu eingef�uhrten Systemzust�ande lassen sich

wie folgt darstellen�

�xn�k �
d

dt
rk�x� �� qk�x� xn��� � � � � xn���� �z �

� R

� Qk�x� xn��� � � � � xn���� �z �
� R

��m

u �����

f�ur k � f�� � � � � �g �

Die De�nition der Funktionen qk und Qk �k � �� � � � � �� soll so verstanden werden	 da� in

der zeitlichen Ableitung von rk�x� alle nichtrationalen Funktionen f�ur die bereits Hilfs�

funktionen bzw� neue Systemzust�ande eingef�uhrt wurden	 durch diese zu ersetzen sind�

Aus diesem Grund k�onnen die neu eingef�uhrten Funktionen qk und Qk �k � �� � � � � �� auch

von den soeben de�nierten Systemzust�anden xn��� � � � � xn�� abh�angen� Eine Aufteilung

der zeitlichen Ableitung der neuen Systemzust�ande	 wie sie in ����� vorgenommen wird	

ist m�oglich	 da ein ALS zugrundegelegt wird� Diese Voraussetzung erm�oglicht n�amlich

die Substitution von �xi in
d
dt
ri�x� durch �ai�x� �Bi�x�u� �i � f� � � � � ng��



� Grundidee des Ersatzsystemalgorithmus �

Insgesamt ergibt sich das System�
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�

�a�x� xn��� � � � � xn���

q��x� xn��� � � � � xn���
���

q��x� xn��� � � � � xn���

�
���	 �

�



�

�B�x� xn��� � � � � xn���

Q��x� xn��� � � � � xn���
���

Q��x� xn��� � � � � xn���

�
���	u �

y � �c�x� xn��� � � � � xn��� �

������

welches in den ersten n Zust�anden die gleichen L�osungen wie das System ����� aufweist�

Damit jedoch eine Transformation entsteht	 welche den Anforderungen der Di
erential�

algebra gen�ugt	 m�ussen die zeitlichen Ableitungen der Hilfsfunktionen r��x�� � � � � r��x�

rationale Ausdr�ucke ergeben	 d�h� es mu�

qk�x� xn��� � � � � xn���
�
� R�x� xn�� � � � � � xn��� und

Qk�x� xn��� � � � � xn���
�
� R�x� xn�� � � � � � xn��� 	 � k � �� � � � � �

������

gelten� Ist die Bedingung ������ nicht erf�ullt	 kann dieses Problem oft durch die Einf�uhrung

weiterer Hilfsfunktionen �r����x�� � � � � r��x�� bzw� weiterer Systemzust�ande behoben wer�

den �vgl� Beispiel ����� Sind keine weiteren Hilfsfunktionen notwendig	 nimmt � den Wert

� � � an�

Gilt jetzt

qk�x� xn��� � � � � xn���
�
� R�x� xn�� � � � � � xn��� und

Qk�x� xn��� � � � � xn���
�
� R�x� xn�� � � � � � xn��� 	 � k � �� � � � � � �

���� �

so stimmen die L�osungen der ersten n Zust�ande des Systems�



�
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�xn��
���

�xn��

�
���	 �

�



�

�a�x� xn��� � � � � xn���

q��x� xn��� � � � � xn���
���

q��x� xn��� � � � � xn���
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���	 �
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�

�B�x� xn��� � � � � xn���

Q��x� xn��� � � � � xn���
���

Q��x� xn��� � � � � xn���

�
���	u

y � �c�x� xn��� � � � � xn��� �

������

	�

�
��x � �a��x� � �B��x�u � �x � R

n�� �u � R
m

y � �c��x� � y � R
p

������

mit denen des Anfangssystems ����� �uberein� Da die Funktionen �a��x�� �B��x� und �c��x� ra�

tional sind	 ist die Anwendung der Di
erentialalgebra auf das Ersatzsystem ������ m�oglich�



� Ersatzsystemalgorithmus  

� Ersatzsystemalgorithmus

Die im vorhergehenden Abschnitt dargestellte Idee zur Konstruktion eines Ersatzsystems

wird nun als Algorithmus formuliert	 damit eine automatisierte Anwendung erfolgen kann�

F�ur die folgenden nichtrationalen Funktionen ist explizit angegeben	 wie die optimalen

Konstruktionsanweisungen zu gestalten sind�

� Trigonometrische Funktionen �Sinus	 Kosinus	 Tanges	 Arcussinus	 Arcuskosinus und

Arcustanges�	

� die Wurzelfunktion und

� die Logarithmus� und Exponentialfunktion�

Die Konstruktion des Ersatzsystems f�ur ein ALS der Form ����� erfolgt iterativ in jeweils

drei Teilschritten� Im ersten Teilschritt werden die zur Zustandserweiterung ben�otigten

Hilfsfunktionen bestimmt �vgl� �������� Der zweite Teilschritt erweitert das Zustands�

modell	 wobei der �Ubersichtlichkeit halber in diesem Teilschritt die konkreten Transfor�

mationsanweisungen einiger besonders wichtiger nichtrationaler Funktionen teilweise in

die Unterabschnitte ��	 �� und � ausgelagert werden� Der dritte und letzte Teilschritt

�uberpr�uft	 ob das Ersatzsystem bereits den Anforderungen der Di
erentialalgebra gen�ugt�

Ist dies nicht der Fall	 sind noch weitere Iterationsschritte erforderlich�

Im nachfolgenden Algorithmus werden diese Variablen verwendet�

nk�� � Dimension des Systemzustandes im �k 
 ���ten Iterationsschritt �k � N���

�k � Anzahl der Hilfsfunktionen	 die f�ur die erste Zustandserweiterung im k�ten

Iterationsschritt notwendig sind�

�k � Gesamtzahl der neuen Systemzust�ande im k�ten Iterationsschritt� Dieser

Wert wird ggf� mehrfach in einem Iterationsschritt gesetzt bzw� erh�oht�

Zur Initialisierung �k � �� setze

�x �� x
�a �x� �� a �x�
�B �x� �� B �x�
�c �x� �� c �x�

����
���� �� �

X
und �� �� � � ����

Der Transformationsalgorithmus wird mit k � � gestartet�

Iterationsschritt k� k  ��

Teilschritt k��� Setze abk�urzend die Variable

nk�� �� n�
k��X
i	�

�i � ����



� Ersatzsystemalgorithmus �

und bestimme f�ur das ALS k��� die Hilfsfunktionen r��
k��x�� � � � � r�k�

k��x�	 um

das System in der Form

k�� �x� k���a�k��x� r��
k��x�� � � � � r�k�

k��x�� �k�� �B�k��x� r��
k��x�� � � � � r�k�

k��x��u

y� k���c�k��x� r��
k��x�� � � � � r�k�

k��x��

mit

k��x� R
nk�� �u � R

m

y� R
p

���

schreiben zu k�onnen �vgl� ��������

Teilschritt k��� Erweitere das Zustandsmodell k��� anhand der Hilfsfunktionen

r��
k��x�� � � � � r�k�

k��x� um �k Zust�ande mittels

k��xnk���j�t� �� rj�
k��x�t��� j � �� � � � � �k � ����

Die zeitlichen Ableitungen der mit ���� neu eingef�uhrten Systemzust�ande lassen

sich folgenderma�en aufteilen�

k�� �xn�j �
d

dt
rj�

k��x�

�� qj�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�� �z �
� R

�

� Qj�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�� �z �
� R

��m

u � ����

k � f�� � � � � �g �

Die De�nition der Funktionen qj und Qj �j � f�� � � � � �kg� soll so verstanden wer�

den	 da� in der zeitlichen Ableitung von rj�x� �j � f�� � � � � �kg� alle nichtratio�

nalen Funktionen	 f�ur die bereits Hilfsfunktionen bzw� neue Systemzust�ande ein�

gef�uhrt wurden	 durch diese zu ersetzen sind� Aus diesem Grund k�onnen die neu

eingef�uhrten Funktionen qj und Qj �j � f�� � � � � �kg� auch von den in ���� neu de�

�nierten Systemzust�anden abh�angen� Eine Aufteilung der zeitlichen Ableitung der

neuen Systemzust�ande wie sie in ���� vorgenommen wird	 ist m�oglich	 da ein ALS

zugrundegelegt wird� Diese Voraussetzung erm�oglicht n�amlich die Substitution von
k�� �xi in

d
dt
ri�

k��x� durch �k��ai�
k��x� �k�� Bi�

k��x�u� �i � f� � � � � nk��g��
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Die Erweiterung des Systems k��� hat �vgl� ������� die Gestalt

�



�
k�� �x
k�� �xnk����

���
k�� �xnk����k

�
���	 �

�



�

k���a�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

q��
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

q�k�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

�
���	 �

�

�



�
k�� �B�k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

Q��
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

Q�k�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

�
���	u � �� �

y � k���c�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

Ausgangsbelegung der Variable �k f�ur die erneute Systemerweiterung ist

�k �� �k � ����

Die neuen Zustandsgr�o�en k��xnk���i	 deren zeitliche Ableitung �qi�Qiu� keinen ra�

tionalen Ausdruck darstellt	 erfordern weitere Transformationsma�nahmen� In den

Unterabschnitten ��	 �� und � ist f�ur die gebr�auchlichsten nichtlinearen Funktio�

nen angegeben	 wie die optimale Konstruktionsanweisung aussieht� Je nachdem wel�

che Ma�nahme durchgef�uhrt wird	 erweitert sich ggf� nochmals das Zustandsmodell�

Eine Erweiterung des Zustandsmodells f�uhrt zu einem neuen Wert in der Variable �k
��k  �k�� In einigen F�allen werden im Unterabschnitt �� die neuen Funktionen �qi
und �Qi�i � f�� � � � � �kg gebildet� Alle Funktionen �qj und �Qj �j � f�� � � � � �kg�	 welche

nicht in dem Unterabschnitt �� explizit de�niert wurden	 sind �uber die Identit�aten

�qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �� qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��

�Qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �� Qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��

j � f�� � � � � �kg ����

einzuf�uhren� Insgesamt resultiert aus diesem Iterationsschritt �vgl� ������� das

System
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�
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k�� �x
k�� �xnk����

���
k�� �xnk����k

�
���	 �

�



�

k���a�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

�q��
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

�q�k�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

�
���	 �

�

�



�
k�� �B�k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
�Q��

k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

���
�Q�k�

k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

�
���	u� ����

y � k���c�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

	�

�
k �x � ka�kx� � kB�kx� ku kx � R

nk����k �u � R
m

y � kc�kx� y � R
p

�
�� k

P
� �����

Teilschritt k�� Der Ersatzsystemalgorithmus kann abgebrochen werden	 wenn

�qi�
kx� � R�kx� � �Qi�

kx� � R
��m �kx� � i � f�� � � � � �kg �����

gilt� Ist ����� nicht erf�ullt	 f�ahrt man mit dem Teilschritt k�� fort� �

��� Trigonometrische Funktionen

Dieser Unterabschnitt ist als Teil des Ersatzsystemalgorithmus �Teilschritt k��� zu se�

hen und nicht als autonome Konstruktionsanleitung� Im folgenden wird dargelegt	 wie

die Zustandserweiterungen bzw� Substitutionen f�ur die nichtrationalen Funktionen Sinus	

Kosinus	 Tanges	 Arcussinus	 Arcuskosinus und Arcustanges vorzunehmen sind�

Sinus� Jede neue Zustandsgr�o�e k��xnk���i �i � f�� � � � � �kg� in ����	 die einem Sinus�

term der Form

k��xnk���i � ri�
k��x� � sin�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg �����

entspricht und deren zeitliche Ableitung nichtrational ist	 d� h�

d

dt
k��xnk���i � qi�

k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

�Qi�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�u

�� R�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k � � ����
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erfordert eine weitere Hilfsfunktion und einen neuen Systemzustand� Jede neue

Zustandsgr�o�e der Form ����� erfordert eine Systemerweiterung� Die daraus resul�

tierenden Systemerweiterungen seien hier f�ur eine Zustandsgr�o�e k��xnk���j

�j � f�� � � � � �kg�	 die die Bedingungen ����� und ���� erf�ullt	 dargestellt�

Eingef�uhrt werden die neue Hilfsfunktion r�k�� und der neue Systemzustand
k��xnk����k�� durch

r�k���
k��x� �� cos�gj�

k��x�� ! k��xnk����k�� �� r�k���
k��x� � �����

Die zeitliche Ableitung der neuen Zustandsvariable k��xnk����k�� de�niert die Funk�

tionen �q�k�� und �Q�k�� durch

k�� �xnk����k�� � 
 sin�gj�
k��x�� �gj�

k��x� � 
 k��xnk���j �gj�
k��x�

�� �q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �

� �Q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� u � �����

Der Kosinusterm in

�xnk���j � qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �

� Qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�u

� cos�gj�
k��x�� �gj�

k��x� ��� �

ist durch k��xnk����k�� zu ersetzen� Durch diese Substitution werden die Hilfsfunk�

tionen �qj und �Qj eingef�uhrt�

k�� �xnk���j � k��xnk����k�� �gj�
k��x�

�� �q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��� �

� �Q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��� u � �����

Insgesamt resultiert das System
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q��
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k�� xnk����k�
���

�qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k���
���

q�k�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �
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k�� �B�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

Q��
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

�Qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k���

���

Q�k�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

Q�k�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k���

�
�������������	
u� �����

y � k���c�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

Pro Zustandsgr�o�e	 die ����� und ���� erf�ullt	 mu� �k um eins erh�oht werden	

dies geschieht nach der jeweiligen Systemerweiterung ������

Ganz analog zum Sinus wird der Kosinus transformiert�

Kosinus� Jede neue Zustandsgr�o�e k��xnk���i �i � f�� � � � � �kg� in ����	 die einem Ko�

sinusterm der Form

k��xnk���i � ri�
k��x� � cos�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg �����

entspricht und deren zeitliche Ableitung nichtrational ist	 d� h�

d

dt
k��xnk���i � qi�

k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

�Qi�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�u

�� R�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k � � �����

erfordert eine weitere Hilfsfunktion und einen neuen Systemzustand� Jede neue

Zustandsgr�o�e der Form ����� erfordert eine Systemerweiterung� Die daraus resul�

tierenden Systemerweiterungen seien hier f�ur eine Zustandsgr�o�e k��xnk���j

�j � f�� � � � � �kg�	 die die Bedingungen ����� und ����� erf�ullt	 dargestellt�
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Eingef�uhrt werden die neue Hilfsfunktion r�k�� und der neue Systemzustand

k��xnk����k�� durch

r�k���
k��x� �� sin�gj�

k��x�� � k��xnk����k�� �� r�k���
k��x� � �����

Die zeitliche Ableitung der neuen Zustandsvariable k��xnk����k�� de�niert die Funk�

tionen �q�k�� und �Q�k�� durch

k�� �xnk����k�� � cos�gj�
k��x�� �gj�

k��x� � k��xnk���j �gj�
k��x�

�� �q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �

� �Q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� u � �����

Der Sinusterm in

�xnk���j � qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k� �

� Qj�
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�u

� 
 sin�gj�
k��x�� �gj�

k��x� ����

ist durch k��xnk����k�� zu ersetzen� Durch diese Substitution werden die Hilfsfunk�

tionen �qj und �Qj eingef�uhrt�

k�� �xnk���j � k��xnk����k�� �gj�
k��x�

�� �q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��� �

� �Q�k���
k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k��� u � �����

Insgesamt f�uhrt dies zu dem System�
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y � k���c�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

F�ur jede Zustandsgr�o�e	 die ����� und ����� erf�ullt	 mu� �k um eins erh�oht werden	

dies geschieht nach der jeweiligen Systemerweiterung ������

Tangens� Wird der Tangens in ���� verwendet und haben die neuen Systemzust�ande

die Form

k��xnk���i � ri�
k��x� � tan�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg � ��� �

dann sind keine weiteren Transformationen erforderlich� Denn die Ableitung ergibt

d

dt
k��xnk���i �

�
� � g�i �

k��xnk���i�
�

�gi�
k��x� � �����

was	 von �gi�
k��x� abgesehen	 ein polynomialer Ausdruck ist� Im n�achsten Iterati�

onsschritt mu� gepr�uft werden	 ob �gi�
k��x� einer Transformation bedarf�

Nun zu einem trigonometrischen Term	 der f�ur die Approximation der Reibung eine be�

sonders wichtige Rolle spielt	 dem Arcustangens�

Arcustangens� Die Verwendung des Arcustangens im System ���� durch

k��xnk���i � ri�
k��x� � arctan�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg �����

erfordert bez�uglich des Arcustangens keine weiteren Transformationen� Denn die

Ableitung der neuen Systemzust�ande ergibt

d

dt
k��xnk���i �

�

� � g�i �
k��x�

�gi�
k��x� � �����

was	 von �gi�
k��x� und gi�

k��x�� abgesehen	 ein rationaler Ausdruck ist� Im n�achsten

Iterationsschritt mu� gepr�uft werden	 ob die beiden eben genannten Terme einer

Transformation bed�urfen�

Arcussinus� Wird der Arcussinus in den neu eingef�uhrten Zust�anden in ���� mit

k��xnk���i � ri�
k��x� � arcsin�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg ����
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verwendet	 so besitzt die Ableitung die Gestalt

d

dt
k��xnk���i �

�p
�
 g�i �

k��x�
�gi�

k��x� � ����

Dies ist zwar kein rationaler Ausdruck	 es mu� jedoch nur die Wurzelfunktion ersetzt

werden	 was im n�achsten Iterationsschritt geschieht� Diese Transformation ist im

Unterabschnitt �� beschrieben� Die Frage	 ob �gi�x� und g�i �x� rational sind	 wird

im n�achsten bzw� �ubern�achsten Iterationsschritt gekl�art�

Arcuskosinus� Der Arcuskosinus weist prinzipiell die gleichen Eigenschaften wie der

Arcussinus auf	 d�h� sind in den neuen Systemzust�anden Terme in ���� der Form

k��xnk���i � ri�
k��x� � arccos�gi�

k��x�� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg ����

enthalten	 so ergibt sich als Ableitung

d

dt
k��xnk���i �


�p
�
 g�i �

k��x�
�gi�

k��x� � ���

Dies ist zwar kein rationaler Ausdruck	 es mu� aber wie beim Arcussinus nur die

Wurzelfunktion ersetzt werden� Eine Aufgabe	 die im n�achsten Iterationsschritt

durchgef�uhrt und im Unterabschnitt �� behandelt wird� Die Frage	 ob �gi�x� und

g�i �x� rational sind	 wird wie beim Arcussinus im n�achsten bzw� �ubern�achsten Ite�

rationsschritt gekl�art�

��� Wurzelfunktionen

Dieser Unterabschnitt ist wieder als Element des Ersatzsystemalgorithmus	 Teilschritt

k��	 zu verstehen�

Bei der Verwendung der Wurzelfunktion ist genauso vorzugehen wie bei der Verwendung

des Arcustanges	 denn alle neuen Systemzust�ande in ���� der Form

k��xnk���i � ri�
k��x� �

p
gi�k��x� �

gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg ����

besitzen die zeitliche Ableitung

d

dt
k��xnk���i �

�

�gi�k��x�
�gi�

k��x� � ����

Bis auf die an dieser Stelle noch ungekl�arten Frage	 ob gi�x� bzw� �gi�x� rational sind	

ergibt d
dt

k��xnk���i einen rationalen Ausdruck und bedarf daher keiner weiteren Trans�

formation� gi�x� und �gi�x� werden im n�achsten Iterationsschritt untersucht�



� Ersatzsystemalgorithmus ��

��� Logarithmus� und Exponentialfunktionen

Dieser Unterabschnitt ist als Teil des Ersatzsystemalgorithmus zu sehen	 nicht als auto�

nome Konstruktionsanleitung	 er bezieht sich auf den Teilschritt k���

Die Exponentialfunktion und die Logarithmusfunktion bereiten keine Schwierigkeiten	

denn die neuen Systemzust�ande in ����	 welche durch

k��xnk���i � ri�
k��x� � egi�

k��x� � gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg �� �

gegeben sind	 besitzen die zeitliche Ableitung

d

dt
k��xnk���i �

k��xnk���i �gi�
k��x� � ����

Die neuen Zustandsvariablen in ���� mit

k��xnk���i � ri�
k��x� � ln�gi�

k��x�� � gi � C��Rnk�� �R�� i � f�� � � � � �kg ����

weisen die Ableitung

d

dt
k��xnk���i �

�

gi�k��x�
�gi�

k��x� ����

auf� In beiden F�allen ist in diesem Iterationsschritt keine Transformation notwendig� Der

n�achste Durchgang zeigt	 ob gi�x� und �gi�x� weiter zu bearbeiten sind�
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� Anwendungsbeispiel� Inverses Pendel

Im Fachgebiet Me��	 Steuer� und Regelungstechnik der Gerhard�Mercator�Universit�at

Duisburg ist der Versuchsstand inverses Pendel vorhanden �vgl� Bild �����

Bild �	�� Versuchsstand inverses Pendel

In dem schematischen Versuchsaufbau �Bild ���� sind die auftretenden physikalischen

Kr�afte eingetragen� Die Modellbildung wurde aber in den Anhang ausgelagert�

Bild �	�� Skizze des Versuchsaufbaus

Das inverse Pendel l�a�t sich	 wie im Anhang A beschrieben	 durch ein Zustandsmodell
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�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t�� x�t� � R

 � u�t� � R�

y�t� � c�x�t�� � y�t� � R
�����

beschreiben� Darin sind

a�x���

�
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K� cos�x��

Ra r� mP a

�
J

mP
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 cos�x���
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und �����

c�x�t�� �� x��t� �

Dieses Modell ist aufgrund der nichtrationalen Funktionen nicht direkt mit di
erentialal�

gebraischen Methoden analysierbar� Aus diesem Grund wird auf das Zustandsmodell der

Ersatzsystemalgorithmus angewendet�

Zur Initialisierung setze mit den Bezeichnungen aus ������

�x �� x
�a �x� �� a �x�
�B �x� �� B �x�
�c �x� �� c �x�
�u �� u

������
������

�� �
X

und �� �� � � ����
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Iterationsschritt �

��� � Es ist n� � n � � und m � �� Das Ausgangssystem �� enth�alt als nichtrationale

Terme nur die trigonometrischen Funktionen sin��x�� und cos��x�� in den Funktio�

nen �a��x�� und �B��x�� Die Funktion FR�x�� kann zwar nichtrational sein	 wird

aber zun�achst formal als nicht n�aher spezi�zierte Funktion FR�x�� mitgef�uhrt� Aus

diesem Sachverhalt ergeben sich die beiden Hilfsfunktionen

r��
�x� �� sin��x�� und �����

r��
�x� �� cos��x�� � �����

d�h� �� nimmt den Wert �� � � an�

��� Erweitere das Zustandsmodell �� anhand der Hilfsfunktionen r��
�x� und r��

�x� um

�� � � Zust�ande mittels

�xn�j�t� �� rj�
�x�t�� � j � �� � � ��� �

Die zeitlichen Ableitungen der neu eingef�uhrten Systemzust�ande de�nieren die Funk�

tionen qi und Qi �i � �� ���

� �xn�� �
d

dt
r��

�x�� � cos��x��
� �x�

� cos��x��
�x
 � cos��x�� � � � u

� �xn��
�x
 � � � u

�� q��
�x�� xn���

� xn��� �Q��
�x�� xn���

� xn��� u und

�����

� �xn�� �
d

dt
r��

�x�� � 
 sin��x��
� �x�

� 
 sin��x��
�x
 
 sin��x�� � � � u

� 
�xn��
�x
 � � � u

�� q��
�x�� xn���

� xn��� �Q��
�x�� xn���

� xn��� u�

Die Transformation des Systems �� hat gem�a� Gleichung �� � allgemein die Gestalt�



�
k�� �x
k�� �xnk����

���
k�� �xnk����k

�
���	 �

�



�

k���a�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k�

q��
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

q�k�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

�
���	 �

�

�



�
k�� �B�k��x� k��xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

Q��
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�
���

Q�k�
k��x�k�� xnk����� � � � �

k�� xnk����k�

�
���	u � �����
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y � k���c�k��x� k��xnk����� � � � �
k�� xnk����k� �

In diesem Fall erh�alt man�
� � �x

� �x
��
� �x
��

�
	 �

�
� ��a��x� �x
�� �

�x
���

q��
�x�� xn���

� xn���

q��
�x�� xn���

� xn���

�
	 �

�
�� �B��x� �x
�� �

�x
���

Q��
�x�� xn���

� xn���

Q��
�x�� xn���

� xn���

�
	 u � �����

y � ��c��x� �x
�� �
�x
��� �

	

�
� � �x

� �x�
� �x�

�
	 �

�
� ��a��x� �x� �

�x��
�x�

�x


�x�

�x


�
	 �

�
�� �B��x� �x� �

�x��

�

�

�
	 u � ������

y � ��c��x� �x� �
�x���

Dadurch	 da� der Sinus und der Kosinus gleichzeitig im urspr�unglichen System ent�

halten sind	 entf�allt eine weitere Transformation dieser trigonometrischen Funktio�

nen �die notwendigen Hilfsfunktionen f�ur das Ersetzen in den zeitlichen Ableitungen

der neuen Systemzust�ande sind bereits im ersten Schritt eingef�uhrt worden��

Das System ������ besitzt wieder die Form eines ALS und de�niert das Zustands�

modell�
� �x � �a��x� �� B��x�u � �x � R


�� � u � R

y � �c��x� � y � R
�

�
��
P

� ������

mit

�a��x���

�
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�B��x� ��

�




























�

�
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�x�

Ra r� mP a

�
J

mP
� a�
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�
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�
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und

�c��x� �� �x� �

�� � Die Abbruchbedingung

�qi�
�x� � R��x� � �Qi�

�x� � R
��� ��x�� � i � f�� � � � � ��g ������

ist erf�ullt	 da

q��
�x� � �x�

�x
 � Q��
�x� � � �

q��
�x� � 
�x�

�x
 und Q��
�x� � � �����

rationale Funktionen darstellen�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Um di
erentialalgebraische Methoden zur Systemanalyse heranziehen zu k�onnen	 m�ussen

die zugrundeliegenden Zustandsmodelle bestimmten Voraussetzungen gen�ugen� So d�urfen

bei der Systembeschreibung nur rationale Funktionen Verwendung �nden� Bei der phy�

sikalischen Modellbildung werden meist aber auch nichtrationale Funktionen	 wie etwa

trigonometrische Funktionen	 ben�otigt� Daher ist es nicht m�oglich	 auf diese Modelle

direkt di
erentialalgebraische Methoden anzuwenden� In diesen F�allen ergibt sich die

Notwendigkeit	 ein Ersatzsystem zu konstruieren	 welches statt dessen analysiert wird�

Ersatzsysteme m�ussen zwei Eigenschaften besitzen� Zum einen mu� sich bei einer physika�

lischen Interpretation der Dynamik das gleiche Verhalten wie bei dem 		Originalsystem�

ergeben	 zum anderen m�ussen die Voraussetzungen der Di
erentialalgebra erf�ullt sein�

Diese Anforderungen erf�ullen alle Ersatzsysteme	 die mit dem hier vorgestellten Ersatz�

systemalgorithmus bestimmt werden� Es ist jetzt also m�oglich	 systematisch	 und ohne

		herumzuprobieren�	 f�ur die �uberwiegende Mehrzahl der praxisrelevanten Modelle ein

Ersatzsystem zu bestimmen�

Der Ersatzsystemalgorithmus ist so formuliert	 da� er mit einem Computer�Algebra�

System	 wie z� B� Maple
c�	 programmiert werden kann� Diese programmtechnische

Umsetzung soll Gegenstand einer weiteren Arbeit sein�
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A Modellbildung des inversen Pendels

Die Bewegungsgleichungen des Wagens mit dem Pendel k�onnen �uber die Lagrangeschen

Gleichungen zweiter Art �A��� hergeleitet werden� Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieser

Vorgehensweise �ndet sich in diversen Studien� und Diplomarbeiten	 u� a� in Sossna

�������

d

dt

�
�T

� �qj

�



�T

�qj
� Qj j � �� � � � � n � �A���

mit
n � Anzahl der Freiheitsgrade	

T � kinetische Energie des mechanischen Systemanteils	

qj � verallgemeinerte Koordinate und

Qj � verallgemeinerte Kraft bez�uglich dieser Koordinate	
f�ur die gilt�

Qj �
NX
i	�

F i

�ri
�qj

� �A���

Dabei ist N die Anzahl der am System angreifenden �au�eren Kr�afte�

Die kinetische Energie ergibt sich zu

T �
�

�
m �x� 
mP a �x � cos��

�

�
J ��� �A��

mit

m � mw �mp �

J � mPa
� � Js �

�A���

Insgesamt folgen aus den Lagrange Gleichungen �A��� die gesuchten Bewegungsgleichun�

gen

m�x�t�
mpa � ���t� cos��t�
 ����t� sin��t�� � F �t�
 FR� �x�t�� �

J ���t�
mpa ��x�t� cos��t� � g sin��t�� � 
MR� ���t��
�A���



A Modellbildung des inversen Pendels ��

mit den Konstanten

m � mw �mP � gesamte bewegte Masse	

mP � Masse des Pendels	

a � Abstand zwischen Dreh� und Schwerpunkt des Pendels	

J � Massentr�agheitsmoment bez�uglich des Drehpunktes sowie

g � Schwerkraft
und den geschwindigkeitsabh�angigen Gr�o�en Reibkraft FR� �x�t�� und ReibmomentMR� ���t���

Die eingehende Kraft F �t� des Seilzuges l�a�t sich �uber die Di
erentialgleichung des Elek�

tromotors

F �t� �
K�

Rar�
ua�t�


K�K�

Rar��
�x�t� �A� �

berechnen�

Das Di
erentialgleichungssystem �A��� ist mit den Zust�anden

x��t� � x�t� Schlittenposition	

x��t� � �x�t� Schlittengeschwindigkeit	

x��t� � ��t� Pendelwinkel und

x
�t� � ���t� Winkelgeschwindigkeit

in das �aquivalente System der Form

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t�� x�t� � R

 � u�t� � R�

y�t� � c�x�t�� � y�t� � R
�A���

transformierbar�

Hier�

a�x� ��

�
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