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�Ubersicht� Bei elastischen Robotern handelt es sich um ein System mit Multizeitskalen

und Parameterunsicherheiten� Obwohl die Multizeitskalen�Singular�Perturbation�Methode

verwendet werden kann� um dieses System in ordnungsreduzierte Teilsysteme zu zerlegen�

lassen sich die resultierenden Grenzschichtteilsysteme nicht durch die R�uckf�uhrung der

Zustandsvariablen der Grenzschichtteilsysteme stabilisieren� weil wegen der Unsicher�

heiten die Zustandsvariablen der Grenzschichtteilsysteme nicht aus den elastischen Ko�

ordinaten berechnet werden k�onnen� Die vorliegende Arbeit enth�alt neue Ergebnisse

zur robusten Regelung einachsiger elastischer Roboter� die auf einer Kombination des

Multizeitenskalen�Singular�Perturbation�Verfahrens und der Riccati�Gleichungsmethode

basiert� Im Gegensatz zum Standardverfahren des Reglerentwurfs mittels der Singular�

Perturbation�Methode stabilisiert das vorgestellte Verfahren das entsprechende Grenz�

schichtteilsystems vor der Systemdekomposition� Simulationsergebnisse zeigen� da� der

durch Verwendung des vorgestellten Verfahrens resultierende Regler starke Robustheit

gegen�uber der Ver�anderlichkeit der Nutzlastmasse hat�
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� Einleitung

Dem Thema Roboter wird seit Jahren gro�e Aufmerksamkeit in der Industrie� Forschung

und Lehre zugeteilt� Die Gr�unde hierf�ur sind vielf�altig� F�ur die Industrie steht die Ent�

wicklung und der Einsatz des Roboters als Komponente von Automatisierungsl�osungen

im Vordergrund� Forschung und Lehre nutzen den Roboter gerne als Prototyp eines
�
me�

chatronischen Systems�� an dem moderne Methoden aus der Regelungstechnik erprobt

werden k�onnen �Schwarz 
��
�� Um den Ende�ektor mittels einer einfachen Steuerung

bzw� Regelung pr�azise positionieren zu k�onnen� werden die einzelnen Armsegemente und

Gelenke der heutigen Industrieroboter als starr ausgelegt� so da� sie bez�uglich der Mate�

rialbeanspruchung �uberdimensioniert sind� Die heutigen Roboter erf�ullen zwar ihre Auf�

gaben� im Hinblick auf zuk�unftige Anforderungen zeichnen sich jedoch Einschr�ankungen

hinsichtlich

� Nutzlast��Eigengewichtsverh�altnis�

� Geschwindigkeit und

� Energieverbrauch

ab� Die sich daraus ableitenden Entwicklungstendenzen sind leichtere und damit
�
weiche�

re� Roboter� die bei vielen Aufgabenstellungen� beispielsweise in der Raumfahrt� schon

aus Kostengr�unden gefordert sind�

Die in Leichtbauweise gebauten Armsegemente f�uhren allerdings zu strukturellen Elasti�

zit�aten des Robotersystems� die in manchen F�allen� z�B� bei Putzrobotern� auch erw�unscht

sind� Da die Elastizit�aten des Robotersystems gro�en Ein�u� auf dessen Dynamik haben�

sind sie bei der Modellierung zu ber�ucksichtigen� Dar�uber hinaus sollten die wegen der

Elastizit�aten in Robotersystemen auftretenden� unerw�unschten Schwingungen durch die

Anwendung moderner Regelungskonzepte ged�ampft werden� Wegen der Besonderheit der

elastischer Robotersysteme� wie z� B� der Nichtlinearit�at und dem nichtminimalphasigen

Verhalten zwischen Ende�ektorposition und Antriebsmoment� ist dies aber eine sehr an�

spruchsvolle Aufgabe �Book 
��	��

Die Modellbildung und die Regelung elastischer Handhabungssysteme sind in den letzten

Jahren stark weiterentwickelt worden� In der Literatur �nden sich zahlreiche Berichte zu

diesem Thema �Book 
��	�� Bei der Entwicklung von Industrierobotern spielt die Robo�

tersteuerung eine besondere Rolle� F�ur einen elastischen Roboter wird dies im allgemeinen

durch das inverse System realisiert �Bayo 
��� Bayo u� a� 
���� Kwon und Book 
�����

Zu diesem Themenbereich geh�oren auch input preshaping method �Khorrami u� a� 
����

sowie Shaped torque inputs �Tokhi und Azad 
�����

Zur Regelung elastischer Roboter ist eine Vielzahl von Regelkonzepten vorgeschlagen wor�

den� Unter anderm sind die folgenden zu erw�ahnen� PD�Gelenkregler �Yigit 
����� lineare



� Einleitung �

Zustandsr�uckf�uhrung �Cannon und Schmitz 
���� Hastings und Book 
����� nichtlineare

Zustandsr�uckf�uhrung �Castelazo und Lee 
����� Verfahren mittels exaker Linearisierung

�De Luca u� a� 
���� De Luca und Siciliano 
���� De Luca und Siciliano 
��	a� Lucibello

und Di Benedetto 
��	� und Pseudolinearisierung �Nicosia u� a� 
����� adaptive Rege�

lung �Koivo und Lee 
���� Lammerts u� a� 
���� Yuan u� a� 
����� robuste Regelung

�Cordes 
���� Landau u� a� 
����� Fuzzy�Regelung �Fabritz u� a� 
���� Garcia�Benitez

u� a� 
��	� Moudgal u� a� 
����� lernende Regelung �De Luca und Panzieri 
���� Moudgal

u� a� 
����� gain scheduling control �Carusone u� a� 
��	�� Sliding Mode�Regelung �Parker

u� a� 
����� pr�adiktive Regelung �Cetinkunt und Wu 
���� sowie Regelung mit neuronalen

Netzen �Takahashi und Yamada 
����� In Aoustin u� a� �
����� Book u� a� �
���� Chang

und Jayasuriya �
���� und Cetinkunt und Book �
���� werden verschiedene Regelkon�

zepte verglichen�

Bremer und Pfei�er �
���� und Pfei�er �
���� haben ein zweistu�ges Regelungsverfah�

ren f�ur elastische Roboter entwickelt� Im ersten Schritt entwerfen sie eine Steuerung f�ur

einen bestimmten gew�unschten Bewegungsablauf mit Hilfe des Modells des entsprechen�

den starren Roboters� Mit dieser Steuerung kann das Robotersystem als linear betrachtet

werden� Im zweiten Schritt regeln sie dann die Abweichungen der Gelenkwinkel von den

gew�unschten Bahnen und die elastische Schwingungen aus� In Singh und Schy �
���a��

Singh und Schy �
���b�� Yim und Singh �
����� Nathan und Singh �
��
�� Nathan und

Singh �
����� wird die Steuerung durch eine auf der entsprechenden starren Dynamik be�

ruhende exakte Linearisierung� Sliding Mode�Regelung bzw� robuste Regelung ersetzt� Im

zweiten Schritt ist nun nur noch die elastische Schwingung zu d�ampfen� In Bernzen �
�����

Sakawa u� a� �
���� wird gezeigt� da� die nichtlineare starre Regelung ferner durch einen

PD�Gelenkregler ersetzt werden kann� wenn die Motoren der Roboter einen Geschwindig�

keitsservoregler besitzen� Eine andere Vorgehensweise� die auf einer durch einen Vor�lter

eintretenden Pol��Nullstellen�K�urzung basiert� wird von Geniele u� a� �
��� und Gross

und Tomizuka �
���� angegeben�

Zur aktiven Schwingungsd�ampfung werden die Beschleunigungen der Gelenke �Yuan und

Jang 
����� das Biegemoment an einer Position nahe der Drehachse �Bernzen 
���� Luo


��	� Luo und Guo 
��� Sakawa u� a� 
����� die elastischen Koordinaten �Singh und

Schy 
���a� Singh und Schy 
���b�� die Ende�ektorposition �Pota 
����� die Geschwin�

digkeit des Ende�ektors �Khorrami und Zheng 
���� sowie die Beschleunigung des End�

e�ektors �Khorrami und Jain 
��	� Kotnik u� a� 
���� zur�uckgef�uhrt� Neben den Moto�

ren werden auch anders geartete Stellglieder zur D�ampfung von elastischen Schwingun�

gen eingesetzt� Eine andere Idee zur aktiven Schwingungsd�ampfung ist die Verwendung

zus�atzlicher Aktuatoren in Form von piezoelektrischen Elementen� die direkt als r�aumlich

verteilte Aktuatoren an den elastischen Armsegmenten angebracht werden �Burke und

Hubbard 
���� Jiang u� a� 
���� Schoenwald und �Ozg�uner 
�����



� Einleitung 	

Bei der Regelung von elastischen Robotern treten im wesentlichen zwei Probleme auf�

Zum einen handelt es sich bei elastischen Robotern um ein hoch�dimensionales System mit

Multizeitskalen� d�h�� ein System� dessen dynamisches Verhalten im wesentlichen durch

mehrere verschiedene Zeitkonstanten gekennzeichnet werden kann �Zaad und Khorasani


���� Siciliano und Book 
����� Wegen der Kopplung zwischen dem langsamen und

schnellen Verhalten ist das System schlecht konditioniert� Darunter leiden die Analyse

des Systems und der Reglerentwurf� Zum anderen sind im allgemeinen bei Handhabungs�

aufgaben von Robotern die tats�achlichen Werte der Masse und des Tr�agheitsmoments der

Nutzlast im voraus unbekannt oder w�ahrend der Durchf�uhrung ver�anderlich� Aus diesen

und weiteren Gr�unden� die hier nicht erl�autert werden sollen� wird ein Roboter durch eine

Gruppe nichtlinearer Di�erentialergleichungen mit unsicheren Parametern modelliert�

Das im Mittelpunkt stehende Ziel dieser Arbeit ist� eine robuste Regelung f�ur einen

einachsigen elastischen Roboter durch Kombination von dem Multizeitenskalen�Singular�

Perturbation�Verfahren und der Riccati�Gleichungsmethode zu entwickeln� Im einzelnen

umfa�t die Arbeit die folgenden Abschnitte� Abschnitt � enth�alt die Darstellung eines

dynamischen Modells des betrachteten elastischen Roboters� Im Abschnitt 	 werden kurz

die wichtigsten der in der Ausarbeitung vorkommenden Begri�e erl�autert� Das Modell

des elastischen Roboters l�a�t sich im Abschnitt � in eine Singular�Perturbation�Form mit

Parameterunsicherheiten �uberf�uhren� Der Abschnitt � befa�t sich ausf�uhrlich mit dem

Entwurf eines robusten Reglers� Der Abschnitt � behandelt die Simulationsstudien� Der

Bericht schlie�t mit einer Zusammenfassung und mit einem Ausblick auf Ziele zuk�unftiger

Forschungen ab�



� Modell eines einachsigen elastischen Roboters �

� Modell eines einachsigen elastischen Roboters

Der Einfachheit halber wird der in Bild ��
 skizzierte� einachsige elastische Roboter be�

trachtet� Der homogene elastische Arm bewegt sich in einer horizontalen Ebene� �EI���


� und l� bezeichnen die konstanten Werte von Biegestei�gkeit� Masse pro L�angeneinheit

und L�ange des Arms� Jh� ist das Tr�agheitsmoment der Nabe� ���t� das Moment im Ge�

lenk� Die Masse und das Tr�agheitsmoment der Nutzlast werden mitmp und Jp dargestellt�

Unter der Annahme� da� die Verformung des elastischen Arms nur durch reine Biegung

X0

Y0

^

θ1(t)

O0 ,O1
^

mp, Jp

^

w1(x1,t)
X1

Y1

Bild ���� Einachsiger elastischer Roboter

w��x�� t� hervorgerufen wird� die sich in der horizontalen Ebene be�ndet und es sich bei

dem Arm um einen Euler�Bernoulli�Balken handelt� ergibt sich das Modell des Roboters

aus Wang �
���c� durch Setzen von ML�  � und JL�  � wie folgt�

M�������t�� ����t������t� !
�P

j��

M�j
���j�t�

! h������t�� ����t�� ����t�� �����t�� �����t��  ���t��

Mi�
����t� !

�P
j��

Mij
���j�t� ! hi�����t�� ����t�� ����t�� ! keii��i�t�  �� i  
� ��

���
�

dabei ist ���t� der Gelenkwinkel und es gilt f�ur

w��x�� t�  
�X

i��

��i�x����i�t�� �����

Die Elemente der Tr�agheitsmatrix ergeben sich zu�

M�������t�� ����t��  Jh� !



	

�l

�
� !mpl

�
� ! Jp ! 
�l�

�X
i��

���i�t�
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!mp

�
�X

i��

��i�l����i�t�

��
� ���	�

M�i  
�
�

	��i
!mpl���i�l�� ! Jp�

�

�i�l��� i  
� �� �����

Mii  
�l� !mp�
�
�i�l�� ! Jp

h
�

�

�i�l��
i�
� i  
� �� �����

M��  mp��i�l����j�l�� ! Jp�
�

�i�l���
�

�j�l��� �����

Mij  Mji� i  
� �� � � j � i� 
� ����

Die Elemente des Vektors der Coriolis� und Zentrifugalkr�afte sind

h������t�� ����t�� ����t�� �����t�� �����t��  �

�

�l�

�
�X

i��

��i�t� ���i�t�

�

!mp

�
�X

i��

��i�l����i�t�

��
�X

i��

��i�l�� ���i�t�

��
����t�� �����

hi�����t�� ����t�� ����t��  �
�l���i�t� ��
�
��t�

�mp��i�l��

�
�X

j��

��j�l����j�t�

�
�����t�� i  
� �� �����

Die Elemente der Stei�gkeitsmatrix lassen sich wie folgt darstellen�

keii  
�l��
�
�i� i  
� �� ���
��

und die Ansatzfunktionen werden berechnet als�

��i�x��  cosh�	�ix��� cos�	�ix��� c�i "sinh�	�ix��� sin�	�ix��# � ���

�

c�i  
cos�	�il�� ! cosh�	�il��

sin�	�il�� ! sinh�	�il��
� ���
��


 ! cos�	�il�� cosh�	�il��  �� ���
	�

��i  

s
�EI��

�

	��i� ���
��
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� Singular�Perturbation�System mit Parameterunsi�

cherheiten

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten der in der Ausarbeitung vorkommenden Be�

gri�e kurz erl�autert�

��� Einf�uhrung in Singular�Perturbation�Methode

Entsprechend der Voraussetzung �uber zwei verschiedene Zeithorizonte geht die Singular�

Perturbation�Methode von einer Systemdarstellung

�x�t�  A��x�t� !A��z�t� !B�u�t�� x�t� � R
n �

� �z�t�  A��x�t� !A��z�t� !B�u�t�� z�t� � R
m

�	�
�

f�ur kleine Werte von � aus� Dabei ist u�t� � R
r der Vektor der Stellgr�o�en�

Unter der Annahme� da� A�� nicht singul�ar ist� l�a�t sich System �	�
� durch Setzen

von �  � in die folgenden zwei Teilsysteme zerlegen �Kokotovic u� a� 
�����

� das quasistation�are Teilsystem�

��x�t�  
�
A�� �A��A

��
��A��

�
�x�t� !

�
B� �A��A

��
��B�

�
�u�t�� �	���

�z�t�  �A��
�� "A���x�t� !B��u�t�# � �	�	�

Dabei bezeichnen �x�t�� �z�t� und �u�t� den langsamen Anteil von x�t�� z�t� bzw�

u�t��

� das Grenzschichtteilsystem�

� ��z�t�  A���z�t� !B��u�t�� �	���

Mit �z�t� und �u�t� wird der schnelle Anteil von z�t� bzw� u�t� bezeichnet�

Aus Kokotovic u� a� �
���� folgt

x�t�  �x�t� !O����

z�t�  �z�t� ! �z�t� !O����

u�t�  �u�t� ! �u�t� !O����

�	���

Auf der Grundlage des ordnungsreduzierten Systems �	��� bzw� �	��� k�onnen �u�t� und

�u�t� als

�u�t�  K��x�t��

�u�t�  K��z�t�
�	���
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ausgew�ahlt werden� Dabei sind Ki die Reglermatrizen� Durch Einsetzen von �	��� und

�	�	� in �	��� ergibt sich

u�t�  
�
K� !K�A

��
�� �A�� !B�K��

�
x�t� !K�z�t�� �	��

De�nition ��� �Ladde und Siljak 
��	�

Wenn die folgenden Beziehungen gelten

�i  o�
�� i  
� �� � � � � r�
�i
�j  O�
�� i� j  
� �� � � � � r�

�i
�j  o�
�� i  
� �� � � � � s� j  
� �� � � � � r�

�i
�j  O�
�� i� j  
� �� � � � � s�

�	���

stellen die Di�erentialgleichungen

�x�t�  A��x�t� !
rP

k��

A�kyk�t� !
sP

k��

A��r�k�zk�t� !B�u�t��

�i �yi�t�  Ai�x�t� !
rP

k��

Aikyk�t� !
sP

k��

Ai�r�k�zk�t� !Biu�t��

i  
� �� � � � � r�

�i �zi�t�  A�r�i��x�t� !
rP

k��

A�r�i�kyk�t� !
sP

k��

A�r�i��r�k�zk�t�

!Br�iu�t�� i  
� �� � � � � s

�	���

eine Standardform eines Multiparameter�Singular�Perturbation�Systems mit 	�Zeitskalen

dar� Dabei sind �i Parameter mit kleinem Wert�

��� System mit Parameterunsicherheiten

Ein lineares System mit unsicheren Parametern wird allgemein im Zustandsraum durch

die Vektordi�erentialgleichung

�x�t�  "A!�A���#x�t� ! "B !�B���#u�t� �	�
��

beschrieben� Dabei ist x�t� � R
n der Zustandsvektor� u�t� � R

m der Vektor der Stell�

gr�o�en� A � R
n�n und B � R

n�m sind der nominale Wert der Systemmatrix bzw� der

Eingangsmatrix� �A��� und �B��� sind die Abweichung der Systemmatrix bzw� der

Eingangsmatrix von ihrem nominalen Wert� � ist der Vektor von unsicheren Parametern�

De�nition ��� �Chen 
����

Die Unsicherheiten im System �	�
�� k�onnen angepa�t werden� wenn Matrixfunktionen

D��� und E��� geeigneter Dimensionen existieren� so da�

�A���  BD��� und

�B���  BE���
�	�

�



� Singular�Perturbation�System mit Parameterunsicherheiten �

gilt�

De�nition ��� �Chen und Leitmann 
���

Der Regler u�t�  p�x�t�� macht das System �	�
�� praktisch stabil� wenn ein d � "����

und r�  � derart existiert� da� folgende Aussagen gelten�


� Existenz der L�osung� Im Intervall "t�� t�# �t�  t�� existiert eine Trajektorie x�t��

die der Gleichung

�x�t�  "A!�A���#x�t� ! "B !�B���#p�x�t�� �	�
��

und der Anfangsbedingungen x�t��  x� gen�ugt�

�� Gleichm�a�ige Beschr�anktheit� F�ur r � "�� r�� existiert eine positive reelle Zahl

d�r� ��� so da� f�ur alle L�osungen des Systems �	�
��� x�t� � "t�� t��� R
n � x�t��  

x�� gilt

kx�k � r � kx�t�k � d�r�� 	 t � "t�� t��� �	�
	�

	� Fortsetzung der L�osung� Jede L�osung des Systems �	�
��� x�t� � "t�� t��� R
n � x�t��  

x�� mit kx�k � r�� kann auf "t���� fortgesetzt werden�

�� Gleichm�a�ige endg�ultige Beschr�anktheit� F�ur d  d und r � "�� r�� existiert T �d� r� �

"����� so da� f�ur jede L�osung des Systems �	�
��� x�t� � "t�� t��� R
n � x�t��  x��

gilt

kx�k � r � kx�t�k � d� 	 t 
 t� ! T �d� r�� �	�
��

�� Gleichm�a�ige Stabilit�at� F�ur d  d existiert eine positive ��d� ��� so da� f�ur jede

L�osung des Systems �	�
��� x�t� � "t�� t��� R
n � x�t��  x�� gilt

kx�k � ��d�� kx�t�k � d� 	t 
 t�� �	�
��

��� Problem des Singular�Perturbation�Systems mit

Parameterunsicherheiten

Betrachtet wird das durch

�x�t�  A�����x�t� !A�����z�t� !B����u�t�� x�t� � R
n �

� �z�t�  A�����x�t� !A�����z�t� !B����u�t�� z�t� � R
m

�	�
��

dargestellte Singular�Perturbation�System mit Parameterunsicherheiten�



� Singular�Perturbation�System mit Parameterunsicherheiten �

Durch Verwendung der Singular�Perturbation�Methode zur Regelung des Systems �	�
��

erh�alt man aus �	��� und �	�	� das Ergebnis

�z�t�  z�t� !A��
�� ��� "A������x�t� !B�����u�t�# � �	�
�

Da � unbekannt ist� kann �z�t� nicht mit �	�
� berechnet werden� Dies deutet an� da�

�z�t� nicht zur R�uckf�uhrung zur Verf�ugung steht und der Regler �	�� f�ur diesen Fall nicht

realisierbar ist�
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�

� Modell in Singular�Perturbation�Form mit

Parameterunsicherheiten

Da die tats�achlichen Werte der Masse und des Tr�agheitsmoments der Nutzlast im allge�

meinen im voraus unbekannt oder ver�anderlich sind� soll man sie als unsichere Parameter

betrachten� Die Grenzen� in denen die Parameterwerte variieren� k�onnen aber als be�

kannt angenommen werden� Wird der Vektor aus diesen unsicheren Parametern mit ��

bezeichnet� l�a�t sich das System aus Gl� ���
� wie folgt dargestellen�

M������ ����t�� ����t������t� !
�P

j��

M�j�������j�t�

! h����� ����t�� ����t�� ����t�� �����t�� �����t��  ���t��

Mi���������t� !
�P

j��

Mij�������j�t� ! hi���� ����t�� ����t�� ����t��

! keii��i�t�  �� i  
� ��

���
�

Da die Eigenfunktionen eines nicht rotierenden� einseitig fest eingespannten Balkens� des�

sen Ende frei ist� als Ansatzfunktionen gew�ahlt werden� haben die Parameterunsicherhei�

ten keinen Ein�u� auf keii �i  
� ���

Gleichung ���
� bildet ein nichtlineares Modell f�ur elastische Roboter mit Parameterun�

sicherheiten� Das Ziel dieser Arbeit ist� einen robusten Regler f�ur das System ���
� zu

entwerfen� der die Stabilit�at des geregelten Robotersystems bei Anwesenheit von Unsi�

cherheiten gew�ahrleistet� Da die Anzahl der verallgemeinerten starren und elastischen

Koordinaten gr�o�er als die Anzahl der Stellgr�o�en ist� k�onnen die Unsicherheiten im

allgemeinen nicht mit einer nominalen Eingangsmatrix angepa�t werden �mismatched�

�Chen 
����� Deshalb lassen sich dazu die von Corless und Leitmann �
��
�� Gutman

�
���� Leitmann �
���� Leitmann �
��
� und Chen �
���� erarbeiteten deterministi�

schen Methoden nicht unmittelbar verwenden� Obwohl das von Barmish und Leitmann

�
���� und Chen und Leitmann �
��� erweiterte deterministische Reglerentwurfsver�

fahren manche nicht angepa�te Unsicherheiten ohne Verletzung der Stabilit�at des gere�

gelten Systems tolerieren kann� ist deren erlaubte H�ochstgrenze im allgemeinen zu ge�

ring� Die sogenannte Reglerentwurfsmethode mittel Riccati�Gleichungen �Petersen und

Hollot 
���� Schmitendorf 
���� hat keine explizite Anforderung an die Erf�ullung der

anpassenden Bedingungen� Die Existenz von L�osungen f�ur die entsprechende Ricatti�

Gleichung k�onnen aber bei der Verletzung dieser Bedingungen nicht gew�ahrleistet werden�

Wie von Wang �
���b� gezeigt� kann das System ���
� f�ur viele elastische Roboter als

ein System mit 	�Zeitskalen betrachtet werden� Darauf basierend wird in der vorliegen�

den Arbeit ein neues Verfahren zum Entwurf robuster Regler f�ur den elastischen Roboter

mit Hilfe der Ricatti�Gleichungsmethode entwickelt� Dazu werden zun�achst die Gleichun�

gen aus dem System ���
� in einer Multizeitskalen�Singular�Perturbation�Form �uberf�uhrt�
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Mit

H���� ����t�� ����t��  

�
� H������ ����t�� ����t�� H������ ����t�� ����t��

H������ ����t�� ����t�� H������ ����t�� ����t��

H������ ����t�� ����t�� H������ ����t�� ����t��

H������ ����t�� ����t��

H������ ����t�� ����t��

H������ ����t�� ����t��

	

 �����

wird die Umkehrmatrix zur Matrix

M���� ����t�� ����t��  

�
� M������ ����t�� ����t�� M������ M������

M������ M������ M������

M������ M������ M������

	

 ���	�

gekennzeichnet� F�ur die folgenden Betrachtungen werden �j �j  
� �� als der Kehrwert

des geometrischen Mittels der Absolutwerte der Imagin�arteile der Eigenwerte von der

Gruppe f	k�j �k  
� ��g de�niert�

�j  

vuut �Y

k��

��Im�	k�j���
� j  
� ��

�����

Dabei sind f	k�j� j  �� 
� �� k  
� �g die Eigenwerte des linearisierten Modells des Sy�

stems ���
�� wenn �� den nominalen Wert annimmt� 	k��� 	
k
�j �j  
� �� k  
� �� ent�

sprechen den starren Koordinaten ���t� und ����t� bzw� den elastischen Koordinaten ��j�t�

und ���j�t�� Es werden

x���t�  ���t��

x���t�  ����t��

z�i�t�  


��i

��i�t�� i  
� ��

z�i�t�  


�i
���i�t�� i  
� �

�����

eingef�uhrt� Durch Einsetzen von ����� und ����� in ���
� l�a�t sich das System ���
� in

folgender Multizeitskalen�Singular�Perturbation�Form darstellen�

�x���t�  x���t��

�x���t�  f����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��

�
�P

j��

H�j���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t��k

�

ejjz�j�t�

!H������ �
�
�z���t�� �

�
�z���t�����t��

�i �z�i�t�  z�i�t�� i  
� ��

�i �z�i�t�  fi���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��

�
�P

j��

Hij���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t��k

�

ejjz�j�t�

!Hi����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�����t�� i  
� �

�����
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mit

fi���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��  �Hi����� �

�
�z���t�� �

�
�z���t��

�h����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��

�
�X

j��

Hij���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t��hj���� �

�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t���

i  �� 
� �� ����

k�eii  ��i keii� i  
� �� �����

Im Hinblick auf die Multizeitskalen des Systems ����� kann die Multizeitskalen�Singular�

Perturbation�Methode zur Zerlegung des Systems ����� in 	 ordnungsreduzierte Teilsyste�

me verwendet werden� Jedes Teilsystem entspricht einer verallgemeinerten Koordinate�

Bei jedem Teilsystem ist die Anzahl der Ausgangsgr�o�en gleich der Anzahl der Stellgr�o�en�

deshalb k�onnen die Unsicherheiten angepa�t werden� Da die daraus resultierenden Grenz�

schichtteilsysteme des Systems ����� lediglich grenzstabil sind� mu� ein Regler f�ur jedes

Grenzschichtteilsystem ausgelegt werden� um die auftretenden dauerhaften Schwingungen

zu d�ampfen� Dies l�a�t sich normalerweise durch Zustandsr�uckf�uhrung des Grenzschicht�

teilsystems realisieren� Wie im Abschnitt 	�	 erw�ahnt� k�onnen die Grenzschichtteilsysteme

des Systems ����� nicht so stabilisiert werden� weil wegen der Unsicherheiten die Zustands�

variablen der Grenzschichtteilsysteme nicht f�ur die R�uckf�uhrung zur Verf�ugung stehen�

Um dieses Problem zu l�osen� haben Garofalo und Leitmann �
��� und 
���� den Begri�

�
nominale quasistation�are Zust�ande� eingef�uhrt� Darunter werden hier die quasistati�

on�aren Zust�ande� wenn die Unsicherheiten ihre nominalen Werte annehmmen� verstan�

den� Durch Umkehrung der Reihenfolge von Systemdekomposition und Stabilisierung des

Grenzschichtteilsystems haben Corless u� a� �
��� und 
��	� ein neues Verfahren ent�

wickelt� d�h� sie haben das Grenzschichtteilsystem zun�achst asymptotisch stabil gemacht�

indem die schnellen Zust�ande zik�t� �i  
� �� vor der Systemdekomposition mit Bezug auf

die �k�Zeitskala mittels Singular�Perturbation�Methode zur�uckgef�uhrt werden� Im Hin�

blick auf die Einfachheit des resultierenden Reglers wird diese Methode� zusammen mit

der Riccati�Gleichungsmethode� in der vorliegenden Arbeit zum Entwurf robuster Regler

f�ur den elastischen Roboter verwendet�



� Entwurf robuster Regler 
	

� Entwurf robuster Regler

Inspiriert von den Arbeiten von Corless u� a� �
��� und 
��	� wird der folgende Algo�

rithmus zum Entwurf robuster Regler f�ur das System ����� vorgestellt�

Algorithmus 
��


� Bestimmung eines Vektors k�  
�
k�� k��

�
� so da� das ���Zeitskala Grenzschicht�

teilsystem des durch den Regler

���t�  k�

�
z���t�

z���t�


! � �� �t�� ���
�

geschlossenen Systems ����� asymptotisch stabil ist� Dabei ist � �� �t� die Stellgr�o�e f�ur

das ���Zeitskala quasistation�are Teilsystem des durch ���
� geschlossenen Systems

������ Dies deutet an� da� alle Eigenwerte der Matrix

A�c���� �
�
��z���t��  A����� �

�
��z���t�� �� ! b����� �

�
��z���t�� ��k� �����

in der linken s�Halbebene liegen� wobei �z���t� der ���Zeitskala langsame Teil von

z���t� ist� und

A����� �
�
��z���t�� ��  

�
� 


�H������ �
�
��z���t�� ��k

�

e�� �


�

b����� �
�
��z���t�� ��  

�
�

H������ �
�
��z���t�� ��


�

���	�

Unter der Annahme� da� das ���Zeitskala quasistation�are Teilsystem des durch ���
�

geschlossenen Systems ����� stabil ist� ist �z���t� beschr�ankt� Nach Osman und Ro�

berts �
��
 und 
���� und Wang und Wend �
��a� l�a�t sich �z���t� in der Matrix

A�c���� �
�
��z���t�� zusammen mit �� als Parameterunsicherheit betrachten� deren

oberen Schranken als bekannt anzunehmen sind� Mit

��  
�
�T
� ����z���t� �

�T
� �� �����

wird der Vektor dieser Parameterunsicherheiten bezeichnet� Dabei ist �� eine ange�

gebene kompakte Untermenge eines geeigneten Raums� Die Aufgabe� einen solchen

Vektor k� zu ermitteln� l�a�t sich �aquivalent wie folgt dargestellen�

Ermittlung von k�� so da� das System

�y�t�  A�����y�t� ! b�����u�t�� y�t� � R
� � u�t� � R �����
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�

mit

u�t�  k�y�t�� �����

asymptotisch stabil ist�

Mit Hilfe der Riccati�Gleichung�Methode f�ur Systeme mit Parameterunsicherheiten

�Petersen und Hollot 
���� Schmitendorf 
���� gilt

k�  ���b
T
�P �� ����

Dabei ist �� ein positiver Reglerparameter und P � ist die positiv de�nite� symme�

trische L�osung der algebraischen Riccatigleichung

P �A� !A
T
�P � � ���� � �r��� � s��P �b�b

T
�P � !W � !Q�  �� �����

A�  

�
� 


a� �


�

b�  

�
�

b�


�

W �  

�
s� �

� �


�

�����

a� und b� sind die nominalen Werte von �H������k
�

e�� bzw� H������� die durch

Verwendung der von Osman und Roberts �
��
 und 
���� und Wang und Wend

�
��a� vorgestellten Methode berechnet werden k�onnen� s� und r� bezeichnen die

Grenze von
�a�����

b�
bzw�

�b�����
b�

� �a����� und �b����� sind die Abweichung

von �H������k
�

e�� bzw� H������ von ihrem nominalen Wert� Somit gelten

�H������k
�

e��  a� !�a������

H������  b� !�b������

max
���	�

�����a�����
b�

���� � s��

max
���	�

�����b�����
b�

���� � r��

���
��

Da die Unsicherheiten im System ����� angepa�t werden k�onnen und das mit A�

und b� beschriebene nominale System normalerweise als steuerbar anzunehmen ist

�Wang 
���c�� ist die Existenz der L�osung der Ricattigleichung ����� f�ur r� � 


gew�ahrleistet�
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�� Durch Einsetzen von ���
� in ����� folgt

�x���t�  x���t��

�x���t�  f����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��

�
�P

j��

H�j���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t��k

�

ejjz�j�t�

!H������ �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� "k

�
�z���t� ! k��z���t�#

!H������ �
�
�z���t�� �

�
�z���t���

�
� �t��

�i �z�i�t�  z�i�t�� i  
� ��

�i �z�i�t�  fi���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� x���t�� ��z���t�� ��z���t��

�
�P

j��

Hij���� �
�
�z���t�� �

�
�z���t��k

�

ejjz�j�t�

!Hi����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t�� "k

�
�z���t� ! k��z���t�#

!Hi����� �
�
�z���t�� �

�
�z���t���

�
� �t�� i  
� ��

���

�

	� Da alle Eigenwerte der Matrix A�c���� �
�
��z���t�� in der linken s�Halbebene liegen�

ist �H������ �
�
�z���t�� ��k

�

e�� !H������ �
�
�z���t�� ��k

�
� nicht gleich Null� Deshalb l�a�t

sich das System ���

� durch Setzen von ��  � in die folgenden zwei Teilsysteme

zerlegen�

� Das quasistation�are Teilsystem�

��x���t�  �x���t��
��x���t�  �f����� �

�
��z���t�� �x���t�� ���z���t��

� �H������ �
�
��z���t��k

�

e���z���t�

! �H������ �
�
��z���t���

�
� �t��

�� ��z���t�  �z���t��

�� ��z���t�  �f����� �
�
��z���t�� �x���t�� ���z���t��

� �H������ �
�
��z���t��k

�

e���z���t�

! �H������ �
�
��z���t���

�
� �t��

���
��

�z���t�  � "�H������ �
�
��z���t�� ��k

�

e�� !H������ �
�
��z���t�� ��k

�
�#
��

� "f����� �
�
��z���t�� �� �x���t�� ���z���t�� ��

�H������ �
�
��z���t�� ��k

�

e���z���t�

!H������ �
�
��z���t�� ���

�
� �t�# �

�z���t�  ��

���
	�

Dabei sind �xi��t� und �zi��t� �i  
� �� der langsame Teil von xi��t� bzw� zi��t��
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�

und

�fi���� �
�
��z���t�� �x���t�� ���z���t��  fi���� �

�
��z���t�� �� �x���t�� ���z���t�� ��

� "�Hi����� �
�
��z���t�� ��k

�

e�� !Hi����� �
�
��z���t�� ��k

�
�#

� "�H������ �
�
��z���t�� ��k

�

e�� !H������ �
�
��z���t�� ��k

�
�#
��

�f����� �
�
��z���t�� �� �x���t�� ���z���t�� ��� i  �� 
�

�Hij���� �
�
��z���t��  Hij���� �

�
��z���t�� ��

� "�Hi����� �
�
��z���t�� ��k

�

e�� !Hi����� �
�
��z���t�� ��k

�
�#

� "�H������ �
�
��z���t�� ��k

�

e�� !H������ �
�
��z���t�� ��k

�
�#
��

�H�j���� �
�
��z���t�� ��� i� j  �� 
�

���
��

� Das asympotisch stabile Grenzschichtteilsystem�

�� ��z���t�  �z���t��

�� ��z���t�  "�H������ �
�
�z���t�� ��k

�

e�� !H������ �
�
�z���t�� ��k

�
�# �z���t�

!H������ �
�
�z���t�� �

�
�z���t��k

�
�z���t��

���
��

wobei �zi��t� �i  
� �� den schnellen Teil von zi��t� bezeichnen�

Nach Kokotovic u� a� �
���� ergeben sich

xi��t�  �xi��t� !O�����

zi��t�  �zi��t� !O�����

zi��t�  �zi��t� ! �zi��t� !O����� i  
� ��

���
��

Dabei gilt ��  ������

�� Ermittlung eines Vektors k�  
�
k�� k��

�
� so da� das ���Zeitskala Grenzschichtteil�

system des durch den Regler

� �� �t�  k�

�
�z���t�

�z���t�


! � �� �t� ���
�

geschlossenen Systems ���
�� asymptotisch stabil ist� Dabei ist � �� �t� die Stellgr�o�e

f�ur das ���Zeitskala quasistation�are Teilsystem des durch ���
� geschlossenen Sy�

stems ���
��� Die Berechnung von k� verl�auft analog der Berechnung von k��

�� Durch Einsetzen von ���
� in ���
�� folgt

��x���t�  �x���t��
��x���t�  �f����� �

�
��z���t�� �x���t�� ���z���t��� �H������ �

�
��z���t��k

�

e���z���t�

! �H������ �
�
��z���t�� "k

�
��z���t� ! k���z���t�#

! �H������ �
�
��z���t���

�
� �t��

�� ��z���t�  �z���t��

�� ��z���t�  �f����� �
�
��z���t�� �x���t�� ���z���t��� �H������ �

�
��z���t��k

�

e���z���t�

! �H������ �
�
��z���t�� "k

�
��z���t� ! k���z���t�#

! �H������ �
�
��z���t���

�
� �t��

���
��
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�� Da das Grenzschichtteilsystem des Systems ���
�� asympotisch stabil ist� ist

� �H������ ��k
�

e��! �H������ ��k
�
� nicht gleich Null� Deshalb l�a�t sich das System ���
��

durch Setzen von ��  � in die folgenden zwei Teilsysteme zerlegen�

� Das quasistation�are Teilsystem�

���x���t�  ��x���t��
���x���t�  ��H�������

�
� �t��

���
��

��z���t�  �
�
� �H������ ��k

�

e�� ! �H������ ��k
�
�

�
�� �H������ ���

�
� �t��

��z���t�  ��
������

Dabei werden die Beziehungen h����� �� �� ���t�� �� ��  � und hi���� �� �� ���t��  

� �i  
� �� verwendet� ��xi��t� und ��zi��t� �i  
� �� sind der langsame Teil von

�xi��t� bzw� �zi��t�� und

��H������  �H������ ���
�
� �H������ ��k

�

e�� ! �H������ ��k
�
�

�
�
�
� �H������ ��k

�

e�� ! �H������ ��k
�
�

�
�� �H������ ��� ����
�

� Das asympotisch stabile Grenzschichtteilsystem�

��
���z���t�  ��z���t��

��
���z���t�  

�
� �H������ ��k

�

e�� ! �H������ ��k
�
�

�
��z���t�

! �H������ ��k
�
�
��z���t��

������

wobei ��z�i�t� �i  
� �� die schnellen Teile von �z�i�t� bezeichnen�

Nach Kokotovic u� a� �
���� gilt

�xi��t�  ��xi��t� !O�����

�zi��t�  ��zi��t� ! ��zi��t� !O����� i  
� ��
����	�

� Entwurf eines robusten Folgereglers f�ur das starre Untersystem�

Damit das Gelenk des Roboters eine vorgegebene Bahn �d��t� verfolgt� wird �
�
� �t� als

� �� �t�  



b�
��d��t� ! k�

�
��x���t�� �d��t�
��x���t�� ��d��t�


������

gew�ahlt� Zur Berechnung des Vektors k� kann die Riccati�Gleichung�Methode eben�

falls verwendet werden� Daraus folgt k�  ���b
T
�P �� Dabei ist �� ein positiver Reg�

lerparameter und P � ist die positiv de�nite� symmetrische L�osung der algebraischen

Riccatigleichung

P �A� !A
T
�P � � ����
� r��P �b�b

T
�P � !Q�  � ������



� Entwurf robuster Regler 
�

�����
����
A�  

�
� 


� �



b�  

�
�

b�

 ������

b� ist der nominale Wert von
��H������� r� bezeichnet die Grenze von

�b�����
b�

�

�b����� ist die Abweichung von
��H������ von seinem nominalen Wert� Das hei�t��

�
��H������  b� !�b�����

max
���	�

�����b�����
b�

���� � r�
�����

b� kann durch Verwendung der von Osman und Roberts �
��
 und 
���� und Wang

und Wend �
��a� vorgestellten Methode berechnet werden�

�� Ende�

Bemerkung 
��� Das folgende Iterationsverfahren kann zur Bestimmung der Grenze

von �����t� verwendet werden�


� Wahl der Anfangswerte als "���min� ���max#�

�� Berechnung der Reglerparameter�

	� Simulationen des geschlossenen Systems f�ur alle m�ogliche ��� Wenn ����t� immer

im Intervall "���min� ���max# liegt� Ende� sonst

wenn min�����t�� � ���min� setze ���min  min�����t��

wenn max�����t��  ���max� setze ���max  max�����t��

gehe zum Punkt ��

Aus ������� ���
� und ���
� ergibt sich der Gesamtregler zu�

���t�  



b�
��d��t� ! k�

�
x���t�� �d��t�

x���t�� ��d��t�


! k�

�
z���t�

z���t�


! k�

�
z���t�

z���t�


� ������

F�ur das mit ������ geregelte Robotersystem ����� gilt der Satz�

Satz 
��� Wenn die ki �i  �� 
� �� so gew�ahlt werden� da� die folgenden Forderungen

erf�ullt werden�

� Die Teilsysteme ���
��� ������ und das mit ������ geregelte System ���
�� sind

asymptotisch stabil�

� Die Zeitskalen des o�enen Gesamtsystems werden beim �uber ������ geschlossenen

System beibehalten�



� Entwurf robuster Regler 
�

Dann existieren ��i  � �i  
� �� und f�ur alle �i � ��� �
�

i # ist das �uber ������ geschlossene

System ����� asympotisch stabil�

Der Beweis verl�auft analog dem Beweis von Satz ��
 in Wang �
���a��



� Simulationsergebnisse ��

� Simulationsergebnisse

Das im vorangegangenen Abschnitt entwickelte Reglerentwurfsverfahren wird mit Hilfe

von Simulationen des betrachteten einachsigen planaren elastischen Roboters veri�ziert�

Die physikalischen Parameter des Roboters ergeben sich nach De Luca und Siciliano

�
��	b� zu�

l�  ��� m�


�  
�� kg�m�

�EI��  
� N�m��

Jh�  ��
 kg�m��

Jp  ������ kg�m��

mp �andert sich im Intervall "���� kg� ��
� kg# �

Die �ubrigen Parameter im Modell des elastischen Roboters lassen sich berechnen zu�

���  ������ rad�s�

���  ���
� rad�s�

����l��  ��

����l��  ���

�
�

���l��  ������

�
�

���l��  �
��
�	
�

F�ur den Entwurf des robusten Reglers wird der nominale Wert von mp zu ��
 kg gesetzt�

Somit lassen sich ��  �� ��	� und ��  �� ���� berechnen� wenn System ���
� um den

Arbeitspunkt
h
���t�� ����t�� ����t�� ����t�� �����t�� �����t�

i
 "�� �� �� �� �� �# und ���t�  � linea�

risiert wird�

Zur Bestimmung der Reglerparameter wird angenommen� da� ����t� auf das Intervall

"������ ����# beschr�ankt sei� Daraus ergeben sich A�  

�
� 


�
� ���� �


und b�  �

�

��� 	�	�


� Mit s�  �� 
�
�� r�  �� ��
�� ��  �� und Q�  

�

 �

� �� ����


wird

k�  "�� ���� �� ���# berechnet�

Mit diesem Wert von k� folgt A�  

�
� 


�� ��� �


und b�  

�
�

�
� �
��


� Wenn

s�  �� 	��� r�  �� ����� ��  	 und Q�  

�
�� 
� �

� �� ��


angenommen werden�

l�a�t sich k�  "
� �	�� 
� ���# berechnen�

Nehmen k� und k� die soeben bestimmten Werte an� ergibt sich b�  

�
�

�� 
��



�



� Simulationsergebnisse �


Die Wahl von r�  �� ��	� ��  
� � und Q�  

�
�� ��� �

� �� ����


ergibt f�ur den

R�uckf�uhrvektor k� den Wert k�  "�
� ���� � 
� ��#�

Um die Robustheit des geregelten Systems gegen�uber der �Anderung der Masse der Nutz�

last zu veri�zieren� wird das geregelte System mit drei verschiedenen Massen der Nutzlast�

����� kg� ��
 kg bzw� ��
� kg� simuliert� Bei den Simulationen ist der verwendete Regler

f�ur die drei verschiedenen F�alle identisch�
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Bild ���� �a� Position des Gelenks ���t�� �b� Elastische Koordinate ����t�� �c� Elastische

Koordinate ����t�� �d� Moment des Motors ���t�� �$� Sollbahn� ���� mp  

�� ��kg� �� �� mp  �� 
kg� �� � �� mp  �� 
�kg�

Im Bild ���
� werden die Simulationsergebnisse mit der Sollbahn des Gelenkwinkels

�d��t�  

� �
� t
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�
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�

��

�
�
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�
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���
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� Simulationsergebnisse ��

dargestellt�

Aus Bild ���
� ist zu erkennen� da� der durch Verwendung des vorgestellten Verfahrens

resultierende Regler starke Robustheit gegen�uber der Ver�anderlichkeit der Massen der

Nutzlast hat� F�ur die drei verschiedenen Massen der Nutzlast k�onnen die Gelenkwinkel

des geregelten Roboters der vorgegebenen Bahn mit hoher Genauigkeit folgen� Gleichzei�

tig werden die Anteile der elastischen Schwingungen mit den Eigenfrequenzen der Arme

sehr gut ged�ampft� Au�erdem hat die �Anderung der Masse der Nutzlast einen gerin�

gen Ein�u� auf die Verallgemeinerten Koordinaten und das Stellmoment des geregelten

Roboters� Die Schwingungen der beiden elastischen Kordinaten sind entgegengesetzt�



� Zusammenfassung und Ausblick �	

� Zusammenfassung und Ausblick

Bei elastischen Robotern handelt es sich normalerweise um ein System mit Multizeit�

skalen und Parameterunsicherheiten� Obwohl die Multizeitskalen�Singular�Perturbation�

Methode verwendet werden kann� um dieses System in ordnungsreduzierte Teilsyste�

me zu zerlegen� lassen sich die resultierenden Grenzschichtteilsysteme nicht durch die

R�uckf�uhrung der Zustandsvariablen der Grenzschichtteilsysteme stabilisieren� weil wegen

der Unsicherheiten die Zustandsvariablen der Grenzschichtteilsysteme nicht aus den elasti�

schen Koordinaten berechnet werden k�onnen� Die vorliegende Arbeit enth�alt neue Ergeb�

nisse zur robusten Regelung einachsiger elastischer Roboter� die auf einer Kombination des

Multizeitenskalen�Singular�Perturbation�Verfahrens und der Riccati�Gleichungsmethode

basiert� Im Gegensatz zum Standardverlauf des Reglerentwurfs mittels Singular�

Perturbation�Methode stabilisiert das vorgestellte Verfahren das entsprechende Grenz�

schichtteilsystem vor der Systemdekomposition� Simulationsergebnisse zeigen� da� der

durch Verwendung des vorgestellten Verfahrens resultierende Regler starke Robustheit

gegen�uber der Ver�anderlichkeit der Masse der Nutzlast hat�

F�ur zuk�unftige Arbeiten sind folgende Themen und Aufgabenstellungen interessant�

� Diese Arbeit setzt voraus� da� alle Zustandsgr�o�en des betrachteten Robotersy�

stems f�ur die R�uckf�uhrung zur Verf�ugung stehen� Bei der praktischen Anwendung

ist jedoch die Geschwindigkeit der Deformation eines elastischen Gliedes aus tech�

nischen Gr�unden nicht me�bar� Deshalb erscheint es hier sinnvoll� einen robusten

Zustandsbeobachter mittels der Singular�Perturbation�Methode zu entwerfen�

� Die �Ubertragbarkeit der in dieser Arbeit vorgestellten Regelungskonzepte auf mehr�

achsige elastische Roboter sollte untersucht werden� Es ist auch notwendig� das

vorgestellte Verfahren zu erweitern� um die Unsicherheiten aus den Gelenkreibun�

gen und der Strukturd�ampfung bearbeiten zu k�onnen�

Der Verfasser dankt dem DAAD f�ur seine Unterst�utzung�
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