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n
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Lgf
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Lgf
x �
�f

�x
g
x �

nX
i��

��

�xi
fi
x

Lgf
x Erweiterung der Lie�Ableitung gem�a� der Vorschrift�

Lgf
x ��
�f

�x
g
x � �Lgf�
x�Lgf�
x� � � ��T

LBf
x Erweiterung der Lie�Ableitung gem�a� der Vorschrift�
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x�Lb�f
x� � � ��
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� Einleitung

F�ur viele Regelungskonzepte ist die Frage nach dem Stabilit�atsverhalten der Nulldyna�

mik entscheidend� Liegt eine instabile Nulldynamik vor� ist z� B� die exakte Ein�� Aus�

gangslinearisierung� die Modellfolgeregelung und die High�Gain�Regelung nur sehr ein�

geschr�ankt oder gar nicht verwendbar� Da eine instabile Nulldynamik nicht durch eine

Ausgangsr�uckf�uhrung kompensierbar ist 
Kailath ����� Schwarz ����� m�ussen in so einem

Falle andere Konzepte� wie sie z� B� bei Schwarz und Senger 
���� und Benvenuti u� a�


���� angegeben sind� Anwendung 	nden� Dies begr�undet die Berechnung und Untersu�

chung der Nulldynamik eines inversen Pendels in dem vorliegenden Bericht� Im Fachgebiet

Me��� Steuer� und Regelungstechnik der Gerhard�Mercator�Universit�at GH Duisburg exi�

stiert der in Bild ��� abgebildete Versuchsstand Inverses Pendel� Im Gegensatz zu diesem

Pr�ufstand bieten viele technische Systeme nicht die M�oglichkeit� alle relevanten System�

zust�ande wie z� B� Position� Druck� Winkel� Geschwindigkeit me�technisch zu erfassen�

Bild ���� Versuchstr�ager Inver�

ses Pendel

Diese Systemzust�ande beein�ussen zwar das dynami�

sche Verhalten� stehen aber als Me�gr�o�e nicht di�

rekt zur Verf�ugung� Daher gibt es bei der Modellbil�

dung meist einen Systemausgang� welcher nur die ge�

messenen Systemzust�ande enth�alt� In diesem Bericht

steht am Systemausgang lediglich der Pendelwinkel

zur Verf�ugung� �Ahnlich der Aufgabe eines Jongleurs

soll hier die Regelung f�ur ein senkrecht bzw� aufrecht

stehendes Pendel sorgen� d� h� der Systemausgang soll

null sein� Diese Eigenschaft ist charakteristisch f�ur

die Struktureigenschaft
�
Nulldynamik�� Die Nulldy�

namik liefert Einblicke in das dynamische Verhalten

der
�
inneren�� also nicht gemessenen Systemzust�ande�

Konkret hei�t das� da� Aussagen �uber das dynamische

Verhalten der nicht gemessenen Zustandsgr�o�e
�
Schlittenposition� formulierbar sind� Dies

kl�art z� B� auch die Frage� ob die Messung der Schlittenposition bez�uglich einer Stabili�

sierung des Systems erforderlich ist oder nicht�

Der Bericht gliedert sich wie folgt� Im Abschnitt � ist die verwendete De	nition der

Nulldynamik wiedergegeben� Grundlage der Bestimmung der Nulldynamik ist der Null�

dynamikalgorithmus von Isidori 
����� welcher sich im Abschnitt � 	ndet� Die kon�

krete Berechnung ist im Abschnitt � angegeben� In diesem Abschnitt 	ndet auch die

Gegen�uberstellung mit dem gemessenen Verhalten des Pr�ufstandes statt� Der Bericht

schlie�t mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick�
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� De�nitionen der Nulldynamik

Der Begri� Nulldynamik stammt aus der linearen Systemtheorie� in der ein enger Zusam�

menhang zu den Nullstellen der �Ubertragungsfunktion eines linearen Systems besteht�

Diese Nullstellen 	nden sich bei geeigneter Normalform direkt im Zustandsmodell wieder�

Daher beein�ussen sie ma�geblich die Dynamik des Systems� und es entstand der Name

Nulldynamik� Im Gegensatz zu den Polen der �Ubertragungsfunktion sind die Nullstellen

invariant gegen�uber einer Zustandsr�uckf�uhrung 
Schwarz �����S� �� Durch die Wahl von

speziellen Zustandsr�uckf�uhrungen l�a�t sich bei vielen Systemen die Beobachtbarkeit des

Systems beein�ussen� Dieser Ansatz� die Ver�anderung der Beobachtbarkeit� f�uhrt zu der

De	nition�

De�nition ���� 
Schwarz ���� Der durch Zustandsr�uckf�uhrung unbeobachtbar zu ma�

chende Systemteil hei�t Nulldynamik des Systems� �

Zur Analyse der Nulldynamik mit dem hier wiedergegebenen Algorithmus von Isidori


���� ist es notwendig� da� das mathematische Modell in Form eines Di�erentialglei�

chungssystems vorliegt und sich insbesondere durch ein analytisches System �AS�

�AS �  x
t � f
x
t�u
t ! x� � x
t�

y
t � h
x
t ! x
t � R
�n !u
t � R

�m !y
t � R
p


���

mit den analytischen Funktionen f
x
t�u
t und h
x
t eine hinreichende Approxima�

tionsg�ute erzielen l�a�t�

Im weiteren bilden analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung �ALS�

�ALS �  x
t � a
x
t "B
x
tu
t !x� � x
t�

y
t � c
x
t !x
t � R
n !u
t � R

m !y
t � R
p


���

die zu analysierende Systemklasse� Die Funktionen a�B und c m�ussen analytisch in x

sein� Nach L#evine 
���� l�a�t sich jedes analytische System der Form 
��� in ein analyti�

sches System mit linear eingehender Steuerung gem�a� 
��� transformieren� Aus diesem

Grund stellt die Betrachtung von Systemen der Form 
��� keine Einschr�ankung dar� Die

sich anschlie�ende De	nition der Nulldynamik von Isidori 
���� beinhaltet die De	nition

���� wenn auch ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung 	ndet� Bei dem Ansatz

ist es notwendig� diejenigen Anfangswerte aufzu	nden� zu denen Stellgr�o�en existieren�

die einen Systemausgang identisch null bewirken� Das System� eingeschr�ankt auf diese

Anfangswerte und diese Stellgr�o�en� liefert dann die Nulldynamik� Mit di�erentialgeome�

trischen Begri�en l�a�t sich der Sachverhalt durch nachstehende De	nition ausdr�ucken�
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De�nition ���� Nulldynamik 
Isidori ����� Byrnes und Isidori �����S� ���

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z� des Zustandsraumes mit den folgenden Ei�

genschaften�

�� c
x � � � x � Z� �

�� in jedem Punkt x � Z� existiert eine eindeutige Stellgr�o�e u�
x
t �� u
t �

R
m derart� da� a
x "B
xu�
x tangential zu Z� ist�

�� Z� ist maximal bez� der Eigenschaften �� und �� �

Ist u�
x ferner eine glatte Funktion in x� dann wird Z� Nulldynamikmannig�

faltigkeit genannt� Das System

 x � f �
x � a
x "B
xu�
x �x � Z� 
���

wird als Nulldynamik des Systems 
��� bezeichnet� Die Funktion f �
x hei�t

Nulldynamikvektorfeld � �



� Di�erentialgeometrischer Nulldynamikalgorithmus �

� Di�erentialgeometrischer Nulldynamikalgorithmus

Mit dem di�erentialgeometrischen Nulldynamikalgorithmus von Isidori 
���� sind ana�

lytische Systeme mit linear eingehender Steuerung 
vgl� 
��� analysierbar� wobei jedoch

eine wichtige Einschr�ankung vorhanden ist� Die Eingangsgr�o�e u
t � R
m und die Aus�

gangsgr�o�e y
t � R
p m�ussen die gleiche Dimension besitzen� d� h� es mu� m

�
� p gel�

ten� Folgender Ansatz liegt dem Algorithmus zugrunde� Zun�achst gilt es� die Teilmenge

M� � R
n des Zustandsraumes derart zu bestimmen� da� der Systemausgang f�ur alle

x � M� null ist� d�h� c
x � � � x � M�� Da die Drift a
x des Systems 
��� f�ur x aus

M� meist einen Ausdruck ungleich null darstellt� ergibt  x ohne das Eingreifen einer Steue�

rung einen von null verschiedenen Ausdruck� Der Systemzustand x ver�andert sich also�

wodurch die Forderung nach einem Systemausgang c
x identisch null evtl� nicht mehr

gilt� In den folgenden Iterationsschritten des Algorithmus werden daher die Zust�ande

bestimmt� die keine Verletzung des Systemausgangs identisch null verursachen� F�ur die

Zustandsmannigfaltigkeiten gilt� M� � M� � � � � � Mk� Der Systemausgang iden�

tisch null bleibt erhalten� wenn entweder die Drift a
x des Systems durch eine Stellgr�o�e

kompensierbar ist oder die aus  x resultierenden Systemzust�ande x die Bedingung f�ur die

Ausgangsgr�o�e y
t � c
x
t
�
	 � nicht verletzen� Ist die Abbruchbedingung des Al�

gorithmus erf�ullt� ergibt sich die Nulldynamik des Systems durch das auf die Zust�ande

x � Mk und die zur Kompensation notwendige Stellgr�o�e eingeschr�ankte System� Im fol�

genden sind die einzelnen Schritte des di�erentialgeometrischen Nulldynamikalgorithmus

dargestellt�

Iterationsschritt ��

���� Die Jakobimatrix J
c�x habe in einer Umgebung U� � R
n um x� den konstanten

Rang s��

���� W�ahle eine Matrix S� � R
s��p derart� da� c�
x �� S�c
x genau s� linear un�

abh�angige Zeilen f�ur alle x aus U� aufweist�

���� Bestimme M� �� fx � R
n jc
x � �g

und setzte Mc
� �� M� � U� � fx � U�jc�
x � �g�

���� Die zeitliche Ableitung des Systemausgangs wird gebildet�

 y � Lac�
x " LBc�
xu 
���

� Lac�
x " �Lb�c�
x� � � � �Lbmc�
x�u � 
���

��
� Die n�achste Mannigfaltigkeit M� ergibt sich durch die Forderung� da� M� alle

x � Mc
� enthalten soll� f�ur die das Gleichungssystem

Lac�
x " LBc�
xu � � 
���
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nach u au��osbar ist� Die Berechnung von M� 	ndet� falls der Algorithmus nicht

terminiert� im Schritt k�� statt�

Es habe LBc�
x f�ur alle x � Mc
� den konstanten Rang r�� Falls r� � m erf�ullt ist�

endet der Algorithmus� und die Nulldynamikmannigfaltigkeit Z� ergibt sich dann

zu

Z� � M� � 
���

Die ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u�
x
t �� u
t erh�alt man in

diesem Fall als L�osung der nach u aufgel�osten Gleichung

�
Lac�
x " LBc�
xu

����
x�Z�

� � ! 
���

das Nulldynamikvektorfeld f �
x errechnet sich durch

f �
x � a
x "B
xu�
x� x � Z� � 
���

Damit ergibt sich die Nulldynamik

 x � f �
x � x � Z� � 
���

Gilt r� � m� f�ahrt der Algorithmus mit dem Teilschritt ��� fort�

���� Der L�osungsraum von

�LBc�
x � � � x � Mc
� 
���

hat die konstante Dimension s� 
 r�� Die Matrixfunktion R�
x � R
�s��r���s� ist

derart einzuf�uhren� da� sie in einer Umgebung �U� � U� um x� glatt in x ist und in

jedem Punkt x � �U� den L�osungsraum von 
��� aufspannt� Insbesondere gilt dann

R�
xLBc�
x � � � x � Mc
� � U� � 
���

Damit die Gleichung 
��� erf�ullt sein kann� mu� R�
xLac�
x � � gelten� F�ur

diesen Ausdruck wird dementsprechend die Abk�urzung

��
x �� R�
xLac�
x 
����

eingef�uhrt� die im n�achsten Iterationsschritt Verwendung 	ndet�
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Iterationsschritt k� k � ��

k��� Die Umgebung Uk�� � R
n um x� ist so zu w�ahlen� da� der Rang der Jakobimatrix

J
�h

ck��

�k��

i
�x
�

f�ur x � Uk�� konstant bleibt� Der Rang nimmt dann den Wert

Rang

�
J

��
ck��

�k��

�
�x

�����
x�Uk��

	
�

k��X
i��

si 
����

an und de	niert damit sk��� Jetzt wird eine Matrix Sk�� derart gew�ahlt� da�

Sk���k��
x genau sk�� unabh�angige Zeilen besitzt und damit

ck��
x ��

�
ck��

Sk���k��

�

����


s� " � � � " sk�� unabh�angige Zeilen aufweist�

k��� Berechne die Menge

Mk�� �� fx � R
n jck��
x � �� �k��
x � �g 
����

und de	niere damit

Mc
k�� �� Mk�� � Uk�� � fx � Uk��jck��
x � �� �k��
x � �g � 
����

k��� Die zeitliche Ableitung von ck��
x ist zu bestimmen und gleich null zu setzen�

d

dt
ck��
x
t � Lack��
x " LBck��
xu

�
� � � 
����

Als 
konstanten Rang der Matrix LBck��
x setze

rk�� �� Rang 
LBck��
x � f�ur x � Mc
k�� � 
����

k��� Der Algorithmus terminiert� wenn die Abbruchbedingung

rk��
�

� m 
����

erf�ullt ist� Die Nulldynamikmannigfaltigkeit Z� ergibt sich dann zu

Z� �� Mc
k�� � 
����

Die ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u�
x
t �� u
t erh�alt man in

diesem Fall als diejenige Stellgr�o�e u� welche eine L�osung der Gleichung�
Lack��
x " LBck��
xu

����
x�Z�

� � 
����
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darstellt! das Nulldynamikvektorfeld errechnet sich durch

f �
x � a
x "B
xu�
x� x � Z� � 
����

Daraus resultiert die Nulldynamik

 x � f �
x � x � Z� � 
����

Gilt rk�� � m� so wird der Algorithmus mit k�� fortgesetzt�

k�
� Der L�osungsraum aller � der Gleichungen

�LBck��
x � � � x � Mc
k�� 
����

hat die konstante Dimension s� " � � � " sk�� 
 rk��� Die Matrixfunktion

Rk��
x � R
�s�	���	sk���rk�����s�	���	sk��� ist so einzuf�uhren� da� sie in einer Um�

gebung �Uk�� � Uk�� um x� glatt in x ist und in jedem Punkt x � �Uk�� den

L�osungsraum von 
���� aufspannt� Insbesondere gilt dann

Rk��
xLBck��
x � � � x � Mc
k�� � �Uk�� � 
����

Damit die Gleichung 
���� erf�ullt sein kann� mu� Rk��
xLack��
x � � gelten�

Die Matrix Rk�� l�a�t sich dabei mit folgender Struktur w�ahlen�

Rk�� �

�
Rk�� �

Pk�� Qk��

�
� 
����

Mit dieser Wahl von Rk�� ist die neue Funktion �k�� als

�k�� �� Pk��Lack��
x "Qk��LaSk���k��
x 
����

de	nierbar�

Fahre mit dem Schritt k�� fort� �
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� Nulldynamik des inversen Pendels

Im Fachgebiet Me��� Steuer� und Regelungstechnik der Gerhard�Mercator�Universit�at

Duisburg existiert der Versuchsstand Inverses Pendel 
vgl� Bild ���� Das invertierte

Pendel ist ein instabiles System� d� h� ohne eine Regelung der Schlittenposition kippt

die Pendelstange nach unten� Um das Pendel aufrecht zu halten� kann der Schlitten� an

dem der Pendelfu�punkt angebracht ist� in einer Dimension 
d� h� nach links und rechts

verfahren werden� Kippt das Pendel nach links� mu� sich auch der Schlitten nach links

wieder unter das Pendel bewegen� um ein Herunterkippen der Pendelstange zu verhin�

dern� Um eine zu gro�e Belastung der Anlage zu vermeiden� stellt eine Notabschaltung

den Elektromotor ab� sobald der Schlitten zu nah an die Anschl�age kommt�

Bild ���� Versuchsstand Inverses Pendel

Die Ansteuerung des Elektromotors zur Positionierung des Schlittens erfolgt �uber einen

PC� Aus diesem Grund ist es m�oglich� die unterschiedlichsten Regelungskonzepte mit re�

lativ geringem Aufwand umzusetzen� Der Winkel und die Schlittenposition lassen sich

direkt messen und weiterverarbeiten� Ob und inwiefern die Me�werte in die Regelung

ein�ie�en� bleibt dem Anwender �uberlassen� Die Analyse der Nulldynamik soll sich auf

ein System beziehen� bei dem lediglich der Pendelwinkel die zu regelnde Gr�o�e darstellt�

Deshalb 	ndet zwar die Messung und Speicherung der Schlittenposition statt� diese Zu�

standsgr�o�e hat aber keine Auswirkungen auf die Regelung�



� Nulldynamik des inversen Pendels �

��� Modellbeschreibung

In dem schematischen Versuchsaufbau 
Bild ��� sind die auftretenden physikalischen

Kr�afte eingetragen�

Bild ���� Skizze des Versuchsaufbaus

Mit den Zustandsgr�o�en

x�
t � x
t Schlittenposition�

x�
t �  x
t Schlittengeschwindigkeit�

x

t � �
t Pendelwinkel und

x�
t �  �
t Winkelgeschwindigkeit

l�a�t sich das inverse Pendel� wie im Anhang B hergeleitet� durch ein Zustandsmodell der

Form

 x
t � a
x
t "B
x
tu
t x
t � R
� � u
t � R

y
t � c
x
t y
t � R

���

beschreiben� Darin sind

a
x��



����������������������

x�



J K�K� x�

Ra r� �m
�
P a

�


J Fr
x�

mP
� a�



fR x� cos
x


mP a
" g cos
x
 sin
x



J x�
� sin
x


mP a

J

mP
� a�


 cos
x
�

x�



fR x�

mP
� a�



K�K� x� cos
x


Ra r� �mP a



cos
x
Fr
x�

mP a

 x�

� cos
x
 sin
x
 "
g sin
x


mP a
J

mP
� a�


 cos
x
�


����������������������

�
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B
x ��



��������������������

�

J K�

Ra r� mP
� a�

�
J

mP
� a�


 cos
x
�
�

�

K� cos
x


Ra r� mP a

�
J

mP
� a�


 cos
x
�
�


��������������������

und 
���

c
x
t �� x

t �

Im ersten Unterabschnitt 	ndet jetzt der Nulldynamikalgorithmus von Isidori 
���� An�

wendung� Der zweite Unterabschnitt gibt die Me�plots der realen Anlage wieder und

vergleicht das Ergebnis des Nulldynamikalgorithmus mit dem gemessenen Verhalten des

inversen Pendels�

��� Di�erentialgeometrische Berechnung

Der im Abschnitt � beschriebene Algorithmus von Isidori 
���� beginnt mit�

���� Bestimme eine Umgebung U� um x� so� da� die Jakobimatrix J
c�x den konstanten

Rang s� f�ur alle x � U� hat�

Rang
J
c�x � Rang
��

� � � �
��

� � � x � R
�

� U� �� R
�  s� � � �


���

���� F�ur alle x � U� soll c�
x �� S�c
x mit einer Matrix S� � R
s��p genau s� linear

unabh�angige Zeilen aufweisen� Da s� � � ist� stellt S� �� � � R
��� eine zul�assige

Wahl dar�

� c�
x �� � � c
x � x
 � 
���

���� Berechne M� �� fx � R
� j c
x � �g

� M� �� fx � R
� j x
 � �g 
���

� Mc
� �� M� � U� � fx � R

� j x
 � �g � 
���

���� Ableitung des Systemausgangs

 y � Lac�
x " LBc�
x � u

�  y � x� " � � u �

���
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��
� Es ist r� �� Rang
LBc�
x � Rang
� � � � x � R
� �

Die Abbruchbedingung ist somit noch nicht erf�ullt� da r� � � � � � m ist�

���� Der L�osungsraum der Gleichung

�LBc�
x � � � x � Mc
� 
���

hat die konstante Dimension s� 
 r� � ��

W�ahle als Matrixfunktion R�
x � R
�s��r���s� � R

���

R�
x �� �� 
���

damit de	niert man

$�
x �� R�
xLac�
x � x� � 
����

Aufgrund der noch nicht erf�ullten Abbruchbedingung mu� der Algorithmus fortgesetzt

werden�

���� Die Umgebung U� � R
n um x� mu� f�ur alle x � U� einen konstanten Rang der

Jakobimatrix J
�h

c�
��

i
�x
�

liefern�

Rang

�
J

��
x�

x�

�
�x

�����
x�U�

	
� Rang

��
� � � �

� � � �

��
� � �� � " s�

� U� � R
�  s� � � �


����

Die Matrix S� ist so zu w�ahlen� da� S�$�
x genau s� unabh�angige Zeilen aufweist�

Da s� � � ist� stellt S� �� � � R
��� ein zul�assige Wahl dar�

� c�
x ��

�
c�

S�$�

�
�

�
x


x�

�
� 
����

���� Die Berechnung der Menge

M� �� fx � R
� j c�
x � �� $�
x � �g 
����

liefert

M� �� fx � R
� j x
 � �� x� � �g 
����

und damit

Mc
� �� M� � U� � fx � R� j x
 � �� x� � �g � 
����
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���� Die Funktion c�
x
t nach der Zeit ableiten und gleich null setzen�

d

dt
c�
x
t � Lac�
x " LBc�
xu

�
� �

�� �



�������

x�



fR x�

mP
� a�



K�K� x� cos
x


Ra r� �mP a



cos
x
Fr
x�

mP a

 x�

� cos
x
 sin
x
 "
g sin
x


mP a
J

mP
� a�


 cos
x
�


�������

"



���

�

K� cos
x
mPa

Rar�
cos
x
�m�
pa

� 
 J


��� u � 
����

Bezeichne den Rang der Matrix LBc�
x 
x � Mc
� mit r��

� r� �� Rang

�
B�


�� �

K� cos
x
mPa

Rar�
cos
x
�m�
pa

� 
 J


��
�
CA � � f�ur x � Mc

� � 
����

���� Die Abbruchbedingung r�
�

� � � m ist erf�ullt� und als Nulldynamikzustandsman�

nigfaltigkeit Z� ergibt sich

Z� � Mc
� � fx � R� j x
 � �� x� � �g � 
����

Die ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u�
x
t �� u
t ergibt sich in

diesem Fall als L�osung von

�
Lac�
x " LBc�
xu

����
x�Z�

� � �

�



�����

�



K�K� x�

Ra r� �mP a



Fr
x�

mP a
J

mP
� a�


 �


����� "



�����

�

K�mPa

Rar�
m�
pa

� 
 J


����� u � �

� u�
x �
K�K�x� " Fr
x�Rar

�
�

K�r�
�


����
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Durch das Einsetzen der soeben bestimmten Gr�o�en in

 x � f�
x �� a
x "B
xu�
x� x � Z� 
����

resultiert die Nulldynamik



����

 x�
t

 x�
t

 x

t

 x�
t


���� �



����
x�
t

�

�

�


���� mit x � fx � R� j x
 � �� x� � �g � 
����

�

Es stellt sich die Frage� welche Schl�usse sich aus der Nulldynamik 
���� f�ur die reale

Anlage ziehen lassen� Das System 
���� repr�asentiert das dynamische Verhalten des

inversen Pendels� wenn die Regelung nur daf�ur sorgt� da� der Pendelwinkel x
 immer

null ist� Konkret hei�t das� da� die Schlittenposition x� linear �uber alle Grenzen w�achst�

sobald das System eine Schlittengeschwindigkeit x� �� � aufweist� Die Nulldynamik ist also

instabil� Dieses Verhalten ist auch an der realen Anlage� wie im zweiten Unterabschnitt

beschrieben� veri	zierbar�

Die Situation x� �� � tritt an der Anlage in k�urzester Zeit ein� da f�ur das reale invertierte

Pendel x

t � � �� � gilt� Das Pendel beginnt demzufolge zu kippen� womit sich direkt

eine Regelung des Winkels ergibt� d�h� der Schlitten verf�ahrt und somit ist x� �� �� Wie

bereits erw�ahnt� f�ahrt der Schlitten dann mit konstanter Geschwindigkeit davon�

��� Me�ergebnisse

Zur Messung der
�
real existierenden Nulldynamik� des inversen Pendels wird� wie in Bild

��� dargestellt� lediglich der Pendelwinkel mit einem PIDT� Regler geregelt�

�

y � x
 � �

w 	 �

Inverses Pendel

PIDT�

u

Bild ���� Reglerstruktur bei der Messung
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Entsprechend dem Zustandsmodell 
��� 	ndet die Schlittenposition im Regelungskonzept

keine Ber�ucksichtigung� Ausgehend von der oberen instabilen Ruhelage 
Pendelwinkel

� �� und Schlittenposition � � cm stellt sich das �uber die Nulldynamik vorhergesagte

Verhalten� n�amlich eine instabile Schlittenposition� die linear �uber alle Grenzen w�achst�

in k�urzester Zeit ein 
vgl� Bild ����

� � �

� � 	

� � �

� 	

�

	

� �

� � 	
� 
 	 � 
 	 � � 
 	 ���

� �
��
��
��
��

�

� �
��
��
��
��
��

� � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

Bild ���� Messung am inversen Pendel! Start in der instabilen Ruhelange

Die kurze Zeitspanne der Messung liegt in dem begrenzten Verfahrweg� der f�ur den Pen�

delschlitten zur Verf�ugung steht� begr�undet 
vgl� Bild ����
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Mit einer Anfangsauslenkung des Pendels stellt sich das instabile Verhalten der Wagen�

position sofort ein 
vgl� Bild ���� Denn die Regelung greift unmittelbar ein� um den

Pendelwinkel auszuregeln� Dazu mu� der Schlitten bewegt werden� womit die Schlitten�

geschwindigkeit x� �� � ist� Die Nulldynamikanalyse hat gerade f�ur diesen Fall 
x� �� �

eine linear anwachsende Schlittenposition vorhergesagt� was in dem Bild ��� sehr gut zu

erkennen ist� Das dynamische Verhalten der realen Anlage stimmt also mit dem �uber die

Nulldynamik vorhergesagten Verhalten �uberein�

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � �

� � 	

� � �

� 	

�
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� �

� � � 
 �� 
 �� 
 � � 
  � 
 ! � 
 �

� �
��
��
��
��

�

� �
��
��
��
���

�

� � � � �

Bild ��
� Messung am inversen Pendel! Start mit � � ��� Anfangsauslenkung�

Aufgrund dieser Instabilit�at ist es notwendig den Systemzustand �Schlittenposition� eben�

falls zu messen�
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� Zusammenfassung und Ausblick

Die Nulldynamik eines inversen Pendels bildet in diesem Bericht den Gegenstand der

Untersuchung� Die Berechnung der Nulldynamik erfolgt mit dem Nulldynamikalgorith�

mus von Isidori 
����� Aus diesem Ansatz ergibt sich die Einschr�ankung� da� genauso

viele Systemeing�ange wie Systemausg�ange vorhanden sein m�ussen� Das inverse Pendel

besitzt als Eingang nur die Steuerspannung des Elektromotors� der den Pendelschlitten

bewegt� Daher mu� der Systemausgang auch eindimensional sein� Die Schlittenposition

als einzige zu regelnde Gr�o�e am Systemausgang zu w�ahlen� ist nicht sinnvoll� Deshalb

besteht hier der Systemausgang aus dem Pendelwinkel� Aufgabe der Regelung ist es� den

Systemausgang bei null zu halten� Bez�uglich einer Stabilisierung des gesamten Systems

stellt sich die Frage nach dem dynamischen Verhalten der Zustandsgr�o�e
�
Schlittenposi�

tion�� Die berechnete Nulldynamik sagt f�ur die Schlittenposition ein lineares Wachstum

�uber alle Grenzen voraus� sobald die Schlittengeschwindigkeit ungleich null ist� Aufgrund

der Instabilit�at der oberen Ruhelage 
Pendelwinkel gleich null und Schlittenposition gleich

null tritt der Fall einer von Null verschiedenen Schlittengeschwindigkeit in k�urzester

Zeit ein� da eine Ausregelung des Pendelwinkels nur �uber das Verfahren des Schlittens

m�oglich ist� Das �uber die Nulldynamik vorhergesagte instabile Verhalten der Anlage ist

am Pr�ufstand gut zu sehen� L�a�t man das inverse Pendel in der oberen Ruhelage los�

f�ahrt der Schlitten nach kurzer Zeit 
���s mit senkrecht stehendem Pendel bis zur Notab�

schaltung davon� Um die Schlittenposition �uber eine Kaskadenreglung ebenfalls zu regeln�

mu� sie im Systemausgang vorhanden sein� Eine Messung der Schlittenposition macht die

Ber�ucksichtigung der Schlittenposition im Systemausgang m�oglich� was eine Erweiterung

des Systemmodells darstellt� Dieses Zustandsmodell besitzt dann einen Eingang und zwei

Ausg�ange� Die Berechnung der Nulldynamik von einem so erweiterten System kann nicht

mit dem hier verwendeten Nulldynamikalgorithmus erfolgen� da dieser die gleiche Dimen�

sion bez�uglich des Systemein� und �ausgangs fordert� Hier bieten di�erentialalgebraische

Methoden eine Alternative�

In einem weiteren Bericht soll die Berechnung der Nulldynamik des inversen Pendels mit

dem di�erentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Polzer 
���� erfolgen� Dieser

Algorithmus erm�oglicht es� Systeme zu betrachten� die eine unterschiedliche Anzahl an

Systemeing�angen und Systemausg�angen aufweisen� Somit ist es m�oglich� die Nulldynamik

von Systemen zu bestimmen� deren Systemausgang erweitert wurde�
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A Funktionsklassen

Dieser Bericht verwendet die Begri�e glatte� analytische und rationale Funktion�

De�nition A��� Glatte Funktionen Isidori 
�����S� ���

�i� Es sei A eine o�ene Teilmenge des R
n und f � A � R eine Funktion� Die

Funktion f wird glatt genannt� wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger

Ordnung existieren und stetig sind�

�ii� Es sei A wieder eine o�ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g
x � �g�
x� � � � � gm
x�T� Die Funktion g wird glatt genannt� wenn alle

Funktionen gi� 
i � �� � � � � m glatt sind� Die Menge aller glatten Funktionen

wird mit C� bezeichnet� �

De�nition A��� Analytische Funktionen Isidori 
�����S� ���

�i� Die Teilmenge A des Rn sei o�en und f � A� R eine Funktion� Die Funktion

f wird analytisch genannt� wenn f eine glatte Funktion ist und es f�ur jeden

Punkt x� � A eine Umgebung U derart gibt� da� die Taylorreihe von f f�ur alle

x � U gegen f konvergiert�

�ii� Es sei A wieder eine o�ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g
x � �g�
x� � � � � gm
x�T� Die Funktion g wird analytisch genannt�

wenn alle Funktionen gi� 
i � �� � � � � m analytisch sind� �

De�nition A��� Rationale Funktionen St�ocker 
�����S� ���

Funktionen� die sich durch endlich viele Additionen� Subtraktionen� Multiplikatio�

nen und Divisionen in den unabh�angigen Variablen x beschreiben lassen� werden

rationale Funktionen genannt� �
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B Modellbildung des inversen Pendels

Bild B��� Schematischer Versuchsaufbau des invertierten Pendels

Die Bewegungsgleichungen des Wagens mit dem Pendel k�onnen �uber die Lagrangeschen

Gleichungen zweiter Art 
B�� hergeleitet werden� Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieser

Vorgehensweise 	ndet sich u� a� in Sossna 
�����

d

dt

�
�T

�  qj

�



�T

�qj
� Qj j � �� � � � � n � 
B��

mit
n � Anzahl der Freiheitsgrade�

T � kinetische Energie des mechanischen Systemanteils�

qj � verallgemeinerte Koordinate und

Qj � verallgemeinerte Kraft bez�uglich dieser Koordinate�
f�ur die gilt�

Qj �
NX
i��

F i

�ri

�qj
� 
B��

Dabei ist N die Anzahl der am System angreifenden �au�eren Kr�afte�

Die kinetische Energie ergibt sich zu

T �
�

�
m  x� 
mP a  x  � cos� "

�

�
J  �� 
B��

mit

m � mw " mp �

J � mPa
� " Js �


B��
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Insgesamt folgen aus den Lagrangeschen Gleichungen 
B�� die gesuchten Bewegungsglei�

chungen

m�x
t
mpa 
 ��
t cos�
t
  ��
t sin�
t � F 
t
 FR
  x
t �

J ��
t
mpa 
�x
t cos�
t " g sin�
t � 
MR
  �
t

B��

mit den Konstanten

m � mw " mP � gesamte bewegte Masse�

mP � Masse des Pendels�

a � Abstand zwischen Dreh� und Schwerpunkt des Pendels�

J � Massentr�agheitsmoment bez�uglich des Drehpunktes sowie

g � Erdbeschleunigung
und den geschwindigkeitsabh�angigen Gr�o�en Reibkraft FR
  x
t und ReibmomentMR
  �
t�

Die eingehende Kraft F 
t des Seilzuges l�a�t sich �uber die Di�erentialgleichung des Elek�

tromotors

F 
t �
K�

Rar�
ua
t


K�K�

Rar
�
�

 x
t 
B��

berechnen�

Das Di�erentialgleichungssystem 
B�� ist mit den Zust�anden

x�
t � x
t Schlittenposition�

x�
t �  x
t Schlittengeschwindigkeit�

x

t � �
t Pendelwinkel und

x�
t �  �
t Winkelgeschwindigkeit

in das �aquivalente System der Form

 x
t � a
x
t "B
x
tu
t� x
t � R
� � u
t � R�

y
t � c
x
t � y
t � R

B��

transformierbar� Die Funktionen a
x
t�B
x
t und c
x
t in B�� lauten�

a
x��



����������������������
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J K�K� x�

Ra r� �m
�
P a
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J Fr
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mP a
" g cos
x
 sin
x



J x�
� sin
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B
x ��



��������������������
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J K�
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J

mP
� a�


 cos
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�
�

�

K� cos
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Ra r� mP a
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J
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 cos
x
�
�


��������������������

und 
B��

c
x
t �� x

t �


