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� Einleitung

In der Praxis treten sehr h�au�g St�orgr�o�en bei Systemen auf� St�orgr�o�en k�onnen allge�

mein betrachtet jede physikalische� chemische und�oder biologische Gr�o�e sein� die den

Systemausgang unerw�unscht beein�ussen� Bei technischen Systemen sind Beispiele aus

der Praxis � wie z� B� der Robotik� den Gro�manipulatoren und der Fahrzeugtechnik � auf�

zuf�uhren� Bei Robotern wirken je nach Handhabungst�atigkeit �z� B� Schwei�en� Transport

von Gu�pfannen� am Ende�ektor St�orgr�o�en auf die Trajektorienregelung ein� Zus�atzlich

zu diesen St�orgr�o�en k�onnen bei Gro�manipulatoren� die Handhabungssysteme mit sehr

gro�er Reichweite darstellen� durch Elastizit�aten hervorgerufene Strukturschwingungen

auftreten� Im Fahrbetrieb von Kraftfahrzeugen spielen St�orungen wie Windkr�afte und

Fahrbahnunebenheiten eine wichtige Rolle�

St�orgr�o�en�

entkopplung

Bild ��� Anwendungsgebiete der St�orgr�o�enentkopplung

Bei diesen Praxisbeispielen �vgl� Bild 
�
�� ist eine St�orgr�o�enentkopplung sinnvoll und

w�unschenswert� da sich durch eine separate Betrachtung des Ein�usses der St�orgr�o�en die

Regelungsproblematik erheblich reduziert� Unter einer St�orgr�o�enentkopplung ist somit

zu verstehen� da� die Ausg�ange eines Systems unabh�angig von den St�orgr�o�en sind�

F�ur die Beschreibung des Ursache��Wirkungsverhaltens dynamischer Systeme dienen sehr

h�au�g nichtlineare Di�erentialgleichungssysteme� Zur L�osung der Problematik St�orgr�o�en�

entkopplung existieren diverse Ans�atze� die auf verschiedenen mathematischen Methoden

und Theorien basieren� In dieser Arbeit konzentriert sich die Betrachtung auf den nichtli�

nearen Ansatz der Di�erentialalgebra �Ritt 
���� Fliess 
����� In der Di�erentialalgebra

� Bildquellen� Skywash �http���www�sfb����uni�duisburg�de�forschung�experimentalsysteme�html	
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� Einleitung 	

besteht die Grundidee darin� Methoden und Eigenschaften der klassischen Algebra f�ur

algebraische Di�erentialgleichungen aufzubereiten und zu erweitern� Es zeigt sich in die�

sem Bericht� da� die di�erentialalgebraische St�orgr�o�enentkopplung Aussagen �uber die

St�orgr�o�enentkoppelbarkeit und einen Algorithmus zur entsprechenden Reglersynthese

liefert�

Der Bericht gliedert sich wie folgt� Der zweite Abschnitt stellt die Grundlagen des

von Senger �
���� entwickelten und auf di�erentialalgebraischer Methodik aufbauen�

den Algorithmus vor� Dieser Algorithmus berechnet mit Hilfe von Gr�obner�Basen das

st�orgr�o�enentkoppelnde Regelgesetz und ist nur f�ur Polynomsysteme g�ultig� die eine Un�

terklasse der rationalen Systeme darstellen� Daher �ndet im dritten Abschnitt eine Er�

weiterung des Algorithmus auf rationale Systeme statt� die neben Polynomen nun auch

rationale Funktionen enthalten� Um auch analytische Systeme mit dem erweiterten Al�

gorithmus behandeln zu k�onnen� wird eine geeignete Systemtransformation im vierten

Abschnitt in den Algorithmus integriert� Des weiteren untersucht der vierte Abschnitt die

Bedingung der di�erentialalgebraischen St�orgr�o�enentkoppelbarkeit� Eine Zusammenfas�

sung der Methodik der di�erentialalgebraischen St�orgr�o�enentkopplung und ein Ausblick

bilden im f�unften Abschnitt den Abschlu� dieses Forschungsberichtes�
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� St�orgr�o�enentkopplung von Polynomsystemen

Zun�achst sei die di�erentialalgebraische St�orgr�o�enentkopplung ohne Beschr�ankung der

Systemklassen auf Polynomsysteme betrachtet� Dabei erlaubt die Di�erentialalgebra

grunds�atzlich die Betrachtung analytischer Systeme �AS�� Einzige Einschr�ankung hier�

bei ist� da� in dem AS keine nicht�rationalen Funktionen enthalten sein d�urfen �wie z� B�

sin�x��
p
x�� Nach di�erentialalgebraischer Sichtweise ist zun�achst ein System �Def� A�
��

als endlich generierte di�erentielle K�orpererweiterung �uber einem Grundk�orper de�niert�

Folglich besteht noch keine Aussage �uber Zustands�� Ein� und Ausgangsgr�o�en� Diese

Formulierung ist erst durch den Begri� der Dynamik �Def� A�
�� festgelegt� In Form ei�

nes Zustandsmodells ist die Dynamik eines Systems in der Di�erentialalgebra also durch

ein AS

�AS
x�t� � f�x�t��u�t�� s�t�� � x�t� � R

n � u�t� � R
m �

y�t� � h�x�t�� s�t�� � s�t� � R
q � y�t� � R

p
�	�
�

mit der St�orgr�o�e s�t� � �s��t�� � � � � sq�t��
T beschreibbar� Entsprechend folgt mit s�t� � �

das ungest�orte System

��
AS

x�t� � f�x�t��u�t�� s�t��js�t��� � x�t� � R
n � u�t� � R

m �

y�t� � h�x�t�� s�t��js�t��� � s�t� � R
q � y�t� � R

p �
�	�	�

Die Beschr�ankung der Systemklassen auf Polynomsysteme erm�oglicht die Berechnung

von Gr�obner�Basen �Gr�obner 
����� Der Algorithmus zur di�erentialalgebraischen St�or�

gr�o�enentkopplung von Senger �
���� nutzt diese Gr�obner�Basen� Im wesentlichen besteht

der Algorithmus aus der Ermittlung eines Kompensators� gegeben durch das R�uckf�uhrge�

setz in dem Zustand x�t� und einem neuen Eingang v�t�� Dieser Kompensator ist �ahnlich

dem Prinzip der exakten Linearisierung �Isidori 
���� Schwarz 
��
� Schwarz 
���� Nij�

meijer und van der Schaft 
���� ausgelegt� das hei�t dem Systemmodell �der Regelstrecke�

vorgeschaltet� Die Stellgr�o�e u�t� des Kompensators soll dann bewirken� da� der System�

ausgang y�t� unabh�angig von der St�orgr�o�e s�t� ist� Der Kompensator linearisiert das Sy�

stem exakt und zwingt diesem das Ersatzsystemverhalten einer Integratorkette auf �Senger


����� Des weiteren l�a�t sich der Kompensator zur St�orgr�o�enentkopplung als di�erenti�

elle K�orpererweiterung der Form khu� v� si�khv� si nach Senger �
���� darstellen und ist

in Bild 	�
 enthalten� Durch Hinzunahme eines linearen Regelgesetzes f�ur das linearisierte

Ersatzsystem ist dann mittels Polvorgabe ein gew�unschtes Systemverhalten zu erzielen�

Ein Vorteil der Methode von Senger �
���� ist� da� f�ur die St�orgr�o�enentkopplung der

Kompensator nicht nach statischer oder dynamischer Art bez�uglich der Berechnungs�

grundlage des Kompensatorgesetzes unterschieden werden mu�� Bei der di�erentialalge�

braischen dynamischen Zustandsr�uckf�uhrung sind lediglich zus�atzliche Zustandsvariablen

z�t� in dem Kompensator f�ur die Dynamik zu ber�ucksichtigen �Senger 
�����

Ein wesentlicher Bestandteil des Algorithmus zur St�orgr�o�enentkopplung ist die Berech�

nung �reduzierter� Gr�obner�Basen �Senger 
����� Diese Gr�obner�Basen sind ein ma�

thematisches Hilfswerkzeug zum L�osen von nichtlinearen �Polynom�� Gleichungen �vgl�
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x

s

yuv
khu� v� si�x� z��khv� si�x� khy�u� si�x��khu� si

Kompensator Systemmodell

st�orgr�o�enentkoppeltes� linearisiertes System

Bild ��� Exakte di�erentialalgebraische St�orgr�o�enentkopplung

De�nition A�
��� Durch die Berechnung von Gr�obner�Basen ist die Betrachtung der Sy�

stemklassen also auf die Klasse der Polynomsysteme beschr�ankt� Es lassen sich zwei

Gr�obner�Basen � die �Standard�� Gr�obner�Basis und die reduzierte Gr�obner�Basis � un�

terscheiden� Diese de�nieren sich durch�

De�nition �� �Standard�� Gr�obner�Basis �Jirstrand 
����

Eine endliche Teilmenge GB � fg� � � �  gng eines von den Polynomen f�� � � � � fm erzeugten

Ideals I hei�t Gr�obner�Basis� wenn

hlt�g��� � � � � lt�gn�i � hflt�f�jf � Igi�
das hei�t wenn jeder f�uhrende Term lt�f� �vgl� De�nition A�
�� f�ur f � I einen Teiler aus

der Menge flt�g��� � � � �
lt�gn�g hat�

De�nition �� Reduzierte Gr�obner�Basis �Jirstrand 
����

Die Gr�obner�Basis GB � fg� � � �  gng eines Ideals I � hf�� � � � � fmi hei�t reduzierte

Gr�obner�Basis� wenn gilt�

�i� lc�gi� � 
 �gi � GB� worin 
 das Einselement der Ringmultiplikation darstellt�

und

�ii� kein Monom mi aus gj � GB hat einen Teiler unter den f�uhrenden Termen

flt�g��� � � � � lt�gn�gnfmig�
Zur Berechnung einer Gr�obner�Basis ist die Kenntnis �uber die Monomordnung eines Poly�

noms� sowie die Durchf�uhrung mehrdimensionaler Polynomdivisionen unerl�asslich� Daher

sind vorab diese zus�atzlichen mathematischen Begri�e zu erl�autern� Ein Monom ist fol�

genderweise de�niert�

De�nition �� Monom �Jirstrand 
����

Ein Monom m in den Variablen x�� � � � � xn ist ein Produkt

m � x��� x��� � � �x�n

n �

mit �i � N� und der Bedingung� Es existiert ein i � f
� 	� � � � � ng mit �i �� ��
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F�ur eine mehrdimensionale Polynomdivision ist eine Festlegung der Ordnung der Terme

der Polynome � also der Monomordnung � unabdingbar� Auch h�angt das Ergebnis von

dieser Monomordnung ab� Es seien i� �� �i��� � � � � i�n�� i�j � N� die Vektoren der

Exponenten der Monome �vgl� De�nition 	��� mi � xi��
� xi��

� � � � xi�n

n � Die i� werden auch

Multigrade genannt�

De�nition �� Monomordnung �Forsman 
��	�

Es seien j� Multigrade� Eine Monomordnung � ist eine Anordnung� die folgende Bedin�

gungen erf�ullt�

i�j � �

�� � �� � ��! i� � ��! i�

�
� i� j � N �

Nach Pauer und Pfeifhofer �
���� sowie Fr�oberg �
���� existieren verschiedene Mono�

mordnungen zur Berechnung von mehrdimensionalen Polynomdivisionen und Gr�obner�

Basen �z� B� strikt lexikographisch� gestuft lexikographisch�� In den folgenden Anwen�

dungen kommt nur die strikt lexikographische Anordnung zum Tragen� die sich wie folgt

de�niert �Pauer und Pfeifhofer 
���� Fr�oberg 
�����

De�nition �	� Strikt lexikographische Monomordnung

Es seien m�� m� Monome mit den Multigraden ������ Eine strikt lexikographische Mo�

nomordnung �� � �� und damit m� � m� ist eine Anordnung� die der Bedingung

gen�ugt�

�� � �� � ��� � ���  � � �  ��k � ��k  ��k�� � ��k�� � f�ur k � N� �

Mit anderen Worten bedeutet m� � m� �
"
m� ist vorrangig vor m�# gelesen�� da� der

erste gefundene Exponent eines Monoms gr�o�er als der Exponent des zweiten Monoms

sein mu�� Die bis dahin verglichenen Exponenten sind gleichen Wertes� Im folgenden ist

mit lexikographischer Monomordnung immer eine strikt lexikographische Monomordnung

gemeint�

Beispiel �� �Senger 
����

F�ur die Monome m� � x��x
�
�� m� � x�x

�
�x�� m� � x�x

�
�x

	
� gilt bei lexikographischer

Monomordnung x� � x� � x��

m� � m� � m� �

Die eindimensionale Poynomdivision ist allgemein bekannt� Anders verh�alt es sich da bei

der mehrdimensionalen Polynomdivision� F�ur den mehrdimensionalen Fall ist eine Verall�

gemeinerung der Polynomdivision einzuf�uhren� Bei der mehrdimensionalen Polynomdivi�

sion f�ff�� � � � � fmg ist ein Polynom f � R�x�� � � � � xn� durch f � h�f� ! � � � ! hmfm ! r

mit hifi � I f�ur ein Ideal I � hf�� � � � � fmi �vgl� De�nition A��� darzustellen� wobei r der

Rest der Polynomdivision ist� �Ahnlich wie bei dem eindimensionalen Fall ist sukzessiv
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zu versuchen� den f�uhrenden Term lt�f� von f �vgl� De�nition A�
�� durch Subtraktion

eines Terms zu eliminieren� Der Subtrahend ai � lt�fi� �mi stellt dabei das Produkt aus

einem f�uhrenden Term lt�fi� von f�� � � � � fm� einem Monom mi � R�x�� � � � � xn� und einem

Koe�zienten ai dar� Ist der f�uhrende Term lt�f �� des Ergebnisses der Subtraktion durch

keinen der f�uhrenden Terme von fi � i � 
� � � � � m teilbar� so wird lt�f �� zu dem Rest

addiert� Das folgende Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise�

Beispiel �� �Jirstrand 
���� Senger 
����

Es sei f � x��x�!x�� und f� � x�x��
 sowie f� � x��
� Zudem werde die lexikographische

Monomordnung x� � x� verwendet� Dann folgt f�ur den ersten Schritt�

f � ff�� f�g � fh�� h�� rg
� �x��x� ! x��� � f�x�x� � 
�� �x� � 
�g � f�x� ! � � ��� �� � ��� �x� ! � � ��g

��x��x� � x��

x� ! x�� � r� � x� �

Im ersten Schritt wird folglich von f der Term x� � f� subtrahiert und x� dem Polynom h�
zugeschlagen� Da der f�uhrende Term x� des Ergebnisses der Subtraktion nicht durch die

f�uhrenden Terme x�x� und x� von f� und f� teilbar ist� wird x� dem Rest in Form von r�
zugeschlagen �r �

P
i ri�� Der zweite Schritt lautet�

�x��x� ! x��� � f�x�x� � 
�� �x� � 
�g � f�x� ! � � ��� �x� ! � � ��� �x� ! � � ��g
���

x� ! x��
��x�� � x� ! r��

x� �

Im zweiten Schritt wird also x� � f� ! r� subtrahiert und x� dem Polynom h� hinzugef�ugt�

wonach x� �ubrig bleibt� Der Term x� ist wiederum durch den f�uhrenden Term von f�
teilbar� Deshalb wird im dritten Schritt�

�x��x� ! x��� � f�x�x� � 
�� �x� � 
�g � f�x��� �x� ! 
�� �x� ! 
�g
���

x�
��x� � 
�


 � r� � 


�r�
� �


 � f� von x� subtrahiert� was bedeutet� da� 
 dem Polynom h� hinzuzuf�ugen ist� Als

Ergebnis der Subtraktion dieses dritten Schritts ergibt sich die Konstante 
� die nicht

mehr durch einen f�uhrenden Term von f� oder f� teilbar ist� und somit zu dem Rest

r in Form des Partialrestes r� addiert wird� Es gilt damit� f � h�f� ! h�f� ! r �

x��x�x� � 
� ! �x� ! 
��x� � 
� ! x� ! 
�
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��� Buchberger�Algorithmus

Grundlegend f�ur die Berechnung einer �Standard�� Gr�obner�Basis ist der Buchberger Algo�

rithmus� Die Idee des Algorithmus ist� die Menge der das Ideal erzeugenden Polynome so

zu erweitern� da� als Ergebnis zun�achst eine �Standard�� Gr�obner�Basis vorliegt� Durch

Hinzuf�ugen von Resten der Division der sogenannten S�Polynome zu den bis dahin ermit�

telten erzeugenden Polynomen eines Ideals l�a�t sich diese Erweiterung praktizieren� Die

S�Polynome sind folgenderma�en de�niert�

De�nition �
� S�Polynom �Buchberger 
���� Buchberger 
����

Es seien f�� f� � R�x�� � � � � xn� zwei Polynome� Das S�Polynom S�f�� f�� von f�� f� wird

durch die Vorschrift

S�f�� f�� �
lcm�lm�f��� lm�f���

lt�f��
� f� � lcm�lm�f��� lm�f���

lt�f��
� f�

gebildet� Der Operator lcm bedeutet darin das kleinste gemeinsame Vielfache �nach dem

englischen least common multiple� der in Klammern nachgestellten Operanden�

Des weiteren gilt der Satz�

Satz �� �Cox u� a� 
��	�

Es sei I � hf�� � � � � fni � hF i ein von den Polynomen ff�� � � � � fng � F erzeugtes Ideal�

Dann gilt�

F � GB�I� � rem�S�fi� fj�� F � � � � i� j � f
� � � � � ng� i �� j �

Darin bezeichnet der Operator
"
rem# den Rest einer mehrdimensionalen Polynomdivision�

Damit ist �uberpr�ufbar� ob ff�� � � � � fng eine Gr�obner�Basis des Ideals hf�� � � � � fni ist�

Neben der M�oglichkeit zur �Uberpr�ufung der Idealbasis f�uhrt Satz 	�� auf den Kern von

Buchbergers Algorithmus� Der Algorithmus berechnet zun�achst alle S�Polynome S�fi� fj�

und ihre Reste rem�S�fi� fj�� F � f�ur alle i� j� bis ein Rest ungleich Null ist� Durch Hin�

zuf�ugen dieser Reste zu der Menge F der Erzeugendenpolynome lassen sich nun im

n�achsten Schritt erneut die S�Polynome f�ur die erweiterte Menge FNeu berechnen� Das Ab�

bruchkriterium des Algorthmus ist erf�ullt� wenn alle Reste sich zu rem�S�fi� fj�� FNeu� � �

ergeben�

Da� dieser Algorithmus wirklich das Abbruchkriterium erreicht� hat Buchberger �
�����

Buchberger �
���� gezeigt� Die bei Erf�ullung des Abbruchkriteriums ermittelte Menge

der erzeugenden Polynome ist dann die �Standard�� Gr�obner�Basis� Wenn diese Gr�obner�

Basis existiert� ist die Bestimmung der reduzierten Gr�obner�Basis recht einfach� Sie ergibt

sich durch �Uberpr�ufung der einzelnen Polynome der �Standard�� Gr�obner�Basis auf lineare

Abh�angikeit zueinander� Das hei�t� wenn sich ein Polynom durch Linearkombination der

anderen Polynome darstellen l�a�t� kann die Menge der erzeugenden Polynome um dieses
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Polynom reduziert werden� Daher sind nochmals mehrdimensionale Polynomdivisionen

durchzuf�uhren�

Zum besseren Verst�andnis sei im folgenden Beispiel �in Anlehnung an Senger 
���� die

Berechnung der �Standard�� Gr�obner�Basis nach dem Buchberger Algorithmus und an�

schlie�end das Ermitteln der reduzierten Gr�obner�Basis ausf�uhrlich durchgef�uhrt�

Beispiel ���

Es seien die erzeugenden Polynome F � ff�� f�g eines Ideals gegeben als

f� � x�� � 
 und

f� � x�x� � 
 �

und eine lexikographische Monomordnung x� � x� zur Berechnung der Gr�obner�Basis

vorausgesetzt� Das einzig m�ogliche S�Polynom ergibt sich zu

S�f�� f�� �
lcm�lm�x�� � 
�� lm�x�x� � 
��

lt�x�� � 
�
� �x�� � 
�

� lcm�lm�x�� � 
�� lm�x�x� � 
��

lt�x�x� � 
�
� �x�x� � 
�

�
lcm�x��� x�x��

x��
� �x�� � 
�� lcm�x��� x�x��

x�x�
� �x�x� � 
�

�
x�x

�
�

x��
� �x�� � 
�� x�x

�
�

x�x�
� �x�x� � 
�

� x�x
�
� � x� � �x�x

�
� � x��

� �x� ! x� �

F�ur die Polynomdivision folgt�

S�f�� f�� � ff�� f�g � fh�� h�� rg
� ��x� ! x�� � f�x�� � 
�� �x�x� � 
�g � f�� ���x� ! x�g

���x� ! x�� � r � �x� ! x�
� �

Es gilt also rem�S�f�� f��� F � �� �� und somit folgt� da� F keine �Standard�� Gr�obner�Basis

darstellt und der Rest r � �x� !x� als neue Polynomfunktion � f� genannt � dem neuen

Polynomsystem FNeu zu addieren ist�

f� � x�� � 
 �

f� � x�x� � 
 und

f� � �x� ! x� �

In einem n�achsten Schritt berechnen sich die beiden S�Polynome S�f�� f�� und S�f�� f��

zu�

S�f�� f�� � �x� ! x�� und

S�f�� f�� � ��
 ! x���x� �
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Es sind nun zwei Polynomdivisionen f�ur je ein S�Polynom durchzuf�uhren� Diese ergeben

die beiden Reste r� � r� � ��

S�f�� f�� � ff�� f�� f�g � fh�� h�� h�� r�g
� ��x� ! x��� � f�x�� � 
�� �x�x� � 
�� ��x� ! x��g � fx�� �� 
� �g

��x��x
�
� � 
�� x� ! x�� � r� � �

� �

S�f�� f�� � ff�� f�� f�g � fh�� h�� h�� r�g
� �x�x

�
� � x�� � f�x�� � 
�� �x�x� � 
�� ��x� ! x��g � fx�� �� �� �g

��x��x
�
� � 
�� � r� � �

� �

Da beide S�Polynome Linearkombinationen in FNeu sind � also rem�S�f�� f��� FNeu� � �

und rem�S�f�� f��� FNeu� � � ist� l�a�t sich die �Standard�� Gr�obner�Basis angeben�

GB � fx�� � 
  x�x� � 
  �x� ! x�g � fg�  g�  g�g �

Die reduzierte Gr�obner�Basis ist nun durch erneute Polynomdivision der Funktionen

fg� g� g�g untereinander zu erhalten�

g� � fg�� g�g � fh�� h�� rg
� �x�� � 
� � f�x�x� � 
�� ��x� ! x��g � f
� x�� �g

��x�x� � 
 ! x���x� ! x��� � r � �

� �

g� � g� � fh�� rg
� �x�x� � 
� � ��x� ! x�� � fx�� x�� � 
g

��x���x� ! x�� ! x�� � 
� � r � x�� � 


� �

Die Funktion g� l�a�t sich als Linearkombination aus g� und g� darstellen und daher kann

diese Funktion zu Null reduziert werden� Bei der zweiten Polynomdivision ist der Rest

r �� �� so da� die reduzierte Gr�obner�Basis angegeben werden kann�

GBred � fg�  rg � fx� � x�  x�� � 
g �

��� Algorithmus zur exakten St�orgr�o�enentkopplung

Nach Einf�uhrung der mathematischen Grundlagen erfolgt nun in diesem Abschnitt die

Pr�asentation des Algorithmus zur St�orgr�o�enentkopplung von Polynomsystemen� Zwei

Aspekte sind f�ur den Algorithmus von Bedeutung� die �Uberpr�ufung der St�orgr�o�en�

entkoppelbarkeit sowie die darauf folgende Reglersynthese� F�ur die �Uberpr�ufung der

St�orgr�o�enentkoppelbarkeit hat eine Berechnung des di�erentialalgebraischen Rangs ��s
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�vgl� De�nition A�
$� des gest�orten Systems nach Gl� �	�
� sowie des Rangs �� �vgl�

De�nition A�
�� des ungest�orten Systems nach Gl� �	�	� zu erfolgen� Es mu� n�amlich

nach Satz A�		 ��s  �� sein� damit das System st�orgr�o�enentkoppelbar ist� Die Be�

rechnung des di�erentialalgebraischen Rangs kann nach der Methode der Berechung der

K�ahlerdi�erentiale �vgl� De�nition A�	� � A�	
� und anschlie�ender Rangberechnung er�

folgen �Johnson 
�$��� Dieses Verfahren ist jedoch sehr rechenintensiv�

Da in dem Algorithmus die Gr�obner�Basen GBi mit der Monomordnung u��t� � u��t� �
� � � � um�t� � x��t� � x��t� � � � � � xn�t� und GBi mit der Monomordnung u��t� �
u��t� � � � � � um�t� � s��t� � s��t� � � � � � sq�t� � x��t� � x��t� � � � � � xn�t� berechnet

werden� sind beide di�erentialalgebraischen R�ange �� und ��s leicht aus diesen zu ermitteln�

wie der folgende Algorithmus verdeutlicht� Zur besseren �Ubersicht ist in dem folgenden

Algorithmus und den beiden anschlie�enden Beispielen die zeitliche Abh�angigkeit der

Zust�ande x�t�� Eing�ange u�t�� St�orgr�o�en s�t� und Ausg�ange y�t� nicht dargestellt�

Algorithmus ��� Berechnung des st�orentkoppelnden Kompensators �Senger 
����

Schritt 
�


�
� Berechnung der �reduzierten� Gr�obner�Basis GB� der Systemausg�ange in Normal�

form� N��x� s� � h�x� s� � y� Die Gr�obner�Basis GB� stellt eine Menge von l

Polynomen dar� GB� � fg��x� s�y�� � � � � gl�x� s�y�g� Diese Menge von Polynomen

l�a�t sich als Vektor umschreiben zu �g� �� �g��x� s�y�� � � � � gl�x� s�y��T



� �� Es

gelte zun�achst U� �� C��R�Rm� die Menge aller m�oglichen Stellgr�o�en� Es sei

r��x�t�� s�t�� die L�osung des Gleichungssystems �g� � �� Dann de�niert sich eine

Stellgr�o�enhilfsmenge �U� �� fu � C��R�Rm�ju�t� � r��x�t�� s�t��g als die Menge

der m�oglichen Eliminationsideale �vgl� Satz A�	� und Beispiel A�	�� f�ur u aus GB��

Die neue Menge der Eliminationsideale bildet sich durch

U� ��

�
U� 
 �U� � wenn �U� �� �
U� � wenn �U� � � �

Da im ersten Schritt keine Bedingungen f�ur u gefunden werden k�onnen� lautet die

Menge �U� � � und somit U� �� U� �

Analog dazu enthalte die Gr�obner�Basis GB� die Polynome ebenfalls in Normal�

form mit GB� � fg��x� s�y�� � � � � gl�x� s�y�g� Die Menge GB� ist umschreib�

bar als Vektor �g� �� �g��x� s�y�� � � � � gl�x� s�y��T



� �� Es seien r��x�t�� s�t��

die L�osung des Gleichungssystems �g� � � nach u und �r��x�t�� die Bedingungen

f�ur s dabei� Die Stellgr�o�enhilfsmenge der Gr�obner�Basis GB� ist de�niert durch
�
U� �� fu� s � C��R�Rm�ju�t� � r��x�t�� s�t��� s�t� � �r��x�t��g� Dabei sei ��� die

Anzahl der m�oglichen Eliminationsideale f�ur u� s aus GB�� Die neue Menge der

Eliminationsideale f�ur GB� bildet sich durch

U� ��

��
� U� 
 �

U� � wenn �
U� �� �

U� � wenn �
U� � � �
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�	� Bestimmung der ersten Ableitungen der Ausg�ange� y �
dy

dt
und �y ��

dy

dt

����
u�s�U�

�


��� Berechnung der Gr�obner�Basen GB� und GB� der Ausgangsableitungen y und
�yj
u�s��U�

in Normalform N��x� s�u� � h�x� s�u� � y� Umschreiben der Gr�obner�

Basen in die Vektorform �g� und �g� �vgl� Schritt 
�
�� Es sei �� die Anzahl der

m�oglichen Eliminationsideale f�ur u aus GB� und ��� die Anzahl der Eliminations�

ideale f�ur u� s aus GB�� Wenn ��� ! ��� � �� ist� dann ist ��s � �� und damit das

System nicht st�orentkoppelbar�

Wenn ��� ! ���  �� ist� dann folgt ein weiterer Schritt�

Schritt k� k � 	�

k�
� Werden die bis zum k�ten Schritt aus �gk�� durch Elimination gefundenen Bedin�

gungen f�ur u in der Menge

�Uk �� fu � C��R�Rm�ju�t� � rk�x�t�� s�t��g

zusammengefa�t� dann gilt�

Uk ��

�
Uk�� 
 �Uk � wenn �Uk �� �
Uk�� � wenn �Uk � � �

Analog dazu enthalte �
Uk mit

�
Uk �� fu� s � C��R�Rm�ju�t� � rk�x�t�� s�t��� s�t� � �rk�x�t��g

die bis zum k�ten Schritt aus �gk�� durch Elimination gefundenen Bedingungen f�ur

u� s� Somit folgt�

Uk ��

��
� Uk�� 
 �

Uk � wenn �
Uk �� �

Uk�� � wenn �
Uk � � �

k�	� Einsetzen der gefundenen Beziehungen aus Uk bzw� Uk und Berechnung der n�achsten

Ableitung der Ausg�ange�

�y�k� �
d

dt

�
y�k���ju�Uk

�
� �y�k� �

d

dt

�
�y�k���j

u�s�Uk

�
�

k��� Berechnung der Gr�obner�Basen GBk und GBk von �y�k�ju�Uk
bzw� �y�k�j

u�s�Uk
in Nor�

malform Nk�x� s�u� � h�k��x� s�u�� y�k�� Umschreiben der Gr�obner�Basen in die

Vektorform �gk und �gk �vgl� Schritt 
�
�� Es sei �k die Anzahl der m�oglichen Elimi�

nationsideale f�ur u aus GBk und ��k die Anzahl der m�oglichen Eliminationsideale f�ur

u� s aus GBk� Wenn gilt� ���k �
Pk

i�� ��i � �� oder wenn der n�te Schritt abgearbeitet

ist� endet der Algorithmus� andernfalls folgt ein weiterer Schritt�
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Es mu� �� des ungest�orten Systems entweder vorab bekannt sein� oder in dem Algo�

rithmus durch �� �
Pn

i�� �i mitberechnet werden� Ist ���k  ��� dann ist das System

st�orgr�o�enentkoppelbar und die entkoppelnde Stellgr�o�e ergibt sich zu u � Uk � Dar�

in werden die in u enthaltenen h�ochsten Ausgangsableitungen y�j�i �i � 
� � � � � p und

j � 
� � � � � k � 
� durch die neuen Eing�ange vi substituiert und alle niedrigeren Ableitun�

gen durch die zus�atzlichen Zustandsvariablen z als Repr�asentanten der Kompensatordy�

namik ersetzt �vgl� Senger 
����� Liefert der Algorithmus das Ergebnis ���k � ��� so ist

das St�orsignal nicht durch eine Zustandsr�uckf�uhrung entkoppelbar�

Um ein besseres Verst�andnis f�ur die Arbeitsweise des Algorithmus zu erhalten� sind zwei

Beispiele aufgef�uhrt�

Beispiel ��� �Senger 
����

Es sei folgendes System mit den Eing�angen u��t�� u��t�� der St�orgr�o�e s�t� und den drei

Ausg�angen y��t�� y��t�� y��t� betrachtet�

x �

	












�

x�
x ! x�
x�� ! u�
x�u�u�
x	
s�

u�

�
�

� y �

	


�
x� ! x�
x�x�
x�

�
� �

Zur Berechnung der Gr�obner�Basen gelte die lexikographische Monomordnung u� � u� �
s � x� � x� � x� � x � x� � x� � x	� Dann folgt f�ur den Algorithmus�

Schritt 
�


�
�

N��x� s� � h�x� s�� y �

	


�
x� ! x� � y�
x�x� � y�
x� � y�

�
� �

� GB� � GB� � fx� ! x� � y�  x�x� � y�  x� � y�g � und damit �g� � �g� ��

�x� ! x� � y�� x�x� � y�� x� � y��
T 


� � bzw� r� � �r� � � �
�U� � �

U� � � � U� � U� � C��R�Rm� � ��� � � �


�	�

y �
dy

dt
� �y �

dy

dt

����
u�s�U�

�

	


�

x� ! x ! x�
x�x� ! x��x ! x��

x ! x�

�
� �


���

N��x� s�u� � h�x� s�u�� y �

	


�

x� ! x ! x� � y�
x�x� ! x��x ! x��� y�

x ! x� � y�

�
� �
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F�ur die Gr�obner�Basen GB� und GB� von y bzw� �yj
u�s�U�

in Normalform ergibt

sich� GB� � GB� � fx ! x� � y�  x� � y� ! y�  � y�x� ! y� ! � y� � y��x�g�
Aus den umgeschriebenen Vektorfunktionen �g� � �g� � �x ! x� � y�� x� � y� !

y��� y�x� ! y� ! � y� � y��x��
T 


� � der Gr�obner�Basen kann kein Eingang eliminiert

werden �r� � �r� � ��� so da� folgt� �� � ��� � ��

Schritt 	�

	�
� �U� � �
U� � � � U� � U� � C��R�Rm� �

	�	�
�y �

d

dt

�
yju�U�

�
� ��y �

d

dt

�
�yj
u�s�U�

�

�

	


�

x�� ! x	 ! x�u�u� ! u�
	x��x ! x�� ! x��x

�
� ! u�� ! x��x	 ! x�u�u��

x	 ! x�u�u�

�
� �

	���
N��x� s�u� � �h�x� s�u�� �y

�

	


�

x�� ! x	 ! x�u�u� ! u� � �y�
	x��x ! x�� ! x��x

�
� ! u�� ! x��x	 ! x�u�u��� �y�

x	 ! x�u�u� � �y�

�
� �

Die Gr�obner�Basen GB� und GB� von �yju�U�
bzw� ��yj

u�s�U�
in Normalform lauten�

GB� � GB� � fu�u�x� ! x	 � �y�  x�� ! u� � �y� ! �y�  

	x�x ! ��y� � �y��x� ! 	x�x� ! �y�x� � �y�g �

Aus den umgeschriebenen Vektorfunktionen �g� � �g� � �u�u�x
�
 ! x	 � �y�� x

�
� ! u� �

�y� ! �y�� 	x�x ! ��y� � �y��x� ! 	x�x� ! �y�x� � �y��
T 


� � der Gr�obner�Basen GB� und

GB� lassen sich zwei funktionelle Zusammenh�ange f�ur u�� u� durch

r� � �r� �

	


�

�x�� ! �y� � �y�

�x	 ! �y�
x���x�� ! �y� � �y��

�
�

ermitteln� so da� gilt� �� � 	 � m � ��� Wegen GB� � GB� gilt zudem� ��� � 	�

Schritt ��

��
� �U� �
�
u

����u� � �x�� ! �y� � �y�� u� �
�x	 ! �y�

x���x�� ! �y� � �y��

�
�

�
U� �

�
u� s

����u� � �x�� ! �y� � �y�� u� �
�x	 ! �y�

x���x�� ! �y� � �y��

�
�

� U� � �U� � da U� 
 �U� ��U� �� ��
� U� � �

U� � da U� 
 �
U� ��

U� �� �� �
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��	� �y��� �
d

dt
��yju�U�

� � �y��� �
d

dt
���yj

u�s�U�
� � �� g��x� ��T �

Das Polynom g��x� ist aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit nicht explizit angegeben

und enth�alt nur Terme� die bei weiterem Ableiten keine neuen Beziehungen f�ur

weitere �St�or� und Stellgr�o�en��Eing�ange liefern k�onnen�

���� Da in weiteren Ableitungen somit kein Eingang auftauchen kann und des weiterenPn
i�� �i � 	 � minfm� pg � �� sowie

Pn
i�� ��i � ��s � 	 gilt� endet der Algorithmus�

Folglich ist ��s  �� erf�ullt und das St�orsignal kann mittels statischer Zustandsr�uckf�uhrung

entkoppelt werden� Die Stellgr�o�e ergibt sich aus u � U� mit der Substitution �y� � v��

�y� � v� zu

u�x�t�� v�t�� �

	


�

�x�� ! v� � v�

�x	 ! v�
x���x�� ! v� � v��

�
� �

Das linearisierte und st�orentkoppelte Ersatzsystem lautet�

x �

	












�

x�
x ! x�
v� � v�
�x	 ! v�

x	
s�

�x� ! v� � v�

�
�

� y �

	


�
x� ! x�
x�x�
x�

�
� �

In diesem Beispiel ist die Messung der St�orgr�o�e s�t� nicht n�otig� Das zweite Beispiel

zeigt� da� gemessene St�orgr�o�en f�ur das Kompensatorgesetz aber auch unabdingbar sein

k�onnen�

Beispiel ���

Es sei folgendes System mit den Eing�angen u��t�� u��t�� den St�orgr�o�en s��t� �s��t� und

den beiden Ausg�angen y��t�� y��t� betrachtet�

x �

	


�

x�u�s� ! u�
x�� ! s�s� � s��
x�s� ! u�

�
� � y �

�
x�

x� ! x�

�
�

Zur Berechnung der Gr�obner�Basen gelte die lexikographische Monomordnung u� � u� �
s� � s� � x� � x� � x�� Die einzelnen Schritte im Algorithmus sind�

Schritt 
�


�
�
N��x� s� � h�x� s�� y �

�
x� � y�

x� ! x� � y�

�
�

� GB� � GB� � fx� � y�  x� ! x� � y�g � und damit

�g� � �g� �� �x� � y�� x� ! x� � y��
T 


� � bzw� r� � �r� � � �
�U� � �

U� � � � U� � U� � C��R�Rm� � ��� � � �
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�	� y �
dy

dt
� �y �

dy

dt

����
u�s��U�

�

�
x�s� ! u�

x�u�s� ! x�s� ! u� ! u�

�
�


���
N��x� s�u� � h�x� s�u�� y �

�
x�s� ! u� � y�

x�u�s� ! u� � y� ! y�

�
�

F�ur die Gr�obner�Basen GB� und GB� von y bzw� �yj
u�s�U�

in Normalform ergibt

sich�

GB� � GB� � fx�s� ! u� � y�  x�u�s� ! u� � y� ! y��g �

Aus den umgeschriebenen Vektorfunktionen �g� � �g� � �x�s�!u�� y�� x�u�s�!u��
y� ! y��

T 

� � der Gr�obner�Basen lassen sich zwei Eing�ange u� und u� durch

r� � �r� �

	


�

y� � x�s�

y� � y�
x�s� ! 


�
�

eliminieren� so da� gilt� �� � 	 � m � ��� Wegen GB� � GB� gilt zudem� ��� � 	�

Schritt 	�

	�
� �U� �
�
u

����u� � y� � x�s�� u� �
y� � y�
x�s� ! 


�
�

��U� �
�
u� s

����u� � y� � x�s�� u� �
y� � y�
x�s� ! 


�
�

� U� � �U� � da U� 
 �U� ��U� �� ��
� U� � �

U� � da U� 
 �
U� ��

U� �� �� �

	�	� ��y �
d

dt
� yju�U�

� � ��y �
d

dt
� �yj

u�s�U�
� � �� g��x� ��T � Das Polynom g��x� ist aus

Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wie im vorherigen Beispiel nicht explizit angegeben

und enth�alt nur Terme� die bei weiterem Ableiten keine neuen Beziehungen f�ur

weitere �St�or� und Stellgr�o�en��Eing�ange liefern k�onnen�

	��� Da in weiteren Ableitungen somit kein Eingang auftauchen kann und des weiterenPn
i�� �i � 	 � minfm� pg � �� sowie

Pn
i�� ��i � ��s � 	 gilt� endet der Algorithmus�

Folglich ist ��s  �� erf�ullt und die Systemausg�ange k�onnen mittels statischer Zustands�

r�uckf�uhrung durch Messung der St�orsignale s��t� und s��t� von diesen entkoppelt werden�

Die Stellgr�o�e ergibt sich aus u � U� mit der Substitution y� � v�� y� � v� zu

u�x�t�� s�t�� v�t�� �

	


�
v� � x�s�

v� � v�
x�s� ! 


�
� �

Als Ergebnis gilt f�ur das Ersatzsystem�

x �

	


�

v� � v�
x�� ! s�s� � s��

v�

�
� � y �

�
x�

x� ! x�

�
�
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� Erweiterung der St�orgr�o�enentkopplung auf

rationale Systeme

Abschnitt 	 stellt einen di�erentialalgebraischen Ansatz zur St�orgr�o�enentkopplung dar�

Nach diesem Ansatz ist ein Algorithmus mittels Berechnung von Gr�obner�Basen von Sen�

ger �
���� verwirklicht worden� so da� dieser auf Polynomsysteme beschr�ankt ist� Auf�

bauend auf dem Algorithmus 	�
 �ndet in diesem Abschnitt eine Erweiterung auf zun�achst

ausschlie�lich gebrochen�rationale �bzw� rationale� Funktionen im Zustandsmodell statt�

Die Notation der zeitlichen Abh�angigkeit der Zust�ande x�t�� Eing�ange u�t�� St�orgr�o�en

s�t� und Ausg�ange y�t� ist in dem Algorithmus und den Beispielen im folgenden Abschnitt

zur besseren �Ubersicht weggelassen�

Der Kern des Algorithmus 	�
 f�ur Polynomsysteme bleibt bei dem Algorithmus zur St�or�

gr�o�enentkopplung f�ur �gebrochen�� rationale Systeme erhalten� Es ist also� zun�achst

durch Bestimmung der di�erentialalgebraischen R�ange ��s des gest�orten und �� des un�

gest�orten Systems� die Bedingung der St�orgr�o�enentkoppelbarkeit ��s  �� zu �uberpr�ufen�

Im Unterschied zum Algorithmus 	�
 kann bei rationalen Systemen der di�erentialalge�

braische Rang nicht im Algorithmus mit Hilfe der gefundenen Eliminationsideale der

ermittelten Gr�obner�Basen
"
mitgez�ahlt# werden� Daher sind die di�erentialalgebrai�

schen R�ange ��s und �� apriori zu berechnen� Ein geeignetes Verfahren zur Berech�

nung dieser di�erentialalgebraischen R�ange geben Di Benedetto u� a� �
���� und Wey

�
��$� an� Dieses Verfahren besticht durch den Vorteil gegen�uber der Berechnung mittels

K�ahlerdi�erentiale� da� das partielle Ableiten der zeitlichen Ableitungen der System�

ausg�ange nicht nach den Zustandsvariablen des Systems durchzuf�uhren ist und sich somit

der Aufwand in der Rangbestimmung erheblich reduziert� Trotzdem ist die Bestimmung

der di�erentialalgebraischen R�ange immer noch sehr aufwendig�

Das Ermitteln des Kompensatorgesetzes erfolgt dann sukzessiv durch Umschreiben der

zeitlichen Ableitungen der Systemausg�ange y�l� in die Normalform Nl�x� s�u� und Be�

stimmung der nach den Systemeing�angen u�t� aufgel�osten Bedingungen� die in der Menge

Ul in einer Iterationsschleife festzuhalten sind� Diese Systemeing�ange entsprechen schlie��

lich dem Regelgesetz des Kompensators �der Regelstrecke vorgeschaltet��

Der Algorithmus zur St�orgr�o�enentkopplung f�ur �gebrochen�� rationale Systeme ist im

folgenden detailliert aufgef�uhrt�

Algorithmus ��� St�orentkoppelnder Kompensator f�ur rationale Systeme

Schritt 
�

Vereinfachung des Zustandsmodells durch�

� Gleichnamig machen der rationalen Funtionen�

� Faktorisieren rationaler Funtionen�
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�

� Expansion rationaler Funtionen�

� Partialbruchzerlegung und

� mehrdimensionale Polynomdivision�

Schritt 	�

Berechnung der ersten n zeitlichen Ableitungen der Ausg�ange�

y� �y� � � � �y�n� �

Schritt ��

��
� Bestimmung des di�erentialalgebraischen Rangs ��s des gest�orten Systems der Form

�	�
� durch Berechnung der Dimension dim Ek der gew�ohnlichen �nichtdi�erentiel�

len� Vektorr�aume bzw� Rangbestimmung der Jakobimatrizen Jk�

dim Ek � n ! rang Jk�x�u� � � � �u
�k���� s� � � � � s�k����

� n ! rang

	











�

� �y

� �w
� � � � �

��y

� �w

��y

� �w

� � �
���

���
� � � � � � �

�y�k�

� �w

�y�k�

� �w
� � � �y�k�

� �w�k���

�
�

�

mit J� � �� k � 
� � � � � n und �w �

�
u

s

�
�

� ��s � dim En � dim En�� �

��	� Bestimmung des di�erentialalgebraischen Rangs �� des ungest�orten Systems der

Form �	�	� durch Berechnung der Dimension dim Ek der gew�ohnlichen �nichtdi�e�

rentiellen� Vektorr�aume bzw� Rangbestimmung der Jakobimatrizen Jk �Di Bene�

detto u� a� 
���� Wey 
��$��

dim Ek � n ! rang Jk�x�u� � � � �u
�k����  k � 
� � � � � n  J� � �

� n ! rang

	











�

� �y

�u
� � � � �

��y

�u

��y

� u

� � �
���

���
� � � � � � �

�y�k�

�u

�y�k�

� u
� � � �y�k�

�u�k���

�
�

�

� �� � dim En � dim En�� �
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���� Gilt die Bedingung ��s  ��� ist das System st�orgr�o�enentkoppelbar und es beginnt

die Berechnung des Kompensators�

Schritt ��

��
� Umschreiben der ersten zeitlichen Ableitung der Ausg�ange �y in die Normalform

N��x� s�u� � h�x� s�u�� y � �� Es sei zun�achst U� �� C��R�Rm� die Menge aller

m�oglichen Stellgr�o�en� Dann de�niert sich die Stellgr�o�enhilfsmenge

�U� �� fu � C��R�Rm�ju�t� � r��x�t�� s�t��g

als die Menge der durch Au��osen des Gleichungssystems

N��x� s�u� � � ���
�

gefundenen Bedingungen f�ur u� Dabei bezeichnet r��x�t�� s�t�� die L�osung dieses

Gleichungssystems ���
�� Die Menge der m�oglichen Stellgr�o�en schr�ankt sich durch

U� ��

�
U� 
 �U� � wenn �U� �� �
U� � wenn �U� � �

weiter ein�

��	� Wenn in diesem Schritt die Anzahl der ermittelten Stellgr�o�en der Menge U� nicht

mit der Anzahl der Eing�ange u �ubereinstimmt� erfolgt die Berechnung der verblei�

benden Bedingungen in dem n�achsten Schritt k�

Schritt k� k � �� Es sei l �� k � ��

k�
� Fallunterscheidung�

a� Gilt 	  l  n� dann ist keine Berechnung der l�ten zeitlichen Ableitung der

Ausg�ange notwendig� da diese schon in Schritt 	 berechnet worden sind�

b� Gilt l � n� dann ist die Berechnung der l�ten zeitlichen Ableitung der Ausg�ange

erforderlich�

k�	� Umschreiben der l�ten zeitlichen Ableitung der Ausg�ange

�y�l� �
d

dt

�
y�l���ju�s�Ul

�

in die Normalform Nl�x� s�u� � h�l��x� s�u�� y�l� � �� Die Stellgr�o�enhilfsmenge

als die Menge der durch Au��osen gefundenen Bedingungen f�ur u aus Nl�x� s�u�

lautet�

�Ul �� fu � C��R�Rm�ju�t� � rl�x�t�� s�t��g �



� Erweiterung der St�orgr�o�enentkopplung auf rationale Systeme 
�

Die Menge Ul bildet sich dann durch�

Ul ��

�
Ul�� 
 �Ul � wenn �Ul �� �
Ul�� � wenn �Ul � � �

k��� Wenn die Anzahl der durch Au��osen erhaltenen Ausdr�ucke aus Ul mindestens gleich

der Anzahl m der Systemeing�ange oder der n�te Schritt abgearbeitet ist� endet der

Algorithmus� Weiterhin mu� das Gleichungssystem eindeutig l�osbar sein� Ansonsten

erfolgt ein weiterer Iterationsschritt � der Schritt k�
�

Die das System st�orentkoppelnde Stellgr�o�e ergibt sich zu u � Ul � Die in u enthal�

tenen h�ochsten Ausgangsableitungen y
�j�
i �i � 
� � � � � p und j � 
� � � � � l� sind durch

die neuen Eing�ange vi zu substituieren und alle niedrigeren Ableitungen sind durch die

zus�atzlichen Zustandsvariablen z als Repr�asentanten der Kompensatordynamik zu erset�

zen� Liefert der Algorithmus das Ergebnis ��s � ��� so ist das St�orsignal nicht durch eine

Zustandsr�uckf�uhrung entkoppelbar�

Das folgende Beispiel veranschaulicht den Algorithmus� wobei im Schritt � auf eine de�

taillierte Ausf�uhrung der Ermittlung der di�erentialalgebraischen R�ange ��s und �� auf

Grund der Komplexit�at der Jakobimatrizen zu verzichten ist�

Beispiel ��

Es sei folgendes System mit den Eing�angen u��t�� u��t�� der St�orgr�o�e s�t� und den beiden

Ausg�angen y��t�� y��t� betrachtet�

x �

	





�

�x�x
�
� � x�u�x� ! x�x

�
� � u�x

�
��s

x�x�� � x�u�x� ! x�x�� � u�x��
! u�

x� � u�u�
x� ! u�

�
� � y �

�
x� � x�

x�

�
� ���	�

Schritt 
�

Durch Umformen in die Normalform bzw� Faktorisieren der rationalen Funktion in der

ersten Zustandsgleichung und anschlie�endem K�urzen l�a�t sich das Zustandsmodell sim�

pli�zieren�

x �

	




�

�x� ! x��s

x�� � u�
! u�

x� � u�u�
x� ! u�

�
� � y �

�
x� � x�

x�

�
�

Schritt 	�

Berechnung der ersten n � � zeitlichen Ableitungen der Ausg�ange�

y �
dy

dt
�

	


�

�x� ! x��s

x�� � u�
! u� � x� ! u�u�

x� ! u�

�
� � und
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�y �
d y

dt
�

�
� � x� � u� ! u�u� ! u� u� ! u�

x� � u�u� ! u�

�
� wobei

� �

��
�x� ! x��s

x�� � u�
! u� ! x� � u�u�

�
s� �x� ! x�� s

�
�x�� � u��

�x�� � u���

��x� ! x��s�	x��x� � u�u��� u��

�x�� � u���

entspricht� Auf eine Darstellung von y��� �
d�y

dt
wird wegen der Komplexit�at verzichtet�

Schritt ��

��
� Bestimmung des di�erentialalgebraischen Rangs ��s des gest�orten Systems durch Be�

rechnung der Dimension dim Ek der gew�ohnlichen �nichtdi�erentiellen� Vektorr�aume

bzw� Rangbestimmung der Jakobimatrizen Jk �k � 
� � � � � n��

dim E� � n ! rang J� � � ! 	 � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! � � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! $ � � �

� ��s � dim E� � dim E� � �� � � 	 �

��	� Einsetzen der St�orgr�o�e s�t� � � in dem Zustandsmodell nach Gl� ���	� liefert

das ungest�orte System� Bestimmung des di�erentialalgebraischen Rangs �� des

ungest�orten Systems durch Berechnung der Dimension dim Ek der gew�ohnlichen

�nichtdi�erentiellen� Vektorr�aume bzw� Rangbestimmung der Jakobimatrizen Jk

�k � 
� � � � � n��

dim E� � n ! rang J� � � ! 	 � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! � � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! $ � � �

� �� � dim E� � dim E� � �� � � 	 �

���� Somit ist die Bedingung ��s  �� erf�ullt und es l�a�t sich die st�orentkoppelnde

R�uckf�uhrung mit Schritt � berechnen�

Schritt ��

��
� Durch Umschreiben der ersten zeitlichen Ableitung der Ausg�ange �y in die Normal�

form N��x� s�u� � h�x� s�� y

N��x�u� �

	


�

�x� ! x��s

x�� � u�
! u� � x� ! u�u� � y�

x� ! u� � y�

�
� und
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Au��osen des eindeutigen Gleichungssystems nach den Systemeing�angen l�a�t sich die

Menge

U� �
�
u

����u� � �x� ! y��

u� �
x�s ! x�s� x��x� � x�x� ! x� y� � x�� y� � x� y� ! y� y�

�x� ! x�� ! y� � 	x� y� � x�� y� ! y��

�

wegen U� �� U� 
 �U� angeben�

��	� Die Anzahl der durch Au��osen erhaltenen Ausdr�ucke aus U� entspricht genau der

Anzahl m � 	 der Systemeing�ange und das Gleichungssystem f�ur u� und u� ist

eindeutig l�osbar� Daher endet der Algorithmus�

Mit der Substitution der Ausgangsableitungen y�� y� durch die neuen Eing�ange v�� v� l�a�t

sich das Kompensatorgesetz angeben�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �

	


�

�x� ! v�

x�s ! x�s� x��x� � x�x� ! x�v� � x��v� � x�v� ! v�v�
�x� ! x�� ! v� � 	x�v� � x��v� ! v��

�
� �

Das Ersatzsystem lautet�

x �

	


�

�

�

v�

�
� � y �

�
x� � x�

x�

�
� mit �����

� �
sx�

� � v�x�
� � x�x�

� ! sx�x� � sx�v� � v�x� � x�x� ! x�v� ! v�v� � sx�v�
��v� � 
 ! x�� �x�� ! x� � v��

und

� �
�x�x� ! x�v� ! sx�x� ! sx�

� � x�x�
� � v�x�

� � v�x�
� ! 	 v�x�v�

��v� � 
 ! x�� �x�� ! x� � v��

!
�sx�v� � sx�v� ! v�x�

�v� � v�v�
�

��v� � 
 ! x�� �x�� ! x� � v��
�

Da dieses Ersatzsystem nicht in linearisierter Form vorliegt� ist ein Nachweis� da� das Sy�

stem st�orentkoppelt ist� nicht trivial� Das Ersatzsystem ist dann st�orentkoppelt� wenn alle

partiellen zeitlichen Ausgangsableitungen
�y�k�

�s
mit k � N unabh�angig von der St�orgr�o�e

sind� Da� das Ersatzsystem nach Gl� ����� tats�achlich st�orentkoppelt ist� zeigt daher die

folgende Berechnung der partiellen zeitlichen Ausgangsableitungen�

y �

�
x� � x�

x�

�
�

�
� � �

v�

�
�

�
v�
v�

�
� � y

�s
� � �
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�y �

�
v�
v�

�
� � �y

�s
� � �

���

y�k� �

	
� v

�k�
�

v
�k�
�

�
� � �y�k�

�s
� � � k � N �

Alle partiellen Ausgangsableitungen sind unabh�angig von der St�orgr�o�e s�t� und somit

ist der Beweis� da� das System st�orentkoppelt ist� erbracht�
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� Untersuchung analytischer Systeme auf

St�orgr�o�enentkoppelbarkeit

Die Methodik der Di�erentialalgebra ist auf rationale Systeme beschr�ankt� Die physikali�

sche Modellbildung f�uhrt oft auf nichtlineare Di�erentialgleichungssysteme� die durch ana�

lytische Systeme �AS� bzw� durch analytische Systeme mit linear eingehender Steuerung

�ALS� beschreibbar sind� Daher ist es zweckm�a�ig� das nicht�rationale Originalsystem

durch eine geeignete Systemtransformation in ein rationales Ersatzsystem zu �uberf�uhren�

Die Grundidee der Transformation durch Substitution der nicht�rationalen Teilfunktio�

nen mittels neuer Zustandsvariablen und anschlie�ender Zustandserweiterung sowie ein

Ersatzsystemalgorithmus zur automatisierten Anwendung ist in Polzer �
���� detalliert

beschrieben� Die Anwendung dieser Transformation und der Ersatzsystemalgorithmus ist

in Polzer �
���� allerdings nur f�ur ALS durchgef�uhrt� Um aus einem AS ein ALS zu

erhalten� besteht zwar die M�oglichkeit einer weiteren Transformation� Da aber dieser Ab�

schnitt analytische Systeme betrachtet� wird eine Transformation auf alle aus technischer

Sicht relevanten nicht�rationalen Funktionen des Originalsystems� die sich in eine Taylor�

Reihe entwickeln lassen� �ubertragen� Der Kern der Ermittlung des st�orentkoppelnden

Kompensators f�ur AS schlie�t an den Algorithmus ��
 f�ur �gebrochen�� rationale Sy�

steme an� Dieser ist lediglich durch die Systemtransformation vor dem ersten Schritt

und eventuell einer anschlie�enden Resubstitution der nicht�rationalen Teilfunktionen im

Kompensatorgesetz zu modi�zieren� Folgendes Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise

der Systemtransformation und Berechnung des st�orgr�o�enentkoppelnden Kompensator�

gesetzes�

Beispiel ��

Es sei folgendes analytische System mit den Eing�angen u��t�� u��t�� der St�orgr�o�e s�t�

und den Ausg�angen y��t�� y��t� betrachtet�

x �

	


�

x� ! x�s ! u�

exp�x�� !
x� � u�

u�

�
� � y �

�
x� � x�

x�

�
�

Die nicht�rationale Teilfunktion in dem Originalzustandsmodell lautet

x� �� r��x�� � exp�x��

und deren zeitliche Ableitung

x� ��
d

dt
r��x�� � x� exp�x�� � x�� ! x�

x� � u�
u�

�

Somit l�a�t sich das System in die transformierte Form

x �

	







�

x� ! x�s ! u�

x� !
x� � u�

u�

x�� ! x�
x� � u�

u�

�
�

� y �

�
x� � x�

x�

�
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umschreiben� Durch �Uberpr�ufung mit dem Algorithmus ��
 ergeben sich die di�erentialal�

gebraischen R�ange f�ur das Ersatzsystem zu ��s � �� � 	� so da� mit dem Algorithmus ��


f�ur den st�orgr�o�enentkoppelnden Kompensator folgt�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �

	
� �x� � x�s ! v� ! v�

x� � x�x� � x�x�s ! �x� � v��v� ! �x� ! x� ! x�s�v� � v��

�
� �

Das linearisierte und st�orentkoppelte System lautet somit�

x �

	


�
v� ! v�
v�
x�v�

�
� � y �

�
x� � x�
x�

�
�

In Bild ��
 ist das Ablaufdiagramm zur di�erentialalgebraischen St�orgr�o�enentkopplung

f�ur die verschiedenen Systemklassen aufgef�uhrt� Nach Vorlage einer geeigneten System�

beschreibung ist gegebenfalls eine Systemtransformation durchzuf�uhren� Anschlie�end

entscheidet der Ablauf� ob der Algorithmus 	�
 f�ur Polynomsysteme oder der Algorith�

mus ��
 f�ur �gebrochen�� rationale Systeme zu w�ahlen ist� Der entsprechende Algorithmus

liefert� wenn die Bedingung ��s  �� erf�ullt ist� das st�orentkoppelnde Kompensatorgesetz�

Eine Besonderheit f�ur die �Uberpr�ufung der Bedingung ��s  �� der di�erentialalgebrai�

schen R�ange des gest�orten und ungest�orten Systems zeigt sich� wenn die St�orgr�o�en s�t�

in mindestens einer Zustandsgleichung des Systems multiplikativ mit den Eingangs� und

Zustandsgr�o�en u�t� und x�t� derart verkn�upft sind� da� beim Einsetzen von s�t� � �

die entsprechende Zustandsgleichung Null ist� Bei Berechnung der beiden di�erentialal�

gebraischen R�ange ist dann die Bedingung ��s  �� nicht mehr erf�ullt� obwohl nach beiden

Algorithmen 	�
 und ��
 ein Kompensatorgesetz f�ur das System au�ndbar ist� Einzige

Bedingung f�ur die G�ultigkeit des Kompensatorgesetzes ist� da� die St�orgr�o�en s�t� �� �

sein m�ussen� was in der Praxis durchaus seine G�ultigkeit hat� Dies bedeutet� da� in

diesem Spezialfall die Bedingung ��s  �� ein hinreichendes� aber kein notwendiges Kri�

terium ist� Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte daher sein� andere Spezialf�alle zu

analysieren und eine Bedingung zu �nden� die auch diese F�alle abdeckt� Das n�achste Bei�

spiel legt die Problematik dieser Besonderheit f�ur ein Polynomsystem dar� Des weiteren

ist in diesem Beispiel auch die Berechnung der beiden di�erentialalgebraischen R�ange ��s
und �� mit Hilfe der Jakobimatrizenberechnung explizit aufgef�uhrt� da bei einem solchen

Polynomsystem die Jakobimatrizen eine darstellbare Komplexit�at besitzen�

Beispiel ��

Es sei folgendes �Polynom��System mit den Eing�angen u��t�� u��t�� der St�orgr�o�e s�t� und

den drei Ausg�angen y��t�� y��t�� y��t� gegeben�

x �

	


�

�x�� ! u��s

x� � u�
x��

�
� � y �

	


�

x� � x�
	x� ! x�

x�

�
� �
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f�ur Polynomsysteme

Regelgesetz zur
St�orgr�o�enentkopplung

��s  ��

Systembeschreibung

Systemtransformation

analytisches
System%

nicht�rationale
Funktionen%

nur
Polynome%

Algorithmus ��

f�ur rationale Systeme

Algorithmus 	�


ja

ja

ja

nein

nein

nein
Abbruch Algorithmus

Bild ��� Ablaufdiagramm zur di�erentialalgebraischen St�orgr�o�enentkopplung

mit Orientierung nach Systemklassen

Zun�achst ist die Bedingung ��s  �� zu �uberpr�ufen� Der erste Schritt behandelt daher

die Bestimmung von ��s� Die Jakobimatrizen Jk �k � 
� � � � � n� des gest�orten Systems
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berechnen sich zu

J� �

	


�


 s x�� ! u�
�
 	s 	x�� ! 	u�
� � �

�
� �

J� �

	










�


 s x�� ! u� � � �

�
 	s 	x�� ! 	u� � � �

� � � � � �

� 	x�s
� ! s �x��x

�
� ! u��s ! u� 
 s x�� ! u�

� �x�s
� ! 	 s �x��x

�
� ! u��s ! 	 u� �
 	s 	x�� ! 	u�

�	x� � � � � �

�
�

�

J� �

	




�

J�

	x� � � � 	 s ! 	x�s
�

�

�	x�  � � � s ! �x�s
�

�

��x� ! �u� � � �	x� � �

�


 s x�� ! u�
�
 	s 	x�� ! 	u�
� � �

�
� �

mit den Abk�urzungen

� � �x�s s ! �$x��s
� ! 	s�u� ! 	�x�� ! u��s

� ! 	x� s�s ! �s �

� � �	x�� ! 	x�u�� s ! �
	x���x
�
� ! u��s ! ��x�� ! u��su� ! 	x� u��s ! 	x�� s

!$x���x
�
� ! u��s

� ! 	�x�� ! u��s
�u� ! 	x� u�s ! 	x�u� s ! �u� ! 	x��x

�
� ! u�� s�

� � 	x��s ! 	x�su� ! 	 u� ! �	x�� ! 	x�u��s ! 	x��x
�
� ! u��s �

 � �x�s s ! 	�$x��s
� ! 	s�u� ! 	�x�� ! u��s

� ! 	x� s�s ! 	�s �

� � 	�	x�� ! 	x�u�� s ! 	�
	x���x
�
� ! u��s ! ��x�� ! u��su� ! 	x� u��s

!
	x���x
�
� ! u��s

� ! �x�� s ! ��x�� ! u��s
�u� ! �x� u�s ! �x�u� s ! 	�u�

!�x��x
�
� ! u�� s �

� � �x��s ! �x�su� ! � u� ! 	�	x�� ! 	x�u��s ! �x��x
�
� ! u��s �

Somit ist der di�erentialalgebraische Rang ��s des gest�orten Systems bestimmt durch

dim E� � n ! rang J� � � ! 	 � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! � � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! $ � � �

� ��s � dim E� � dim E� � �� � � 	 �



� Untersuchung analytischer Systeme auf St�orgr�o�enentkoppelbarkeit 	�

Durch Ersetzen der St�orgr�o�e s�t� � � in dem Zustandsmodell und gleicherma�ener Be�

stimmung der Jakobimatrizen

J� �

	


�


 �

�
 �

� �

�
� �

J� �

	










�


 � � �

�
 � � �

� � � �

� � 
 �

� � �
 �

�	x� � � �

�
�

�

J� �

	


















�


 � � � � �

�
 � � � � �

� � � � � �

� � 
 � � �

� � �
 � � �

�	x� � � � � �

	x� � � � 
 �

�	x� � � � �
 �

��x� ! �u� � �	x� � � �

�
�

�

folgt f�ur den di�erentialalgebraischen Rang �� des ungest�orten Systems�

dim E� � n ! rang J� � � ! 
 � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! 	 � � �

dim E� � n ! rang J� � � ! � � $ �

� �� � dim E� � dim E� � $� � � 
 �

Damit ist die Bedingung ��s  �� nicht erf�ullt� Dennoch l�a�t sich ein Kompensatorgesetz

zur St�orgr�o�enentkopplung mit dem Algorithmus ��
 �nden

u�x�t�� s�t�� v�t�� �

	



�

	

�
v� � 


�
v� ! x�

��x��s� v� � v�
�s

�
�

und das linearisierte und st�orentkoppelte System angeben�

x �

	






�




�
�v� � v��




�
�v� � 	v��

x��

�
�

� y �

	


�

x� � x�
	x� ! x�

x�

�
� �
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� Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Bericht �ndet eine Erweiterung des Algorithmus von Senger �
���� zur dif�

ferentialalgebraischen St�orgr�o�enentkopplung statt� Neben der F�ahigkeit �uber die St�or�

gr�o�enentkoppelbarkeit nichtlinearer Mehrgr�o�ensysteme zu entscheiden� berechnet der

erweiterte Algorithmus auch f�ur die Klassen der �gebrochen�� rationalen und analytischen

Systeme das st�orgr�o�enentkoppelnde Regelgesetz� Diese Tatsache bleibt bisher dem von

Senger �
���� entwickelten Algorithmus durch die Berechnungsgrundlage der Gr�obner�

Basen verwehrt�

Im Unterschied zum Algorithmus f�ur Polynomsysteme erfordert der hier vorgestellte Al�

gorithmus eine apriori �Uberpr�ufung der St�orgr�o�enentkoppelbarkeit� Denn als charakteri�

stische Kenngr�o�en f�ur diese �Uberpr�ufbarkeit ist die Berechnung der beiden di�erentialal�

gebraischen R�ange des gest�orten und ungest�orten Systems notwendig� Durch die Erweite�

rung auf rationale Systeme ist kein
"
Mitz�ahlen# der di�erentialalgebraischen R�ange durch

die Gr�obner�Basen�Berechnung wie im Algorithmus von Senger �
���� m�oglich� Aufgrund

dessen sind die beiden R�ange explizit durch Jakobimatrizenberechung und anschlie�ende

Rangbestimmung zu ermitteln�

Damit die Betrachtung der Systemklasse der analytischen �nicht�rationalen� Systeme

zul�assig ist� f�uhrt eine Systemtransformation� die in Polzer �
���� f�ur ALS ausf�uhrlich

beschrieben ist� auf ein rationales Ersatzsystem� Diese Vorgehensweise wird auch auf AS

�ubertragen� Die Systemtransformation substituiert alle aus technischer Sicht relevanten

nicht�rationalen Funktionen durch neue Zustandsvariablen� so da� das entstehende Er�

satzsystem ausschlie�lich aus �gebrochen�� rationalen Funktionen besteht� Auf dieses ist

wiederum der neu entwickelte Algorithmus anzuwenden�

Einige Vorteile des erweiterten Algorithmus zur St�orgr�o�enentkopplung sind�

� Anwendbarkeit auf nichtlineare Mehrgr�o�ensysteme unterschiedlicher Anzahl von

Ein� und Ausg�angen�

� Behandlung von Systemen mit mehreren St�orgr�o�en und

� Berechnung des Regelgesetzes f�ur rationale und analytische Systeme�

Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte die systematische Erforschung der di�eren�

tialalgebraischen Bedingung der St�orgr�o�enentkoppelbarkeit ��s  �� sein� Diese Be�

dingung ist zwar hinreichend jedoch nicht notwendig� In der Arbeit �ndet sich ein

Beispiel� welches die angegebene Bedingung nicht erf�ullt� f�ur das aber trotzdem ein

st�orgr�o�enentkoppelnder Kompensator ermittelbar ist� In diesem Bericht ist der Fall

f�ur das ungest�orte System untersucht worden� bei dem alle St�orgr�o�en gleichzeitig Null

sind� Ob der Sachverhalt� da� einzelne St�orgr�o�en Null und gleichzeitig andere St�orgr�o�en

ungleich Null sein k�onnen� eine Ver�anderung des Algorithmus erfordert� sollte ebenfalls
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zuk�unftig betrachtet werden� Des weiteren ist auch die M�oglichkeit im Hinblick des

gro�en Rechenaufwands gegeben� anstelle der Berechnung der beiden di�erentialalge�

braischen R�ange ��s des gest�orten und �� des ungest�orten Systems die Graphentheorie

�Wey 
��$� Senger 
��$� zum Analysezweck einzusetzen�
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A Di�erentialalgebraische Grundbegri�e

De�nition A� K�orper �Meyberg 
��$� Wey 
��$�

Ein K�orper ist ein Verkn�upfungsgebilde �K�!� ��� bestehend aus einer Menge K und den

beiden Verkn�upfungen

! � K �K � K

�a� b� 	� a ! b �
"
Addition#�

und

� � K �K � K

�a� b� 	� ab �
"
Multiplikation#� �

so da� die folgenden Axiome erf�ullt sind�

� Gesetze der Addition


� Assoziativit�at� F�ur alle a� b� c � K gilt� a ! �b ! c� � �a ! b� ! c�

	� Kommutativit�at� F�ur alle a� b � K gilt� a ! b � b ! a�

�� Neutrales Element� F�ur jedes a � K gibt es ein Element � � K� so da� gilt�

a ! � � a�

�� Inverses Element� Zu jedem a � K gibt es ein Element �a � K mit a!��a� �

��

� Gesetze der Multiplikation

�� Assoziativit�at� F�ur alle a� b� c � K gilt� a�bc� � �ab�c�

$� Kommutativit�at� F�ur alle a� b � K gilt� ab � ba�

�� Neutrales Element� F�ur jedes a � K gilt� 
a � a�

�� Inverses Element� Zu jedem a � Knf�g gibt es ein a�� � K mit a��a � 
�

� Distributivgesetz

�� F�ur alle a� b� c � K gilt� a�b ! c� � ab ! ac�

De�nition A� Polynomring �Senger 
����

Ein �kommutativer� Polynomring in den Variablen x�� � � � � xn wird durch die Menge der

Polynome in x�� � � � � xn mit Koe�zienten aus einem Ring R gebildet� Dieser Polynomring

tr�agt die Bezeichnung R�x�� � � � � xn�� oder kurz� R�x��

De�nition A� Ideal �Sharp 
����

Es sei R ein �kommutativer� Ring� Eine Teilmenge I � R des Ringes hei�t Ideal� wenn

folgende Rechenregeln gelten�
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i� I �� � �

ii� a� b � I � a ! b � I �

iii� r � R� a � I � ar � I �

De�nition A� K�orpererweiterung �Meyberg 
��$�

Ist k ein Teilk�orper oder Unterk�orper von K� so wird K K�orpererweiterung oder Erwei�

terungsk�orper genannt� Dieser Sachverhalt wird durch die Notation K�k gekennzeichnet�

De�nition A	 Algebraische Abh�angigkeit� Transzendenz �Wey 
��$� Senger 
����

Es sei K�k eine K�orpererweiterung und ��� � � � � �n� � � K� � hei�t algebraisch abh�angig

von ��� � � � � �n �uber k oder k�algebraisch abh�angig von ��� � � � � �n� wenn � algebraisch �uber

k���� � � � � �n� ist� d� h� wenn eine algebraische Gleichung P ���� � � � � �n� ���� existiert�

wobei P ein Polynom in ��� � � � � �n� � mit Koe�zienten aus k darstellt� Existiert ein

solches Polynom nicht� so hei�t � algebraisch unabh�angig oder transzendent�

De�nition A� Transzendenzbasis �Wey 
��$�

Eine Transzendenzbasis Smax der K�orpererweiterung K�k bezeichnet eine bez�uglich der

Elementenanzahl maximale k�algebraisch unabh�angige Teilmenge von K� Folgenden Be�

dingungen gen�ugen die Elemente von Smax�

� ��� � � � � �n sind transzendent �uber k�

� f�ur jedes � � K ist die Menge f�� ��� � � � � �ng k�algebraisch abh�angig�

De�nition A� Transzendenzgrad �Wey 
��$�

Die f�ur eine K�orpererweiterung K�k charakteristische Anzahl an Elementen der Tran�

szendenzbasis Smax de�niert den sogenannten Transzendenzgrad �

trg K�k �

�
n � falls Smax n Elemente besitzt

� � falls Smax eine unendliche Menge ist �

De�nition A
 Di�erentiation �Jirstrand 
����

Es sei R ein Ring� Eine Di�erentiation wird durch eine Abbildung � � R �� R folgender�

ma�en charakterisiert� F�ur alle x� y � R gilt�

��x ! y� � �x ! �y

��xy� � ��x�y ! x��y� �

De�nition A� Di�erentieller �Polynom��Ring �Senger 
���� Fliess 
����

Ein Ring R hei�t di�erentieller Ring� wenn eine Di�erentiation � in R de�niert ist und

das Ergebnis Element aus R ist� Weiterhin bezeichnet Rfx�� � � � � xng� oder kurz Rfxg�
den di�erentiellen Polynomring in den Variablen x�� � � � � xn�
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De�nition A�� Di�erentieller K�orper �Senger 
���� Fliess 
����

Ein K�orper k hei�t di�erentieller K�orper� wenn eine Di�erentiation � in k de�niert ist

und das Ergebnis Element aus k ist� Weiterhin wird ein di�erentieller K�orper� der durch

die meromorphen Funktionen� in den Variablen x�� � � � � xn mit Koe�zienten aus k erzeugt

wird� als khx�� � � � � xni oder kurz khxi notiert�

De�nition A�� Di�erentielle K�orpererweiterung �Fortell 
����

Ist k ein Teilk�orper oder Unterk�orper eines di�erentiellen K�orpers K� so wird K analog

zu De�nition A�� di�erentielle K�orpererweiterung oder di�erentieller Erweiterungsk�orper

genannt� Der Sachverhalt� da� K K�orpererweiterung von k ist� wird durch die Notation

K�k gekennzeichnet�

De�nition A�� Di�erentiell algebraische Abh�angigkeit �Fortell 
����

Es sei K�k eine di�erentielle K�orpererweiterung und ��� � � � � �n� � � K� Es hei�t � di�e�

rentiell algebraisch abh�angig von ��� � � � � �n �uber k� wenn � di�erentiell algebraisch �uber

k���� � � � � �n� ist� Dies ist genau dann der Fall� wenn eine algebraische Di�erentialglei�

chung P ���� � � � � �n� �� � � existiert� wobei P ein Polynom in �
�i��
� � � � � � ��in�

n � ��l� mit

i�� � � � � in� l � N� und Koe�zienten aus k darstellt� Existiert ein solches Polynom nicht�

so hei�t � di�erentiell transzendent�

De�nition A�� Di�erentieller Transzendenzgrad �Fortell 
����

Es sei K�k eine di�erentielle K�orpererweiterung und L eine Teilmenge von K derart�

da� alle Elemente aus L voneinander di�erentiell unabh�angig �uber k sind� Die maximal

m�ogliche Anzahl von Elementen in L hei�t di�erentieller Transzendenzgrad di�� trg K�k�

Es hei�t L dann di�erentielle Transzendenzbasis von K�k�

De�nition A�� System �Fliess und Glad 
����

Es sei k ein di�erentieller Grundk�orper� Dann ist ein System de�niert als eine endlich

generierte di�erentielle K�orpererweiterung K�k�

De�nition A�	 Dynamik �Fliess und Glad 
����

Es sei u � �u�� � � � � um�T ein Systemeingangsvektor� Dann ist die Dynamik eines Sy�

stems L�k eine endlich erzeugte di�erentiell algebraische K�orpererweiterung L�khui�
Demzufolge erf�ullt der di�erentielle Transzendenzgrad dieser Erweiterung die Bedingung

di�� trg L�khui � �� Ein Ausgang des zugeh�origen Systems ist eine endliche Menge von

Elementen y�� � � � � yp aus L� Entsprechend existiert eine Menge fx�� � � � � xng � L� welche

eine �nichtdi�erentielle� Transzendenzbasis der Dynamik L�khui ist und die Rolle eines

verallgemeinerten Zustands �ubernimmt�

� Eine Funktion hei�t genau dann meromorph �uber einer Region
 wenn die einzigen Singularit�aten

Pole sind und die Anzahl der Singularit�aten endlich ist� Eine global meromorphe Funktion ist eine

rational algebraische Funktion
 die als Quotient zweier Polynome dargestellt werden kann �Korn und

Korn ���	�
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De�nition A�� Di�erentialalgebraischer Rang ��s �Fliess 
��$a� Senger 
����

Es sei khy�u� si�khu� si ein gest�ortes System� Dann ist der di�erentialalgebraische Rang

des gest�orten Systems ��s gegeben zu�

��s � di�� trg khyi�k
und f�ur ��s gilt� ��s  minfm ! q� pg�

De�nition A�� Di�erentialalgebraischer Rang �� �Fliess 
��$a� Fliess 
��$b�

Es sei khy�ui�khui ein ungest�ortes System� Dann ist der di�erentialalgebraische Rang ��

dieses Systems durch den di�erentiellen Transzendenzgrad der Ausgangsableitungen �uber

k gegeben�

�� � di�� trg khyi�k
und f�ur �� gilt� ��  minfm� pg�

De�nition A�
 Polynom �Fortell 
����

Ein Polynom p in den Variablen x�� � � � � xn �uber den Ring R ist eine endliche Linearkom�

bination von Monomen mi�

p �
X
i

aimi �

mit den Koe�zienten ai � R�

De�nition A�� f�uhrendes Monom� f�uhrender Koe�zient� f�uhrender Term �Senger 
����

� In einem Polynom f �
P
i
aixi� ist das am h�ochsten einzuordnende Monom das

f�uhrende Monom von f
"
lm#� �nach dem englischen leading monomial� genannt�

� Der Koe�zient ai des f�uhrenden Monoms von f ist der f�uhrende Koe�zient von f

"
lc#� �nach dem englischen leading coe�cient� genannt�

� Das Produkt aimi � aixi� aus f�uhrendem Koe�zient und f�uhrendem Monom eines

Polynoms f ist der f�uhrende Term von f
"
lt#� �nach dem englischen leading term�

genannt�

De�nition A�� K�ahler�Di�erential des gest�orten Systems �Senger 
����

Das K�ahler�Di�erential dy
�k�
j einer Ausgangsableitung y

�k�
j mit k  n des gest�orten Sy�

stems berechnet sich zu�

dy
�k�
j �

nX
i��

�h
�k�
j

�xi
dxi !

k��X
l��

mX
i��

�h
�k�
j

�u
�l�
i

du
�l�
i !

kX
l��

qX
i��

�h
�k�
j

�s
�l�
i

ds
�l�
i
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De�nition A�� K�ahler�Di�erential des ungest�orten Systems �Johnson 
�$��

Das K�ahler�Di�erential dy
�k�
j einer Ausgangsableitung y

�k�
j mit k  n des ungest�orten

Systems berechnet sich zu�

dy
�k�
j �

nX
i��

�h
�k�
j

�xi
dxi !

k��X
l��

mX
i��

�h
�k�
j

�u
�l�
i

du
�l�
i � j � 
� � � � � p �

Satz A�� �Senger 
����

Der Ausgang y eines analytischen Systems kann genau dann von dem St�orsignal s ent�

koppelt werden� wenn gilt�

��s � di�� trg khy� si�khsi �

Satz A�� �Buchberger 
����

Es sei I � R�x�� � � � � xn� ein Ideal aus dem Polynomring R�x�� � � � � xn� und GB�I� die

Gr�obner�Basis von I bez�uglich der lexikographischen Monomordnung x� � x� � � � � � xn�

Dann gilt f�ur alle r � f
� 	� � � � � ng�
I 
R�x�� � � � � xr� � hGB�I� 
R�x�� � � � � xr�i �

Dies bedeutet� da� das
"
r�te Eliminationsideal# �Buchberger 
���� hGB�I�
R�x�� � � � � xr�i

durch diejenigen Polynome in GB erzeugt wird� die nur von den r �in GB auftretenden�

Variablen abh�angen� welche den h�ochsten Rang innerhalb der Monomordnung besitzen�

Beispiel A�� Eliminationsideal �Senger 
����

Es seien die erzeugenden Polynome F eines Ideals gegeben als

f� � x�x� ! 
 �

f� � �x�x�x� � x�x� ! x� und

f� � x� ! �x�x� ! � �

und eine lexikographische Monomordnung x� � x� � x� zur Berechnung der Gr�obner�

Basis vorausgesetzt� Die Gr�obner�Basis des von F erzeugten Ideals berechnet sich zu�

GB � f�x� ! �x� � �  	x� ! �x� ! �  	x�� ! �x� � �g � fg� g� g�g �

Die Aussage von Satz A�	� bedeutet nun� da� alle Polynome aus GB� die nur von x�
abh�angen� also f	x�� ! �x� � �g� das 
� Eliminationsideal erzeugen� Alle Polynome aus

GB� die nur von x� und x� abh�angen� also f	x�� ! �x� � � 	x� ! �x� ! �g� erzeugen

das 	� Eliminationsideal usw� Schreibt man die Elemente einer Eliminationsbasis unter�

einander und setzt sie gleich null� so ergibt sich die bekannte Dreiecksform� die durch

R�uckw�artssubstitution in bew�ahrter Manier zur L�osung von Gleichungssystemen genutzt

werden kann� Es kann leicht �uberpr�uft werden� da� die L�osung von gi � �� i � 
� 	� � �

auch die Gleichungen fi � �� i � 
� 	� � � erf�ullt� Die Nullstellen sind also identisch�


