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1 Einleitung

Fiir den Begriff Nulldynamik gibt es in der Literatur unterschiedliche Definitionen. Die
einzelnen Ansétze beschreiben zwar die gleiche Systemeigenschaft, nutzen aber verschie-
denartige Ansitze bzw. Terminologien. Die jeweiligen Ansétzen liefern mehrere Be-
rechnungsmoglichkeiten der Nulldynamik. In diesem Bericht geht es um die Berechnung
der Nulldynamik mit unterschiedlichen mathematischen Ansétzen. Analysegegenstand
ist hierbei ein inverses Pendel. Die differentialgeometrische Untersuchung baut auf den
Ergebnissen eines friitheren Forschungsberichtes (Polzer 1999b) auf, in dem sich die Be-
rechnung der Nulldynamik eines inversen Pendels mit dem Algorithmus von Isidori (1995)
findet. Der Systemausgang besteht dabei lediglich aus dem Pendelwinkel. Diese Nulldy-
namik wird dem Ergebnis des differentilalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Polzer
(1999a) gegeniibergestellt. Aus den Ergebnissen lassen sich Schliisse iiber die Stabilitét
der Nulldynamik ziehen. Eine Erweiterung des Systemausgangs liefert eine andere Null-
dynamik und somit auch ein ggf. anderes Stabilitdtsverhalten. Deshalb stellt in einem
néchsten Schritt ein Modell mit erweitertem Systemausgang (bestehend aus Pendelwinkel
und Schlittenposition) den Gegenstand der Untersuchung dar. Das dynamische Verhal-
ten der Nulldynamik 148t sich auch am Versuchstriger messen und wird den theoretischen
Ergebnisse gegeniibergestellt.

Der Bericht ist folgendermaflen gegliedert: Zun#chst beschreibt Abschnitt 2 die verwen-
deten Definitionen des Begriffs Nulldynamik. Analyseobjekt ist ein inverses Pendel, daher
findet sich im Abschnitt 3 die differentialgeometrische und die differentialalgebraische Mo-
dellbeschreibung des Versuchstrigers. Der vierte Abschnitt gibt die Ergebnisse des For-
schungsberichtes Polzer (1999b), d. h. die differentialgeometrisch berechnete Nulldynamik
wieder. Demgegeniiber erfolgt eine differentialalgebraische Berechnung der Nulldynamik
im fiinften Abschnitt. Gundlage der Analyse in diesem Abschnitt ist zum einen das in-
verse Pendel mit eindimensionalem Systemausgang, zum anderen das erweiterte Modell
mit zweidimensionalem Ausgang. Die Gegeniiberstellung der ermittelten Ergebnisse und
der Vergleich mit den Messungen am Versuchstriger findet im sechsten Abschnitt statt.
Der Bericht schliefit mit einer Zusammenfassung.
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2 Definitionen der Nulldynamik

In der Literatur finden sich unterschiedliche Definitionen des Begriffs Nulldynamik. Zwar
beschreiben alle Definitionen die gleiche Systemeigenschaft, aber die verwendete Termi-
nologie unterscheidet sich sehr.

Definition 2.1: (Schwarz 1991) Der durch Zustandsriickfiihrung unbeobachtbar zu ma-
chende Systemteil heifit Nulldynamsik des Systems. a

Die nachfolgende Definition von Isidori (1995) schliefit die Definition 2.1 ein, wenn auch
ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung findet. Bei dem Ansatz ist es wichtig,
diejenigen Anfangswerte aufzufinden, zu denen Stellgrofien existieren, die einen System-
ausgang identisch null bewirken. Das System, eingeschriankt auf diese Anfangswerte und
diese StellgroBen, liefert dann die Nulldynamik. Mit differentialgeometrischen Begriffen
148t sich der Sachverhalt durch folgende Definition ausdriicken:

Definition 2.2: Nulldynamik (differentialgeometrisch) (Isidori 1995, Byrnes und
Isidori 1989: S. 438)

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z* des Zustandsraumes mit den folgenden Ei-
genschaften:

1. ¢(x) =0 VaxeZ*,

2. in jedem Punkt © € Z* existiert eine eindeutige Stellgrofie u*(x(t)) =: u(t) € R™
derart, daBl a(z) + B(z)u*(x) tangential zu Z* ist,

3. Z* ist maximal bez. der Eigenschaften 1. und 2. .

Ist uw*(x) ferner eine glatte Funktion in @, dann wird Z* Nulldynamikmannig-
faltigkeit genannt. Das System

= f"(x) =a(x)+ B(x)u'(x) ,xzcZ" (2.1)

wird als Nulldynamik des Systems (A.1) bezeichnet. Die Funktion f*(x) heifit
Nulldynamikvektorfeld. a

Es ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt keine differentialalgebraische Definition der Null-
dynamik aus der Literatur bekannt. Meist wird eine differentialgeometrische Definition
zugrunde gelegt. Eine Formulierung der Grundidee von Isidori (1995), die keine differen-
tialgeometrischen Begriffe enthélt, kann wie folgt aussehen:

Definition 2.3: Nulldynamik (differentialalgebraisch) (Polzer 1999a: S. 6)

Existiert eine Teilmenge Z* C R" des Zustandsraumes mit den Eigenschaften:

1. ¢(x) =0 VxecZ* und
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2. es existiert zu jedem & € Z* ein Stellgrofienvektor u*(x(t)) =: u(t) € R™ derart,

daf3

dk

Y =0 Vi>tokeN (2.2)
ist und

3. u*(x) ist eine glatte Funktion in @,

dann wird Z* Nullkern, das System
&= f"(x) =a(x)+ B(x)u"(x) ,xzcZ” (2.3)

die Nulldynamik des Systems, die Funktion f*(x) Nulldynamikvektorfeld und
u*(x) ausgangssignalnullende Zustandsrickfiihrung genannt. O

Die differentialgeometrische Definition 2.2 liefert eine, wenn sie denn existiert, eindeutig
bestimmte Nulldynamik, im Gegensatz zur Definition 2.3. Stimmt die Zahl der System-
eingénge nicht mit der Zahl der Systemausgénge iiberein, so kann es mehrere Mengen Z*
und Stellgrofien u*(x(t)) =: u(t) geben, die die Definition 2.3 erfiillen.
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3 Modellbeschreibung eines inversen Pendels

Im Fachgebiet Mef3-, Steuer- und Regelungstechnik der Gerhard-Mercator-Universitét
Duisburg existiert der Versuchsstand Inverses Pendel (vgl. Bild 3.1(a)). In dem sche-
matischen Versuchsaufbau (Bild 3.1(b)) sind die auftretenden physikalischen Krifte ein-
getragen. Das inverse Pendel ist ein instabiles System, d. h. ohne eine Regelung der

My
F
———
7
(a) Versuchstriger (b) Schematischer Versuchsaufbau

Bild 3.1: Inverses Pendel

Schlittenposition kippt die Pendelstange nach unten. Um das Pendel aufrecht zu halten,
148t sich der Schlitten, an dem der Pendelfulpunkt angebracht ist, in einer Dimension
(d. h. nach links und rechts) verfahren. Die Ansteuerung des Elektromotors zur Posi-
tionierung des Schlittens erfolgt iiber einen PC. Aus diesem Grund ist es moglich, die
unterschiedlichsten Regelungskonzepte mit relativ geringem Aufwand umzusetzen. Der
Winkel und die Schlittenposition lassen sich direkt messen und weiterverarbeiten. Die
Analyse der Nulldynamik soll sich zunéchst auf ein System beziehen, bei dem lediglich
der Pendelwinkel die zu regelnde Grofle darstellt. Enthélt der Systemausgang neben dem
Pendelwinkel auch noch die Schlittenposition, ist der Nulldynamikalgorithmus von Isidori
(1995) nicht mehr anwendbar. Mit dem differentialalgebraischen Algorithmus von Polzer
(1999a) ist es nun moglich, die Nulldynamik zu berechnen.

Das inverse Pendel 1483t sich, wie im Anhang D hergeleitet, durch ein Zustandsmodell

z(t) = a(z(t)) + B(z(t))u(t) =) eRyu(t)eR
y(t) = c(z(t)) y(t) eR
beschreiben. Die Zustandsvariablen reprédsentieren im Einzelnen:
x1(t) = x(t) Schlittenposition,
) =&(t) Schlittengeschwindigkeit,
)

(1
x3(t) = p(t) Pendelwinkel und
z4(t) = ¢(t) Winkelgeschwindigkeit

(3.1)

Des weiteren sind
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T2

J K| Ky 2y J Fp.(z3) B fr x4 cos(xs)

+ gcos(x3) sin(zs) —

J x4? sin(x3)

" Rarny? m? a? mp? a? mp a mp a
i cos(x3)?
a(z) ==
Ty
B fr s K Ky cos(x3) B cos(z3) F,(z2) gsin(xs)

— x4% cos(x3) sin(w3) +

mp? a? Rary2 mpa mp a mMp G
i ﬁ — cos(x3)?
_ 0 -
J K,
Ra ry mp? a? <mP2 — cos(x3)2>
B(x) = und (3.2)
0
K cos(z3)
_ Rarympa (m - Cos(g;3)2) |
c(x(t)) = z3(t) .

Um den differentialalgebraischen Algorithmus von Polzer (1999a) anwenden zu konnen,
muf} das System zuerst, wie in Polzer (1998) beschrieben, derart transformiert werden,
daB a(z), B(x) und ¢(x) rationale Funktionen in @ sind. In Polzer (1998) findet sich eine

ausfiihrliche Herleitung bzw. Berechnung des hier angegebenen Ersatzsystems:

(x =

la(lz) + 'B('z)u,
‘e('z)

g cR*2 ueR
y e R

(3.3)
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mit
L
1 1 1,. 1 1,.2 1
JK1K2 i) JFR( IL'Q) fR T4 Tg 1 1 J Ty Ty
- 2,2 2 2,2 Tg e s
Rary*mpa mp? a mp a mp a
J 1,2
2 2 6
mp-a
2,
10,(133) —
1 1, 1 1 1 1
fr 4 K1 Ko ‘x1p "6 re Fr('w2) | 51 g s
— 5 3 — — X4 Te Ts+
mp?a Ra ry? mp a mp G mp a
J 1.2
2 2 Ls
mp- a
1,. 1
Te T4
.
0
J K,
J
Ra ry mp? a? 5 — g
mp” Qa
1o/l 0
B('z) = und
K1 11'6
J
Rarympa 55— g2
mp~- a
0
0
e(le) = l'as.

Fiihrt man die Reibkraft Fy (') als nicht niher bestimmte Funktion mit, besteht das
System 'Y aus rationalen Funktionen in 'z. Es liefle sich zunichst auch voraussetzen,
daB Fr('z) eine rationale Funktion sein soll, was in diesem Beispiel aber eine unterge-
ordnete Bedeutung hat, da keine Ableitungen von Fg in dem differentialalgebraischen

Nulldynamikalgorithmus auftreten.
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4 Differentialgeometrische Berechnung der
Nulldynamik

Der Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) setzt die gleiche Anzahl an Systemein-
und -ausgingen voraus. Aus diesem Grund darf der Systemausgang lediglich eindimen-
sional sein. Eine sinnvolle Wahl fiir den Systemausgang stellt der Pendelwinkel z3 dar. Die
Berechnung und Analyse der Nulldynamik eines inversen Pendels mit dem Algorithmus
von Isidori (1995) ist in Polzer (1999b) ausfiihrlich dargelegt. Des weiteren ist eine Ana-
lyse des Systemmodells mit zweidimensionalem Ausgang mit diesem Algorithmus nicht
moglich.

Wie in Polzer (1999b) beschrieben, ergibt sich als Nulldynamikzustandsmannigfaltigkeit
Z* des Systems (3.1)

Z5 =M ={z R |23 =024 =0} . (4.1)

Die ausgangssignalnullende Zustandsriickfithrung u*(x(t)) =: w(t) erhélt man in diesem
Fall als Losung von

(Lacl(aj) + LBcl(m)u> =0.
rcZ*
0
_ Kl KQ.Z'Q _ FT(ZUQ) 0
= Rary2mpa mp a + Kimpa u=0. (4.2)
J ) Rgro(mZa? — J)
mp2 a?

. KlKgl‘Q + FT(Z'Q)RQT(%
N KIT‘O '

= u*(x)
Durch
z=f"(x) =a(x)+ B(x)u*(z), e 2Z* (4.3)

bestimmt sich die Nulldynamik zu

x:l(t) (1)
228 = 8 mit ze€{xeR|z3=024=0}. (4.4)
T4 (t) 0
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5 Differentialalgebraische Berechnung der
Nulldynamik

Ist der differentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) aufgrund un-
erfiillter Voraussetzungen nicht anwendbar, bilden differentialalgebraische Methoden oft
eine Alternative. Dabei sind dann zur Systembeschreibung lediglich polynomiale oder
rationale Funktionen zugelassen. Da in dem Modell (3.3) des inversen Pendels auch ra-
tionale Funktionen enthalten sind, scheiden die Nulldynamikalgorithmen von Senger und
Riege (1997) und Fortell (1995) zur Analyse aus. Im folgenden soll der differentialalgebra-
ische Nulldynamikalgorithmus von Polzer (1999a) zum Tragen kommen, welcher zunéchst
kurz wiedergegeben wird.

5.1 Differentialalgebraischer Nulldynamikalgorithmus

Der in Polzer (1999a) eingefiihrte Nulldynamikalgorithmus durchlduft nach einem Initiali-
sierungsschritt iterativ die Schritte k.1 bis k.3 so lange, bis die in k.3 (k € N) angegebene
Abbruchbedingung erfiillt ist:

Initialisierungsschritt O:
0.1 Definiere Uy := C°(R,R™) und bestimme die Menge M, := {x € R"|c(z) = 0} .
Iterationsschritt & > 1:

k.1 Setze einen StellgroBenvektor uw aus Uy_; in die (k — 1)-te Ausgangssignalableitung
ein, und leite diese anschlielend erneut nach der Zeit ab. Dieser Vorgang ist so zu
verstehen, daf alle u; , (i € {1,...,m}), fiir die eine Funktionsvorschrift bereits
ermittelt wurde, durch diese in der (k — 1)-ten Ausgangssignalableitung zu ersetzen
sind. Alle anderen u; bleiben als noch freie zeitabhéingige Funktionen bestehen.

d

E(c(k_l)(:& u,..., u(k_Q))|u€Uk—1) =

octk=1 k=2 5elk—1)
(i+1)
( 5 (a(x) + B(x)u) + Z; G

(5.1)

weUy, 1

k.2a Die k-te Ausgangssignalableitung mit w € U, ; von (5.1) wird auf My _; restrin-
giert. Anschliefend sind alle Elemente cgk)|meMk_hueuk_l (¢ = 1,...,p) auf ihre
algebraische Abhéngigkeit iiber R[z| hin zu iiberpriifen. Die daraus resultierenden
Bedingungen fiir die Anfangswerte und die Stellgrolen schranken die Mengen M4
und Uy, weiter ein. Diese eingeschrinkten Mengen wiederum definieren Mj und

U,,. Setze dafiir
d

e(e,u,...,u V)= (" V(,u,..., U<k2))|ueuk1)]

= (5.2)

reEM)_
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k.2b

Dabei hiingt € nach Polzer (1999a: Satz 4.3) formal nicht von den zeitlichen Ablei-
tungen der Stellgrofle ab, d.h. es existiert eine Darstellung

é(x,u,. .., ut V) =[fi(z,u),..., f(z,u)" (5.3)
mit rationalen Funktionen fi,..., f,.
Bestimme des weiteren die Menge aller Indizes {i1,...,4} =: Iy, fiir die

fi(x, u) algebraisch abhéngig iiber Rlxz| Vi€ Z; (5.4)

ist. Anschlieflend wird die Menge aller Indizes {ji,...,j;} =: Jj, fiir welche
fj(x,u) algebraisch unabhéngig iiber Rjz] V j € J; (5.5)

ist, ermittelt. Es sei angemerkt, dafl die Aussagen

kil < p,
yUJ, = {1,...,p} und (5.6)
LN, = 0

fiir alle £ € N gelten.

Ist die Indexmenge Z leer, so existieren in diesem Schritt keine Funktionen, die
iiber R[x] algebraisch abhingig sind. Deshalb kommen in diesem Teilschritt keine
Bedingungen fiir die Menge der Anfangswerte hinzu. Aus diesem Grund ergibt sich

./\;lk = Mk—l . (57)

Fahre im Fall einer leeren Indexmenge Z; mit dem Schritt £.2¢ fort.

Ist die Indexmenge Zj, nicht leer, miissen die Nullstellen der iiber R[z] algebraisch
abhingigen Funktionen f; , (i € Zj) berechnet werden, d.h. die Gleichungen

fileg,u)=0, i€} (5.8)
sind nach x aufzultsen, und die gefundenen Nullstellen definieren die Menge

My = {a: € R|fi(z,u) = 0, ieZk}. (5.9)
Da f;(x,u) fiir i € Z; algebraisch abhéngig iiber R[x] ist, hingt f; nicht explizit
von w ab. Falls das Gleichungssystem (5.8) unterbestimmt ist, ist der komplette

Algorithmus mehrfach anzuwenden. Es mufl dann jeweils eine andere Losung von
(5.8) an dieser Stelle Verwendung finden.
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k.2c Sollte eine der Indexmengen 7, oder J; leer sein oder M, = R" gelten, so kann
dieser Teilschritt iibersprungen werden.

Die Menge M stellt die Menge der zuléssigen Anfangswerte dar, die eine Nullung
der Ableitungen des Systemausgangs bis zur Stufe k£ — 1 ermdglichen. Diese Menge
von Anfangswerten schriinkt sich durch M, ggf. weiter ein. Die Restriktion von
fi (4 € Ji) auf M, kann dazu fithren, daf die im vorherigen Schritt noch trans-
zendenten Funktionen nicht mehr algebraisch unabhéngig iiber R[x| sind. Es ist
jetzt moglich, daf Ji auch Indizes von iiber R[] algebraisch abhéngigen Funktionen
enthilt. Aus diesem Grund ist es notwendig, die Indexteilmenge Z, C Jj, fiir die

fi(®,u) | x4, algebraisch abhéngig iiber Rjz] Vi€ T (5.10)

ist, zu ermitteln.
Falls die Indexteilmenge 7, leer ist, fahre mit Schritt k.2d fort.

Ansonsten sind wie im Schritt k£.2b wieder die Gleichungen
i@, w)lpeny, =0 i€, (5.11)
nach & aufzulésen. Diese Losungen definieren eine weitere Hilfsmenge M, durch
My = {:1: € R | fi(@, w) ey, =0, i € ik} . (5.12)
Die Hilfsmenge M, aus (5.9) erfihrt durch

/\Elk = Mk N Mk,

5.13
Mk = Mk ( )

eine weitere Einschrinkung. Im Falle eines unterbestimmten Gleichungssystems
(5.11) ist wie im Schritt £.2b zu verfahren.

Da fk nicht leer ist, enthilt Jj auch Indizes von Funktionen f; (i € fk), die iiber
R[] algebraisch abhéngig sind. Daher erfolgt eine Reduzierung der Indexmenge Jj

durch
i = T\,
) 5.14
jk: = jk:a ( )

um wieder zu gewéhrleisten, dafl Ji nur die Indizes der Funktionen f;(z, w)|qc,
enthilt, die iiber R]zx| algebraisch unabhéngig sind.

Eine Wiederholung von diesem Teilschritt %.2¢ ist so lange notwendig, bis Z;, die
leere Menge ergibt.
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k.2d Ist die Menge J; leer, so existieren keine iiber R[z] algebraisch unabhéngigen Funk-
tionen, und somit sind auch keine neuen Bedingungen fiir den Stellgréflenvektor
ermittelbar. In diesem Fall &ndert sich die Menge der Stellgro8enfunktionen nicht:

Z/{k = Z/{k,1 . (515)

Falls J; die leere Menge représentiert, fahre mit k.2e fort.

Die Nullstellen der iiber R[x] algebraisch unabhiingigen Funktionen f; (j € J) er-
geben Anforderungen an den Stellgréflenvektor durch das Auflésen der Gleichungen

fj($7u)|a:6/\/lk,1r1/\;lk = 07 ] € jk (516)

nach u. Die gefundenen Losungen von Gl. (5.16) kénnen von & abhingen. Sofern
Losungen von Gl. (5.16) existieren, ist die Definition einer Hilfsfunktion r : R* —
R™ durch

fi(®, )| peps, o, =0 fiir u=r(z), jel (5.17)

immer moglich. Liefert Gl. (5.16) ein unterbestimmtes Gleichungssystem, ergeben
sich mehrere Moglichkeiten fiir die Wahl der Funktion (). Eine mehrfache An-
wendung des kompletten Algorithmus ist dann erforderlich, wobei an dieser Stelle
jeweils eine andere Losung von (5.16) zur Bestimmung von 7(x) zu wéhlen ist. Ist
das Gleichungssystem (5.16) aufgrund einer Uberbestimmtheit nicht 16sbar, so 1i8t
sich dieses Problem durch weitere Bedingungen an die Anfangswerte 16sen. Dazu
ist es erforderlich, eine Hilfsmenge M, C R" derart zu wihlen, daB

fj(mau)|m€/\/lk_1ﬂ/\;(kﬂ/\;lk = 07 ] € jk (518)

nach u aufgelost werden kann. Wie eben beschrieben, definieren die Losungen fiir
u die Hilfsfunktion r : R* — R™. Ist diese Vorgehensweise nicht eindeutig, muf3 der
komplette Algorithmus mehrfach durchlaufen werden.

Durch die Hilfsfunktion 7 sind weitere Anforderungen an die ausgangssignalnullende
Stellgrofle spezifizierbar:

Uy = {u e C2(R,R™)| u(t) = r(a:(t))}. (5.19)

Die Menge der moglichen Stellgréfien U, schrinkt sich ggf. damit weiter ein:

U, =U,_ 1N Z;{k . (520)
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k.2e Die Menge der Anfangswerte My, erfahrt durch
My = My N M,, (5.21)
bzw. falls (5.16) iiberbestimmt ist, via
My = Mp_ " MO M,, (5.22)

eine weitere Einschrankung.

k.3 Als Abbruchbedingung ist es zuldssig, die Bedingung
My = My, (5.23)

zu {iberpriifen (Polzer 1999a:Satz 4.2), d. h. der Algorithmus terminiert, sobald in
einem Iterationsschritt keine neuen Bedingungen fiir die Anfangswerte hinzugekom-
men sind. Im Falle einer Ungiiltigkeit von Gl. (5.23) fihrt man mit Schritt £.1
fort.

Ist die Abbruchbedingung (5.23) erfiillt, sind alle Elemente der Nulldynamik be-
kannt. Bei der Bestimmung des Nullkerns Z* miissen zwei Fille unterschieden wer-
den, zum einen der Fall, daf§ das analysierte System ein Ersatzsystem (vgl. Polzer
(1998)) ist, zum anderen, ob ein unverdndertes “Originalsystem“ den Gegenstand
der Untersuchung darstellt. Im Falle eines Ersatzsystems sind die Anfangswerte der
“neuen® Zustandsgrofien bereits festgelegt und schrinken daher den Nullkern Z*
weiter ein. Dies geschieht folgendermafien:

Es sei o die Anzahl der “neuen Zustandsgrofien des “Originalsystems* (vgl. Polzer
(1998: S. 4) ) . Ferner reprisentiere n die “urspriingliche“ Dimension des Zustands-
modells (dabei gilt: n = o +7 ). Die Berechnung der Anfangswerte erfolgt nun iiber
die zum Ersatzsystem gehorende Substitution (vgl. Polzer (1998: S. 7) )

Ty (t) =1i(z1(t), .., xn(t) , F=1,...,0 (5.24)
durch
xﬁ‘l‘](tO) = Tj(xl(tﬂ)a"'axn(tO)) ) j:]-a"'aa
= Ti44,0 - (525)

Die Menge der zuldssigen Anfangswerte schrinkt sich in diesem Fall iiber
Mk = Mkﬂ{QBERn | Titj = Ti4j,0 s jzl,O'} (526)

weiter ein.
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Im Falle eines Ersatzsystems ergibt sich damit der Nullkern Z* zu

Z* =M, , (5.27)
ansonsten erfolgt die Festlegung des Nullkerns durch

Z5 =My . (5.28)
Die Ausgangssignalnullende Zustandsriickfithrung uw*(x(t)) =: u(t) ist ein Element
der Menge Uj:

u*(x(t)) = u(t) € Uy . (5.29)
Diese Groflen liefern das Nulldynamikvektorfeld f*(x) durch

f(x) =a(x)+ B(x)u'(x) ,xec 2", (5.30)
woraus sich direkt die Nulldynamik des Systems

z=f"(x) ,xeZ" (5.31)
ergibt. a

5.2 Inverses Pendel mit eindimensionalem Systemausgang

In diesem Abschnitt erfolgt die Berechnung der Nulldynamik eines inversen Pendels mit
dem Pendelwinkel als Ausgang durch den differentialalgebraischen Nullydynamikalgorith-
mus.

Der Algorithmus startet mit einem Initialisierungsschritt, welcher zu den beiden Mengen

Uy = C*RR™) und (5.32)
My = {'lzeR" |'c(x) =0}
= {lecR° |'23 =0} (5.33)

fiihrt.
Es folgt der Iterationsschritt 1:

1.1 : Uy beinhaltet alle Stellgrofien, die Forderung u € U stellt also keine Einschrinkung
dar. Die ,eingeschrinkte“ Ausgangssignalableitung ergibt sich daher zu

d, _ dc L 1
S D) = o (a(m) + B(2)u)

= 'z,4+0-u. (5.34)
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1.2a : Setze

d

é(tx,u) = {Ec(lw)} = oy = fi'z,u). (5.35)

lzeMo
Die Menge aller Indizes {iy, ..., 4} =: Z;, fiir die
fi(*z, u) algebraisch abhiingig iiber R['x] Vi€ I, (5.36)

ist, besteht aus einem Element: Z; = {1}. Daraus folgt direkt, da} die Menge aller
Indizes {ji,...,ji} = Jh, fiir welche

fi('x,w) algebraisch unabhiingig iiber R['z] Vj € J, (5.37)
ist, leer sein muf}, da
ZIUjlz{l,...,p} A\ Ilﬂj1:® (538)

immer gilt und nur eine Ausgangsgrofie (p = 1) existiert.

1.2b : Die Nullstelle der iiber R['x| algebraisch abhéngigen Funktion f; (i € Z;) muB
berechnet werden, d.h.

filte,u) = 'z, =0 (5.39)

soll gelten. Daraus folgt direkt die Bedingung 'z4 = 0. Somit definiert sich M,
durch

My = { 'z e R | fi(*z,u) =0, i EL} = { 'z e R | 1oy :O} . (5.40)
1.2¢ : Die Indexmenge J; ist die leere Menge. Aus diesem Grund kommt der Teilschritt
1.2¢ nicht zur Anwendung.

1.2d : Da die Indexmenge J, leer ist, existieren in diesem Schritt keine Funktionen, die
iiber R[!z] algebraisch unabhiingig sind, und somit ergeben sich auch keine Bedin-
gungen fiir den Stellgréfenvektor:

U = U
_ C*[RR"). (5.41)

Setze aus diesem Grund den Algorithmus mit dem Schritt 1.2¢e fort.
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1.2e : Durch
Mii=MognNM; ={'z eR | ‘x5 =0z, =0} (5.42)
schrinkt sich die Menge der Anfangswerte M, weiter ein.
1.3 : Die Abbruchbedingung
M = M, (5.43)
ist noch nicht erfiillt, denn
Mi={'z e R | '3 =02y =0} £ {'x € R® | '3 =0} = M, . (5.44)
Deshalb folgt ein weiterer Iterationsschritt.

2.1 : Da U; immer noch mit der Grundmenge aller Stellgroflen U, iibereinstimmt, ergibt
sich die zweite eingeschrinkte Ausgangssignalableitung zu

d d

.1 1
—l(cl x,u = 5 T
SE( T W) = o 0
fo tes KKy 'zy g "ws Fr(ta) 1,21, 1 g ‘s
_ 55 — 5 — — X4 Tg Tyt
_ _ mp’a Ra rg’> mp a mp Q mpa@
S 142
mp2 a? 6
K, 'z
R L
arympa mpZ 2 T
2.2a : Setze nun
~/1 . d -1 .
c(x,u,u) = & (C( wauvu)|ueul)
leeM;
K1 Ky 'y lag Ywg Fr('ny) | g 'as
_ : —
_ Ra ry* mp a - mp @ mpa (5.46)
_ 12
mp2 a? 6
K, 'z

J
Ra rymp a 5 — g2
mp-a

und

é(teyu, i) = fi(tz,u) . (5.48)
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2.2b :

2.2¢:

Die Menge aller Indizes {i1,...,i} =: Iy, fiir die
fi(*z,u) algebraisch abhingig iiber R['x] Vi€ 7, (5.49)

ist, ist leer, da f; explizit von u abhingt.

Fiir die Menge aller Indizes {ji,. .., ji} =: Ja, deren zugehorige Funktionen
fi('x,u) algebraisch unabhiingig iiber R['z] Vj € J (5.50)

sind, ergibt sich somit J, = {1}.

Da die Indexmenge Z, leer ist, ist es nicht moglich neue Bedingungen fiir die An-
fangswerte zu bestimmen. Es gilt demnach

./\;lg = M1 . (551)

Aus diesem Grund folgt direkt der Unterpunkt 2.2c¢.

Da die Indexmenge Z,, wie bereits erwihnt, leer ist, fihrt der Algorithmus mit dem
Teilschritt 2.2d fort.

2.2d : Nun liefert die Indexmenge 7, die Gleichung

0 = fj(lm’u)|1me/\/tm/\5(z7 j€ T, ={1}

K, Ky 'z 'z Ywe Fr(txs) n g ‘xs

Rary?mpa mp a mp a

=0 = 7 - +
— xr
mp? a? 6
K 1
+ L 76 u (5.52)

J 1,2
Rargmpa | —5— — 'xg
mp-a

welche nach u aufzulsen ist. Als Losung von (5.52) erhélt man

w = -9 trsRarg — KoKty Twg — g Fr(tra) Rarg , (5.53)

To 11'6K1

Diese Losung definiert die Hilfsfunktion » : RS — R durch

il e, u)igen, i, =0 fiiruw=r('z), d h (5.54)

T(I;B) — _g 11’5Ra7“§ - K1K2 11‘2 1.'L'6 - leFR(IxQ)RaTg ‘ (555)

ro lrg Ky
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Jetzt ist eine Anforderung an die Menge der Stellgréfien bekannt:

U, — {u c CW(R,R)‘ u(t) :r(la:(t))}
- {u € C®(R, R)‘

1 2 1 1 1 1 2
qg $5RGTO - K1K2 To Tg — xGFR( .'L'Q)RaTo

ro lrg Ky

u =

} . (5.56)

Die Menge der ausgangssignalnullenden Stellgrofien schrénkt sich durch

Z/{g = Z/[l ﬂz;{g
- {u € C°(R,R
° — _g 11’5Ra7"g — K1K2 11‘2 1.'L'6 — 11'6FR(1.'L'2)RGT§ (557)
ro 1z Ky

erstmals ein.

2.2e : Die Menge der Anfangswerte bleibt in diesem Schritt konstant, d.h.

M2 = Ml N MZ — Ml
= {'lecR |'a3=0, 'z, =0} . (5.58)

2.3 : Die Abbruchbedingung

Mo M,
s{lecR |'23=0"2,=0} = {'2cR® | '23=0,"24=0} (5.59)

ist jetzt erfiillt und der Algorithmus terminiert. Die ausgangssignalnullende Zu-
standsriickfithrung v*(x(t)) =: u(t) stammt aus Us:

% . g 11‘5(t)RaT§ - K1K2 ll'g(t) ll'ﬁ(t) - ll'ﬁ(t)FR(l.'L'Q(t))RaTg
u'(@(t) = - 7 .

(5.60)

Da ein Ersatzsystem zugrunde liegt, ergeben sich noch weitere Bedingungen an
die Anfangswerte. Die neuen Zustandsgrofien des Ersatzsystems stammen aus der
Definition (Polzer 1998):

'25(t) = sin(x3(t)) und
'26(t) = cos(ws(t)) .

Daraus resultieren die Anfangswerte der neuen Zustandsgrofien:

'25(0) = sin(x3(0)) =0 und
'26(0) = cos(z3(0)) =1.
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Die Menge der zuldssigen Anfangswerte schrinkt sich damit weiter ein:

My:=Myn{xzcRS | oy =0"ag=1}. (5.61)

Somit besteht der Nullkern Z* aus

Zt = My={'ecR | a3 =02y =025 =0, w5 =1} . (5.62)
Mit diesen beiden Elementen berechnet man das Nulldynamikvektorfeld iiber

f(lz) = 'a(*z) + 'B('z)u*('z), 'zeZ*. (5.63)
Insgesamt nimmt die Nulldynamik

'e = f(z) ,'zezZ* (5.64)

die Gestalt

—

T2 (t)

=
w [\ [l
~
Il

mit 'z € {'z € R® | 'z3 =0,' 2, = 0,) 75 = 0,' 75 = 1}(5.65)

—
-

338
~
I

—
8
N

N N N N N
&~ o+

— T N S

o o O o O

—
-

=
~
I

an.

5.3 Inverses Pendel mit zweidimensionalem Systemausgang

Der Nulldynamikalgorithmus von Isidori (1995) und der Nulldynamikalgorithmus fiir ra-
tionale Systeme liefern beide als Ergebnis eine instabile Nulldynamik, wenn der System-
ausgang lediglich aus dem Pendelwinkel besteht. Im folgenden findet eine Erweiterung
des Systemausgangs um die Schlittenposition statt. Grundlage ist weiterhin das Modell

(3.1) bzw. in transformierter Form (3.3); es kommt lediglich ein zweiter Systemausgang
hinzu, d.h.

1
1 1.1 5(t) ]
t) = e(=z(t) = . 5.66
v = ‘elal) = | ) (5.60)
Da nur eine Stellgrofle vorhanden ist, 148t sich der Nulldynamikalgorithmus von Isidori
(1995) auf diese Problemstellung nicht anwenden, da dort die Anzahl der Systemeingéinge
mit derjenigen der Systemausgéinge {ibereinstimmen muf}. Der differentialalgebraische
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Nulldynamikalgorithmus fiir rationale Systeme weist diese Einschrinkung nicht auf, des-
halb folgt nun die Berechnung der Nulldynamik des erweiterten Systems mit dem eben
genannten Algorithmus.

Der Initialisierungsschritt fithrt zu den beiden Mengen:

U = C*RR™) und (5.67)
My = {'z eR® |'c(z) =0}
= {'lecR |'a3=0, 'z, =0} . (5.68)

Es folgt der Iterationsschritt 1:

1.1 : Fiir die Stellgrofle existieren noch keine Restriktionen. Die Ausgangssignalableitung
ergibt sich daher zu

el @) = 75 (al') +Bl2)u = [ 7] (5.69)
1.2a : Setze
sten) = g ol = [ 2] = [J20] - om

Die Menge aller Indizes {i1,...,4} =: Z;, fiir die
fi(*z, u) algebraisch abhingig iiber R['x] Vi€ I, (5.71)

ist, ergibt sich zu Z; = {1,2}. Daraus folgt direkt, dal die Menge aller Indizes
{j1,---,ji} = T, fiir welche

fi('x,u) algebraisch unabhiingig iiber R['z] Vj € J; (5.72)
ist, leer sein muf}, da

Zug, = {1,...,p} und (5.73)
LN 0 (5.74)

immer gelten und nur zwei Ausgangsgrofien (p = 2) existieren.
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1.2b : Gesucht sind die Nullstellen der iiber R['z] algebraisch abhiingigen Funktionen
fi (1 €Iy), dh.

filtz,u) = oy =0 und fo(te,u) = oy =0 (5.75)
soll gelten, woraus direkt die Bedingungen 'z, = 0 und 'z5 = 0 folgen.

=M, = {lweRﬁ | fi(*z,u) =0, iEL}
- { Iz € RS | Loy = 0, La :0} . (5.76)

1.2¢ : Die Indexmenge J; ist die leere Menge. Aus diesem Grund kommt der Teilschritt
1.2¢ nicht zur Anwendung.

1.2d : Da die Indexmenge J; leer ist, existieren in diesem Schritt keine Funktionen, die
iiber R[!x] algebraisch unabhiingig sind, und somit ergeben sich auch keine Bedin-
gungen fiir den Stellgréflenvektor:

=U = U
— C®(R,R™) (5.77)

Der Rest des Teilschrittes kann daher {ibersprungen werden, es folgt 1.2e.

1.2e : Da keine Bedingungen fiir die Stellgr68e in diesem Iterationsschritt ermittelt wur-
den und somit kein {iberbestimmtes Gleichungssystem fiir die Bestimmung von u
vorliegt, ergibt sich die Menge der Anfangswerte M; durch

M1 = Mo N Ml
= {lecR |'2,=0, "5y =0, 'v3=0, 'z4 =0} . (5.78)

1.3: Die Abbruchbedingung
M, = M, (5.79)
ist noch nicht erfiillt, denn es gilt
'z cR® |2, =0, "2y =0, '23=0, '2y =0} A {'c € R® | 'a3 =0, 'z, =0} .

Aus diesem Grund folgt ein weiterer Iterationsschritt.
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2.1 : U, enthélt immer noch alle denkbaren Stellgrofien, aus diesem Grund ergibt sich die
zweite Ausgangssignalableitung zu
d <1 d 1£U4 1i’4
Fetewla) = 5[0 =[]
(5.80)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die Terme '7; und '@, an dieser Stelle
nicht nochmals niedergeschrieben, sie finden sich im transformierten Zustandsmodell

(3.3).

2.2a : Setze nun

~/1 . d vl . 13’74
e(Cx,u,u) = T (c( m,u,u)|ueul) = |,
lpe M, L2 leeM,
i Ywg Fr('wa) g 'as i
mpa mpa 1 Tg
T + T U
2 2
m - 11'6 Ra To Mmp a (m - 11'6)
_ (5.81)
J Fr( 'z
_ R(2 22) 1y Lrg Las Ik
mp2a 1
7 + 7 “
i i Ly Ra 1y mp? a? <mp2 i 127%) |
und
~ . fl(lma U)
éte,u, i) =: [ hlzu) | (5.82)
Die Menge aller Indizes {i1,...,i} =: Iy, fiir die
fi(*z,u) algebraisch abhingig iiber R['x] Vi€ 7, (5.83)

ist, ist leer.

Fiir die Menge aller Indizes {ji,..., 5} =: J2, deren zugehorige Funktionen
fi('x,u) algebraisch unabhiingig iiber R['z] Vj € 7, (5.84)
sind, ergibt sich somit J» = {1, 2}.
2.2b: Da die Indexmenge 7 leer ist, folgt
My = M, . (5.85)

Fahre mit dem Schritt 2.2¢ fort.
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2.2¢ : Diesen Teilschritt iiberspringt man ebenfalls, da die Indexmenge Z, leer ist.

2.2d : Die Indexmenge J5 ist nicht leer, was die Gleichungen

0 = fj(lwau)‘lmeMlnM27 ]EJQZ{LQ}

( Y26 Fr( '29) +9 Lz
0— mp a mpa K, 'zg y
- J
1,2 1,2
i xg Ra 1y mpa(mp2 i x§)
= (5.86)
JFR 11‘2
_ m(2a2)+g1$6 s K
0= P 7 + u
S 2 2 _ 1,2
\ n? a2 6 Ra rg mp?a <mp2 p x6>

liefert, welche nach u aufzulésen sind. Das Gleichungssystem (5.86) ist iiberbestimmyt.

Wihle deshalb My := {z € R® | 25 = 0}, denn damit ist

0 = fi('®u)|ienionnnmn J€Je=1{1,2} (5.87)
nach v auflésbar.
Als Losung von (5.87) erhilt man
FR(le)RaTo
= —. 5.88
u 2 (589
Diese Losung definiert die Hilfsfunktion gem#f Gleichung (5.17) 7 : R® — R durch
file,u) =0 firu=r('z) und j € J , also (5.89)
Fr(*zo)R,r
1 R( T2) YT
— _ 5.90
r('2) = (5.90
Damit ist eine Restriktion fiir die Menge der Stellgréfen bekannt:
U, = {u € C”(R,R)‘ u(t) :r(lm(t))}
Fr(*zy(t)) R,
— {u € C(R, R)‘ u(t) = r(2(t)) ”’} : (5.91)
K
Die Menge der Stellgréfien schrinkt sich durch
- Fr(*z3(t)) R,y
U, = UNUy= {u e C*(R, R)‘ u(t) = R( 5”2[(()) TO} (5.92)
1

erstmals ein.
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2.2e : Rein formal gesehen ergibt sich die Menge der Anfangswerte My durch

Mg = M1ﬂM2ﬂM2
= {lecR |2, =0, 2y =0, '23=0, 'z, =0, ‘a5 =0} . (5.93)
Beriicksichtigt man bereits an dieser Stelle die durch das Ersatzsystem vorgenomme-
ne Systemtransformation (*z5 = sin(*z3) = 0), so stellt die Bedingung 'z5 = 0 keine

weitere Einschrinkung der Anfangswerte dar. Es ist also in diesem Fall zuléssig,
M durch

My=MiNnMy={'zeR® | 'z, =0, 'z, =0, 'z3=0, 'z, =0}  (5.94)

zu setzen.

2.3 : Die Abbruchbedingung

My = M,
S{lzeR |1z =0, 2, =0, o3 =0, lz, =0} = (5.95)
{le eR |12y =0, 2y =0, '23 =0, 'z, =0}

ist jetzt erfiillt und der Algorithmus terminiert. Die Berechnung der Anfangswerte
der neuen Systemzustinde ‘x5 und g erfolgt iiber die zum Ersatzsystem gehorende
Substitution (bzw. mit My):

'25(0) = sin(tzz) =0 (5.96)
'26(0) = cos(lzsp) =1 (5.97)

Fiir den Nullkern Z* folgt mit (5.96):

Z* — M2
={lzcR®| 'z, =0, "2y, =0, 'w3=0, '24 =0, '25 =0, 'zg =0}. (5.98)

Ausgangssignalnullende Zustandsriickfithrung w*(x(t)) =: u(t) ist ein Element der
Menge Us:

FR(IJIQ (t))RaTO
K, '

ut () = (5.99)

Diese beiden Elemente liefern das Nulldynamikvektorfeld iiber

flz) = 'a(*z) + 'B('z)u*('z), 'mzez2*, (5.100)
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woraus sich die Nulldynamik
' =f('x) ,'xcz (5.101)

durch

— =
K] K-
(v} [l
[N S
I

'ce{le eR |2y =0, '2o =0, ‘w3 =0,
Y2, =0, 'w5 =0, 'zg = 1}

=-
w

(5.102)

—
8 K-
ot H~
~
I

S O O O O O

—
=

=
~
I

ergibt. Die Gegeniiberstellung und Interpretation der gefundenen Ergebnisse erfolgt
im n#chsten Abschnitt.

O



6 Ergebnisanalyse 25

6 Ergebnisanalyse

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Gegeniiberstellung der mit unterschiedlichen
mathematischen Ansédtzen berechneten Nulldynamiken sowie der Vergleich der theoreti-
schen Ergebnisse mit den Messungen am Versuchstriger.

6.1 Gegeniiberstellung der Nulldynamiken

Der Algorithmus von Isidori (1995) liefert als Nulldynamik des inversen Pendels

le(t) To(t)
28 = 8 mit ze{xeR |23=024=0}, (6.1)
T4(t) 0

welche in den ersten vier Komponenten mit der Nulldynamik des differentialalgebraischen
Nulldynamikalgorithmus fiir rationale Systeme

[ Lay (1) ] [ s (t) ]
Yo (t) 0
1 .
1:.63(75) = O it 'w e {'lzeR |'23=0"24=025=02s=1} (6.2)
Lis(t) 0
| () L 0]

iibereinstimmt. Die zusétzlichen Systemzustinde des Ersatzsystems sind stabil. In bei-
den Fillen ist die Nulldynamik instabil. Diese Instabilitit kommt zum Tragen, sobald
eine Schlittengeschwindigkeit ungleich Null auftritt. Dann wéchst die Schlittenposition
(*z1) linear iiber alle Grenzen, was sich auch, wie im nichsten Unterabschnitt gezeigt,
am Versuchstriger validieren 14t. Die auf unterschiedlichen mathematischen Theorien
beruhenden Nulldynamikalgorithmen prognostizieren dasselbe instabile dynamische Ver-
halten. In dem Systemausgang lediglich den Pendelwinkel zu erfassen, ist somit nicht
sinnvoll. Durch eine Erweiterung des Systemausgangs um den Zustand der Schlittenposi-
tion ergibt sich eine andere Nulldynamik. Allerdings ist es nicht moglich, diese mit dem
Algorithmus von Isidori (1995) zu berechnen. Der Nulldynamikalgorithmus von Polzer
(1999a) liefert fiir den erweiterten Systemausgang die Nulldynamik

L (1)

l’gt

(
ot
(
(

mit 'z € {lx e R | 'z, =0, 'z, =0, 'z3 =0,
'z, =0, 'o5 =0, 'z = 1}.

8

(6.3)

8

4(t
5(t
Lig(t) |

Diese Nulldynamik ist stabil, und eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendung vie-

1
1
1
1

8

)
)| _
)
)

|
oo oo oo

ler Regelungskonzepte ist somit erfiillt. Basierend auf dem erweiterten Systemausgang
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ist die erfolgreiche Regelung des inversen Pendels mit den unterschiedlichsten Regelungs-

konzepten moglich. Der néichste Unterabschnitt stellt die Validierung der theoretischen

Ergebnisse dar.

6.2 Messungen am Versuchstriger

Zur Messung der ,real existierenden Nulldynamik® des inversen Pendels wird, wie in Bild

6.1 dargestellt, lediglich der Pendelwinkel
Entsprechend dem Zustandsmodell (3.1) findet
die Schlittenposition im Regelungskonzept kei-
ne Beriicksichtigung. Ausgehend von der obe-
ren instabilen Ruhelage (Pendelwinkel = 0° und
Schlittenposition = 0 cm) stellt sich das iiber die
Nulldynamik vorhergesagte Verhalten, ndmlich
eine instabile Schlittenposition, die linear iiber
alle Grenzen wéchst, in kiirzester Zeit ein (vgl.
Bild 6.2). Die kurze Zeitspanne der Messung
liegt in dem begrenzten Verfahrweg, der fiir den
Pendelschlitten zur Verfiigung steht, begriindet
(vgl. Bild 3.1(a)).

mit einem PIDg -Regler geregelt.
Inverses Yy=x3 =9
Pendel
PID .
T, w=0

Bild 6.1: Reglerstruktur bei der Mes-
sung

10

Winkel (x;)

Wagenposition (x,)

2,5

3

t/s—*

Bild 6.2: Messung am inversen Pendel; Start in der instabilen Ruhelage
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Mit einer Anfangsauslenkung (vgl. Bild 6.3) des Pendels stellt sich das instabile Verhalten
der Wagenposition sofort ein, wie im Mefiplot 6.4 zu sehen ist. Denn die Regelung greift

unmittelbar ein, um den Winkelfehler
auszuregeln. Dazu mufl der Schlitten
bewegt werden, womit die Schlittenge-
schwindigkeit x5 # 0 ist. Die Null-
dynamikanalyse hat gerade fiir diesen
Fall (xo # 0) eine linear anwachsen-
de Schlittenposition vorhergesagt, was
in dem Bild 6.4 sehr gut zu erkennen
ist. Das instabile dynamische Verhal-
ten der realen Anlage stimmt also mit
dem iiber die Nulldynamik vorhergesag-
te Verhalten iiberein. Aufgrund dieser
Instabilitéit ist es sinnvoll, den System-
ausgang um die “Schlittenposition” zu
erweitern. Die Nulldynamik des erwei-

Bild 6.3: Start der Messung mit Auslenkung

207

—
9]
T
e
/

—
(e
T

/
/

X, (1)/cm
/

X3 (1) /¢
n

Wagenposition (x,)

\ Winkel (x;)

—_——

0 0,2 0,4

0,6

0,8

12 14

t/s >

Bild 6.4: Messung am inversen Pendel; Start mit ¢ = 17° Anfangsauslenkung

terten Systems ist stabil. Das erweiterte System laf3t sich z. B. durch einen Kaskaden-
reglkreis (innerer Regelkreis fiir den Winkel, duflerer Regelkreis fiir die Schlittenposition)

gut stabilisieren. Theorie und Praxis stimmen also auch hier iiberein.
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7 Zusammenfassung

In diesem Bericht geht es um die Ermittlung der Nulldynamik mit unterschiedlichen ma-
thematischen Ansétzen. Die Berechnung der Nulldynamik erfolgt mit dem differentialgeo-
metrischen Algorithmus von Isidori (1995) und dem differentialalgebraischen Nulldynami-
kalgorithmus von Polzer (1999a). Gegenstand der Analyse ist ein inverses Pendel. Wird
bei dem inversen Pendel lediglich eine mefibare Ausgangsgrofie (der Pendelwinkel) her-
angezogen, liefern die Nulldynamikalgorithmen die gleiche instabile Nulldynamik. Diese
Instabilitdt besteht aus einer iiber alle Grenzen wachsenden Schlittenposition, d. h. stellt
ein Pendelwinkel identisch Null das einzige Regelungsziel dar, fahrt der Schlitten mit
senkrechtem Pendel in den Anschlag der Anlage. Dieses dynamische Verhalten weist
auch der Versuchstriger auf, wie Messungen belegen. Theorie und Praxis stimmen hier
also iiberein.

Durch die Erweiterung des Systemausgangs ergibt sich eine neue Nulldynamik und so-
mit ggf. auch ein anderes Stabilitdtsverhalten. Eine solche Erweiterung ist normalerweise
mit dem Einbau weiterer Meflgerite verbunden. Der im Fachgebiet vorhandene Ver-
suchstréiger bietet die Moglichkeit, neben dem Pendelwinkel auch die Schlittenposition
zu messen. Daher besteht der erweiterte Systemausgang aus dem Pendelwinkel und der
Schlittenposition. Dieses erweiterte System I8t sich nicht mit dem Algorithmus von Isi-
dori (1995) analysieren, da die Anzahl der Eingénge (einer) nicht mit der Anzahl der
Ausgéinge (zwei) iibereinstimmt. Aus dem differentialalgebraischen Algorithmus von Pol-
zer (1999a) ergibt sich eine stabile Nulldynamik, somit erfiillt das erweiterte System ei-
ne wichtige Voraussetzung fiir die Anwendung vieler Regelungskonzepte. In der Praxis
kann man das inverse Pendel mit erweitertem Ausgang durch diverse Regelungskonzepte,
z. B. durch einen Kaskadenregelkreis, stabilisieren. Theoretische Vorhersage und prakti-
sche Erfahrung stimmen also wieder iiberein.
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A Funktionsklassen und die Notation der Ausgangs-
signalableitung

Funktionsklassen

In der Arbeit werden glatte, analytische und rationale Funktionen verwendet:

Definition A.1: Glatte Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Es sei A eine offene Teilmenge des R” und f : A — R eine Funktion. Die
Funktion f wird glatt genannt, wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger
Ordnung existieren und stetig sind.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(z) = [g1(),..., gm(x)]". Die Funktion g wird glatt genannt, wenn alle
Funktionen g;, (i = 1,...,m) glatt sind. Die Menge aller glatten Funktionen
wird mit C*> bezeichnet. O

Definition A.2: Analytische Funktionen Isidori (1995:S. 471)

(i) Die Teilmenge A der R" sei offen und f: A — R eine Funktion. Die Funktion
f wird analytisch genannt, wenn f eine glatte Funktion ist und es fiir jeden
Punkt ¢y, € A eine Umgebung U derart gibt, dafl die Taylorreihe von f fiir alle
x € U gegen f konvergiert.

(ii) Es sei A wieder eine offene Teilmenge des R” und g : A — R™ eine Funktion
mit g(x) = [g1(),...,gm(x)]". Die Funktion g wird analytisch genannt,
wenn alle Funktionen g¢;, (i = 1,..., m) analytisch sind. O

Definition A.3: Rationale Funktionen Stocker (1993:S. 106)

Funktionen, die sich durch endlich viele Additionen, Subtraktionen, Multiplikatio-
nen und Divisionen in den unabhéngigen Variablen & beschreiben lassen, werden
rationale Funktionen genannt. O

Notation der Ausgangssignalableitung

In dem Nulldynamikalgorithmus werden die zeitlichen Ableitungen des Systemausgangs
verwendet; hierbei existiert ein formales Problem: Der k-ten zeitlichen Ableitung in der
klassischen Notation kann nicht angesehen werden, von welchen Gréflen sie abhingt.
Natiirlich hingt y*)(t) wie y(t) letztendlich nur von der Zeit ab, allerdings iiber die
Funktionen x(t),w(t) bzw. deren zeitliche Ableitungen. Diese Abhingigkeiten in der
Ausgangssignalableitung spielen in den Nulldynamikalgorithmen eine entscheidende Rol-
le. Daher wird eine Notation benétigt, die diese Zusammenhénge verdeutlicht.
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Ausgehend von einem ALS

Yaps: ®(t) = a(z(t) + B(z(t)u(t) ;z0 = z(t) (A1)
y(t) = c(z(t)) ;x(t) eR sult) e R™ sy(t) e R

wird hier die folgende Schreibweise fiir die Ausgangssignalableitungen eingefiihrt:

d d de(x(t)) .

i = ¥ = i = Gea) = 255 a0
- 2 late(0) + Be®)u()
= é(z(t), u(t) (A.2)
= cW(x(t),ult)) . A3

§it) = —yV) = —g(t) = (w(t) u(t))

: (1) . ac( ()au(t)) :
—— 2 2(t)+ Wu(t)

)
=: ) u(t), u(t)) (A4)
= P (x(t), u(t), u(t)) (A.5)
ausdriicken. Damit wird zugleich die Funktion é(x(t), w(t), u(t)) definiert. Generell wer-

den die Funktionsargumente an den Stellen weggelassen, wo es der Ubersichtlichkeit dient

und keine Verwechslungen zu erwarten sind.

Die soeben eingefiihrte Schreibweise fiir die Ausgangssignalableitung kann iterativ fortge-
setzt werden, und es folgt fiir die k-te Ausgangssignalableitung die Schreibweise

d d
y® = Eyw—l) _ Ec(k—l)(m, u,. .. uk?) (A.6)
_ octt=D(x, u,. .., uk"?) . kzé ock=(x,u, ..., uk"?) PG
oz — Ou)
oV (z, u, . .., ulk?) 2 0ck D (z,u, ... uk?)
_ y Yy ) y Yy ) (z+1)
- o [a(z) + B(z)u] + zzoj ) U
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B Grundlegende Begriffe der Algebra

Grundlage fiir die differentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmen bilden sowohl die Al-
gebra als auch die Differentialalgebra. Aus beiden Gebieten werden jedoch nur relativ
elementare Begriffe und Zusammenhinge verwendet. Es ist allerdings unerldfilich, die
benoétigten Begriffe einzufiihren. Da die Differentialalgebra auf der Algebra aufbaut, wer-
den in diesem Abschnitt zundchst einige Begriffe der Algebra definiert.

Definition B.1: (Meyberg 1980:S. 19) Ein Paar (H, o), bestehend aus einer nichtleeren
Menge H und einer assoziativen inneren Verkniipfung o auf H, heifit Halbgruppe.

O

Definition B.2: (Meyberg 1980:S. 26)
(i) Ein Paar (G, -) heifit eine Gruppe, wenn gilt:
(G1) : (G, -) ist eine Halbgruppe,
(G3) : in G gibt es ein neutrales Element e,
(G3) : zu jedem a € G gibt es ein b € G mit ba = e.
(ii) Eine Gruppe (G, -) heiit abelsch oder kommutativ, wenn ab = ba VYV a,b € G
gilt. O

Definition B.3: (Meyberg 1980:S. 105) Ein Tripel (R, +,-), bestehend aus einer nicht-
leeren Menge R und inneren Verkniipfungen

+ :RxR— R, (z,y)—~z+y, (Addition) und
:RxR— R, (x,y)— x-y, (Multiplikation),

heifit ein Ring, wenn gilt:

(Ry) : (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(Ry) : (R,-) ist eine Halbgruppe.

(R3) : Fiir alle z,y, 2 € R gelten die Distributivgesetze.
Hierbei stehen iiblicherweise 0 fiir das neutrale Element bez. der Addition und 1
fiir das neutrale Element bez. der Multiplikation. O

Definition B.4 (Fortell 1995:S. 74)

(i) Ein Kérper K ist ein kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0, in dem fiir
alle a € K mit a # 0 ein ¢ € K derart existiert, dafl a - ¢ = 1 gilt.

(i) Als Korper mit Charakteristik null wird ein Korper bezeichnet, fiir den kein
p € N mit

p
Y v=0, Wwek (B.1)
i=1

existiert. O
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Definition B.5 (Meyberg 1976:S. 10) Eine nichtleere Teilmenge L eines Korpers K heifit
Unterkérper von K, wenn L beziiglich der in K gegebenen Operationen selbst ein
Korper ist. O

Definition B.6 (Meyberg 1976:S. 12) Ist L ein Unterkorper des Korpers K, dann heif3t
K Koérpererweiterung iiber K, und wir schreiben (K/L). O

Die mehrdimensionalen Polynome seien hier nicht wie in der Algebra sonst iiblich ein-
gefiihrt, sondern so wie bei Fortell (1995). Dieser Ansatz ist wesentlich anschaulicher und
fiir die Nulldynamikuntersuchung vo6llig hinreichend.

Definition B.7 (Fortell 1995:S. 74) Ein Monom m in den Variablen xy,..., z, ist ein
Produkt

m(xy, ..., x,) = a'wy? oo mit oy € Nyyi = {1,...,n}. (B.2)

O

Definition B.8 (Fortell 1995:S. 74) Ein Polynom p in den Variablen zq,...,z, mit
Koeffizienten aus einem Ring K ist eine endliche Linearkombination von Monomen:

p(T1, ..., my) = Z Qay,an L7 057 Ty (B.3)

Dabei ist Gq,...0, € K und o; € Ny fiir i = {1,...,n}. O
Definition B.9 Die Polynome in den Variablen zi,...,x, bilden iiber einem kommu-
tativen Ring R mit Einselement ebenfalls einen Ring, welcher durch R(zy,...,x,)
gekennzeichnet wird. O

Definition B.10 (Meyberg 1976:S. 15) Es sei K/L eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € K heifit algebraisch iiber L, wenn es ein von null verschie-
denes Polynom p € K(z) gibt mit p(a) = 0.

(ii) Ein Element a € K heifit transzendent iiber K, wenn es nicht algebraisch
ist. O

Definition B.11 (Fortell 1995:S. 75) Es seien fi,..., f € K und K eine Korperer-
weiterung von L. Die Elemente f; (i = 1,...,m) werden algebraisch abhingig
iiber L genannt, wenn ein von null verschiedenes Polynom p € L(zy,...,z,,) mit
p(f1,- -+, fm) = 0 existiert. Ansonsten werden die Elemente f; (i =1,...,m) alge-
braisch unabhdngig iiber L genannt. a
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Definition B.12 (Fortell 1995:S. 76) Es sei K/L eine Korpererweiterung und U C K
derart gegeben, dafl alle Elemente von U iiber L algebraisch unabhéngig sind. Die
maximale Anzahl an Elementen, die U unter dieser Bedingung enthalten kann, wird
Transzendenzgrad von K/L genannt (kurz: Trg K/L). Besitzt U die maximal
mogliche Anzahl an Elementen, so wird U Transzendenzbasis von K /L genannt.
Ist Trg K/L endlich, so wird K/L endlich erzeugt genannt, und falls Trg K/L =0
ist, so nennt man K /L algebraische Kérpererweiterung. a

Satz B.13 (Meyberg 1976:S. 55) Fiir jede Korpererweiterung K/L existiert eine Trans-

zendenzbasis B.
O

Satz B.14 (Meyberg 1976:S. 55) Existiert in einer Korpererweiterung K /L eine endli-
che Transzendenzbasis B = {by,...,b,}, dann hat jede andere Transzendenzbasis
ebenfalls n Elemente. O

Nachdem nun die notwendigsten Begriffe der Algebra eingefiihrt sind, werden die erfor-
derlichen Elemente der Differentialalgebra erldutert.
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C Grundlegende Begriffe der Differentialalgebra

Die Differentialalgebra wurde in den fiinfziger Jahren durch den Mathematiker Ritt (1950)
mit der Intention begriindet, ein Werkzeug zu schaffen, welches die gleiche Rolle fiir Diffe-
rentialgleichungen spielt wie die Algebra fiir algebraische Gleichungen. Mitte der achtziger
Jahre wurde von Fliess die Bedeutung der Differentialalgebra fiir die nichtlineare Kon-
trolltheorie entdeckt. Seitdem haben sich eine Reihe von Wissenschaftlern mit dieser
Thematik beschiftigt, so dafl mittlerweile ein umfassender Teil der systemtheoretischen
Zusammenhénge bei nichtlinearen Systemen mit Hilfe der Differentialalgebra beschreib-
bar ist. Fiir die Nulldynamikalgorithmen werden jedoch nur elementare Begriffe und
Zusammenhénge der Differentialalgebra bendtigt. Eine ausfiihrlichere Einfiihrung in die
Differentialalgebra findet sich z. B. bei Ritt (1950), Fliess (1988), Wey (1992) und Wey
und Svaricek (1995). Die Differentialalgebra geht bei der Systembeschreibung von Ein-/
Ausgangsdifferentialgleichungen aus, welche rational bez. ihrer Argumente sein miissen.
Aus diesen Ein-/ Ausgangsdifferentialgleichungen kann ein Zustandsmodell gebildet wer-
den. Bei der physikalischen Modellbildung geht man normalerweise in der umgekehrten
Reihenfolge vor. Die notwendigerweise rationalen Ein-/ Ausgangsdifferentialgleichungen
stellen fiir die Modelle real existierender Anlagen keine Einschriankung dar, da sie ggf. in
ein entsprechendes Modell transformierbar sind (Fliess 1987).

Definition C.1 (Fliess 1987:S. 114) Ein differentieller Ring R ist ein kommutativer

d
Ring mit Einselement 1 # 0 und einer Ableitung T R— R, aw— d_;l = q, fiir die

gilt:
d .
&(a+b) = a+b €R, Va,b € R und
; (C.1)
&(ab) — ab+ab €R, VabeR.
O

Definition C.2 (Fliess 1987:S. 114) Ein differentieller Kdorper K ist ein Korper mit

einer Ableitung - K—K,a— d_? = q, fiir die gilt:

i(a+b) — a+b €K, VabeK und

dt
d (C.2)
E(ab) — ab+ab €K, Vabek.

O

Definition C.3 (Fortell 1995:S. 85) Ist der differentielle Korper L eine Teilmenge des
differentiellen Korpers K, so wird K differentielle Korpererweiterung von L
genannt und mit K /L bezeichnet. O
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Definition C.4 (Fortell 1995:S. 85) Es sei ein differentieller Koérper K gegeben. Ein
differentielles Polynom in x mit Koeffizienten aus K ist ein Polynom, das von
x,%,... abhiingt. Die Menge aller differentiellen Polynome in z wird mit K{z}
bezeichnet. Analog héngt ein differentielles Polynom in xi,...,z, auch von allen
zeitlichen Ableitungen der z; (i = 1,...,m) ab. O

Definition C.5 (Fortell 1995:S. 85) Es sei K/L eine differentielle Korpererweiterung.
v € K wird differentiell algebraisch iiber L genannt, wenn ein differentielles
Polynom P € L{z} (# 0) mit der folgenden Form existiert:

P(v,o,...0%) =0, ieN. (C.3)

Ist v nicht differentiell algebraisch iiber L, so wird v differentiell transzendent
tiber L genannt. a

Definition C.6 (Fortell 1995:S. 86) Seien fy,..., f,, € K und K/L eine differentielle
Korpererweiterung. Die Elemente fi, ..., f,, werden differentiell algebraisch
abhdngig iiber L genannt, wenn ein von null verschiedenes differentielles Polynom
P e L{zy,..., oy} mit

P(f17f17'"f1(i1)7"'7fm7fm7"'7f7’(I;;m)) :0 7;17"'7im 6 NO (C'4)
existiert. Ansonsten werden die Elemente fi,..., f,, differentiell algebraisch
unabhdngig iiber L genannt. a

Definition C.7 (Fortell 1995:S. 86) Es sei /L eine differentielle Kérpererweiterung und
U C K derart gegeben, daf} alle Elemente von U iiber L differentiell algebraisch un-
abhéngig sind. Die maximale Anzahl an Elementen, die U unter diesen Bedingun-
gen enthalten kann, wird differentieller Transzendenzgrad von K/L genannt
(diff. Trg K/L). Besitzt U die maximal mogliche Anzahl an Elementen, so wird U
differentielle Transzendenzbasis von K/L genannt. Ist diff. Trg K/L endlich,
so wird K/L endlich erzeugt genannt. Gilt diff. Trg K/L = 0, so nennt man K/L
differentiell algebraische Korpererweiterung. a

Definition C.8 (Fliess 1988:S. 138) Als differentieller Rang p* wird der differentielle
Transzendenzgrad der differentiellen Korpererweiterung K (y)/K bezeichnet. O

Bemerkung C.9 Der differentielle Rang p* entspricht gerade der Anzahl der voneinan-
der unabhéngigen AusgangsgréBen y; (i =1,...,p). 0

Satz C.10 (Wey und Svaricek 1995:S. 166) Fiir den differentiellen Rang p* gilt:
p* < min(m,p). (C.5)

O
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Satz C.11 (Fliess 1988:S. 138) Fiir lineare zeitinvariante Systeme entspricht der diffe-
rentielle Rang dem Rang der Ubertragungsmatrix. a

Definition C.12 (Fliess 1989, Wey 1996:S. 14) Ein nichtlineares Ein-/Ausgangs-
system X entspricht einer differentiellen Korpererweiterung K(u,y)/K(u), die
differentiell algebraisch ist. a

Satz C.13 (Fliess 1988:S. 141) Die minimale Dimension einer Zustandssystembeschrei-
bung 7, von einem nichtlinearen Ein-/Ausgangssystem entspricht dem (nichtdif-
ferentiellen) Transzendenzgrad der Korpererweiterung K (u,y)/K (u).

Nmin = 179.K{u,y)/K(u) . (C.6)

O
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D Modellbildung des inversen Pendels

Die Bewegungsgleichungen des Wagens mit
dem Pendel lassen sich iiber die Lagran-
geschen Gleichungen zweiter Art herleiten. oy (7 .
Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Vor- \

gehensweise findet sich wu.a. in Sossna
(1990). . \\MR
d (or\ or Z

F
(=) -==Q; j=1,....n, o[y —~= (D.1

di (3%) og; 2 )
mit

n : Anzahl der Freiheitsgrade Bild D.1: Schematischer Versuchsaufbau

T : kinetische Energie des mechanischen Systemanteils,

gj : verallgemeinerte Koordinate und

Q); : verallgemeinerte Kraft beziiglich dieser Koordinate,

fiir die gilt:
N
= Fom (D.2)
= 04

Dabei ist N die Anzahl der am System angreifenden dufleren Krifte.
Die kinetische Energie ergibt sich zu

1 1
T = §mi"2 —mp a I Y cosp + §ng2 (D.3)
mit
m = My +mp,
D.4
J = mpa®+J,. (D-4)
Insgesamt folgen aus den Lagrangeschen Gleichungen (D.1) die gesuchten Bewegungsglei-
chungen
mi(t) — mea (B(0)cos 1) — (1) sinp(0) = F(t) = Ful()
. : i (D.5)
J@(t) — mpa ((t) cosp(t) + gsing(t)) = —Mr(p(t))
mit den Konstanten
m =m, +mp : gesamte bewegte Masse,
mp . Masse des Pendels,
a . Abstand zwischen Dreh- und Schwerpunkt des Pendels,
J : Massentriagheitsmoment beziiglich des Drehpunktes sowie
g Erdbeschleunigung

und den gesCthndlgkeltsabhanglgen Groflen Reibkraft Fg(4(t)) und Reibmoment Mg (4(1)).
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Die eingehende Kraft F'(¢) des Seilzuges lifit sich iiber die Differentialgleichung des Elek-

tromotors
F(t) = —u,(t) — t
(1) = g ral®) = T 200
berechnen.

Das Differentialgleichungssystem (D.1) ist mit den Zusténden

x1(t) = x(t) Schlittenposition,
zo(t) = &(t) Schlittengeschwindigkeit,
x3(t) = p(t) Pendelwinkel und
z4(t) = ¢(t) Winkelgeschwindigkeit
in das dquivalente System der Form
&(t) = a(z(t)) + B(x(t))u(t), =(t) e R, u(t) eR,
y(t) = c(=(t)) , y(t) €R

(D.6)

transformierbar. Die Funktionen a(xz(t)), B(x(t)) und c(x(t)) in D.7 lauten:

_ . -
JK| Ky J Fr(z2)  fr T4 cos(xs) , J 42 sin(z3)
Rarg? m2 @ mo? a2 — + g cos(x3) sin(x3) -
J
m — COS(Z'3)2
a(z):=
Ty
_ frws Ky Kjxgcos(xz)  cos(ws) Fr(wa) 242 cos(z3) sin(zs) + gsin(z3)
mp2 a? Rary?2mpa mp a mp a
J
] i cos(x3)? |
_ ) -
J Ky
Ra 19 mp? a? <mp2 i cos(x3)2>
B(xz) = und (D.8)
0
K cos(z3)
Rarg mpa (m - cos(x3)2)

c(x(t)) = z3(t) .



