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� Einleitung �

� Einleitung

F�ur den Begri	 Nulldynamik gibt es in der Literatur unterschiedliche De
nitionen� Die

einzelnen Ans�atze beschreiben zwar die gleiche Systemeigenschaft� nutzen aber verschie�

denartige Ans�atze bzw� Terminologien� Die jeweiligen Ans�atzen liefern mehrere Be�

rechnungsm�oglichkeiten der Nulldynamik� In diesem Bericht geht es um die Berechnung

der Nulldynamik mit unterschiedlichen mathematischen Ans�atzen� Analysegegenstand

ist hierbei ein inverses Pendel� Die di	erentialgeometrische Untersuchung baut auf den

Ergebnissen eines fr�uheren Forschungsberichtes �Polzer ����b� auf� in dem sich die Be�

rechnung der Nulldynamik eines inversen Pendels mit dem Algorithmus von Isidori ������


ndet� Der Systemausgang besteht dabei lediglich aus dem Pendelwinkel� Diese Nulldy�

namik wird dem Ergebnis des di	erentilalgebraischen Nulldynamikalgorithmus von Polzer

�����a� gegen�ubergestellt� Aus den Ergebnissen lassen sich Schl�usse �uber die Stabilit�at

der Nulldynamik ziehen� Eine Erweiterung des Systemausgangs liefert eine andere Null�

dynamik und somit auch ein ggf� anderes Stabilit�atsverhalten� Deshalb stellt in einem

n�achsten Schritt ein Modell mit erweitertem Systemausgang �bestehend aus Pendelwinkel

und Schlittenposition� den Gegenstand der Untersuchung dar� Das dynamische Verhal�

ten der Nulldynamik l�a�t sich auch am Versuchstr�ager messen und wird den theoretischen

Ergebnisse gegen�ubergestellt�

Der Bericht ist folgenderma�en gegliedert� Zun�achst beschreibt Abschnitt  die verwen�

deten De
nitionen des Begri	s Nulldynamik� Analyseobjekt ist ein inverses Pendel� daher


ndet sich im Abschnitt � die di	erentialgeometrische und die di	erentialalgebraische Mo�

dellbeschreibung des Versuchstr�agers� Der vierte Abschnitt gibt die Ergebnisse des For�

schungsberichtes Polzer �����b�� d� h� die di	erentialgeometrisch berechnete Nulldynamik

wieder� Demgegen�uber erfolgt eine di	erentialalgebraische Berechnung der Nulldynamik

im f�unften Abschnitt� Gundlage der Analyse in diesem Abschnitt ist zum einen das in�

verse Pendel mit eindimensionalem Systemausgang� zum anderen das erweiterte Modell

mit zweidimensionalem Ausgang� Die Gegen�uberstellung der ermittelten Ergebnisse und

der Vergleich mit den Messungen am Versuchstr�ager 
ndet im sechsten Abschnitt statt�

Der Bericht schlie�t mit einer Zusammenfassung�



� De�nitionen der Nulldynamik 

� De�nitionen der Nulldynamik

In der Literatur 
nden sich unterschiedliche De
nitionen des Begri	s Nulldynamik� Zwar

beschreiben alle De
nitionen die gleiche Systemeigenschaft� aber die verwendete Termi�

nologie unterscheidet sich sehr�

De�nition ���� �Schwarz ����� Der durch Zustandsr�uckf�uhrung unbeobachtbar zu ma�

chende Systemteil hei�t Nulldynamik des Systems� �

Die nachfolgende De
nition von Isidori ������ schlie�t die De
nition �� ein� wenn auch

ein scheinbar anderer Grundgedanke Verwendung 
ndet� Bei dem Ansatz ist es wichtig�

diejenigen Anfangswerte aufzu
nden� zu denen Stellgr�o�en existieren� die einen System�

ausgang identisch null bewirken� Das System� eingeschr�ankt auf diese Anfangswerte und

diese Stellgr�o�en� liefert dann die Nulldynamik� Mit di	erentialgeometrischen Begri	en

l�a�t sich der Sachverhalt durch folgende De
nition ausdr�ucken�

De�nition ���� Nulldynamik �di�erentialgeometrisch� �Isidori ����� Byrnes und

Isidori ����� S� ����

Existiert eine Teilmannigfaltigkeit Z� des Zustandsraumes mit den folgenden Ei�

genschaften�

�� c�x� � � � x � Z� �

�� in jedem Punkt x � Z� existiert eine eindeutige Stellgr�o�eu��x�t�� �� u�t� � R
m

derart� da� a�x� �B�x�u��x� tangential zu Z� ist�

�� Z� ist maximal bez� der Eigenschaften �� und � �

Ist u��x� ferner eine glatte Funktion in x� dann wird Z� Nulldynamikmannig�

faltigkeit genannt� Das System

�x � f ��x� � a�x� �B�x�u��x� �x � Z� ����

wird als Nulldynamik des Systems �A��� bezeichnet� Die Funktion f ��x� hei�t

Nulldynamikvektorfeld � �

Es ist zum gegenw�artigen Zeitpunkt keine di	erentialalgebraische De
nition der Null�

dynamik aus der Literatur bekannt� Meist wird eine di	erentialgeometrische De
nition

zugrunde gelegt� Eine Formulierung der Grundidee von Isidori ������� die keine di	eren�

tialgeometrischen Begri	e enth�alt� kann wie folgt aussehen�

De�nition ���� Nulldynamik �di�erentialalgebraisch� �Polzer ����a� S� ��

Existiert eine Teilmenge Z� � R
n des Zustandsraumes mit den Eigenschaften�

�� c�x� � � � x � Z�� und



� De�nitionen der Nulldynamik �

�� es existiert zu jedem x � Z� ein Stellgr�o�envektor u��x�t�� �� u�t� � R
m derart�

da�

dk

dtk
y�t� � � � t � t�� k � N� ���

ist und

�� u��x� ist eine glatte Funktion in x�

dann wird Z� Nullkern � das System

�x � f ��x� � a�x� �B�x�u��x� �x � Z� ����

dieNulldynamik des Systems� die Funktion f ��x�Nulldynamikvektorfeld und

u��x� ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung genannt� �

Die di	erentialgeometrische De
nition � liefert eine� wenn sie denn existiert� eindeutig

bestimmte Nulldynamik� im Gegensatz zur De
nition ��� Stimmt die Zahl der System�

eing�ange nicht mit der Zahl der Systemausg�ange �uberein� so kann es mehrere Mengen Z�

und Stellgr�o�en u��x�t�� �� u�t� geben� die die De
nition �� erf�ullen�



� Modellbeschreibung eines inversen Pendels �

� Modellbeschreibung eines inversen Pendels

Im Fachgebiet Me��� Steuer� und Regelungstechnik der Gerhard�Mercator�Universit�at

Duisburg existiert der Versuchsstand Inverses Pendel �vgl� Bild ����a��� In dem sche�

matischen Versuchsaufbau �Bild ����b�� sind die auftretenden physikalischen Kr�afte ein�

getragen� Das inverse Pendel ist ein instabiles System� d� h� ohne eine Regelung der

�a� Versuchstr�ager �b� Schematischer Versuchsaufbau

Bild ���� Inverses Pendel

Schlittenposition kippt die Pendelstange nach unten� Um das Pendel aufrecht zu halten�

l�a�t sich der Schlitten� an dem der Pendelfu�punkt angebracht ist� in einer Dimension

�d� h� nach links und rechts� verfahren� Die Ansteuerung des Elektromotors zur Posi�

tionierung des Schlittens erfolgt �uber einen PC� Aus diesem Grund ist es m�oglich� die

unterschiedlichsten Regelungskonzepte mit relativ geringem Aufwand umzusetzen� Der

Winkel und die Schlittenposition lassen sich direkt messen und weiterverarbeiten� Die

Analyse der Nulldynamik soll sich zun�achst auf ein System beziehen� bei dem lediglich

der Pendelwinkel die zu regelnde Gr�o�e darstellt� Enth�alt der Systemausgang neben dem

Pendelwinkel auch noch die Schlittenposition� ist der Nulldynamikalgorithmus von Isidori

������ nicht mehr anwendbar� Mit dem di	erentialalgebraischen Algorithmus von Polzer

�����a� ist es nun m�oglich� die Nulldynamik zu berechnen�

Das inverse Pendel l�a�t sich� wie im Anhang D hergeleitet� durch ein Zustandsmodell

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� x�t� � R
� � u�t� � R

y�t� � c�x�t�� y�t� � R
�����

beschreiben� Die Zustandsvariablen repr�asentieren im Einzelnen�

x��t� � x�t� Schlittenposition�

x��t� � �x�t� Schlittengeschwindigkeit�

x��t� � ��t� Pendelwinkel und

x��t� � ���t� Winkelgeschwindigkeit

Des weiteren sind



� Modellbeschreibung eines inversen Pendels �

a�x� ��

�
����������������������

x�

	
J K�K� x�
Ra r��m�

P a
�
	
J Fr�x��

mP
� a�

	
fR x� cos�x��

mP a
� g cos�x�� sin�x��	

J x�
� sin�x��

mP a
J

mP
� a�

	 cos�x���

x�

	
fR x�
mP

� a�
	
K�K� x� cos�x��

Ra r��mP a
	

cos�x��Fr�x��

mP a
	 x�

� cos�x�� sin�x�� �
g sin�x��

mP a
J

mP
� a�

	 cos�x���

�
����������������������

�

B�x� ��

�
��������������������

�

J K�

Ra r�mP
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�
J

mP
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	 cos�x���
�

�

K� cos�x��

Ra r�mP a

�
J

mP
� a�

	 cos�x���
�

�
��������������������

und ����

c�x�t�� �� x��t� �

Um den di	erentialalgebraischen Algorithmus von Polzer �����a� anwenden zu k�onnen�

mu� das System zuerst� wie in Polzer ������ beschrieben� derart transformiert werden�

da� a�x��B�x� und c�x� rationale Funktionen in x sind� In Polzer ������ 
ndet sich eine

ausf�uhrliche Herleitung bzw� Berechnung des hier angegebenen Ersatzsystems�	
� �x � �a��x� � �B��x�u � �x � R

��� � u � R

y � �c��x� � y � R
�



��
P

� �����
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mit

�a��x���

�
�������������������������������

�x�

	
J K�K�

�x�
Ra r��m�

P a
�
	
J FR�

�x��

mP
� a�

	
fR

�x�
�x	

mP a
� g �x	

�x
 	
J �x�

� �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�x�

	
fR

�x�
mP

� a�
	
K�K�

�x�
�x	

Ra r��mP a
	

�x	 FR�
�x��

mP a
	 �x�

� �x	
�x
 �

g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�x	
�x�

	 �x

�x�

�
�������������������������������

�

�B��x� ��

�
�����������������������������

�

J K�

Ra r�mP
� a�

�
J

mP
� a�

	 �x�	

�

�

K�
�x	

Ra r�mP a

�
J

mP
� a�

	 �x�	

�

�

�

�
�����������������������������

und

�c��x� �� �x� �

F�uhrt man die Reibkraft FR�
�x�� als nicht n�aher bestimmte Funktion mit� besteht das

System �� aus rationalen Funktionen in �x� Es lie�e sich zun�achst auch voraussetzen�

da� FR�
�x�� eine rationale Funktion sein soll� was in diesem Beispiel aber eine unterge�

ordnete Bedeutung hat� da keine Ableitungen von FR in dem di	erentialalgebraischen

Nulldynamikalgorithmus auftreten�



� Di�erentialgeometrische Berechnung der Nulldynamik  

� Di�erentialgeometrische Berechnung der

Nulldynamik

Der Nulldynamikalgorithmus von Isidori ������ setzt die gleiche Anzahl an Systemein�

und �ausg�angen voraus� Aus diesem Grund darf der Systemausgang lediglich eindimen�

sional sein� Eine sinnvolle Wahl f�ur den Systemausgang stellt der Pendelwinkel x� dar� Die

Berechnung und Analyse der Nulldynamik eines inversen Pendels mit dem Algorithmus

von Isidori ������ ist in Polzer �����b� ausf�uhrlich dargelegt� Des weiteren ist eine Ana�

lyse des Systemmodells mit zweidimensionalem Ausgang mit diesem Algorithmus nicht

m�oglich�

Wie in Polzer �����b� beschrieben� ergibt sich als Nulldynamikzustandsmannigfaltigkeit

Z� des Systems �����

Z� �Mc
� � fx � R� j x� � �� x� � �g � �����

Die ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u��x�t�� �� u�t� erh�alt man in diesem

Fall als L�osung von�
Lac��x� � LBc��x�u

�
x�Z�

� � �




�
�����

�

	
K�K� x�
Ra r� �mP a

	
Fr�x��

mP a
J

mP
� a�

	 �

�
����� �

�
� �

K�mPa

Rar��m�
pa

� 	 J�

�
� u � � �


 u��x� �
K�K�x� � Fr�x��Rar

�
�

K�r�
�

����

Durch

�x � f ��x� �� a�x� �B�x�u��x�� x � Z� �����

bestimmt sich die Nulldynamik zu�
����

�x��t�

�x��t�

�x��t�

�x��t�

�
���� �

�
����
x��t�

�

�

�

�
���� mit x � fx � R� j x� � �� x� � �g � �����
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� Di�erentialalgebraische Berechnung der

Nulldynamik

Ist der di	erentialgeometrische Nulldynamikalgorithmus von Isidori ������ aufgrund un�

erf�ullter Voraussetzungen nicht anwendbar� bilden di	erentialalgebraische Methoden oft

eine Alternative� Dabei sind dann zur Systembeschreibung lediglich polynomiale oder

rationale Funktionen zugelassen� Da in dem Modell ����� des inversen Pendels auch ra�

tionale Funktionen enthalten sind� scheiden die Nulldynamikalgorithmen von Senger und

Riege ���� � und Fortell ������ zur Analyse aus� Im folgenden soll der di	erentialalgebra�

ische Nulldynamikalgorithmus von Polzer �����a� zum Tragen kommen� welcher zun�achst

kurz wiedergegeben wird�

��� Di�erentialalgebraischer Nulldynamikalgorithmus

Der in Polzer �����a� eingef�uhrte Nulldynamikalgorithmus durchl�auft nach einem Initiali�

sierungsschritt iterativ die Schritte k�� bis k�� so lange� bis die in k�� �k � N� angegebene

Abbruchbedingung erf�ullt ist�

Initialisierungsschritt ��

��� De
niere U� �� C��R�Rm� und bestimme die Menge M� �� fx � R
n jc�x� � �g �

Iterationsschritt k � ��

k�� Setze einen Stellgr�o�envektor u aus Uk�� in die �k 	 ���te Ausgangssignalableitung

ein� und leite diese anschlie�end erneut nach der Zeit ab� Dieser Vorgang ist so zu

verstehen� da� alle ui � �i � f�� � � � � mg�� f�ur die eine Funktionsvorschrift bereits

ermittelt wurde� durch diese in der �k	 ���ten Ausgangssignalableitung zu ersetzen

sind� Alle anderen uj bleiben als noch freie zeitabh�angige Funktionen bestehen�

d

dt
�c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk��

� ��
�c�k���

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
i��

�c�k���

�u�i�
u�i���

�
u�Uk��

� �����

k��a Die k�te Ausgangssignalableitung mit u � Uk�� von ����� wird auf Mk�� restrin�

giert� Anschlie�end sind alle Elemente c
�k�
i jx�Mk���u�Uk��

�i � �� � � � � p� auf ihre

algebraische Abh�angigkeit �uber R�x� hin zu �uberpr�ufen� Die daraus resultierenden

Bedingungen f�ur die Anfangswerte und die Stellgr�o�en schr�anken die Mengen Mk��

und Uk�� weiter ein� Diese eingeschr�ankten Mengen wiederum de
nieren Mk und

Uk� Setze daf�ur

�c�x�u� � � � �u�k���� ��

�
d

dt
�c�k����x�u� � � � �u�k����ju�Uk��

�

�
x�Mk��

� ����



� Di�erentialalgebraische Berechnung der Nulldynamik �

Dabei h�angt �c nach Polzer �����a� Satz ���� formal nicht von den zeitlichen Ablei�

tungen der Stellgr�o�e ab� d�h� es existiert eine Darstellung

�c�x�u� � � � �u�k���� � �f��x�u�� � � � � fp�x�u��
T �����

mit rationalen Funktionen f�� � � � � fp�

Bestimme des weiteren die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� Ik� f�ur die

fi�x�u� algebraisch abh�angig �uber R�x� � i � Ik �����

ist� Anschlie�end wird die Menge aller Indizes fj�� � � � � j�kg �� Jk� f�ur welche

fj�x�u� algebraisch unabh�angig �uber R�x� � j � Jk �����

ist� ermittelt� Es sei angemerkt� da� die Aussagen

�k� l � p �

Ik � Jk � f�� � � � � pg und �����

Ik � Jk � �

f�ur alle k � N gelten�

k��b Ist die Indexmenge Ik leer� so existieren in diesem Schritt keine Funktionen� die

�uber R�x� algebraisch abh�angig sind� Deshalb kommen in diesem Teilschritt keine

Bedingungen f�ur die Menge der Anfangswerte hinzu� Aus diesem Grund ergibt sich

�Mk ��Mk�� � ��� �

Fahre im Fall einer leeren Indexmenge Ik mit dem Schritt k�c fort�

Ist die Indexmenge Ik nicht leer� m�ussen die Nullstellen der �uber R�x� algebraisch

abh�angigen Funktionen fi � �i � Ik� berechnet werden� d�h� die Gleichungen

fi�x�u� � � � i � Ik �����

sind nach x aufzul�osen� und die gefundenen Nullstellen de
nieren die Menge

�Mk ��
n
x � R

n jfi�x�u� � �� i � Ik
o
� �����

Da fi�x�u� f�ur i � Ik algebraisch abh�angig �uber R�x� ist� h�angt fi nicht explizit

von u ab� Falls das Gleichungssystem ����� unterbestimmt ist� ist der komplette

Algorithmus mehrfach anzuwenden� Es mu� dann jeweils eine andere L�osung von

����� an dieser Stelle Verwendung 
nden�
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k��c Sollte eine der Indexmengen Ik oder Jk leer sein oder �Mk � R
n gelten� so kann

dieser Teilschritt �ubersprungen werden�

Die MengeMk�� stellt die Menge der zul�assigen Anfangswerte dar� die eine Nullung

der Ableitungen des Systemausgangs bis zur Stufe k	 � erm�oglichen� Diese Menge

von Anfangswerten schr�ankt sich durch �Mk ggf� weiter ein� Die Restriktion von

fj �j � Jk� auf �Mk kann dazu f�uhren� da� die im vorherigen Schritt noch trans�

zendenten Funktionen nicht mehr algebraisch unabh�angig �uber R�x� sind� Es ist

jetzt m�oglich� da� Jk auch Indizes von �uber R�x� algebraisch abh�angigen Funktionen

enth�alt� Aus diesem Grund ist es notwendig� die Indexteilmenge �Ik � Jk� f�ur die

fi�x�u�jx� �Mk
algebraisch abh�angig �uber R�x� � i � �Ik ������

ist� zu ermitteln�

Falls die Indexteilmenge �Ik leer ist� fahre mit Schritt k�d fort�

Ansonsten sind wie im Schritt k�b wieder die Gleichungen

fi�x�u�jx� �Mk
� � i � �Ik ������

nach x aufzul�osen� Diese L�osungen de
nieren eine weitere Hilfsmenge �Mk durch

�Mk ��
n
x � R

n jfi�x�u�jx� �Mk
� �� i � �Ik

o
� �����

Die Hilfsmenge �Mk aus ����� erf�ahrt durch

�Mk �� �Mk � �Mk�
�Mk �� �Mk

������

eine weitere Einschr�ankung� Im Falle eines unterbestimmten Gleichungssystems

������ ist wie im Schritt k�b zu verfahren�

Da �Ik nicht leer ist� enth�alt Jk auch Indizes von Funktionen fi �i � �Ik�� die �uber

R�x� algebraisch abh�angig sind� Daher erfolgt eine Reduzierung der Indexmenge Jk

durch

�Jk �� Jkn�Ik�

Jk �� �Jk�
������

um wieder zu gew�ahrleisten� da� Jk nur die Indizes der Funktionen fj�x�u�jx� �Mk

enth�alt� die �uber R�x� algebraisch unabh�angig sind�

Eine Wiederholung von diesem Teilschritt k�c ist so lange notwendig� bis �Ik die

leere Menge ergibt�
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k��d Ist die Menge Jk leer� so existieren keine �uber R�x� algebraisch unabh�angigen Funk�

tionen� und somit sind auch keine neuen Bedingungen f�ur den Stellgr�o�envektor

ermittelbar� In diesem Fall �andert sich die Menge der Stellgr�o�enfunktionen nicht�

Uk �� Uk�� � ������

Falls Jk die leere Menge repr�asentiert� fahre mit k�e fort�

Die Nullstellen der �uber R�x� algebraisch unabh�angigen Funktionen fj �j � Jk� er�

geben Anforderungen an den Stellgr�o�envektor durch das Au!�osen der Gleichungen

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk

� �� j � Jk ������

nach u� Die gefundenen L�osungen von Gl� ������ k�onnen von x abh�angen� Sofern

L�osungen von Gl� ������ existieren� ist die De
nition einer Hilfsfunktion r � Rn �

R
m durch

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk

� � f�ur u � r�x� � j � Jk ���� �

immer m�oglich� Liefert Gl� ������ ein unterbestimmtes Gleichungssystem� ergeben

sich mehrere M�oglichkeiten f�ur die Wahl der Funktion r�x�� Eine mehrfache An�

wendung des kompletten Algorithmus ist dann erforderlich� wobei an dieser Stelle

jeweils eine andere L�osung von ������ zur Bestimmung von r�x� zu w�ahlen ist� Ist

das Gleichungssystem ������ aufgrund einer �Uberbestimmtheit nicht l�osbar� so l�a�t

sich dieses Problem durch weitere Bedingungen an die Anfangswerte l�osen� Dazu

ist es erforderlich� eine Hilfsmenge "Mk � R
n derart zu w�ahlen� da�

fj�x�u�jx�Mk���
�Mk�

Mk
� �� j � Jk ������

nach u aufgel�ost werden kann� Wie eben beschrieben� de
nieren die L�osungen f�ur

u die Hilfsfunktion r � Rn � R
m � Ist diese Vorgehensweise nicht eindeutig� mu� der

komplette Algorithmus mehrfach durchlaufen werden�

Durch die Hilfsfunktion r sind weitere Anforderungen an die ausgangssignalnullende

Stellgr�o�e spezi
zierbar�

�Uk ��
n
u � C��R�Rm�

 u�t� � r�x�t��
o
� ������

Die Menge der m�oglichen Stellgr�o�en Uk schr�ankt sich ggf� damit weiter ein�

Uk �� Uk�� � �Uk � �����
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k��e Die Menge der Anfangswerte Mk erf�ahrt durch

Mk ��Mk�� � �Mk � �����

bzw� falls ������ �uberbestimmt ist� via

Mk ��Mk�� � �Mk � "Mk � ����

eine weitere Einschr�ankung�

k�� Als Abbruchbedingung ist es zul�assig� die Bedingung

Mk
�
�Mk�� �����

zu �uberpr�ufen �Polzer ����a�Satz ���� d� h� der Algorithmus terminiert� sobald in

einem Iterationsschritt keine neuen Bedingungen f�ur die Anfangswerte hinzugekom�

men sind� Im Falle einer Ung�ultigkeit von Gl� ����� f�ahrt man mit Schritt k��

fort�

Ist die Abbruchbedingung ����� erf�ullt� sind alle Elemente der Nulldynamik be�

kannt� Bei der Bestimmung des Nullkerns Z� m�ussen zwei F�alle unterschieden wer�

den� zum einen der Fall� da� das analysierte System ein Ersatzsystem �vgl� Polzer

������� ist� zum anderen� ob ein unver�andertes �Originalsystem� den Gegenstand

der Untersuchung darstellt� Im Falle eines Ersatzsystems sind die Anfangswerte der

�neuen� Zustandsgr�o�en bereits festgelegt und schr�anken daher den Nullkern Z�

weiter ein� Dies geschieht folgenderma�en�

Es sei � die Anzahl der �neuen� Zustandsgr�o�en des �Originalsystems� �vgl� Polzer

������ S� �� � � Ferner repr�asentiere �n die �urspr�ungliche� Dimension des Zustands�

modells �dabei gilt� n � ���n �� Die Berechnung der Anfangswerte erfolgt nun �uber

die zum Ersatzsystem geh�orende Substitution �vgl� Polzer ������ S�  � �

x�n�j�t� �� rj�x��t�� � � � � xn�t�� � j � �� � � � � � �����

durch

x�n�j�t�� � rj�x��t��� � � � � xn�t��� � j � �� � � � � �

�� x�n�j�� � �����

Die Menge der zul�assigen Anfangswerte schr�ankt sich in diesem Fall �uber

"Mk ��Mk � fx � R
n j x�n�j � x�n�j�� � j � �� � � � �g �����

weiter ein�
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Im Falle eines Ersatzsystems ergibt sich damit der Nullkern Z� zu

Z� �� "Mk � ��� �

ansonsten erfolgt die Festlegung des Nullkerns durch

Z� ��Mk � �����

Die Ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u��x�t�� �� u�t� ist ein Element

der Menge Uk�

u��x�t�� � u�t� � Uk � �����

Diese Gr�o�en liefern das Nulldynamikvektorfeld f ��x� durch

f ��x� � a�x� �B�x�u��x� � x � Z� � ������

woraus sich direkt die Nulldynamik des Systems

�x � f ��x� � x � Z� ������

ergibt� �

��� Inverses Pendel mit eindimensionalem Systemausgang

In diesem Abschnitt erfolgt die Berechnung der Nulldynamik eines inversen Pendels mit

dem Pendelwinkel als Ausgang durch den di	erentialalgebraischen Nullydynamikalgorith�

mus�

Der Algorithmus startet mit einem Initialisierungsschritt� welcher zu den beiden Mengen

U� �� C��R�Rm� und �����

M� �� f�x � R
n� j �c�x� � �g

� f�x � R
	 j �x� � �g ������

f�uhrt�

Es folgt der Iterationsschritt ��

��� � U� beinhaltet alle Stellgr�o�en� die Forderung u � U� stellt also keine Einschr�ankung

dar� Die ��eingeschr�ankte� Ausgangssignalableitung ergibt sich daher zu

d

dt
�c��x�ju�U�� �

�c

� �x

�
a��x� �B��x�u

�
� �x� � � � u � ������
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��a � Setze

�c��x� u� ��

�
d

dt
c��x�

�
�x�M�

� �x� �� f��
�x� u� � ������

Die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� I�� f�ur die

fi�
�x� u� algebraisch abh�angig �uber R��x� � i � I� ������

ist� besteht aus einem Element� I� � f�g� Daraus folgt direkt� da� die Menge aller

Indizes fj�� � � � � j�kg �� J�� f�ur welche

fj�
�x�u� algebraisch unabh�angig �uber R��x� �j � J� ���� �

ist� leer sein mu�� da

I� � J� � f�� � � � � pg  I� � J� � � ������

immer gilt und nur eine Ausgangsgr�o�e �p � �� existiert�

��b � Die Nullstelle der �uber R��x� algebraisch abh�angigen Funktion fi �i � I�� mu�

berechnet werden� d�h�

f��
�x� u� � �x�

�
� � ������

soll gelten� Daraus folgt direkt die Bedingung �x� � �� Somit de
niert sich �M�

durch

�M� ��
n

�x � R
	 j fi�

�x� u� � �� i � I�
o
�
n

�x � R
	 j �x� � �

o
� ������

��c � Die Indexmenge J� ist die leere Menge� Aus diesem Grund kommt der Teilschritt

��c nicht zur Anwendung�

��d � Da die Indexmenge Jk leer ist� existieren in diesem Schritt keine Funktionen� die

�uber R��x� algebraisch unabh�angig sind� und somit ergeben sich auch keine Bedin�

gungen f�ur den Stellgr�o�envektor�


 U� �� U�

� C��R�Rm� � ������

Setze aus diesem Grund den Algorithmus mit dem Schritt ��e fort�



� Di�erentialalgebraische Berechnung der Nulldynamik ��

��e � Durch

M� ��M� � �M� � f�x � R
	 j �x� � ��� x� � �g �����

schr�ankt sich die Menge der Anfangswerte M� weiter ein�

��� � Die Abbruchbedingung

M�
�
�M� ������

ist noch nicht erf�ullt� denn

M� � f�x � R
	 j �x� � ��� x� � �g �� f�x � R

	 j �x� � �g �M� � ������

Deshalb folgt ein weiterer Iterationsschritt�

�� � Da U� immer noch mit der Grundmenge aller Stellgr�o�en U� �ubereinstimmt� ergibt

sich die zweite eingeschr�ankte Ausgangssignalableitung zu

d

dt
� �c��x�u�ju�U�� �

d

dt
�x�

�
	
fR

�x�
mP

� a�
	
K�K�

�x�
�x	

Ra r��mP a
	

�x	 FR�
�x��

mP a
	 �x�

� �x	
�x
 �

g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�

�
K�

�x	

Ra r�mP a

�
J

mP
� a�

	 �x�	

� u � ������

�a � Setze nun

�c��x� u� �u� ��

�
d

dt

�
�c��x� u� �u�ju�U�

��
�x�M�

�
	
K�K�

�x�
�x	

Ra r��mP a
	

�x	 FR�
�x��

mP a
�
g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

� ������

�
K�

�x	

Ra r�mP a

�
J

mP
� a�

	 �x�	

� u ���� �

und

�c��x� u� �u� �� f��
�x� u� � ������
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Die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� I�� f�ur die

fi�
�x� u� algebraisch abh�angig �uber R��x� � i � I� ������

ist� ist leer� da f� explizit von u abh�angt�

F�ur die Menge aller Indizes fj�� � � � � j�kg �� J�� deren zugeh�orige Funktionen

fj�
�x�u� algebraisch unabh�angig �uber R��x� �j � J� ������

sind� ergibt sich somit J� � f�g�

�b � Da die Indexmenge I� leer ist� ist es nicht m�oglich neue Bedingungen f�ur die An�

fangswerte zu bestimmen� Es gilt demnach

�M� ��M� � ������

Aus diesem Grund folgt direkt der Unterpunkt �c�

�c � Da die Indexmenge I�� wie bereits erw�ahnt� leer ist� f�ahrt der Algorithmus mit dem

Teilschritt �d fort�

�d � Nun liefert die Indexmenge J� die Gleichung

�
�
� fj�

�x� u�j�x�M�� �M�
� j � Jk � f�g


 � �
	
K�K�

�x�
�x	

Ra r��mP a
	

�x	 FR�
�x��

mP a
�
g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�

�
K�

�x	

Ra r�mP a

�
J

mP
� a�

	 �x�	

� u � �����

welche nach u aufzul�osen ist� Als L�osung von ����� erh�alt man

u � 	
g �x
Rar

�
� 	K�K�

�x�
�x	 	 �x	FR�

�x��Rar
�
�

r� �x	K�
� ������

Diese L�osung de
niert die Hilfsfunktion r � R	 � R durch

f��
�x� u�j�x�M��

�M�
� � f�ur u � r��x�� d� h� ������

r��x� �� 	
g �x
Rar

�
� 	K�K�

�x�
�x	 	 �x	FR�

�x��Rar
�
�

r� �x	K�

� ������
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Jetzt ist eine Anforderung an die Menge der Stellgr�o�en bekannt�

�U� ��
n
u � C��R�R�

 u�t� � r��x�t��
o

�
n
u � C��R�R�


u � 	

g �x
Rar
�
� 	K�K�

�x�
�x	 	 �x	FR�

�x��Rar
�
�

r� �x	K�



� ������

Die Menge der ausgangssignalnullenden Stellgr�o�en schr�ankt sich durch

U� �� U� � �U�

�
n
u � C��R�R


u � 	

g �x
Rar
�
� 	K�K�

�x�
�x	 	

�x	FR�
�x��Rar

�
�

r� �x	K�



���� �

erstmals ein�

�e � Die Menge der Anfangswerte bleibt in diesem Schritt konstant� d�h�

M� �� M� � �M� �M�

� f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �g � ������

�� � Die Abbruchbedingung

M�
�
� M�

� f�x � R
	 j �x� � ��� x� � �g

�
� f�x � R

	 j �x� � ��� x� � �g ������

ist jetzt erf�ullt und der Algorithmus terminiert� Die ausgangssignalnullende Zu�

standsr�uckf�uhrung u��x�t�� �� u�t� stammt aus U��

u��x�t�� � 	
g �x
�t�Rar

�
� 	K�K�

�x��t�
�x	�t�	 �x	�t�FR�

�x��t��Rar
�
�

r� �x	�t�K�

� ������

Da ein Ersatzsystem zugrunde liegt� ergeben sich noch weitere Bedingungen an

die Anfangswerte� Die neuen Zustandsgr�o�en des Ersatzsystems stammen aus der

De
nition �Polzer ������

�x
�t� � sin�x��t�� und
�x	�t� � cos�x��t�� �

Daraus resultieren die Anfangswerte der neuen Zustandsgr�o�en�

�x
��� � sin�x����� � � und
�x	��� � cos�x����� � � �
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Die Menge der zul�assigen Anfangswerte schr�ankt sich damit weiter ein�

"M� ��M� � fx � R
	 j �x
 � ��� x	 � �g � ������

Somit besteht der Nullkern Z� aus

Z� �� "M� � f�x � R
	 j �x� � ��� x� � ��� x
 � ��� x	 � �g � �����

Mit diesen beiden Elementen berechnet man das Nulldynamikvektorfeld �uber

f ���x� � �a��x� � �B��x�u���x� � �x � Z� � ������

Insgesamt nimmt die Nulldynamik

� �x � f ���x� � �x � Z� ������

die Gestalt

� �x��t� �
�x��t�

� �x��t� � �
� �x��t� � �
� �x��t� � �
� �x
�t� � �
� �x	�t� � �

mit �x � f�x � R
	 j �x� � ��� x� � ��� x
 � ��� x	 � �g������

an�

�

��� Inverses Pendel mit zweidimensionalem Systemausgang

Der Nulldynamikalgorithmus von Isidori ������ und der Nulldynamikalgorithmus f�ur ra�

tionale Systeme liefern beide als Ergebnis eine instabile Nulldynamik� wenn der System�

ausgang lediglich aus dem Pendelwinkel besteht� Im folgenden 
ndet eine Erweiterung

des Systemausgangs um die Schlittenposition statt� Grundlage ist weiterhin das Modell

����� bzw� in transformierter Form �����# es kommt lediglich ein zweiter Systemausgang

hinzu� d�h�

�y�t� � �c��x�t�� �

�
�x��t�
�x��t�

�
� ������

Da nur eine Stellgr�o�e vorhanden ist� l�a�t sich der Nulldynamikalgorithmus von Isidori

������ auf diese Problemstellung nicht anwenden� da dort die Anzahl der Systemeing�ange

mit derjenigen der Systemausg�ange �ubereinstimmen mu�� Der di	erentialalgebraische
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Nulldynamikalgorithmus f�ur rationale Systeme weist diese Einschr�ankung nicht auf� des�

halb folgt nun die Berechnung der Nulldynamik des erweiterten Systems mit dem eben

genannten Algorithmus�

Der Initialisierungsschritt f�uhrt zu den beiden Mengen�

U� �� C��R�Rm� und ���� �

M� �� f�x � R
	 j �c�x� � �g

� f�x � R
	 j �x� � � � �x� � �g � ������

Es folgt der Iterationsschritt ��

��� � F�ur die Stellgr�o�e existieren noch keine Restriktionen� Die Ausgangssignalableitung

ergibt sich daher zu

d

dt
�c��x�ju�U�� �

�c

� �x

�
a��x� �B��x�

�
u �

�
�x�
�x�

�
� ������

��a � Setze

�c��x� u� ��
d

dt

�
c��x�

�
�x�M�

�

�
�x�
�x�

�
��

�
f��

�x� u�

f��
�x� u�

�
� ��� ��

Die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� I�� f�ur die

fi�
�x� u� algebraisch abh�angig �uber R��x� � i � I� ��� ��

ist� ergibt sich zu I� � f�� g� Daraus folgt direkt� da� die Menge aller Indizes

fj�� � � � � j��g �� J�� f�ur welche

fj�
�x� u� algebraisch unabh�angig �uber R��x� �j � J� ��� �

ist� leer sein mu�� da

I� � J� � f�� � � � � pg und ��� ��

I� � J� � � ��� ��

immer gelten und nur zwei Ausgangsgr�o�en �p � � existieren�
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��b � Gesucht sind die Nullstellen der �uber R��x� algebraisch abh�angigen Funktionen

fi �i � I��� d�h�

f��
�x� u� � �x�

�
� � und f��

�x� u� � �x�
�
� � ��� ��

soll gelten� woraus direkt die Bedingungen �x� � � und �x� � � folgen�


 �M� ��
n

�x � R
	 j fi�

�x� u� � �� i � I�
o

�
n

�x � R
	 j �x� � �� �x� � �

o
� ��� ��

��c � Die Indexmenge J� ist die leere Menge� Aus diesem Grund kommt der Teilschritt

��c nicht zur Anwendung�

��d � Da die Indexmenge J� leer ist� existieren in diesem Schritt keine Funktionen� die

�uber R��x� algebraisch unabh�angig sind� und somit ergeben sich auch keine Bedin�

gungen f�ur den Stellgr�o�envektor�


 U� �� U�

� C��R�Rm� ���  �

Der Rest des Teilschrittes kann daher �ubersprungen werden� es folgt ��e�

��e � Da keine Bedingungen f�ur die Stellgr�o�e in diesem Iterationsschritt ermittelt wur�

den und somit kein �uberbestimmtes Gleichungssystem f�ur die Bestimmung von u

vorliegt� ergibt sich die Menge der Anfangswerte M� durch

M� �� M� � �M�

� f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �g � ��� ��

���� Die Abbruchbedingung

M�
�
�M� ��� ��

ist noch nicht erf�ullt� denn es gilt

f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �g �� f�x � R

	 j �x� � �� �x� � �g �

Aus diesem Grund folgt ein weiterer Iterationsschritt�
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�� � U� enth�alt immer noch alle denkbaren Stellgr�o�en� aus diesem Grund ergibt sich die

zweite Ausgangssignalableitung zu

d

dt
� �c��x�u�ju�U�� �

d

dt

�
�x�
�x�

�
�

�
� �x�
� �x�

�
�

������

Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit sind die Terme � �x� und � �x� an dieser Stelle

nicht nochmals niedergeschrieben� sie 
nden sich im transformierten Zustandsmodell

������

�a � Setze nun

�c��x� u� �u� ��

�
d

dt

�
�c��x� u� �u�ju�U�

��
�x�M�

�

�
� �x�
� �x�

�
�x�M�

�

�
�������������

	
�x	 FR�

�x��

mP a
�
g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�
K�

�x	

Ra r�mP a �
J

mP
� a�

	 �x�	�
u

	
J FR�

�x��

mP
� a�

� g �x	
�x


J

mP
� a�

	 �x�	

�
J K�

Ra r�mP
� a�

�
J

mP
� a�

	 �x�	

� u

�
�������������

������

und

�c��x� u� �u� ��

�
f��

�x� u�

f��
�x� u�

�
� �����

Die Menge aller Indizes fi�� � � � � ilg �� I�� f�ur die

fi�
�x� u� algebraisch abh�angig �uber R��x� � i � I� ������

ist� ist leer�

F�ur die Menge aller Indizes fj�� � � � � j��g �� J�� deren zugeh�orige Funktionen

fj�
�x� u� algebraisch unabh�angig �uber R��x� �j � J� ������

sind� ergibt sich somit J� � f�� g�

�b � Da die Indexmenge I� leer ist� folgt

�M� ��M� � ������

Fahre mit dem Schritt �c fort�
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�c � Diesen Teilschritt �uberspringt man ebenfalls� da die Indexmenge I� leer ist�

�d � Die Indexmenge J� ist nicht leer� was die Gleichungen

�
�
� fj�

�x� u�

�x�M�� �M�

� j � J� � f�� g




��������������
�������������

� �
	

�x	 FR�
�x��

mP a
�
g �x

mP a

J

mP
� a�

	 �x�	

�
K�

�x	

Ra r�mP a �
J

mP
� a�

	 �x�	�
u

� �
	
J FR�

�x��

mP
� a�

� g �x	
�x


J

mP
� a�

	 �x�	

�
J K�

Ra r�mP
� a�

�
J

mP
� a�

	 �x�	

� u

������

liefert� welche nach u aufzul�osen sind� Das Gleichungssystem ������ ist �uberbestimmt�

W�ahle deshalb �M� �� fx � R
	 j x
 � �g� denn damit ist

�
�
� fj�

�x� u�

�x�M��

�M��
�M�

� j � J� � f�� g ���� �

nach u au!�osbar�

Als L�osung von ���� � erh�alt man

u �
FR�

�x��Rar�
K�

� ������

Diese L�osung de
niert die Hilfsfunktion gem�a� Gleichung ���� � r � R	 � R durch

fj�
�x� u� � � f�ur u � r��x� und j � J� � also ������

r��x� ��
FR�

�x��Rar�
K�

� ������

Damit ist eine Restriktion f�ur die Menge der Stellgr�o�en bekannt�

�U� ��
n
u � C��R�R�

 u�t� � r��x�t��
o

�

	
u � C��R�R�

 u�t� � FR�
�x��t��Rar�
K�



� ������

Die Menge der Stellgr�o�en schr�ankt sich durch

U� �� U� � �U� �

	
u � C��R�R�

 u�t� � FR�
�x��t��Rar�
K�



�����

erstmals ein�
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�e � Rein formal gesehen ergibt sich die Menge der Anfangswerte M� durch

M� �� M� � �M� � �M�

� f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x
 � �g � ������

Ber�ucksichtigt man bereits an dieser Stelle die durch das Ersatzsystem vorgenomme�

ne Systemtransformation ��x
 � sin��x�� � ��� so stellt die Bedingung �x
 � � keine

weitere Einschr�ankung der Anfangswerte dar� Es ist also in diesem Fall zul�assig�

M� durch

M� ��M� � �M� � f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �g ������

zu setzen�

�� � Die Abbruchbedingung

M�
�
�M�

� f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �g

�
� ������

f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �g

ist jetzt erf�ullt und der Algorithmus terminiert� Die Berechnung der Anfangswerte

der neuen Systemzust�ande �x
 und
�x	 erfolgt �uber die zum Ersatzsystem geh�orende

Substitution �bzw� mit �M���

�x
��� �� sin��x���� � � ������
�x	��� �� cos��x���� � � ���� �

F�ur den Nullkern Z� folgt mit �������

Z� �M�

� f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x� � �� �x
 � �� �x	 � �g� ������

Ausgangssignalnullende Zustandsr�uckf�uhrung u��x�t�� �� u�t� ist ein Element der

Menge U��

u��x�t�� �
FR�

�x��t��Rar�
K�

� ������

Diese beiden Elemente liefern das Nulldynamikvektorfeld �uber

f ���x� � �a��x� � �B��x�u���x� � �x � Z� � �������
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woraus sich die Nulldynamik

� �x � f ���x� � �x � Z� �������

durch

� �x��t� � �
� �x��t� � �
� �x��t� � �
� �x��t� � �
� �x
�t� � �
� �x	�t� � �

�x � f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � ��

�x� � �� �x
 � �� �x	 � �g
������

ergibt� Die Gegen�uberstellung und Interpretation der gefundenen Ergebnisse erfolgt

im n�achsten Abschnitt�

�
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� Ergebnisanalyse

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts steht die Gegen�uberstellung der mit unterschiedlichen

mathematischen Ans�atzen berechneten Nulldynamiken sowie der Vergleich der theoreti�

schen Ergebnisse mit den Messungen am Versuchstr�ager�

	�� Gegen�uberstellung der Nulldynamiken

Der Algorithmus von Isidori ������ liefert als Nulldynamik des inversen Pendels�
����

�x��t�

�x��t�

�x��t�

�x��t�

�
���� �

�
����
x��t�

�

�

�

�
���� mit x � fx � R� j x� � �� x� � �g � �����

welche in den ersten vier Komponenten mit der Nulldynamik des di	erentialalgebraischen

Nulldynamikalgorithmus f�ur rationale Systeme�
��������

� �x��t�
� �x��t�
� �x��t�
� �x��t�
� �x
�t�
� �x	�t�

�
��������
�

�
��������

�x��t�

�

�

�

�

�

�
��������
mit �x � f�x � R

	 j �x� � ��� x� � ��� x
 � ��� x	 � �g ����

�ubereinstimmt� Die zus�atzlichen Systemzust�ande des Ersatzsystems sind stabil� In bei�

den F�allen ist die Nulldynamik instabil� Diese Instabilit�at kommt zum Tragen� sobald

eine Schlittengeschwindigkeit ungleich Null auftritt� Dann w�achst die Schlittenposition

��x�� linear �uber alle Grenzen� was sich auch� wie im n�achsten Unterabschnitt gezeigt�

am Versuchstr�ager validieren l�a�t� Die auf unterschiedlichen mathematischen Theorien

beruhenden Nulldynamikalgorithmen prognostizieren dasselbe instabile dynamische Ver�

halten� In dem Systemausgang lediglich den Pendelwinkel zu erfassen� ist somit nicht

sinnvoll� Durch eine Erweiterung des Systemausgangs um den Zustand der Schlittenposi�

tion ergibt sich eine andere Nulldynamik� Allerdings ist es nicht m�oglich� diese mit dem

Algorithmus von Isidori ������ zu berechnen� Der Nulldynamikalgorithmus von Polzer

�����a� liefert f�ur den erweiterten Systemausgang die Nulldynamik�
��������

� �x��t�
� �x��t�
� �x��t�
� �x��t�
� �x
�t�
� �x	�t�

�
��������
�

�
��������

�

�

�

�

�

�

�
��������

mit �x � f�x � R
	 j �x� � �� �x� � �� �x� � ��

�x� � �� �x
 � �� �x	 � �g�
�����

Diese Nulldynamik ist stabil� und eine wichtige Voraussetzung f�ur die Anwendung vie�

ler Regelungskonzepte ist somit erf�ullt� Basierend auf dem erweiterten Systemausgang
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ist die erfolgreiche Regelung des inversen Pendels mit den unterschiedlichsten Regelungs�

konzepten m�oglich� Der n�achste Unterabschnitt stellt die Validierung der theoretischen

Ergebnisse dar�

	�� Messungen am Versuchstr�ager

Zur Messung der
$
real existierenden Nulldynamik� des inversen Pendels wird� wie in Bild

��� dargestellt� lediglich der Pendelwinkel mit einem PIDT��Regler geregelt�

�

y � x� � �

w � �

Inverses
Pendel

PIDT�

u

Bild ���� Reglerstruktur bei der Mes�

sung

Entsprechend dem Zustandsmodell ����� 
ndet

die Schlittenposition im Regelungskonzept kei�

ne Ber�ucksichtigung� Ausgehend von der obe�

ren instabilen Ruhelage �Pendelwinkel � �� und

Schlittenposition � � cm� stellt sich das �uber die

Nulldynamik vorhergesagte Verhalten� n�amlich

eine instabile Schlittenposition� die linear �uber

alle Grenzen w�achst� in k�urzester Zeit ein �vgl�

Bild ���� Die kurze Zeitspanne der Messung

liegt in dem begrenzten Verfahrweg� der f�ur den

Pendelschlitten zur Verf�ugung steht� begr�undet

�vgl� Bild ����a���

� � �

� 	 


� 	 �
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�
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 �	�
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� �
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� � � � �
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� � � � � � � � � � �

Bild ���� Messung am inversen Pendel# Start in der instabilen Ruhelage
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Mit einer Anfangsauslenkung �vgl� Bild ���� des Pendels stellt sich das instabile Verhalten

der Wagenposition sofort ein� wie im Me�plot ��� zu sehen ist� Denn die Regelung greift

Bild ���� Start der Messung mit Auslenkung

unmittelbar ein� um den Winkelfehler

auszuregeln� Dazu mu� der Schlitten

bewegt werden� womit die Schlittenge�

schwindigkeit x� �� � ist� Die Null�

dynamikanalyse hat gerade f�ur diesen

Fall �x� �� �� eine linear anwachsen�

de Schlittenposition vorhergesagt� was

in dem Bild ��� sehr gut zu erkennen

ist� Das instabile dynamische Verhal�

ten der realen Anlage stimmt also mit

dem �uber die Nulldynamik vorhergesag�

te Verhalten �uberein� Aufgrund dieser

Instabilit�at ist es sinnvoll� den System�

ausgang um die �Schlittenposition$ zu

erweitern� Die Nulldynamik des erwei�

� � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � 	 �

� � �
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� 	 �
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Bild ���� Messung am inversen Pendel# Start mit � � � � Anfangsauslenkung

terten Systems ist stabil� Das erweiterte System l�a�t sich z� B� durch einen Kaskaden�

reglkreis �innerer Regelkreis f�ur den Winkel� �au�erer Regelkreis f�ur die Schlittenposition�

gut stabilisieren� Theorie und Praxis stimmen also auch hier �uberein�
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	 Zusammenfassung

In diesem Bericht geht es um die Ermittlung der Nulldynamik mit unterschiedlichen ma�

thematischen Ans�atzen� Die Berechnung der Nulldynamik erfolgt mit dem di	erentialgeo�

metrischen Algorithmus von Isidori ������ und dem di	erentialalgebraischen Nulldynami�

kalgorithmus von Polzer �����a�� Gegenstand der Analyse ist ein inverses Pendel� Wird

bei dem inversen Pendel lediglich eine me�bare Ausgangsgr�o�e �der Pendelwinkel� her�

angezogen� liefern die Nulldynamikalgorithmen die gleiche instabile Nulldynamik� Diese

Instabilit�at besteht aus einer �uber alle Grenzen wachsenden Schlittenposition� d� h� stellt

ein Pendelwinkel identisch Null das einzige Regelungsziel dar� f�ahrt der Schlitten mit

senkrechtem Pendel in den Anschlag der Anlage� Dieses dynamische Verhalten weist

auch der Versuchstr�ager auf� wie Messungen belegen� Theorie und Praxis stimmen hier

also �uberein�

Durch die Erweiterung des Systemausgangs ergibt sich eine neue Nulldynamik und so�

mit ggf� auch ein anderes Stabilit�atsverhalten� Eine solche Erweiterung ist normalerweise

mit dem Einbau weiterer Me�ger�ate verbunden� Der im Fachgebiet vorhandene Ver�

suchstr�ager bietet die M�oglichkeit� neben dem Pendelwinkel auch die Schlittenposition

zu messen� Daher besteht der erweiterte Systemausgang aus dem Pendelwinkel und der

Schlittenposition� Dieses erweiterte System l�a�t sich nicht mit dem Algorithmus von Isi�

dori ������ analysieren� da die Anzahl der Eing�ange �einer� nicht mit der Anzahl der

Ausg�ange �zwei� �ubereinstimmt� Aus dem di	erentialalgebraischen Algorithmus von Pol�

zer �����a� ergibt sich eine stabile Nulldynamik� somit erf�ullt das erweiterte System ei�

ne wichtige Voraussetzung f�ur die Anwendung vieler Regelungskonzepte� In der Praxis

kann man das inverse Pendel mit erweitertem Ausgang durch diverse Regelungskonzepte�

z� B� durch einen Kaskadenregelkreis� stabilisieren� Theoretische Vorhersage und prakti�

sche Erfahrung stimmen also wieder �uberein�
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A Funktionsklassen und die Notation der Ausgangs�

signalableitung

Funktionsklassen

In der Arbeit werden glatte� analytische und rationale Funktionen verwendet�

De�nition A��� Glatte Funktionen Isidori ������S� � ��

�i� Es sei A eine o	ene Teilmenge des Rn und f � A � R eine Funktion� Die

Funktion f wird glatt genannt� wenn alle partiellen Ableitungen beliebiger

Ordnung existieren und stetig sind�

�ii� Es sei A wieder eine o	ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g�x� � �g��x�� � � � � gm�x��
T� Die Funktion g wird glatt genannt� wenn alle

Funktionen gi� �i � �� � � � � m� glatt sind� Die Menge aller glatten Funktionen

wird mit C� bezeichnet� �

De�nition A��� Analytische Funktionen Isidori ������S� � ��

�i� Die Teilmenge A der Rn sei o	en und f � A� R eine Funktion� Die Funktion

f wird analytisch genannt� wenn f eine glatte Funktion ist und es f�ur jeden

Punkt x� � A eine Umgebung U derart gibt� da� die Taylorreihe von f f�ur alle

x � U gegen f konvergiert�

�ii� Es sei A wieder eine o	ene Teilmenge des Rn und g � A � R
m eine Funktion

mit g�x� � �g��x�� � � � � gm�x��
T� Die Funktion g wird analytisch genannt�

wenn alle Funktionen gi� �i � �� � � � � m� analytisch sind� �

De�nition A��� Rationale Funktionen St�ocker ������S� ����

Funktionen� die sich durch endlich viele Additionen� Subtraktionen� Multiplikatio�

nen und Divisionen in den unabh�angigen Variablen x beschreiben lassen� werden

rationale Funktionen genannt� �

Notation der Ausgangssignalableitung

In dem Nulldynamikalgorithmus werden die zeitlichen Ableitungen des Systemausgangs

verwendet# hierbei existiert ein formales Problem� Der k�ten zeitlichen Ableitung in der

klassischen Notation kann nicht angesehen werden� von welchen Gr�o�en sie abh�angt�

Nat�urlich h�angt y�k��t� wie y�t� letztendlich nur von der Zeit ab� allerdings �uber die

Funktionen x�t��u�t� bzw� deren zeitliche Ableitungen� Diese Abh�angigkeiten in der

Ausgangssignalableitung spielen in den Nulldynamikalgorithmen eine entscheidende Rol�

le� Daher wird eine Notation ben�otigt� die diese Zusammenh�ange verdeutlicht�



A Funktionsklassen und die Notation der Ausgangssignalableitung �

Ausgehend von einem ALS

�ALS � �x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t� #x� � x�t��

y�t� � c�x�t�� #x�t� � R
n #u�t� � R

m #y�t� � R
p �

�A���

wird hier die folgende Schreibweise f�ur die Ausgangssignalableitungen eingef�uhrt�

�y�t� � y����t� �
d

dt
y�t� �

d

dt
c�x�t�� �

�c�x�t��

�x�t�
�x�t�

�
�c�x�t��

�x�t�
�a�x�t�� �B�x�t��u�t��

�� �c�x�t��u�t�� �A��

�� c����x�t��u�t�� � �A���

Mit dieser Schreibweise l�a�t sich die zweite zeitliche Ableitung �y�t� durch

�y�t� �
d

dt
y����t� �

d

dt
�y�t� �

d

dt
�c�x�t��u�t��

�
� �c�x�t��u�t��

�x�t�
�x�t� �

� �c�x�t��u�t��

�u�t�
�u�t�

�
� �c�x�t��u�t��

�x�t�
�a�x�t�� �B�x�t��u�t�� �

� �c�x�t��u�t��

�u�t�
�u�t�

�� �c�x�t��u�t�� �u�t�� �A���

�� c����x�t��u�t�� �u�t�� �A���

ausdr�ucken� Damit wird zugleich die Funktion �c�x�t��u�t�� �u�t�� de
niert� Generell wer�

den die Funktionsargumente an den Stellen weggelassen� wo es der �Ubersichtlichkeit dient

und keine Verwechslungen zu erwarten sind�

Die soeben eingef�uhrte Schreibweise f�ur die Ausgangssignalableitung kann iterativ fortge�

setzt werden� und es folgt f�ur die k�te Ausgangssignalableitung die Schreibweise

y�k� �
d

dt
y�k��� �

d

dt
c�k����x�u� � � � �u�k���� �A���

�
�c�k����x�u� � � � �u�k����

�x
�x�

k��X
i��

�c�k����x�u� � � � �u�k����

�u�i�
�u�i���

�
�c�k����x�u� � � � �u�k����

�x
�a�x� �B�x�u� �

k��X
i��

�c�k����x�u� � � � �u�k����

�u�i�
�u�i���

�� c�k��x�u� � � � �u�k���� � �A� �
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B Grundlegende Begri�e der Algebra

Grundlage f�ur die di	erentialalgebraischen Nulldynamikalgorithmen bilden sowohl die Al�

gebra als auch die Di	erentialalgebra� Aus beiden Gebieten werden jedoch nur relativ

elementare Begri	e und Zusammenh�ange verwendet� Es ist allerdings unerl�a�lich� die

ben�otigten Begri	e einzuf�uhren� Da die Di	erentialalgebra auf der Algebra aufbaut� wer�

den in diesem Abschnitt zun�achst einige Begri	e der Algebra de
niert�

De�nition B��� �Meyberg �����S� ��� Ein Paar �H� ��� bestehend aus einer nichtleeren

Menge H und einer assoziativen inneren Verkn�upfung � auf H� hei�t Halbgruppe�

�

De�nition B��� �Meyberg �����S� ��

�i� Ein Paar �G� �� hei�t eine Gruppe� wenn gilt�

�G�� � �G� �� ist eine Halbgruppe�

�G�� � in G gibt es ein neutrales Element e�

�G�� � zu jedem a � G gibt es ein b � G mit ba � e�

�ii� Eine Gruppe �G� �� hei�t abelsch oder kommutativ � wenn ab � ba � a� b � G

gilt� �

De�nition B��� �Meyberg �����S� ���� Ein Tripel �R��� ��� bestehend aus einer nicht�

leeren Menge R und inneren Verkn�upfungen

� � R�R� R� �x� y� �� x� y� �Addition� und

� � R�R� R� �x� y� �� x � y� �Multiplikation��

hei�t ein Ring � wenn gilt�

�R�� � �R��� ist eine abelsche Gruppe�

�R�� � �R� �� ist eine Halbgruppe�

�R�� � F�ur alle x� y� z � R gelten die Distributivgesetze�

Hierbei stehen �ublicherweise � f�ur das neutrale Element bez� der Addition und �

f�ur das neutrale Element bez� der Multiplikation� �

De�nition B�� �Fortell �����S�  ��

�i� Ein K�orper K ist ein kommutativer Ring mit Einselement � �� �� in dem f�ur

alle a � K mit a �� � ein c � K derart existiert� da� a � c � � gilt�

�ii� Als K�orper mit Charakteristik null wird ein K�orper bezeichnet� f�ur den kein

p � N mit

pX
i��

v � �� �v � K �B���

existiert� �
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De�nition B�
 �Meyberg �� ��S� ��� Eine nichtleere Teilmenge L eines K�orpers K hei�t

Unterk�orper von K� wenn L bez�uglich der in K gegebenen Operationen selbst ein

K�orper ist� �

De�nition B�� �Meyberg �� ��S� �� Ist L ein Unterk�orper des K�orpers K� dann hei�t

K K�orpererweiterung �uber K� und wir schreiben �K�L�� �

Die mehrdimensionalen Polynome seien hier nicht wie in der Algebra sonst �ublich ein�

gef�uhrt� sondern so wie bei Fortell ������� Dieser Ansatz ist wesentlich anschaulicher und

f�ur die Nulldynamikuntersuchung v�ollig hinreichend�

De�nition B�	 �Fortell �����S�  �� Ein Monom m in den Variablen x�� � � � � xn ist ein

Produkt

m�x�� � � � � xn� �� x��� x��� � � � � � x�nn mit �i � N� � i � f�� � � � � ng � �B��

�

De�nition B�� �Fortell �����S�  �� Ein Polynom p in den Variablen x�� � � � � xn mit

Koe�zienten aus einem Ring K ist eine endliche Linearkombination von Monomen�

p�x�� � � � � xn� ��
X

��������n

a��������nx
��
� x��� � � � � � x�nn � �B���

Dabei ist a��������n � K und �i � N� f�ur i � f�� � � � � ng� �

De�nition B� Die Polynome in den Variablen x�� � � � � xn bilden �uber einem kommu�

tativen Ring R mit Einselement ebenfalls einen Ring� welcher durch R�x�� � � � � xn�

gekennzeichnet wird� �

De�nition B��� �Meyberg �� ��S� ��� Es sei K�L eine K�orpererweiterung�

�i� Ein Element a � K hei�t algebraisch �uber L� wenn es ein von null verschie�

denes Polynom p � K�x� gibt mit p�a� � ��

�ii� Ein Element a � K hei�t transzendent �uber K� wenn es nicht algebraisch

ist� �

De�nition B��� �Fortell �����S�  �� Es seien f�� � � � � fm � K und K eine K�orperer�

weiterung von L� Die Elemente fi �i � �� � � � � m� werden algebraisch abh�angig

�uber L genannt� wenn ein von null verschiedenes Polynom p � L�x�� � � � � xm� mit

p�f�� � � � � fm� � � existiert� Ansonsten werden die Elemente fi �i � �� � � � � m� alge�

braisch unabh�angig �uber L genannt� �
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De�nition B��� �Fortell �����S�  �� Es sei K�L eine K�orpererweiterung und U � K

derart gegeben� da� alle Elemente von U �uber L algebraisch unabh�angig sind� Die

maximale Anzahl an Elementen� die U unter dieser Bedingung enthalten kann� wird

Transzendenzgrad von K�L genannt �kurz� Trg K�L�� Besitzt U die maximal

m�ogliche Anzahl an Elementen� so wird U Transzendenzbasis von K�L genannt�

Ist Trg K�L endlich� so wird K�L endlich erzeugt genannt� und falls Trg K�L � �

ist� so nennt man K�L algebraische K�orpererweiterung� �

Satz B��� �Meyberg �� ��S� ��� F�ur jede K�orpererweiterung K�L existiert eine Trans�

zendenzbasis B�

�

Satz B��� �Meyberg �� ��S� ��� Existiert in einer K�orpererweiterung K�L eine endli�

che Transzendenzbasis B � fb�� � � � � bng� dann hat jede andere Transzendenzbasis

ebenfalls n Elemente� �

Nachdem nun die notwendigsten Begri	e der Algebra eingef�uhrt sind� werden die erfor�

derlichen Elemente der Di	erentialalgebra erl�autert�
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C Grundlegende Begri�e der Di�erentialalgebra

Die Di	erentialalgebra wurde in den f�unfziger Jahren durch den Mathematiker Ritt ������

mit der Intention begr�undet� ein Werkzeug zu scha	en� welches die gleiche Rolle f�ur Di	e�

rentialgleichungen spielt wie die Algebra f�ur algebraische Gleichungen� Mitte der achtziger

Jahre wurde von Fliess die Bedeutung der Di	erentialalgebra f�ur die nichtlineare Kon�

trolltheorie entdeckt� Seitdem haben sich eine Reihe von Wissenschaftlern mit dieser

Thematik besch�aftigt� so da� mittlerweile ein umfassender Teil der systemtheoretischen

Zusammenh�ange bei nichtlinearen Systemen mit Hilfe der Di	erentialalgebra beschreib�

bar ist� F�ur die Nulldynamikalgorithmen werden jedoch nur elementare Begri	e und

Zusammenh�ange der Di	erentialalgebra ben�otigt� Eine ausf�uhrlichere Einf�uhrung in die

Di	erentialalgebra 
ndet sich z� B� bei Ritt ������� Fliess ������� Wey ����� und Wey

und Svaricek ������� Die Di	erentialalgebra geht bei der Systembeschreibung von Ein��

Ausgangsdi	erentialgleichungen aus� welche rational bez� ihrer Argumente sein m�ussen�

Aus diesen Ein�� Ausgangsdi	erentialgleichungen kann ein Zustandsmodell gebildet wer�

den� Bei der physikalischen Modellbildung geht man normalerweise in der umgekehrten

Reihenfolge vor� Die notwendigerweise rationalen Ein�� Ausgangsdi	erentialgleichungen

stellen f�ur die Modelle real existierender Anlagen keine Einschr�ankung dar� da sie ggf� in

ein entsprechendes Modell transformierbar sind �Fliess ��� ��

De�nition C�� �Fliess ��� �S� ���� Ein di�erentieller Ring R ist ein kommutativer

Ring mit Einselement � �� � und einer Ableitung
d

dt
� R� R� a ��

da

dt
� �a� f�ur die

gilt�

d

dt
�a � b� � �a� �b � R� � a� b � R und

d

dt
�ab� � �ab � a�b � R� � a� b � R �

�C���

�

De�nition C�� �Fliess ��� �S� ���� Ein di�erentieller K�orper K ist ein K�orper mit

einer Ableitung
d

dt
� K � K� a ��

da

dt
� �a� f�ur die gilt�

d

dt
�a � b� � �a� �b � K� � a� b � K und

d

dt
�ab� � �ab � a�b � K� � a� b � K �

�C��

�

De�nition C�� �Fortell �����S� ��� Ist der di	erentielle K�orper L eine Teilmenge des

di	erentiellen K�orpers K� so wird K di�erentielle K�orpererweiterung von L

genannt und mit K�L bezeichnet� �
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De�nition C�� �Fortell �����S� ��� Es sei ein di	erentieller K�orper K gegeben� Ein

di�erentielles Polynom in x mit Koe�zienten aus K ist ein Polynom� das von

x� �x� � � � abh�angt� Die Menge aller di	erentiellen Polynome in x wird mit Kfxg

bezeichnet� Analog h�angt ein di	erentielles Polynom in x�� � � � � xm auch von allen

zeitlichen Ableitungen der xi �i � �� � � � � m� ab� �

De�nition C�
 �Fortell �����S� ��� Es sei K�L eine di	erentielle K�orpererweiterung�

v � K wird di�erentiell algebraisch �uber L genannt� wenn ein di	erentielles

Polynom P � Lfxg ��� �� mit der folgenden Form existiert�

P �v� �v� � � � v�i�� � �� i � N� � �C���

Ist v nicht di	erentiell algebraisch �uber L� so wird v di�erentiell transzendent

�uber L genannt� �

De�nition C�� �Fortell �����S� ��� Seien f�� � � � � fm � K und K�L eine di	erentielle

K�orpererweiterung� Die Elemente f�� � � � � fm werden di�erentiell algebraisch

abh�angig �uber L genannt� wenn ein von null verschiedenes di	erentielles Polynom

P � Lfx�� � � � � xmg mit

P �f�� �f�� � � � f
�i��
� � � � � � fm� �fm� � � � � f

�im�
m � � � i�� � � � � im � N� �C���

existiert� Ansonsten werden die Elemente f�� � � � � fm di�erentiell algebraisch

unabh�angig �uber L genannt� �

De�nition C�	 �Fortell �����S� ��� Es seiK�L eine di	erentielle K�orpererweiterung und

U � K derart gegeben� da� alle Elemente von U �uber L di	erentiell algebraisch un�

abh�angig sind� Die maximale Anzahl an Elementen� die U unter diesen Bedingun�

gen enthalten kann� wird di�erentieller Transzendenzgrad von K�L genannt

�di��Trg K�L�� Besitzt U die maximal m�ogliche Anzahl an Elementen� so wird U

di�erentielle Transzendenzbasis von K�L genannt� Ist di	�Trg K�L endlich�

so wird K�L endlich erzeugt genannt� Gilt di	�Trg K�L � �� so nennt man K�L

di	erentiell algebraische K�orpererweiterung� �

De�nition C�� �Fliess �����S� ���� Als di�erentieller Rang 	� wird der di	erentielle

Transzendenzgrad der di	erentiellen K�orpererweiterung Khyi�K bezeichnet� �

Bemerkung C� Der di	erentielle Rang 	� entspricht gerade der Anzahl der voneinan�

der unabh�angigen Ausgangsgr�o�en yi �i � �� � � � � p�� �

Satz C��� �Wey und Svaricek �����S� ���� F�ur den di	erentiellen Rang 	� gilt�

	� � min�m� p�� �C���

�
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Satz C��� �Fliess �����S� ���� F�ur lineare zeitinvariante Systeme entspricht der di	e�

rentielle Rang dem Rang der �Ubertragungsmatrix� �

De�nition C��� �Fliess ����� Wey �����S� ��� Ein nichtlineares Ein��Ausgangs�

system � entspricht einer di	erentiellen K�orpererweiterung Khu� yi�Khui� die

di	erentiell algebraisch ist� �

Satz C��� �Fliess �����S� ���� Die minimale Dimension einer Zustandssystembeschrei�

bung nmin von einem nichtlinearen Ein��Ausgangssystem entspricht dem �nichtdif�

ferentiellen� Transzendenzgrad der K�orpererweiterung Khu�yi�Khui�

nmin � Trg�Khu�yi�Khui � �C���

�
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D Modellbildung des inversen Pendels

Bild D��� Schematischer Versuchsaufbau

Die Bewegungsgleichungen des Wagens mit

dem Pendel lassen sich �uber die Lagran�

geschen Gleichungen zweiter Art herleiten�

Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieser Vor�

gehensweise 
ndet sich u� a� in Sossna

�������

d

dt

�
�T

� �qj

�
	

�T

�qj
� Qj j � �� � � � � n � �D���

mit

n � Anzahl der Freiheitsgrade�

T � kinetische Energie des mechanischen Systemanteils�

qj � verallgemeinerte Koordinate und

Qj � verallgemeinerte Kraft bez�uglich dieser Koordinate�
f�ur die gilt�

Qj �
NX
i��

F i

�ri
�qj

� �D��

Dabei ist N die Anzahl der am System angreifenden �au�eren Kr�afte�

Die kinetische Energie ergibt sich zu

T �
�


m �x� 	mP a �x �� cos��

�


J ��� �D���

mit

m � mw �mP �

J � mPa
� � Js �

�D���

Insgesamt folgen aus den Lagrangeschen Gleichungen �D��� die gesuchten Bewegungsglei�

chungen

m�x�t�	mPa � ���t� cos��t�	 ����t� sin��t�� � F �t�	 FR� �x�t�� �

J ���t�	mPa ��x�t� cos��t� � g sin��t�� � 	MR� ���t��
�D���

mit den Konstanten

m � mw �mP � gesamte bewegte Masse�

mP � Masse des Pendels�

a � Abstand zwischen Dreh� und Schwerpunkt des Pendels�

J � Massentr�agheitsmoment bez�uglich des Drehpunktes sowie

g � Erdbeschleunigung
und den geschwindigkeitsabh�angigen Gr�o�en Reibkraft FR� �x�t�� und ReibmomentMR� ���t���
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Die eingehende Kraft F �t� des Seilzuges l�a�t sich �uber die Di	erentialgleichung des Elek�

tromotors

F �t� �
K�

Rar�
ua�t�	

K�K�

Rar��
�x�t� �D���

berechnen�

Das Di	erentialgleichungssystem �D��� ist mit den Zust�anden

x��t� � x�t� Schlittenposition�

x��t� � �x�t� Schlittengeschwindigkeit�

x��t� � ��t� Pendelwinkel und

x��t� � ���t� Winkelgeschwindigkeit

in das �aquivalente System der Form

�x�t� � a�x�t�� �B�x�t��u�t�� x�t� � R
� � u�t� � R�

y�t� � c�x�t�� � y�t� � R
�D� �

transformierbar� Die Funktionen a�x�t���B�x�t�� und c�x�t�� in D� lauten�

a�x���

�
����������������������

x�

	
J K�K� x�
Ra r� �m�

P a
�
	
J FR�x��

mP
� a�

	
fR x� cos�x��

mP a
� g cos�x�� sin�x��	

J x�
� sin�x��

mP a
J

mP
� a�

	 cos�x���

x�

	
fR x�
mP

� a�
	
K�K� x� cos�x��

Ra r� �mP a
	

cos�x��FR�x��

mP a
	 x�

� cos�x�� sin�x�� �
g sin�x��

mP a
J

mP
� a�

	 cos�x���

�
����������������������

�

B�x� ��

�
��������������������

�

J K�

Ra r� mP
� a�

�
J

mP
� a�

	 cos�x���
�

�

K� cos�x��

Ra r� mP a

�
J

mP
� a�

	 cos�x���
�

�
��������������������

und �D���

c�x�t�� �� x��t� �


