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1 Einleitung

In der Regelungstechnik sind in den vergangenen Jahren auf Grund der hohen Praxis-
relevanz verschiedenste Losungsansétze zur Storgrofienentkopplung nichtlinearer Systeme
entstanden. Unter der Storgréflenentkopplung ist das Ziel zu verstehen, mit Hilfe ei-
nes Regelgesetzes die Systemausgénge unabhingig von den Stérgroflen zu machen. Die
Losungsansitze beruhen dabei auf differierenden mathematischen Verfahren. Grundsétz-
lich sind zwei Kategorien unterscheidbar — der modellfreie Soft-Computing-Ansatz (Fuzzy
Control, Neuronale Netze) und die auf mathematischen Modellen basierenden Ansitze
(Differentialgeometrie, Differentialalgebra).

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Forschungsbericht zur Storgréflenentkoppel-
barkeit und Auslegung eines nichtlinearen stérentkoppelnden Regelgesetzes ist der dif-
ferentialgeometrische Ansatz (Nijmeijer und van der Schaft 1990, Isidori 1995, Schwarz
1999). In der Differentialgeometrie sind eine Vielzahl an Ideen und Methoden aus dem
Bereich der linearen Systemtheorie iibernommen und auf nichtlineare Systeme iibertragen
worden. Das Grundprinzip der Stérgroflenentkopplung baut auf dem Prinzip der exak-
ten Linearisierung auf. Hierbei iiberfiihrt ein nichtlineares Regelgesetz das nichtlineare
System in ein lineares Ersatzsystem. Dieses lineare Ersatzsystem ist dann mit Hilfe von
konventionellen linearen Methoden der Systemtheorie behandelbar.

In diesem Bericht findet die Anwendung auf ein fiir die Praxis wichtiges technisches Sy-
stem — dem System Differentialzylinder-Proportionalventil — statt. An diesem System
wird mit Hilfe der hinldnglich bekannten differentialgeometrischen Methodik erstmalig
deutlich, dass der Differentialzylinder unabhéngig von der Messung der Storkraft, die auf
den Zylinder wirkt, nicht storgréflenentkoppelbar ist. Als Basis fiir diese Aussage dient ein
nichtlineares mathematischen Systemmodell, welches kein analytisches System ist. Eine
neuartige ALS-Modifikation liefert jedoch aus dem bekannten Modell ein ALS. Fiir dieses
ALS ist die Aussage, dass die Storgrofie nicht entkoppelbar ist, nachweisbar.

Der Forschungsbericht unterteilt sich im Einzelnen wie folgt: Abschnitt 2 stellt die Grund-
lagen sowie wichtige Systemkenngréfien der Differentialgeometrie fiir Eingréfensysteme
(SISO-Systeme) vor. Da die Storgrofienentkopplung auf dem Prinzip der exakten Li-
nearisierung basiert, sind beide Sachverhalte in Abschnitt 2 unterteilt. In Abschnitt 3
erfolgt die Erweiterung der Storgrofenentkopplung auf quadratische Mehrgrofiensysteme
(MIMO-Systeme). Beispiele verdeutlichen in Abschnitt 2 und Abschnitt 3 die Vorgehens-
weise. Ein Differentialzylinder dient als Anwendungsbeispiel in Abschnitt 4 fiir die diffe-
rentialgeometrische Methodik zur Untersuchung der Storgroflenentkoppelbarkeit. Hierfiir
existiert ein mathematisches Modell, das in ein analytisches Modell iiberfiihrt werden
kann.

Eine Zusammenfassung der differentialgeometrischen Stérgrofienentkopplung und ein Aus-
blick auf weitere Untersuchungsmoglichkeiten bilden in Abschnitt 5 den Abschluss dieses
Berichtes.
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2 Storgroflenentkopplung von SISO-Systemen

Unter dem Begriff der Storgréflenentkopplung ist das Ziel zu verstehen, dass mit Hilfe eines
Regelgesetzes (dem Kompensator) die Systemausgénge unabhéngig von den Storgrofien
sind. Da fiir das regelungstechnische Gebiet der Storgrofienentkopplung verschiedene An-
satzmoglichkeiten zur Losung existieren, stellt dieser Forschungsbericht die Grundbegriffe
der Differentialgeometrie (Nijmeijer und van der Schaft 1990, Isidori 1995, Schwarz 1999)
und das auf diesem mathematischen Ansatz basierende Regelungskonzept vor.

Die differentialgeometrische Storgrofienentkopplung ist auf Systeme mit gleicher Anzahl
an Ein- und Ausgéngen beschrinkt. Ein Vorteil dieses Ansatzes ist jedoch, dass sich ALS
der Form

z(t) = flz(t)+Gz(t)u(l) +p(z(t)s?)
y(t) = h(=z(t))

behandeln lassen. Nach der Methodik von Isidori (1995) ist dabei die Storgréfe immer
als skalare Grofe festgelegt. Als Vertiefung sind zu den theoretischen Zusammenhéngen
der Storgrofenentkopplung Berechnungsbeispiele angegeben. Fiir die Berechnung der Bei-
spiele findet zum Teil das auf dem CAS MapLE® (Waterloo Maple Inc. 1997) aufbauende
Softwarepaket NSAS (Lemmen u. a. 1995) Anwendung. Da sich in der Praxis Systeme
haufig als SISO-Systeme darstellen lassen, behandelt dieser Abschnitt den Fall gesondert.
Abschnitt 2.1 stellt eine kurze Einfiihrung in die ezakte Linearisierung dar, die fiir die
Storgroflenentkopplung von SISO-und MIMO-Systemen die Grundlage bildet. Abschlie-
end ist in Abschnitt 2.2 die Anwendung der Storgroflenentkopplung an SISO-Systemen
behandelt.

(2.1)

2.1 Exakte Linearisierung

Die Storgrofienentkopplung von SISO-/MIMO-Systemen basiert bei der differentialgeome-
trischen Methodik auf dem Prinzip der ezakten Linearisierung. Deshalb ist zunéchst ein
kurzer Uberblick iiber die Grundlagen der ezakten Linearisierung gegeben. Das Grund-
prinzip der exakten Linearisierung ist es, ein nichtlineares System mit einer nichtlinearen
Koordinatentransformation und einem nichtlinearen Riickfiihrgesetz ezakt in ein lineares
Ersatzsystem zu iiberfithren. Dieses System ist dann mit den aus der linearen Regelungs-
theorie (z. B. Schwarz 1969) bekannten Methoden weiter zu behandeln. Prinzipiell lisst
sich zwischen ezakter Zustandslinearisierung und exakter Ein- /Ausgangslinearisierung
unterscheiden. Bei der exakten Zustandslinearisierung wird der Einfluss des Eingangs auf
die Zusténde linearisiert, wihrend die exakte Ein-/Ausgangslinearisierung das nichtlinea-
re System in ein System {iberfiihrt, welches lediglich lineares Verhalten zwischen Eingang
und Ausgang zeigt, dessen Verhalten also durch eine lineare Ubertragungsfunktion cha-
rakterisiert ist. Beide Vorgehensweisen sind anwendbar auf die Klasse der ALS, deren
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Elemente die folgende Form im Fall der Eingréenbetrachtung besitzen (Schwarz 1999):

() = f(z(t)+g(z(t))ut)
y(t) = h(z(t)) . (2.2)

Ausgangspunkt fiir die Uberlegungen zur exakten Linearisierung ist der relative Grad r
eines nichtlinearen Systems, der mit Hilfe von Lie-Operatoren, die im Anhang A erldutert
sind, folgendermaflen definiert ist:

Definition 2.1 (Isidori 1995)
Das System (2.2) hat den relativen Grad r im Punkt a,, wenn gilt:

(i) LgL’}h(:c) =0 V & in einer Umgebung von &y und 0 <k <r—1,
(ii) LgLy 'h(mo) #0 . Q

Anschaulich gesprochen, entspricht der relative Grad genau der Anzahl der bendtigten
zeitlichen Ableitungen des Ausgangs y(t), bis der Eingang u(t) explizit auftritt. Der rela-
tive Grad bei linearen Systemen (in diesem Fall auch Differenzengrad genannt) entspricht
der Anzahl der Nullstellen des Systems im Unendlichen.

Mit Hilfe des relativen Grades lassen sich die Bedingungen fiir eine exakte Linearisierung
formulieren: Ein System ist exakt zustandslinearisierbar, wenn es den relativen Grad
r = n besitzt, wobei n die Ordnung des Zustandsmodells repriisentiert. Besitzt es einen
relativen Grad von r < n, so ist es ein-/ausgangslinearisierbar, wenn die verbleibende
Nulldynamik stabil ist. Die Vorgehensweise bei der exakten Zustandslinearisierung be-
steht aus zwei Schritten:

1. Einer Koordinatentransformation auf die nichtlineare Regelungsnormalform und
2. der Berechnung einer nichtlinearen Zustandsriickfiihrung.
Ein neuer Zustandsvektor z mit
2z = L?lh(m) Cfiri=1,...,n (2.3)

iiberfiihrt ein System der Form (2.2) mit dem relativen Grad r = n in die nichtlineare
Regelungsnormalform:

(2.4)

t) +a(z())u(t)

<
N
S~
N S
Il
N o
_
I\
~~
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Hierbei treten die im System enthaltenen Nichtlinearitdten nur noch in der n-ten Koordi-
nate auf. Zur Kompensation dieser Nichtlinearititen eignet sich eine Zustandsriickfithrung
der Form

u(a(t)) = —HED) + ()

a(z(t))

Dabei stellt v den neuen Eingang der Strecke dar. In Originalkoordinaten hat diese

(2.5)

Riickfiihrung die Form:

—L%h(x(t)) + v(t)
u(®(t),v(t)) = LZL’}lh(m(t))

(2.6)

Daraus resultiert ein System, wie in Bild 2.1 dargestellt, in Form einer Integratorkette
mit den Zustandsgleichungen

. ' (2.7)
Zno1(t) = z,(2)
Z(t) = o(t)
y(t) = =(1)
und der Ubertragungsfunktion
1
G(s) = (28)
v Zn Z3 22 Z1=1Y
— / — - — — / - / -

Bild 2.1: Exakt zustandslinearisiertes System (mit r = n)

Da das Integratorsystem nach Gl. (2.7) nicht stabil und robust gegeniiber Parameterun-
sicherheiten ist, findet nun ein weiteres lineares Regelgesetz der Form

u (t) = —az(t) + Kv(t) (2.9)

Verwendung, mit dem es moglich ist z. B. iiber Eigenwertfestlegung dem System ein
gewiinschtes Fiihrungs- und/oder Storverhalten aufzuprigen. Unter Beriicksichtigung des
linearisierenden Regelgesetzes nach Gl. (2.6) folgt durch Einsetzen von u*(t) aus Gl. (2.9)
fiir v(t) in Gl. (2.6) als Regelgesetz in Originalkoordinaten:

Ku(t) — Lih(a(t)) — él o 1 Ui h(a(t))

u(z(t),v(t)) = LT h(e() : (2.10)
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Dieses Regelgesetz verleiht dem gegebenen ALS ein gewiinschtes lineares Systemverhalten
mit vorgegebener Dynamik. Als lineares Ersatzsystem folgt fiir die Ubertragungsfunktion

G(s) = K (2.11)

S 4 vy 18" 982 4 L oS+

des geschlossenen Regelkreises nach Bild 2.2.

exakt linearisiert

---------------------------------------------------

w v | Rickfiihr- || ¥ || Regel- Y
d Regler D gesetz g strecke :

Y

Bild 2.2: Exakte Zustandslinearisierung mit zusétzlichem linearen Regler

Bei der ezakten FEin-/Ausgangslinearisierung hat das System (2.2) einen relativen Grad
r < n. Dieses System ldsst sich nach einer Koordinatentransformation in die Form

PRT p——
L) = b(z(t) + a(z(t))u(t) (2.12)

) = gn(z(D)

iiberfiithren.

Satz 2.2 (Allgéwer und Gilles 1993)
Wenn fiir das System (2.2) die folgenden Bedingungen

1. das System besitzt einen wohldefinierten relativen Grad und
2. das System ist minimalphasig,

gelten, dann lésst sich ebenso wie bei der exakten Zustandslinearisierung mit dem Regel-
gesetz nach Gl. (2.6) bzw. nach Gl. (2.10) ein lineares I,,- bzw. PT,-Ersatzsystem finden,
welches das Ein-/Ausgangsverhalten représentiert. a

Die zweite Vorraussetzung in Satz 2.2 entspricht nach Schwarz (1999) dabei der Forderung
nach einer stabilen Nulldynamik.
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2.2 Storgrolenentkopplung

Fiir die Storgrofenentkopplung von SISO-Systemen besitzt das in Abschnitt 2.1 behan-
delte ALS nach GI. (2.2) einen weiteren (unerwiinschten) Eingang — die Storgrofie s(t):

z(t) = fz()+g(@())ult) +p(x(t)s()
(2.13)
y(t) = h=z(t))
Parallel zu der Definition (2.2) des relativen Grades r lédsst sich ein relativer Grad rg der

Storgrofle angeben:

Definition 2.3 (Isidori 1995)
Das System (2.13) hat den relativen Grad rg der StérgréBe im Punkt xq, wenn gilt:

(i) LpL’}h(:c) =0 YV @ in einer Umgebung von @y und 0 < k£ < rg — 1,
(ii) LpLF 'h(zy) #0
Im Folgenden ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung mit dem allgemein gehaltenen
Regelgesetz der exakten Linearisierung

u(@(t), v(t)) = a(x(t) + b(z(1))v(t) (2.14)

der Ausgang y(t) des Systems von der Storgrofie entkoppelbar ist. Hierfiir ist das System
wieder in die nichtlineare Regelungsnormalform zu transformieren. Die erste Zustands-
gleichung lautet dann

) dz 0z Tde
al) = = (%) a
= Lyh(®(t)) + Lgh(z(t))u(t) + Lyh(x(t))s(t)
Lyh(z(t) = 22(t) |
da die Terme Lgh(x) und Lyh(x) nach Def. (2.2) bzw. Def. (2.3) gleich Null sind. Das
Gleiche gilt auch fiir die Zustandsgleichungen bis zur (r — 1)-ten Ordnung:

(2.15)

: (2.16)
Ho(t) = z()

Fiir z, gilt des Weiteren Z, () = Lh(2(t)) + LgLy ' h(z(t))u(t), wobei fiir den Fall rs > r
der Term weiterhin L,L 'h(z(t)) = 0 ist. Die ersten 7 Gleichungen sind also genau iden-
tisch mit denen des ungestorten Systems. Lediglich die verbleibenden n — r Gleichungen
sind von der Storgréfle abhéngig. Das System lésst sich umschreiben zu:

z2i(t) = 2(t)
Z(t) = 2(t)
(2.17)
(& m) +e(&nu(?)
(& m) + k(& m)s(t)
y(t) = «(t)

N-
S
—~
~
. —
=

—

S
I
Q
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) e

— n=q(&n)+k(&mn)s

Bild 2.3: Storgroflenentkoppeltes System

Durch Verwendung der statischen Zustandsriickfiihrung

d&n) o)

ult) = e(€,n)  e(&n) (2.18)
geht das System (2.17) iiber in
Z(t) = 2(t)
L) = () (2.19)
Z(t) = v(t)
o= q(&n)+ k(& n)s)
y(t) z(t)

bei dem der Ausgang y(¢) nun unabhéingig von der Storgrofie s(t) ist. Das entkoppelte
System ist in Bild 2.3 dargestellt. Die Angabe des statischen Riickfiihrgesetzes in Origi-
nalkoordinaten x(t) erfolgt im folgenden Satz.

Satz 2.4 (Isidori 1995, Schwarz 1999)
Das System (2.13) habe den relativen Grad r im Punkt .

(i) Das Problem, eine Zustandsriickfithrung nach Gl. (2.14) zu finden, die den System-
ausgang y(t) von der Storgrofle s(t) entkoppelt, ist dann und nur dann lsbar, wenn

Lle}h(m) =0 ,VY @ in einer Umgebung von &y und 0 < k <r—1  (2.20)
gilt.
(ii) Gilt Gl. (2.20) — also rg > r — dann lautet die Losung:

v(t) — Lph(z(1))
LoL " h(x(t))

u(x(t),v(t)) = (2.21)
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Durch die Erweiterung um das lineare Regelgesetz nach Gl. (2.9) ist auch bei der Stor-
groflenentkopplung mit dem Riickfiihrgesetz

Ku(t) — Lyh(a(t)) — ki o L h(a(t))

u(z(t),v(t)) = LgL}_lh(jcl(t)) : (2.22)

das System (2.13) in ein PT,-Ersatzsystem iiberfithrbar. Fiir dieses Riickfiihrgesetz ist
keine Messung der Storgrofle notig. Eine abgeschwéichte Forderung fiir die Storgrofienent-
kopplung, diesmal mit Messung der Storgrofle ergibt sich aus:

Satz 2.5 (Isidori 1995)
Das System (2.13) habe den relativen Grad r im Punkt x,.

(i) Das Problem, eine Zustandsriickfiihrung nach der Gleichung

u(x(t), s(t),v(t)) = a(x(t)) + b(x(t))v(t) + c(xz(t))s(t) (2.23)
mit

LpL} 'h(zx)

LyL} h(z) 224

clx) =—

zu finden, die den Systemausgang y(t) von der gemessenen Storgrofie s(t) entkoppelt,
ist dann und nur dann l6sbar, wenn

LpL’;h(m) =0, V@ in einer Umgebung von &y und 0 < k <r—2  (2.25)
gilt.
(ii) Gilt Gl. (2.25) — also rg > r — dann lautet die Losung:

v(t) — Lh(a(t) — Ly th(w(t))s(t)
LgL% 'h(x(t))

u(x(t), s(t),v(t)) = (2.26)

Das um das lineare Regelgesetz erweiterte Riickfiihrgesetz lautet dann:

Ku(t) — Lph(z(t) — él a1 L h(x(t)) — Lyl " h(w(t))s(t)
Lol 'h(x(t))

u(z(t), s(t),v(t)) =
(2.27)

Folgendes Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise der differentialgeometrischen Stor-
groflenentkopplung von einem SISO-System:
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Beispiel 2.6
Es sei folgendes ALS mit dem Eingang u(t), der Storgrofe s(¢) und dem Ausgang y(t)
betrachtet:

LU%l’l + T T 1
r = Ty —x3 |+ | x1+23 |ut+| 0 |[s |
T+ To 0 T
N ~~ ~ ~~ d SN——
=: f(z) =: g(z) =: p(z)

Yy = T1+ T2+ X3
Mit
LeLh(z) = Lgh(x) =2z +a3#0
folgt, dass unter der Bedingung x; # —0,5x3 der relative Grad r = 1 ist. Des Weiteren
gilt
LpLSh(z) = Lph(z)=1+z; #0.

Daher ergibt sich fiir den relativen Grad der Storgrofle rs = 1 (fiir z; # —1) und somit
r = rs. Damit ist fiir das System ein Riickfithrgesetz nach Gl. (2.26) auszulegen, wobei
die Storgrofle s(t) zu messen ist:

w(@(t), s(t), v(t)) = “(t)—th(ig()w—(t)L)ph(w(t))s(t)

v — (l‘%l‘l + 21‘2 + T1ro — X3 + IL'1) — (1 + 1'1)8
211 + x3

Als Ergebnis resultiert ein Integratorsystem nach Gl. (2.8) mit der Ubertragungsfunktion

G(s) = —. Wenn als Ersatzsystem ein PT;-System erwiinscht ist, so ist das Riickfiihrgesetz
s

ule(t), (1), o(t)) = W ZLsh@0) 152@253”‘”’”‘("”(”)8(”

nach Gl. (2.27) zu verwenden und es gilt somit:

v — 231y — 2%9 — Ty + 13 — 11 — (X1 + T2 + 23) — (1 +11)8

2x1 + x3

u(x,s,v) =
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3 Storgroflienentkopplung von MIMO-Systemen

Aufbauend auf Abschnitt 2 sollen nun MIMO-Systeme mit gleicher Anzahl von Ein- und
Ausgéngen sowie einer Storgrofle betrachtet werden. Diese lassen sich durch das Zustands-
modell

o(t) = f(w(t))+i§gi(iv(t))ui(t)+p(w(t))8(t)
() = h(z(t)) (3.1)

ym(t) = hm(z(1))
beschreiben. Ahnlich wie bei den SISO-Systemen ist fiir die StérgréBenentkopplung der
relative (Vektor-) Grad eine wichtige SystemkenngréBe. Dieser ist folgendermafien defi-
niert:

Definition 3.1 (Isidori 1995, Schwarz 1999)
Ein MIMO-ALS (3.1) besitzt den relativen (Vektor-) Grad » = [rq,..., ;] im Punkt @,
wenn gilt:

(i) Lg, L’}hi(:c) =0 , V xin einer Umgebung von x
sowie (1<j<mAO0<k<r—1AL<i<m)) ,
mit r; = min{l|ngLlf*1hi(a:) #0}; {i,j}=1,2,...,m
Fiir die einzelnen r; gilt: 1 <r, <n—-m , i=1,2,...,m

(ii) Die Entkopplungsmatrix A(x) ist regulir V @ in einer Umgebung von x, d. h. es

gilt: det(A(xp)) #0 . .

Die Komponenten des relativen (Vektor-) Grades r; geben dariiber hinaus die minimale

Anzahl der zeitlichen Ableitungen fiir das Ausgangssignal y;(¢), (i = 1,...,p) an, bei

der eine der Eingangsgrofien u;(t), (j = 1,...,m; i # j) erstmalig explizit auftritt. Die
Entkopplungsmatrix A(x) ist gegeben durch:

LglL}l_lhl(m) LgQL:}_lhl(w) LgmL;I—lhl(:c)
Lo, L2 tho(x)  Lg, L2 thy(x) -+ Ly, L2 'hy(x

Alx) = | oM o(x) Ly g 2() o Ledly 2() (3.2)
LglL}m_lhm(m) LgQL}m_lhm(:c) Lgngm—lhm(m)

In Anlehnung an die StorgroBenentkopplung von SISO-Systemen, bei der das Riickfiihr-
gesetz auf dem Prinzip der ezxakten Linearisierung aufbaut, ist fiir die Storgroflenent-
kopplung von MIMO-Systemen die Entkopplung der Ausgénge y,(¢) von den Eingéngen
u;(t) von entscheidender Bedeutung. Die StorgroBenentkopplung definiert sich fiir MIMO-
Systeme durch:

Satz 3.2 (Isidori 1995)
Das System (3.1) besitze den relativen (Vektor-) Grad r = [rq,..., 7] im Punkt a,. Das
Problem, eine Zustandsriickfiihrung nach der Gleichung

u(z(t), v(t)) = a(z(t) + blz(t))v(t) (3.3)
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mit dem Vektor

L7 hy ()
a(z) = —A \(@ L}Zh’f(m) , (3.4)
L ()
und der Matrix
b(z) = A \(x) (3.5)

zu finden, welche die Systemausginge y;(t) von der Storgrofie s(t) entkoppeln, ist dann
und nur dann losbar, wenn gilt:

LpLhhi() =0  V(0<k<r—1)A(1<i<m)) . (3.6)
Q

Mit Verwendung der Storgrofie als Messsignal ergibt sich die abgeschwiichte Forderung:

Satz 3.3 (Isidori 1995)
Das System (3.1) habe den relativen (Vektor-) Grad r = [ry,..., ;] im Punkt x,. Das
Problem, eine Zustandsriickfiihrung nach der Gleichung

w(@(0), (1), v(0)) = a((t) + blz()olt) + c@D)s() 6.)
mit
L7 by ()
af@)=—a-@) | | 68)
L o ()
b(z) = A\ (z) (3.9)

und dem Vektor

LpL 'y ()

Ly hy(x
c(z) = —A Yz 7 s (=) (3.10)
LpL ™ ()

zu finden, welche die Systemausgénge y;(t) von der gemessenen Stérgrofie s(t) entkoppeln,
ist dann und nur dann l6sbar, wenn gilt:

LpLihi(®) =0  V(0<k<r,—=2)A(1<i<m)) . (3.11)
Q
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Die Bedingungen nach GL. (3.6) und GI. (3.11) entsprechen — in Anlehnung an die Bedin-
gungen bei SISO-Systemen — der Forderung, dass fiir den relativen (Vektor-) Grad der
Storgrofie rs = [rgq,. .., s,m] gelten muss: rg; > r; bzw. rg; > r;, (i = 1,...,m). Der
relative (Vektor-) Grad der StorgroBe rs berechnet sich nach Gl. (3.6). Beide Riickfiihr-
gesetze iiberfithren das System (3.1) in ein lineares Ersatzsystem, welches das Verhalten
zwischen den Eingéngen u;(¢) und den Ausgéngen y;(t) so verdndert, dass jeder Ausgang

y;j(t) nur noch durch eine Integratorkette der Dimension r; von dem neuen Eingang v;(t)
abhéingt.

vt %, % % 4=y
N / H e / = = /
e / ———» ‘_:'. - / -
SR O T T S I
_________________________________________ » nichtbeobachtbarer
e - Systemteil

Bild 3.1: Exakt entkoppeltes System mit nichtbeobachtbarem Systemteil

Damit die Entkopplung — wie in Bild 3.1 dargestellt — mit volliger Sicherheit funktioniert

und die Storgréfle keinen Einfluss mehr auf die Dynamik des Systems besitzt, muss die
Bedingung

ri+ro+...+rm=n (3.12)

erfiillt sein, wobei r; die Elemente des relativen (Vektor-) Grades sind und n der System-
ordnung entspricht. Wenn GI. (3.12) nicht gilt, dann hat das linearisierte System einen
zusitzlichen nichtbeobachtbaren Systemteil. Das lineare Ersatzsystem ist charakterisiert
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durch die Ubertragungsmatrix

-1 -
— 0O --- 0
0 1
H(s) = ST (3.13)
' 0
1
0O --- 0
L s§rm |
Durch Erweiterung um die linearen Regelgesetze
v; = —aphi(x) — aiLshi(x) — ... — Ozf.FlL}i_lhi(:c) + Kiv; ;i=1,2,...,m (3.14)

lassen sich m PT,-Ersatzsysteme erzeugen, welche die Ubertragungsmatrix der Form

e -
)
dy(s)
0 2 . .
H(s) = da(s) : (3.15)
. . . 0
0 0 Ko
L dmn(s) |
mit
di(s) =af +als+...+ak 5" + " (3.16)

bilden. Abschlielend findet die Theorie der Stérgrofenentkopplung von MIMO-Systemen
in einem Beispiel praktische Anwendung:

Beispiel 3.4
Es sei folgendes ALS mit den Eingéngen wuy(t), ua(t), der Storgrofie s(¢) und den beiden
Ausgéingen y(t), y2(t) gegeben:

. x% T 0 T
r = + Uy + 2 U + s
—T1 Ty + T — 0
=: f(z) =: g1(®) =: go(x) =: p(x)
o= T2 ,
Y2 = T

Mit
Ly, Lihi(z) = Lg(z) =21 +22 #0
fiir x1 # —x9 und

LyzL;hl (CB) = Lg2h1($) = —1‘% 7£ 0
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fiir x; # 0 folgt, dass das erste Element des relativen (Vektor-) Grades r; = min{1,1} =1
ist. Fiir ry gilt

Lg Lyha(®) = Lgho(x) =2 #0
mit 9 # 0 und

Lg, L3ho(z) = Lg,ho(x) =0
bzw.

Lg,Leho(z) = —2afms #0

so dass ro = min{1,2} = 1 und der relative (Vektor-) Grad r = [1,1] ist. Des Weiteren
gilt

LpL3hi(x) = Lphi(x) =0
bzw.

LpLghi(x) = —x1#0
und

LpLho(x) = Lpho(x) =z, #0

Daraus folgt, dass der relative (Vektor-) Grad der Storgrofle rg sich zu rg = [2, 1] zusam-
mensetzt. Die Bedingung nach Satz 3.3 rg; > r;, (1 = 1,2) ist somit erfiillt und es kann

das Riickfiihrgesetz nach Gl. (3.7) mit gemessener Storgrofie s(¢) Anwendung finden:

u(z(t), 5(t), (1)) = a(z(t)) + b(x(t))v(t) + c(x(1))s(t)

Die Entkopplungsmatrix A(z) berechnet sich durch:

Az) = Lg, In () I£g2h1(m) ] _ lxl + g —a? ]

Lg,ha(z) Lg,ho(x) T 0
Fiir die Matrix b(x) = A~(z) folgt
1
Yo
_ 2
b(iB) - _i T+ T2
T2 1i1y

Daraus lassen sich die beiden Vektoren
CL(QB) = T +371£U2+37%

i
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und
X

X2

C(w) - T +1‘2

T1X2

ermitteln. Das gesamte Riickfiihrgesetz lautet folglich:

u(@(t), 5(t), v(t) = V1Ty — VoTy — Vol + L1y + T145 + 15 11+ T2

IL'%]IQ T1T9

Das lineare Ersatzsystem besteht somit aus jeweils einem Integrator und ist charakterisiert
durch die Ubertragungsmatrix nach Gl. (3.13) der Form

H(s) =

S » | =
® = O
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4 Anwendungsbeispiel: Differentialzylinder

Gegenstand der Untersuchung in diesem Abschnitt ist die Uberpriifung der Realisier-
barkeit der in den Abschnitten 2 und 3 hergeleiteten Storgréenentkopplung fiir einen
Differentialzylinder. Neben dem Zylinder ist auch ein Proportionalventil Bestandteil des
Systemmodells. Bei dem physikalischen Modell handelt es sich um ein SISO-System mit
dem Systemeingang der normierten Ventilansteuerspannung U, dem Ausgang der Zylin-
derkolbenposition yz,1 und der Kraft Fg als Stérgrofie.

Fiir verschiedene Anwendungen beschreibt ein Systemmodell 4. Ordnung (Vereinfachung
des Modells 6. Ordnung) — wie im Anhang B hergeleitet — ausreichend das reale System-
verhalten des Differentialzylinders mit Ventil (Ruppert 1982, Hinz 1993, Brocker 1999):

Yyl = Ty = Ty
pr = @y = ]iil((jf))(—AKxZ+QA(x3)KVU> -y
PR = T4 = ?/;F;((;f)) (%$2+QB(3:4)KVU>

mit den Volumenstromen

On(zs) = v \/|Po — x3] sign(py — x3) ,ir U >0 (4.2)
v /lz pT| sign(rs — pr) ,fir U <0 und

v /| 4—pT|Sign ry—pr) ,firU>0
) = 4.3
Qs(24) { v \/|po — 4| sign(pg — x4) Cfir U <0 . (4.3)

Die Zusténde entsprechen den physikalischen Gréfien

1 =Yzy  Position des Zylinderkolbens [m],

Ty =Yzy  Geschwindigkeit des Zylinderkolbens [ms™],
= pa Druck in der Zylinderkammer A [Pal,

T4 = pB Druck in der Zylinderkammer B [Pa).

Dieses SISO-System ist jedoch kein analytisches System und somit fiir die Untersuchung
auf Storgrofenentkoppelbarkeit ungeeignet, da in dem Zustandsmodell die unstetigen

Funktionen sign(-) und |-| enthalten sind. Bei Betrachtung eingeschrinkter Druckbe-
reiche, d. h.

pr < @3 < Po (4.4)
und

PT < T4 < Po (4.5)
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und zusétzlicher Fallunterscheidung der Ventilansteuerspannung U > 0 und U < 0 fallen
die unstetigen Funktionen jedoch weg und somit ist durchaus ein analytisches System
angebbar. Fiir U > 0 folgt

jjl = X2
) 1 Ty
To = —— —— r3 — — AK - FR(]IQ) - FS
Mges (1) ¥
. Fo(x (4-6)
T3 = M(_AKIEQ +BvKV\/p0 —l‘gU)
VA(ZUl)
E; A
Ty = r(74) <—K$2 — ByKyz4 — pTU>
V(71) \ ¢
mit Fgr(z2) = fyvrs + <FC + Fyexp <—?>> + Fofset- Dementsprechend gilt fiir U < 0:
h
i‘l = T2
) 1 T4
To = ——F ((Ia - —> Ak — FR($2) - Fs)
Mges (1) ¥
. En(x (4-7)
T3 = M(—AK@ + ByKvyy/x3 — prU)
VA(ZUl)
E, A
Ty = 7Fl(x4) <—K$2 — BvKV\/MU>
V(r1) \ ¢

mit Fr(ze) = fvrs + (FC + Fhexp <E>> + Fogset- Dieses SISO-System ist nun auf
Ch

Storentkoppelbarkeit nach dem differentialgeometrischen Ansatz (Def. 2.4 und Def. 2.5)
nach der Gl. (2.25) zu priifen:

LyL}h(z) = Lph(x) =0 (4.8)
LpLhh(z) = —mﬂ . (4.9)

Damit ergibt sich fiir den relativen Grad der Storgrofie rg = 2. Der relative Grad r
berechnet sich durch

LgL%h(z) = Lgh(z)=0 |, (4.10)
LgLih(z) = 0 (4.11)
LgLih(z) # 0 (4.12)

zu r = 3. Somit gilt » > rg und das System ist auch nicht durch Messung der Storkraft Fg
mittels statischem Riickfiihrgesetz storentkoppelbar. Diese Tatsache ist auch begriindbar
dadurch, dass ,,die Storgrofle den Systemausgang schneller als der Systemeingang den
Systemausgang erreicht“ (Commault u. a. 1991). Analytisch ldsst sich diese Aussage
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nach Moog und Xia (1997) herleiten. Dabei miissen die partiellen Ableitungen nach der
Storgrofle der zeitlichen Ausgangsableitungen die Bedingung

(k)
ags =0 ,VkeN (4.13)

erfiillen. Fiir die zweite zeitliche Ausgangsableitung gilt

ljzy1 1
— 0 4.14
OFg Myges (1) 7 ( )

und somit beeinflusst die Storkraft Fg immer friiher den Systemausgang yzy1 als die Ven-
tilspannung U. Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte daher sein, ein Regelgesetz
fiir den Differentialzylinder zu finden, welches die Storkraft des Systems zumindest un-
terdriickt.



5 Zusammenfassung und Ausblick 19

5 Zusammenfassung und Ausblick

Dieser Bericht gibt einen Uberblick iiber die Vorgehensweise der differentialgeometrischen
Storgroflenentkopplung. Die Storgrofienentkopplung basiert auf dem Prinzip der exak-
ten Linearisierung. Dies bedeutet, dass ein nichtlineares Regelgesetz das nichtlineare
System in ein lineares Ersatzsystem iiberfiihrt. Dieses Ersatzsystem ist mit Hilfe linea-
rer Regelungstheorie behandelbar. Die charakteristischen Kenngrofien relativer (Vektor-)
Grad 7 und relativer (Vektor-) Grad der Storgrofie rg liefern eine Aussage dariiber, ob ein
System storentkoppelbar ist oder nicht. Bei Einhaltung der Bedingung fiir Storgrofen-
entkoppelbarkeit lédsst sich ein nichtlineares Kompensatorgesetz automatisiert berechnen.
Beispiele verdeutlichen hierbei die Vorgehensweise zur Berechnung des stérentkoppelnden
Kompensatorgesetzes.

Der differentialgeometrische Ansatz ist auf analytische Systeme mit linear eingehender
Steuerung (ALS) anwendbar. Diese Systemklasse ist fiir viele Systeme in der Praxis
beziiglich des dynamischen Verhaltens reprédsentativ. Allerdings ist die Betrachtung nur
fiir quadratische Mehrgrofiensysteme, d. h. fiir Systeme mit gleicher Anzahl von Ein- und
Ausgéngen zuléssig. Ebenso kann nur eine Storgréfie modelliert werden bzw. sind die
Storungen zu einer einzigen Storgréfle zusammenzufassen.

Ein Anwendungsbeispiel untersucht die Storgrofienentkopplung des komplexen nichtli-
nearen SISO-Systems Differentialzylinder-Proportionalventil. Es liegt ein mathematisches
Modell 4. Ordnung fiir dieses System vor und durch Betrachtung eingeschrinkter Druckbe-
reiche und einer zusétzlichen Fallunterscheidung fiir verschiedene Ventilspannungen, ldsst
sich das System in ein ALS iiberfiihren. Fiir dieses ALS ergibt die differentialgeometrische
Untersuchung, dass der Differentialzylinder auch nicht durch Messung der Storkraft, die
auf den Zylinderkolben wirkt, mittels statischem Riickfiihrgesetz storentkoppelbar ist.

Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte daher die Erforschung eines storgréflenver-
mindernden Regelgesetzes fiir den Differentialzylinder sein. Damit wiirde der Zylinder
zwar nicht unabhéngig von der Storkraft, deren Auswirkung aber folglich vermindert
sein.
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A Definition der Lie-Ableitung

Die Lie-Ableitung ist eine im Rahmen der Differentialgeometrie hdufig benutzte Opera-
tion, um die Empfindlichkeit einer Funktion A von den Koordinaten & in Richtung eines
Vektorfeldes f darzustellen. Sie stellt somit die Ableitung einer skalaren Funktion entlang
eines Vektorfeldes dar und verwendet als Argumente eine reellwertige Funktion A und ein
Vektorfeld f.

Es sei A eine skalare Funktion und f ein Vektorfeld der Dimension n, dann ist die Lie-
Ableitung von A entlang f definiert zu:

S

() () () ] (A1)

Lelz) = — - S
)= 5o flo) = |22 2
Die Ableitung als Ergebnis ist wiederum eine skalare Funktion. Die wiederholte Lie-

Ableitung ist auch moglich. Bei einer Lie-Ableitung von A entlang f und danach entlang
g ergibt sich:

g1
LoLeAx) i= ——— - = e o A2
9n
Fiir die k-fache Ableitung von A entlang eines Vektorfeldes f ergibt sich eine rekursive
Darstellung:
LoA(z) OLE () £(o) = OLEN(z)  OLEA(x) f ' (A3)
PAE) = ox * = oy oy f '
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B Systemmodell fiir den Differentialzylinder

In diesem Abschnitt ist die Herleitung eines analytischen Zustandsmodells 4. Ordnung fiir
das System Differentialzylinder-Proportionalventil aufgefiihrt.

Die Regelstrecke besteht aus einem Differentialzylinder, einem Proportionalventil und
einer Pumpe (vgl. Bild B.1).

Yzyl Ag Differentialzylinder
> /
Ax T | Fs
|
QA; YN QB) bB
Proportionalventil
el o AW
\ Po pr

I

Bild B.1: System Differentialzylinder-Proportionalventil

Die Pumpe sei als ideale Druckquelle angenommen, so dass diese einen konstanten Ver-
sorgungsdruck py hat und keine Schwankungs- und Pulsationseinfliisse auftreten. Das
Ventil, welches als 4/3-Wegeventil ausgefiihrt ist, stellt das Stellglied dar und dient zur
Steuerung der Olvolumenstrome QA und Qg. Die Steuerkolbenposition yyentii und damit
die Schaltstellung ist spannungsproportional angesteuert, so dass die Zylinderkammern
mit den Driicken py und pr verbunden sind. Der Zylinder dient als Energiewandler, da
er den entstehenden Druckunterschied am Kolben des Zylinders in eine Horizontalbewe-
gung umwandelt. Die Regelstrecke weist hochgradig nichtlineares Verhalten auf, wobei
als wesentliche Nichtlinearitit des Ventils die geometrische Uberdeckung der Steuerschie-
berkanten und die nichtlineare Durchflusskennlinie zu nennen sind. Bei dem Differenti-
alzylinder ist die druckabhiingige Olkompressibilitiit in Verbindung mit den Elastizitiiten
der Rohr- und Zylinderwandungen zu erwiihnen. Die Abhingigkeit der Olsdulen in den
Zylinderkammern von der Kolbenposition (unterschiedliche ,,Olfedern®) und die geschwin-
digkeitsabhingigen Reibungskréfte sind weitere Nichtlinearitéiten. Auflerdem existiert bei
dem Differentialzylinder im Gegensatz zum Gleichgangzylinder eine geometrische Nicht-
linearitit, die auf die unterschiedlichen Wirkflichen zuriickzufiihren ist und sich beim
Ein- und Ausfahren bemerkbar macht. Prinzipiell ist ein Ventil ein hydraulisches System
mit komplexer Dynamik. Moderne Ventile mit integrierter elektronischer Riickfiihrung
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sind jedoch mit guter Nédherung als PTy- oder PT3-System approximierbar. Mit den
vereinfachenden Annahmen, dass

e die Ansprechempfindlichkeit und Hysterese beim Ventil vernachlissigbar ist,
e das Ventil eine Nulliiberdeckung besitzt und
e im Ventil nur viskose Reibung auftreten darf,

ist das Ventil vereinfacht als PT-System modellierbar. Die Kenndaten sind dem gemes-
senen Frequenzgang (Bode-Diagramm) vom Hersteller entnommen. Weiterhin sind

e die Leckdlverluste,
e die Leitungsdynamik vernachldssigbar sowie
e der Druck in den Riicklaufleitungen pr als konstant angenommen.

Das Zustandsmodell besteht aus sechs nichtlinearen Differentialgleichungen. Die Zustédnde
des Systems sind

T1 = Yzyl Position des Zylinderkolbens,

T = Yzyl Geschwindigkeit des Zylinderkolbens,

T3 = Pa Druck in der Zylinderkammer A,

Ty = PB Druck in der Zylinderkammer B,

T5 = Yventil Position des Steuerkolbens im Ventil und

T6 = Yventil Geschwindigkeit des Steuerkolbens im Ventil.

Mit diesen Zusténden lassen sich aus Kréfte- und Massenbilanzen sowie Bernoulli’sche
Gleichungen die nichtlinearen Zustandsdifferentialgleichungen des Systems bestimmen.
Die Bilanzierung basiert auf den Bezeichnungen und der Vorzeichenkonvention im Bild B.1.
Das Differentialgleichungssystem 6. Ordnung lautet nach Ruppert (1982) und Hinz (1993):

Yzgt = Ty = I
. . 1 Ty
— - - — | Ax — F — F
Yzyl T mges(x1) ((563 (p) K r(72) S>
) . E(z
pa = @3 = VFI((xg))(—AK@ + Qalzs, 75))
i% 1 (B.1)
. . E 1(1'4) Ag
PB = T4 = Vo) \ 7 Ty + Qp(xy, x5)
Yventii = T = Ts

. . 2D
Yventii = Te = W\Q; (KVU_ V$6—5U5>
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Die ersten vier Gleichungen beschreiben die Dynamik des Zylinders, wihrend die beiden
letzten die Dynamik des Ventils reprisentieren. Da fiir das Ventil als Systemmodell ein
PTy-System Verwendung findet, sind

umax yma.x

U=

dimensionslos und es gilt die Normierung —1 < U < 1, =1 < x5 < 1. Die gesamte
bewegte Masse myes setzt sich zusammen aus der Last, der Masse des Kolbens und der

*

ses — sowie den Olmassen:

Kolbenstange — zusammengefasst in der Konstante m
Meges (1) = Myes + pr1(Va(21) + Va(21)) - (B.3)

Die Olvolumina Vj (2;) und Vg(z;) setzen sich zusammen aus dem Volumen des Ols in
den Zylinderkammern und dem Olvolumen in den Leitungen (Vi, Vig):

VA(]Il) = VLA + 1‘1AK s (B4)

Vi(z1) = Vip + (H — 1) % . (B.5)

Die Reibkraft Fr besteht aus den drei Anteilen viskose, Coulomb’sche Reibung und Haft-
reibung. Die Reibung ist durch die sogenannte ,,Stribeck-Kurve“ approximierbar:

) x
Fr(zg) = fyxe + sign(xz) (FC + Fyexp (—%)) + Fofset - (B.6)
h

Die Volumenstrome @@, und Qg berechnen sich in Abhéngigkeit des Vorzeichens der Ven-
tilkolbenstellung x5 zu

By x5 1/|po — x3| sign(po — x3) , fiir 5 > 0
Qa(x3,75) = _ . (B.7)
By x5 4/ |z3 — pr| sign(zs — pr) ,fiir o5 <0

—By x5 \/|z4 — pr| sign(z4 — pr) , fiir 25 > 0
Qp(74, 75) = , . (B.8)
—By x5 \/|po — x4 sign(py — x4) fir o <0,

mit dem Durchflussbeiwert By, der sich aus dem Nenndurchfluss (Jn, der Nenndruck-
differenz Apy und der maximalen Position des Steuerkolbens im Ventil 5 ., wie folgt
ergibt:

@
T5,maxV 07 5ApN

Auf Grund der Normierung der Differentialgleichung des Ventils ist 25 ynax dimensionslos.

By = (B.9)

Bei Betrachtung des von Lufteinschliissen, von der Temperatur und besonders vom Druck
abhiingigen Ersatzkompressionsmoduls Ep, gilt nach Lee (1977):

, E

max
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Fiir Ventile mit einer um ein bis zwei Gréflenordnungen schnelleren Dynamik als die des
Zylinders ist die Vereinfachung des Ventils als P-Glied mit der proportionalen Verstirkung
Ky zuléssig. Somit ergibt sich aus einem Zustandsmodell 6. Ordnung folgendes Modell

4. Ordnung:
Yyl = Ty = Ty
pa = I3 = %(_AIGUZ + Qalzs) KvU)
PR = Iy = % (%172 + @B ($4)KVU>

mit den Volumenstromen

On (3) = By /|po — x3| sign(po — x3) ,fir U >0
A =
’ By /|3 — pr| sign(zz —pr) , fiir U <0 und

Qs(z4) = —Bv \/m sign (x4 — pr) , fir U > 0
B 4 o I ..
—By \/m sign(po — 24) ,fir U < 0

(B.11)

(B.12)

(B.13)



