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x�t� Zustandsvektor
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� Einleitung

In der Regelungstechnik sind in den vergangenen Jahren auf Grund der hohen Praxis�

relevanz verschiedenste L�osungsans�atze zur St�orgr�o�enentkopplung nichtlinearer Systeme

entstanden� Unter der St�orgr�o
enentkopplung ist das Ziel zu verstehen� mit Hilfe ei�

nes Regelgesetzes die Systemausg�ange unabh�angig von den St�orgr�o
en zu machen� Die

L�osungsans�atze beruhen dabei auf di�erierenden mathematischen Verfahren� Grunds�atz�

lich sind zwei Kategorien unterscheidbar 	 der modellfreie Soft�Computing�Ansatz �Fuzzy

Control� Neuronale Netze� und die auf mathematischen Modellen basierenden Ans�atze

�Di�erentialgeometrie� Di�erentialalgebra��

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Forschungsbericht zur St�orgr�o
enentkoppel�

barkeit und Auslegung eines nichtlinearen st�orentkoppelnden Regelgesetzes ist der dif�

ferentialgeometrische Ansatz �Nijmeijer und van der Schaft ����� Isidori ����� Schwarz

������ In der Di�erentialgeometrie sind eine Vielzahl an Ideen und Methoden aus dem

Bereich der linearen Systemtheorie �ubernommen und auf nichtlineare Systeme �ubertragen

worden� Das Grundprinzip der St�orgr�o
enentkopplung baut auf dem Prinzip der exak�

ten Linearisierung auf� Hierbei �uberf�uhrt ein nichtlineares Regelgesetz das nichtlineare

System in ein lineares Ersatzsystem� Dieses lineare Ersatzsystem ist dann mit Hilfe von

konventionellen linearen Methoden der Systemtheorie behandelbar�

In diesem Bericht �ndet die Anwendung auf ein f�ur die Praxis wichtiges technisches Sy�

stem 	 dem System Di�erentialzylinder�Proportionalventil 	 statt� An diesem System

wird mit Hilfe der hinl�anglich bekannten di�erentialgeometrischen Methodik erstmalig

deutlich� dass der Di�erentialzylinder unabh�angig von der Messung der St�orkraft� die auf

den Zylinder wirkt� nicht st�orgr�o
enentkoppelbar ist� Als Basis f�ur diese Aussage dient ein

nichtlineares mathematischen Systemmodell� welches kein analytisches System ist� Eine

neuartige ALS�Modi�kation liefert jedoch aus dem bekannten Modell ein ALS� F�ur dieses

ALS ist die Aussage� dass die St�orgr�o
e nicht entkoppelbar ist� nachweisbar�

Der Forschungsbericht unterteilt sich im Einzelnen wie folgt� Abschnitt � stellt die Grund�

lagen sowie wichtige Systemkenngr�o
en der Di�erentialgeometrie f�ur Eingr�o
ensysteme

�SISO�Systeme� vor� Da die St�orgr�o
enentkopplung auf dem Prinzip der exakten Li�

nearisierung basiert� sind beide Sachverhalte in Abschnitt � unterteilt� In Abschnitt �

erfolgt die Erweiterung der St�orgr�o
enentkopplung auf quadratische Mehrgr�o
ensysteme

�MIMO�Systeme�� Beispiele verdeutlichen in Abschnitt � und Abschnitt � die Vorgehens�

weise� Ein Di�erentialzylinder dient als Anwendungsbeispiel in Abschnitt � f�ur die di�e�

rentialgeometrische Methodik zur Untersuchung der St�orgr�o
enentkoppelbarkeit� Hierf�ur

existiert ein mathematisches Modell� das in ein analytisches Modell �uberf�uhrt werden

kann�

Eine Zusammenfassung der di�erentialgeometrischen St�orgr�o
enentkopplung und ein Aus�

blick auf weitere Untersuchungsm�oglichkeiten bilden in Abschnitt � den Abschluss dieses

Berichtes�



� St�orgr�o�enentkopplung von SISO�Systemen �

� St�orgr�o�enentkopplung von SISO�Systemen

Unter dem Begri� der St�orgr�o
enentkopplung ist das Ziel zu verstehen� dass mit Hilfe eines

Regelgesetzes �dem Kompensator� die Systemausg�ange unabh�angig von den St�orgr�o
en

sind� Da f�ur das regelungstechnische Gebiet der St�orgr�o
enentkopplung verschiedene An�

satzm�oglichkeiten zur L�osung existieren� stellt dieser Forschungsbericht die Grundbegri�e

der Di�erentialgeometrie �Nijmeijer und van der Schaft ����� Isidori ����� Schwarz �����

und das auf diesem mathematischen Ansatz basierende Regelungskonzept vor�

Die di�erentialgeometrische St�orgr�o�enentkopplung ist auf Systeme mit gleicher Anzahl

an Ein� und Ausg�angen beschr�ankt� Ein Vorteil dieses Ansatzes ist jedoch� dass sich ALS

der Form

�x�t� � f�x�t�� �G�x�t��u�t� � p�x�t��s�t�

y�t� � h�x�t��
�����

behandeln lassen� Nach der Methodik von Isidori ������ ist dabei die St�orgr�o
e immer

als skalare Gr�o
e festgelegt� Als Vertiefung sind zu den theoretischen Zusammenh�angen

der St�orgr�o
enentkopplung Berechnungsbeispiele angegeben� F�ur die Berechnung der Bei�

spiele �ndet zum Teil das auf dem CASMaple
 �Waterloo Maple Inc� ����� aufbauende

Softwarepaket NSAS �Lemmen u� a� ����� Anwendung� Da sich in der Praxis Systeme

h�au�g als SISO�Systeme darstellen lassen� behandelt dieser Abschnitt den Fall gesondert�

Abschnitt ��� stellt eine kurze Einf�uhrung in die exakte Linearisierung dar� die f�ur die

St�orgr�o
enentkopplung von SISO�und MIMO�Systemen die Grundlage bildet� Abschlie�


end ist in Abschnitt ��� die Anwendung der St�orgr�o
enentkopplung an SISO�Systemen

behandelt�

��� Exakte Linearisierung

Die St�orgr�o
enentkopplung von SISO��MIMO�Systemen basiert bei der di�erentialgeome�

trischen Methodik auf dem Prinzip der exakten Linearisierung� Deshalb ist zun�achst ein

kurzer �Uberblick �uber die Grundlagen der exakten Linearisierung gegeben� Das Grund�

prinzip der exakten Linearisierung ist es� ein nichtlineares System mit einer nichtlinearen

Koordinatentransformation und einem nichtlinearen R�uckf�uhrgesetz exakt in ein lineares

Ersatzsystem zu �uberf�uhren� Dieses System ist dann mit den aus der linearen Regelungs�

theorie �z� B� Schwarz ���� bekannten Methoden weiter zu behandeln� Prinzipiell l�asst

sich zwischen exakter Zustandslinearisierung und exakter Ein� �Ausgangslinearisierung

unterscheiden� Bei der exakten Zustandslinearisierung wird der Ein�uss des Eingangs auf

die Zust�ande linearisiert� w�ahrend die exakte Ein��Ausgangslinearisierung das nichtlinea�

re System in ein System �uberf�uhrt� welches lediglich lineares Verhalten zwischen Eingang

und Ausgang zeigt� dessen Verhalten also durch eine lineare �Ubertragungsfunktion cha�

rakterisiert ist� Beide Vorgehensweisen sind anwendbar auf die Klasse der ALS� deren
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Elemente die folgende Form im Fall der Eingr�o
enbetrachtung besitzen �Schwarz ������

�x�t� � f�x�t�� � g�x�t��u�t�

y�t� � h�x�t�� �
�����

Ausgangspunkt f�ur die �Uberlegungen zur exakten Linearisierung ist der relative Grad r

eines nichtlinearen Systems� der mit Hilfe von Lie�Operatoren� die im Anhang A erl�autert

sind� folgenderma
en de�niert ist�

De�nition ��� �Isidori �����

Das System ����� hat den relativen Grad r im Punkt x�� wenn gilt�

�i� LgL
k
fh�x� � � � x in einer Umgebung von x� und � � k � r � � �

�ii� LgL
r��
f h�x�� �� � �

Anschaulich gesprochen� entspricht der relative Grad genau der Anzahl der ben�otigten

zeitlichen Ableitungen des Ausgangs y�t�� bis der Eingang u�t� explizit auftritt� Der rela�

tive Grad bei linearen Systemen �in diesem Fall auch Di�erenzengrad genannt� entspricht

der Anzahl der Nullstellen des Systems im Unendlichen�

Mit Hilfe des relativen Grades lassen sich die Bedingungen f�ur eine exakte Linearisierung

formulieren� Ein System ist exakt zustandslinearisierbar� wenn es den relativen Grad

r � n besitzt� wobei n die Ordnung des Zustandsmodells repr�asentiert� Besitzt es einen

relativen Grad von r � n� so ist es ein��ausgangslinearisierbar� wenn die verbleibende

Nulldynamik stabil ist� Die Vorgehensweise bei der exakten Zustandslinearisierung be�

steht aus zwei Schritten�

�� Einer Koordinatentransformation auf die nichtlineare Regelungsnormalform und

�� der Berechnung einer nichtlinearen Zustandsr�uckf�uhrung�

Ein neuer Zustandsvektor z mit

zi �� Li��
f h�x� � f�ur i � �� � � � � n �����

�uberf�uhrt ein System der Form ����� mit dem relativen Grad r � n in die nichtlineare

Regelungsnormalform�

�z��t� � z��t�

�z��t� � z��t�
���

�zn���t� � zn�t�

�zn�t� � b�z�t�� � a�z�t��u�t� �

y�t� � z��t� �

�����
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Hierbei treten die im System enthaltenen Nichtlinearit�aten nur noch in der n�ten Koordi�

nate auf� Zur Kompensation dieser Nichtlinearit�aten eignet sich eine Zustandsr�uckf�uhrung

der Form

u�z�t�� �
�b�z�t�� � v�t�

a�z�t��
� �����

Dabei stellt v den neuen Eingang der Strecke dar� In Originalkoordinaten hat diese

R�uckf�uhrung die Form�

u�x�t�� v�t�� �
�Ln

fh�x�t�� � v�t�

LgL
n��
f h�x�t��

� ����

Daraus resultiert ein System� wie in Bild ��� dargestellt� in Form einer Integratorkette

mit den Zustandsgleichungen

�z��t� � z��t�

�z��t� � z��t�
���

�zn���t� � zn�t�

�zn�t� � v�t�

y�t� � z��t�

�����

und der �Ubertragungsfunktion

G�s� �
�

sn
� ��� �

v z� z�zn z� � yZZZ

Bild ���� Exakt zustandslinearisiertes System �mit r � n�

Da das Integratorsystem nach Gl� ����� nicht stabil und robust gegen�uber Parameterun�

sicherheiten ist� �ndet nun ein weiteres lineares Regelgesetz der Form

u��t� � ��Tz�t� �Kv�t� � �����

Verwendung� mit dem es m�oglich ist z� B� �uber Eigenwertfestlegung dem System ein

gew�unschtes F�uhrungs� und�oder St�orverhalten aufzupr�agen� Unter Ber�ucksichtigung des

linearisierenden Regelgesetzes nach Gl� ���� folgt durch Einsetzen von u��t� aus Gl� �����

f�ur v�t� in Gl� ���� als Regelgesetz in Originalkoordinaten�

u�x�t�� v�t�� �
Kv�t�� Ln

fh�x�t���
nP

k��
�k��L

k��
f h�x�t��

LgL
n��
f h�x�t��

� ������
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Dieses Regelgesetz verleiht dem gegebenen ALS ein gew�unschtes lineares Systemverhalten

mit vorgegebener Dynamik� Als lineares Ersatzsystem folgt f�ur die �Ubertragungsfunktion

G�s� �
K

sn � �n��sn�� � �n��sn�� � � � �� ��s� ��
������

des geschlossenen Regelkreises nach Bild ����

v u yw

x

R�uckf�uhr�
gesetz

Regel�
streckeRegler

exakt linearisiert

�

Bild ���� Exakte Zustandslinearisierung mit zus�atzlichem linearen Regler

Bei der exakten Ein��Ausgangslinearisierung hat das System ����� einen relativen Grad

r � n� Dieses System l�asst sich nach einer Koordinatentransformation in die Form

�z��t� � z��t�

�z��t� � z��t�
���

�zr���t� � zr�t�

�zr�t� � b�z�t�� � a�z�t��u�t�

�zr���t� � qr���z�t��
���

�zn�t� � qn�z�t��

y�t� � z��t�

������

�uberf�uhren�

Satz ��� �Allg�ower und Gilles �����

Wenn f�ur das System ����� die folgenden Bedingungen

�� das System besitzt einen wohlde�nierten relativen Grad und

�� das System ist minimalphasig�

gelten� dann l�asst sich ebenso wie bei der exakten Zustandslinearisierung mit dem Regel�

gesetz nach Gl� ���� bzw� nach Gl� ������ ein lineares In� bzw� PTn�Ersatzsystem �nden�

welches das Ein��Ausgangsverhalten repr�asentiert�

Die zweite Vorraussetzung in Satz ��� entspricht nach Schwarz ������ dabei der Forderung

nach einer stabilen Nulldynamik�
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��� St�orgr�o�enentkopplung

F�ur die St�orgr�o
enentkopplung von SISO�Systemen besitzt das in Abschnitt ��� behan�

delte ALS nach Gl� ����� einen weiteren �unerw�unschten� Eingang 	 die St�orgr�o
e s�t��

�x�t� � f�x�t�� � g�x�t��u�t� � p�x�t��s�t�

y�t� � h�x�t�� �
������

Parallel zu der De�nition ����� des relativen Grades r l�asst sich ein relativer Grad rS der

St�orgr�o
e angeben�

De�nition ��� �Isidori �����

Das System ������ hat den relativen Grad rS der St�orgr�o
e im Punkt x�� wenn gilt�

�i� LpL
k
fh�x� � � � x in einer Umgebung von x� und � � k � rS � ��

�ii� LpL
rS��
f h�x�� �� � �

Im Folgenden ist zu untersuchen� unter welcher Bedingung mit dem allgemein gehaltenen

Regelgesetz der exakten Linearisierung

u�x�t�� v�t�� � a�x�t�� � b�x�t��v�t� ������

der Ausgang y�t� des Systems von der St�orgr�o
e entkoppelbar ist� Hierf�ur ist das System

wieder in die nichtlineare Regelungsnormalform zu transformieren� Die erste Zustands�

gleichung lautet dann

�z��t� �
dz�
dt

�

�
�z�

�x

�T
dx

dt
� Lfh�x�t�� � Lgh�x�t��u�t� � Lph�x�t��s�t�

� Lfh�x�t�� � z��t� �

������

da die Terme Lgh�x� und Lph�x� nach Def� ����� bzw� Def� ����� gleich Null sind� Das

Gleiche gilt auch f�ur die Zustandsgleichungen bis zur �r � ���ten Ordnung�

�z��t� � z��t�
���

�zr���t� � zr�t� �

�����

F�ur �zr gilt des Weiteren �zr�t� � Lr
fh�x�t���LgL

r��
f h�x�t��u�t�� wobei f�ur den Fall rS � r

der Term weiterhin LpL
r��
f h�x�t�� � � ist� Die ersten r Gleichungen sind also genau iden�

tisch mit denen des ungest�orten Systems� Lediglich die verbleibenden n� r Gleichungen

sind von der St�orgr�o
e abh�angig� Das System l�asst sich umschreiben zu�

�z��t� � z��t�

�z��t� � z��t�
���

�zr�t� � d��� �� � e��� ��u�t�

�� � q��� �� � k��� ��s�t�

y�t� � z��t� �

������
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v � �zr

s

z�zr z� � y

�� � q��� �� � k��� ��s

ZZZ

Bild ���� St�orgr�o
enentkoppeltes System

Durch Verwendung der statischen Zustandsr�uckf�uhrung

u�t� � �d��� ��

e��� ��
�

v�t�

e��� ��
���� �

geht das System ������ �uber in

�z��t� � z��t�

�z��t� � z��t�
���

�zr���t� � zr�t�

�zr�t� � v�t�

�� � q��� �� � k��� ��s�t�

y�t� � z��t� �

������

bei dem der Ausgang y�t� nun unabh�angig von der St�orgr�o
e s�t� ist� Das entkoppelte

System ist in Bild ��� dargestellt� Die Angabe des statischen R�uckf�uhrgesetzes in Origi�

nalkoordinaten x�t� erfolgt im folgenden Satz�

Satz ��	 �Isidori ����� Schwarz �����

Das System ������ habe den relativen Grad r im Punkt x��

�i� Das Problem� eine Zustandsr�uckf�uhrung nach Gl� ������ zu �nden� die den System�

ausgang y�t� von der St�orgr�o
e s�t� entkoppelt� ist dann und nur dann l�osbar� wenn

LpL
k
fh�x� � � � � x in einer Umgebung von x� und � � k � r � � ������

gilt�

�ii� Gilt Gl� ������ 	 also rS � r 	 dann lautet die L�osung�

u�x�t�� v�t�� �
v�t�� Lr

fh�x�t��

LgL
r��
f h�x�t��

� ������



� St�orgr�o�enentkopplung von SISO�Systemen  

Durch die Erweiterung um das lineare Regelgesetz nach Gl� ����� ist auch bei der St�or�

gr�o
enentkopplung mit dem R�uckf�uhrgesetz

u�x�t�� v�t�� �
Kv�t�� Lr

fh�x�t���
rP

k��
�k��L

k��
f h�x�t��

LgL
r��
f h�x�t��

� ������

das System ������ in ein PTn�Ersatzsystem �uberf�uhrbar� F�ur dieses R�uckf�uhrgesetz ist

keine Messung der St�orgr�o
e n�otig� Eine abgeschw�achte Forderung f�ur die St�orgr�o
enent�

kopplung� diesmal mit Messung der St�orgr�o
e ergibt sich aus�

Satz ��� �Isidori �����

Das System ������ habe den relativen Grad r im Punkt x��

�i� Das Problem� eine Zustandsr�uckf�uhrung nach der Gleichung

u�x�t�� s�t�� v�t�� � a�x�t�� � b�x�t��v�t� � c�x�t��s�t� � ������

mit

c�x� � �LpL
r��
f h�x�

LgL
r��
f h�x�

������

zu �nden� die den Systemausgang y�t� von der gemessenen St�orgr�o
e s�t� entkoppelt�

ist dann und nur dann l�osbar� wenn

LpL
k
fh�x� � � � � x in einer Umgebung von x� und � � k � r � � ������

gilt�

�ii� Gilt Gl� ������ 	 also rS � r 	 dann lautet die L�osung�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �
v�t�� Lr

fh�x�t��� LpL
r��
f h�x�t��s�t�

LgL
r��
f h�x�t��

� �����

Das um das lineare Regelgesetz erweiterte R�uckf�uhrgesetz lautet dann�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �
Kv�t�� Lr

fh�x�t���
rP

k��
�k��L

k��
f h�x�t��� LpL

r��
f h�x�t��s�t�

LgL
r��
f h�x�t��

�

������

Folgendes Beispiel verdeutlicht die Vorgehensweise der di�erentialgeometrischen St�or�

gr�o
enentkopplung von einem SISO�System�
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Beispiel ���

Es sei folgendes ALS mit dem Eingang u�t�� der St�orgr�o
e s�t� und dem Ausgang y�t�

betrachtet�

�x �

�
��	
x��x� � x�

x�x� � x�

x� � x�



���

 �z �
�� f	x


�

�
��	

x�

x� � x�

�



���

 �z �
�� g	x


u�

�
��	

�

�

x�



���

 �z �
�� p	x


s �

y � x� � x� � x� �

Mit

LgL
�
fh�x� � Lgh�x� � �x� � x� �� �

folgt� dass unter der Bedingung x� �� ����x� der relative Grad r � � ist� Des Weiteren

gilt

LpL
�
fh�x� � Lph�x� � � � x� �� ��

Daher ergibt sich f�ur den relativen Grad der St�orgr�o
e rS � � �f�ur x� �� ��� und somit

r � rS� Damit ist f�ur das System ein R�uckf�uhrgesetz nach Gl� ����� auszulegen� wobei

die St�orgr�o
e s�t� zu messen ist�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �
v�t�� Lfh�x�t��� Lph�x�t��s�t�

Lgh�x�t��

�
v � �x��x� � �x� � x�x� � x� � x��� �� � x��s

�x� � x�
�

Als Ergebnis resultiert ein Integratorsystem nach Gl� ��� � mit der �Ubertragungsfunktion

G�s� �
�

s
� Wenn als Ersatzsystem ein PT��System erw�unscht ist� so ist das R�uckf�uhrgesetz

u�x�t�� s�t�� v�t�� �
v�t�� Lfh�x�t��� ��h�x�t��� Lph�x�t��s�t�

Lgh�x�t��

nach Gl� ������ zu verwenden und es gilt somit�

u�x� s� v� �
v � x��x� � �x� � x�x� � x� � x� � ���x� � x� � x��� �� � x��s

�x� � x�
�
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� St�orgr�o�enentkopplung von MIMO�Systemen

Aufbauend auf Abschnitt � sollen nun MIMO�Systeme mit gleicher Anzahl von Ein� und

Ausg�angen sowie einer St�orgr�o
e betrachtet werden� Diese lassen sich durch das Zustands�

modell

�x�t� � f�x�t�� �
mP
i��
gi�x�t��ui�t� � p�x�t��s�t�

y��t� � h��x�t��
���

ym�t� � hm�x�t��

�����

beschreiben� �Ahnlich wie bei den SISO�Systemen ist f�ur die St�orgr�o
enentkopplung der

relative �Vektor�� Grad eine wichtige Systemkenngr�o
e� Dieser ist folgenderma
en de��

niert�

De�nition ��� �Isidori ����� Schwarz �����

Ein MIMO�ALS ����� besitzt den relativen �Vektor�� Grad r � �r�� � � � � rm� im Punkt x��

wenn gilt�

�i� LgjL
k
fhi�x� � � � � x in einer Umgebung von x�

sowie ��� � j � m� � �� � k � ri � �� � �� � i � m�� �

mit ri � minfljLgjLl��
f hi�x� �� �g ! fi� jg � �� �� � � � � m �

F�ur die einzelnen ri gilt� � � ri � n�m � i � �� �� � � � � m �

�ii� Die Entkopplungsmatrix A�x� ist regul�ar � x in einer Umgebung von x�� d� h� es

gilt� det�A�x��� �� � �

Die Komponenten des relativen �Vektor�� Grades ri geben dar�uber hinaus die minimale

Anzahl der zeitlichen Ableitungen f�ur das Ausgangssignal yi�t�� �i � �� � � � � p� an� bei

der eine der Eingangsgr�o
en uj�t�� �j � �� � � � � m! i �� j� erstmalig explizit auftritt� Die

Entkopplungsmatrix A�x� ist gegeben durch�

A�x� ��

�
�����	

Lg�L
r���
f h��x� Lg�L

r���
f h��x� � � � LgmL

r���
f h��x�

Lg�L
r���
f h��x� Lg�L

r���
f h��x� � � � LgmL

r���
f h��x�

���
� � �

���
���

Lg�L
rm��
f hm�x� Lg�L

rm��
f hm�x� � � � LgmL

rm��
f hm�x�



������ � �����

In Anlehnung an die St�orgr�o
enentkopplung von SISO�Systemen� bei der das R�uckf�uhr�

gesetz auf dem Prinzip der exakten Linearisierung aufbaut� ist f�ur die St�orgr�o
enent�

kopplung von MIMO�Systemen die Entkopplung der Ausg�ange yj�t� von den Eing�angen

ui�t� von entscheidender Bedeutung� Die St�orgr�o
enentkopplung de�niert sich f�ur MIMO�

Systeme durch�

Satz ��� �Isidori �����

Das System ����� besitze den relativen �Vektor�� Grad r � �r�� � � � � rm� im Punkt x�� Das

Problem� eine Zustandsr�uckf�uhrung nach der Gleichung

u�x�t�� v�t�� � a�x�t�� � b�x�t��v�t� � �����
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mit dem Vektor

a�x� �� �A���x�

�
�����	

Lr�
f h��x�

Lr�
f h��x�

���

Lrm
f hm�x�



������ � �����

und der Matrix

b�x� �� A���x� �����

zu �nden� welche die Systemausg�ange yj�t� von der St�orgr�o
e s�t� entkoppeln� ist dann

und nur dann l�osbar� wenn gilt�

LpL
k
fhi�x� � � � � ��� � k � ri � �� � �� � i � m�� � ����

Mit Verwendung der St�orgr�o
e als Messsignal ergibt sich die abgeschw�achte Forderung�

Satz ��� �Isidori �����

Das System ����� habe den relativen �Vektor�� Grad r � �r�� � � � � rm� im Punkt x�� Das

Problem� eine Zustandsr�uckf�uhrung nach der Gleichung

u�x�t�� s�t�� v�t�� � a�x�t�� � b�x�t��v�t� � c�x�t��s�t� � �����

mit

a�x� �� �A���x�

�
�����	

Lr�
f h��x�

Lr�
f h��x�

���

Lrm
f hm�x�



������ � ��� �

b�x� �� A���x� �����

und dem Vektor

c�x� �� �A���x�

�
�����	

LpL
r���
f h��x�

LpL
r���
f h��x�

���

LpL
rm��
f hm�x�



������ ������

zu �nden� welche die Systemausg�ange yj�t� von der gemessenen St�orgr�o
e s�t� entkoppeln�

ist dann und nur dann l�osbar� wenn gilt�

LpL
k
fhi�x� � � � � ��� � k � ri � �� � �� � i � m�� � ������
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Die Bedingungen nach Gl� ���� und Gl� ������ entsprechen 	 in Anlehnung an die Bedin�

gungen bei SISO�Systemen 	 der Forderung� dass f�ur den relativen �Vektor�� Grad der

St�orgr�o
e rS � �rS��� � � � � rS�m� gelten muss� rS�i � ri bzw� rS�i � ri� �i � �� � � � � m�� Der

relative �Vektor�� Grad der St�orgr�o
e rS berechnet sich nach Gl� ����� Beide R�uckf�uhr�

gesetze �uberf�uhren das System ����� in ein lineares Ersatzsystem� welches das Verhalten

zwischen den Eing�angen ui�t� und den Ausg�angen yj�t� so ver�andert� dass jeder Ausgang

yj�t� nur noch durch eine Integratorkette der Dimension rj von dem neuen Eingang vj�t�

abh�angt�

s

v� z�� z��z�r� z�� � y�

vm zmrm zm� zm� � ym

nichtbeobachtbarer

Systemteil

ZZ

ZZZ

���
���

� � �

� � �

Bild ���� Exakt entkoppeltes System mit nichtbeobachtbarem Systemteil

Damit die Entkopplung 	 wie in Bild ��� dargestellt 	 mit v�olliger Sicherheit funktioniert

und die St�orgr�o
e keinen Ein�uss mehr auf die Dynamik des Systems besitzt� muss die

Bedingung

r� � r� � � � �� rm � n ������

erf�ullt sein� wobei ri die Elemente des relativen �Vektor�� Grades sind und n der System�

ordnung entspricht� Wenn Gl� ������ nicht gilt� dann hat das linearisierte System einen

zus�atzlichen nichtbeobachtbaren Systemteil� Das lineare Ersatzsystem ist charakterisiert
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durch die �Ubertragungsmatrix

H�s� �

�
���������	

�

sr�
� � � � �

�
�

sr�
� � �

���

���
� � � � � � �

� � � � �
�

srm



����������

� ������

Durch Erweiterung um die linearen Regelgesetze

vi � ��i
�hi�x�� �i

�Lfhi�x�� � � �� �i
ri��

Lri��
f hi�x� �Kivi ! i � �� �� � � � � m ������

lassen sich m PTn�Ersatzsysteme erzeugen� welche die �Ubertragungsmatrix der Form

H�s� �

�
�����������	

K�

d��s�
� � � � �

�
K�

d��s�

� � �
���

���
� � � � � � �

� � � � �
Km

dm�s�



������������

� ������

mit

di�s� � �i
� � �i

�s� � � �� �i
ri��

sri�� � sri �����

bilden� Abschlie
end �ndet die Theorie der St�orgr�o
enentkopplung von MIMO�Systemen

in einem Beispiel praktische Anwendung�

Beispiel ��	

Es sei folgendes ALS mit den Eing�angen u��t�� u��t�� der St�orgr�o
e s�t� und den beiden

Ausg�angen y��t�� y��t� gegeben�

�x �

�
x��
�x�

�
 �z �
�� f	x


�

�
x�

x� � x�

�
 �z �

�� g�	x


u� �

�
�

�x��

�
 �z �
�� g�	x


u� �

�
x�

�

�
 �z �
�� p	x


s �

y� � x� �

y� � x� �

Mit

Lg�L
�
fh��x� � Lg�h��x� � x� � x� �� �

f�ur x� �� �x� und

Lg�L
�
fh��x� � Lg�h��x� � �x�� �� �
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f�ur x� �� � folgt� dass das erste Element des relativen �Vektor�� Grades r� � minf�� �g � �

ist� F�ur r� gilt

Lg�L
�
fh��x� � Lg�h��x� � x� �� �

mit x� �� � und

Lg�L
�
fh��x� � Lg�h��x� � �

bzw�

Lg�Lfh��x� � ��x��x� �� � �

so dass r� � minf�� �g � � und der relative �Vektor�� Grad r � ��� �� ist� Des Weiteren

gilt

LpL
�
fh��x� � Lph��x� � �

bzw�

LpLfh��x� � �x� �� �

und

LpL
�
fh��x� � Lph��x� � x� �� � �

Daraus folgt� dass der relative �Vektor�� Grad der St�orgr�o
e rS sich zu rS � ��� �� zusam�

mensetzt� Die Bedingung nach Satz ��� rS�i � ri� �i � �� �� ist somit erf�ullt und es kann

das R�uckf�uhrgesetz nach Gl� ����� mit gemessener St�orgr�o
e s�t� Anwendung �nden�

u�x�t�� s�t�� v�t�� � a�x�t�� � b�x�t��v�t� � c�x�t��s�t� �

Die Entkopplungsmatrix A�x� berechnet sich durch�

A�x� �

�
Lg�h��x� Lg�h��x�

Lg�h��x� Lg�h��x�

�
�

�
x� � x� �x��
x� �

�
�

F�ur die Matrix b�x� � A���x� folgt

b�x� �

�
���	

�
�

x�

� �

x��

x� � x�

x��x�



���� �

Daraus lassen sich die beiden Vektoren

a�x� �

�
��	

�x�

�x� � x�x� � x��
x��



���
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und

c�x� �

�
���	

x�

x�

�x� � x�

x�x�



����

ermitteln� Das gesamte R�uckf�uhrgesetz lautet folglich�

u�x�t�� s�t�� v�t�� �

�
���	

v�

x�
� x� � x�

x�
s

�v�x� � v�x� � v�x� � x�x� � x�x
�
� � x��

x��x�
� x� � x�

x�x�
s



���� �

Das lineare Ersatzsystem besteht somit aus jeweils einem Integrator und ist charakterisiert

durch die �Ubertragungsmatrix nach Gl� ������ der Form

H�s� �

�
��	

�

s
�

�
�

s



��� �
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� Anwendungsbeispiel	 Di�erentialzylinder

Gegenstand der Untersuchung in diesem Abschnitt ist die �Uberpr�ufung der Realisier�

barkeit der in den Abschnitten � und � hergeleiteten St�orgr�o
enentkopplung f�ur einen

Di�erentialzylinder� Neben dem Zylinder ist auch ein Proportionalventil Bestandteil des

Systemmodells� Bei dem physikalischen Modell handelt es sich um ein SISO�System mit

dem Systemeingang der normierten Ventilansteuerspannung U � dem Ausgang der Zylin�

derkolbenposition yZyl und der Kraft FS als St�orgr�o
e�

F�ur verschiedene Anwendungen beschreibt ein Systemmodell �� Ordnung �Vereinfachung

des Modells � Ordnung� 	 wie im Anhang B hergeleitet 	 ausreichend das reale System�

verhalten des Di�erentialzylinders mit Ventil �Ruppert �� �� Hinz ����� Br�ocker ������

�yZyl � �x� � x�

�yZyl � �x� �
�

mges�x��

��
x� � x�

	

�
AK � FR�x��� FS

�

�pA � �x� �
E

�

Fl�x��

VA�x��
��AKx� �QA�x��KVU�

�pB � �x� �
E

�

Fl�x��

VB�x��

�
AK

	
x� �QB�x��KVU

�
�����

mit den Volumenstr�omen

QA�x�� �

��
� BV

q
jp� � x�j sign�p� � x�� � f�ur U � �

BV

q
jx� � pTj sign�x� � pT� � f�ur U � � und

�����

QB�x�� �

��
� �BV

q
jx� � pTj sign�x� � pT� � f�ur U � �

�BV

q
jp� � x�j sign�p� � x�� � f�ur U � � �

�����

Die Zust�ande entsprechen den physikalischen Gr�o
en

x� � yZyl Position des Zylinderkolbens �m��

x� � �yZyl Geschwindigkeit des Zylinderkolbens �ms����

x� � pA Druck in der Zylinderkammer A �Pa��

x� � pB Druck in der Zylinderkammer B �Pa��

Dieses SISO�System ist jedoch kein analytisches System und somit f�ur die Untersuchung

auf St�orgr�o
enentkoppelbarkeit ungeeignet� da in dem Zustandsmodell die unstetigen

Funktionen sign��� und j � j enthalten sind� Bei Betrachtung eingeschr�ankter Druckbe�

reiche� d� h�

pT � x� � p� �����

und

pT � x� � p� �����
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und zus�atzlicher Fallunterscheidung der Ventilansteuerspannung U � � und U � � fallen

die unstetigen Funktionen jedoch weg und somit ist durchaus ein analytisches System

angebbar� F�ur U � � folgt

�x� � x�

�x� �
�

mges�x��

��
x� � x�

	

�
AK � FR�x��� FS

�

�x� �
E

�

Fl�x��

VA�x��
��AKx� �BVKV

p
p� � x�U�

�x� �
E

�

Fl�x��

VB�x��

�
AK

	
x� �BVKV

p
x� � pTU

�
����

mit FR�x�� � fVx� �
�
FC � FH exp

�
�x�

ch

��
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�
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��
� FO�set� Dieses SISO�System ist nun auf

St�orentkoppelbarkeit nach dem di�erentialgeometrischen Ansatz �Def� ��� und Def� ����

nach der Gl� ������ zu pr�ufen�

LpL
�
fh�x� � Lph�x� � � � ��� �

LpL
�
fh�x� � � �

mges�x��
�� � � �����

Damit ergibt sich f�ur den relativen Grad der St�orgr�o
e rS � �� Der relative Grad r

berechnet sich durch

LgL
�
fh�x� � Lgh�x� � � � ������

LgL
�
fh�x� � � � ������

LgL
�
fh�x� �� � ������

zu r � �� Somit gilt r � rS und das System ist auch nicht durch Messung der St�orkraft FS
mittels statischem R�uckf�uhrgesetz st�orentkoppelbar� Diese Tatsache ist auch begr�undbar

dadurch� dass
"
die St�orgr�o
e den Systemausgang schneller als der Systemeingang den

Systemausgang erreicht# �Commault u� a� ������ Analytisch l�asst sich diese Aussage



� Anwendungsbeispiel� Di	erentialzylinder � 

nach Moog und Xia ������ herleiten� Dabei m�ussen die partiellen Ableitungen nach der

St�orgr�o
e der zeitlichen Ausgangsableitungen die Bedingung

�y	k


�s
� � � � k � N ������

erf�ullen� F�ur die zweite zeitliche Ausgangsableitung gilt

��yZyl
�FS

� � �

mges�x��
�� � ������

und somit beein�usst die St�orkraft FS immer fr�uher den Systemausgang yZyl als die Ven�

tilspannung U � Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte daher sein� ein Regelgesetz

f�ur den Di�erentialzylinder zu �nden� welches die St�orkraft des Systems zumindest un�

terdr�uckt�
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 Zusammenfassung und Ausblick

Dieser Bericht gibt einen �Uberblick �uber die Vorgehensweise der di�erentialgeometrischen

St�orgr�o
enentkopplung� Die St�orgr�o
enentkopplung basiert auf dem Prinzip der exak�

ten Linearisierung� Dies bedeutet� dass ein nichtlineares Regelgesetz das nichtlineare

System in ein lineares Ersatzsystem �uberf�uhrt� Dieses Ersatzsystem ist mit Hilfe linea�

rer Regelungstheorie behandelbar� Die charakteristischen Kenngr�o
en relativer �Vektor��

Grad r und relativer �Vektor�� Grad der St�orgr�o
e rS liefern eine Aussage dar�uber� ob ein

System st�orentkoppelbar ist oder nicht� Bei Einhaltung der Bedingung f�ur St�orgr�o
en�

entkoppelbarkeit l�asst sich ein nichtlineares Kompensatorgesetz automatisiert berechnen�

Beispiele verdeutlichen hierbei die Vorgehensweise zur Berechnung des st�orentkoppelnden

Kompensatorgesetzes�

Der di�erentialgeometrische Ansatz ist auf analytische Systeme mit linear eingehender

Steuerung �ALS� anwendbar� Diese Systemklasse ist f�ur viele Systeme in der Praxis

bez�uglich des dynamischen Verhaltens repr�asentativ� Allerdings ist die Betrachtung nur

f�ur quadratische Mehrgr�o
ensysteme� d� h� f�ur Systeme mit gleicher Anzahl von Ein� und

Ausg�angen zul�assig� Ebenso kann nur eine St�orgr�o
e modelliert werden bzw� sind die

St�orungen zu einer einzigen St�orgr�o
e zusammenzufassen�

Ein Anwendungsbeispiel untersucht die St�orgr�o
enentkopplung des komplexen nichtli�

nearen SISO�Systems Di�erentialzylinder�Proportionalventil� Es liegt ein mathematisches

Modell �� Ordnung f�ur dieses System vor und durch Betrachtung eingeschr�ankter Druckbe�

reiche und einer zus�atzlichen Fallunterscheidung f�ur verschiedene Ventilspannungen� l�asst

sich das System in ein ALS �uberf�uhren� F�ur dieses ALS ergibt die di�erentialgeometrische

Untersuchung� dass der Di�erentialzylinder auch nicht durch Messung der St�orkraft� die

auf den Zylinderkolben wirkt� mittels statischem R�uckf�uhrgesetz st�orentkoppelbar ist�

Gegenstand weiterer Untersuchungen sollte daher die Erforschung eines st�orgr�o
enver�

mindernden Regelgesetzes f�ur den Di�erentialzylinder sein� Damit w�urde der Zylinder

zwar nicht unabh�angig von der St�orkraft� deren Auswirkung aber folglich vermindert

sein�
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A De�nition der Lie�Ableitung

Die Lie�Ableitung ist eine im Rahmen der Di�erentialgeometrie h�au�g benutzte Opera�

tion� um die Emp�ndlichkeit einer Funktion � von den Koordinaten x in Richtung eines

Vektorfeldes f darzustellen� Sie stellt somit die Ableitung einer skalaren Funktion entlang

eines Vektorfeldes dar und verwendet als Argumente eine reellwertige Funktion � und ein

Vektorfeld f �

Es sei � eine skalare Funktion und f ein Vektorfeld der Dimension n� dann ist die Lie�

Ableitung von � entlang f de�niert zu�

Lf��x� ��
��

�x
� f�x� �

�
��

�x�
� � � ��

�xn

�
�

�
��	
f�
���

fn



��� � �A���

Die Ableitung als Ergebnis ist wiederum eine skalare Funktion� Die wiederholte Lie�

Ableitung ist auch m�oglich� Bei einer Lie�Ableitung von � entlang f und danach entlang

g ergibt sich�

LgLf��x� ��
�Lf��x�

�x
� g�x� �

�
�Lf��x�

�x�
� � � �Lf��x�

�xn

�
�

�
��	
g�
���

gn
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F�ur die k�fache Ableitung von � entlang eines Vektorfeldes f ergibt sich eine rekursive

Darstellung�

Lk
f��x� ��

�Lk��
f ��x�

�x
� f�x� �

�
�Lk��

f ��x�

�x�
� � � �Lk��

f ��x�

�xn

�
�

�
��	
f�
���

fn
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B Systemmodell f�ur den Di�erentialzylinder

In diesem Abschnitt ist die Herleitung eines analytischen Zustandsmodells �� Ordnung f�ur

das System Di�erentialzylinder	Proportionalventil aufgef�uhrt�

Die Regelstrecke besteht aus einem Di�erentialzylinder� einem Proportionalventil und

einer Pumpe �vgl� Bild B����

yZyl

AK

AR

FS

QA� pA QB� pB

u

p� pT

Proportionalventil

Di�erentialzylinder

Bild B��� System Di�erentialzylinder	Proportionalventil

Die Pumpe sei als ideale Druckquelle angenommen� so dass diese einen konstanten Ver�

sorgungsdruck p� hat und keine Schwankungs� und Pulsationsein��usse auftreten� Das

Ventil� welches als ����Wegeventil ausgef�uhrt ist� stellt das Stellglied dar und dient zur

Steuerung der �Olvolumenstr�ome QA und QB� Die Steuerkolbenposition yVentil und damit

die Schaltstellung ist spannungsproportional angesteuert� so dass die Zylinderkammern

mit den Dr�ucken p� und pT verbunden sind� Der Zylinder dient als Energiewandler� da

er den entstehenden Druckunterschied am Kolben des Zylinders in eine Horizontalbewe�

gung umwandelt� Die Regelstrecke weist hochgradig nichtlineares Verhalten auf� wobei

als wesentliche Nichtlinearit�at des Ventils die geometrische �Uberdeckung der Steuerschie�

berkanten und die nichtlineare Durch�usskennlinie zu nennen sind� Bei dem Di�erenti�

alzylinder ist die druckabh�angige �Olkompressibilit�at in Verbindung mit den Elastizit�aten

der Rohr� und Zylinderwandungen zu erw�ahnen� Die Abh�angigkeit der �Ols�aulen in den

Zylinderkammern von der Kolbenposition �unterschiedliche
"
�Olfedern#� und die geschwin�

digkeitsabh�angigen Reibungskr�afte sind weitere Nichtlinearit�aten� Au
erdem existiert bei

dem Di�erentialzylinder im Gegensatz zum Gleichgangzylinder eine geometrische Nicht�

linearit�at� die auf die unterschiedlichen Wirk��achen zur�uckzuf�uhren ist und sich beim

Ein� und Ausfahren bemerkbar macht� Prinzipiell ist ein Ventil ein hydraulisches System

mit komplexer Dynamik� Moderne Ventile mit integrierter elektronischer R�uckf�uhrung
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sind jedoch mit guter N�aherung als PT�� oder PT��System approximierbar� Mit den

vereinfachenden Annahmen� dass

	 die Ansprechemp�ndlichkeit und Hysterese beim Ventil vernachl�assigbar ist�

	 das Ventil eine Null�uberdeckung besitzt und

	 im Ventil nur viskose Reibung auftreten darf�

ist das Ventil vereinfacht als PT��System modellierbar� Die Kenndaten sind dem gemes�

senen Frequenzgang �Bode	Diagramm� vom Hersteller entnommen� Weiterhin sind

	 die Leck�olverluste�

	 die Leitungsdynamik vernachl�assigbar sowie

	 der Druck in den R�ucklau�eitungen pT als konstant angenommen�

Das Zustandsmodell besteht aus sechs nichtlinearen Di�erentialgleichungen� Die Zust�ande

des Systems sind

x� � yZyl Position des Zylinderkolbens�

x� � �yZyl Geschwindigkeit des Zylinderkolbens�

x� � pA Druck in der Zylinderkammer A�

x� � pB Druck in der Zylinderkammer B�

x� � yVentil Position des Steuerkolbens im Ventil und

x � �yVentil Geschwindigkeit des Steuerkolbens im Ventil�

Mit diesen Zust�anden lassen sich aus Kr�afte� und Massenbilanzen sowie Bernoulli�sche

Gleichungen die nichtlinearen Zustandsdi�erentialgleichungen des Systems bestimmen�

Die Bilanzierung basiert auf den Bezeichnungen und der Vorzeichenkonvention im Bild B���

Das Di�erentialgleichungssystem � Ordnung lautet nach Ruppert ��� �� und Hinz �������

�yZyl � �x� � x�

�yZyl � �x� �
�

mges�x��

��
x� � x�

	

�
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�

Fl�x��

VA�x��
��AKx� �QA�x�� x���
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E

�

Fl�x��

VB�x��

�
AK

	
x� �QB�x�� x��

�

�yVentil � �x� � x

�yVentil � �x � 
�
V

�
KVU � �DV


V
x � x�

�
�

�B���
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Die ersten vier Gleichungen beschreiben die Dynamik des Zylinders� w�ahrend die beiden

letzten die Dynamik des Ventils repr�asentieren� Da f�ur das Ventil als Systemmodell ein

PT��System Verwendung �ndet� sind

U �
u

umax
und x� �

yVentil

ymax
�B���

dimensionslos und es gilt die Normierung �� � U � �� �� � x� � �� Die gesamte

bewegte Masse mges setzt sich zusammen aus der Last� der Masse des Kolbens und der

Kolbenstange 	 zusammengefasst in der Konstante m�

ges 	 sowie den �Olmassen�

mges�x�� � m�

ges � �Fl�VA�x�� � VB�x��� � �B���

Die �Olvolumina VA�x�� und VB�x�� setzen sich zusammen aus dem Volumen des �Ols in

den Zylinderkammern und dem �Olvolumen in den Leitungen �VLA� VLB��

VA�x�� � VLA � x�AK � �B���

VB�x�� � VLB � �H � x��
AK

	
� �B���

Die Reibkraft FR besteht aus den drei Anteilen viskose� Coulomb�sche Reibung und Haft�

reibung� Die Reibung ist durch die sogenannte
"
Stribeck�Kurve# approximierbar�

FR�x�� � fVx� � sign�x��

�
FC � FH exp

�
�jx�j

ch

��
� FO�set � �B��

Die Volumenstr�ome QA und QB berechnen sich in Abh�angigkeit des Vorzeichens der Ven�

tilkolbenstellung x� zu

QA�x�� x�� �

��
� BV x�

q
jp� � x�j sign�p� � x�� � f�ur x� � �

BV x�

q
jx� � pTj sign�x� � pT� � f�ur x� � � �

�B���

QB�x�� x�� �

��
� �BV x�

q
jx� � pTj sign�x� � pT� � f�ur x� � �

�BV x�
q
jp� � x�j sign�p� � x�� � f�ur x� � � �

�B� �

mit dem Durch�ussbeiwert BV� der sich aus dem Nenndurch�uss QN� der Nenndruck�

di�erenz �pN und der maximalen Position des Steuerkolbens im Ventil x��max wie folgt

ergibt�

BV �
QN

x��max
p
�� ��pN

� �B���

Auf Grund der Normierung der Di�erentialgleichung des Ventils ist x��max dimensionslos�

Bei Betrachtung des von Lufteinschl�ussen� von der Temperatur und besonders vom Druck

abh�angigen Ersatzkompressionsmoduls E
�

Fl gilt nach Lee �������

E
�

Fl�p� �
EFl

�
log

�
���

�
�� �

p

pmax
� �� ��

��
� �B����
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F�ur Ventile mit einer um ein bis zwei Gr�o
enordnungen schnelleren Dynamik als die des

Zylinders ist die Vereinfachung des Ventils als P�Glied mit der proportionalen Verst�arkung

KV zul�assig� Somit ergibt sich aus einem Zustandsmodell � Ordnung folgendes Modell

�� Ordnung�
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mit den Volumenstr�omen

QA�x�� �
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� BV

q
jp� � x�j sign�p� � x�� � f�ur U � �

BV

q
jx� � pTj sign�x� � pT� � f�ur U � � und

�B����
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� �BV

q
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