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e die Randsteuerung soll ebentalls stiickweise linear auf entsprechenden Randelementen diskretisiert werden:

Einleitung Uy, = {u € C(T) |ule € Py Ve € T,,NT}

Basierend auf obigen Diskretisierungen betrachten wir nun folgendes regularisierte und endlichdi-
Motivation: Optimalsteuerprobleme mit partiellen Differentialgleichungen sind aus vielen Anwendungsbere- mensionale Optimalsteuerproblem:
ichen mittlerweile nicht mehr wegzudenken. Mit Hilfe einer Steuerungsvariable wird die Losung der Differen-

tia}gle.:ichung, Welche Zustand genannt Wird, beeinﬂugst. Gleic}.l.zeitig soll ein Zielfunktional minimiert werden. Minimize Jo(y5, u$, v5) :luyz —y dH2L2 ) 4 Z”U(;LHQB ) 4+ @”U}i”%? Q) (P%)
Bei vielen technischen Anwendungen sind punktweise Bechrankungen an den Zustand und die Steuerung 2 2 2

unerlaflich. Es ist bekannt, dass die zu Zustandsbeschrankungen gehorigen Lagrangeschen Multiplikatoren

keine messbaren Funktionen mehr sind, siche [1]. Dies macht die Anwendung effizienter Optimierungsalgo- / Vy; - Vzp + yp 2 do = / uy 2, + ds / o(e)vf zpdr Vzp €V,

rithmen und numerische Analysis extrem schwierig. O T O

Ziel: Entwicklung einer Regularisierungsmethode, um oben genannte Probleme mit Multiplikatoren zu ver- ug < U5, <y Ll auf T

meiden. Diskretisierung der regularisierten Probleme und Herleitung einer a priori Fehlerabschatzung der

P>y — &y fiinQ ccQ
endlichdimensionalen Probleme zum Originalproblem. Yn = Yo — $(E)V)

Zugang: Die Einfuhrung einer zusatzlichen verteilten Steuerungsvariable ermoglicht die Nutzung der

Lavrientiev-Regularisierung. Lagrangesche Multiplikatoren bezuglich der entstehenden sogenannten gemis-

chten Kontroll-Zustandsschranken sind wieder regulare Funktionen, siche [4]. Diese regularisierten Probleme

werden mit Hilfe von finiten Elementen diskretisiert. Basierend auf geeignet konstruierten Testfunktionen

fur die Optimalitatsbedingungen kann eine Fehlerabschatzung zur optimalen Losung des Originalproblems

hergeleitet werden. e (P} ) kann als quadratisches Optimierungsproblem mit linearen Gleichungs- und Ungleichungsnebenbe-
dingungen im R" geschrieben werden

e notwendigen (und hinreichende) Optimalitatsbedingungen einfach zu formulieren

e duale Variablen sind wie im kontinuierlichen Problem eindeutig = verwenden Primal-duale aktive Men-
genstrategie als Optimierungsalgorithmus

Linear-quadratisches

Neumannrandsteuerungsproblem Theorem: Konvergenz von (Pp) zu (P), 3]

Seien (u,y) bzw. (uj,v7,y;) die optimalen Losungen von (P) bzw. (Py). Ferner gelte

ple)+€le)
()

Konstante ¢, so daf3

(h|log h|1/2)1Hd 4 = 2.3, Dann existiert eine von e und h unabhingige positive

_ _ _ _ 1/2
la — 5|l ) + 15 — 951l 2y < chllog h|'/2.

. 1 2 Vo2
Minimize —J(y, u) 3:§Hy - dep(g) + §”UHL2(F> (P)
wichtige Eckpunkte:

beziiglich der linearen partiellen Dgl.
e °°-FE-fehlerabschitzungen in €, sowie L2-FE-fehlerabschitzungen bzgl. MaBen

~Ay+y=0inQcR?

Oy = u on T = 90 o gleichmaflige Beschranktheit der diskreten Losungen bzgl. € und A
und Kontroll- brw. Zustandsschranken e Konstruktion geeigneter Testfunktionen fiir die jeweiligen Optimalitatssysteme
ug < u(x) <wuy fi. auf T e Betrachtung der Zustandsbeschriankungen in innerem Teilgebiet €’ von
y(x) > ye(x) fi. inQ cc e Kopplung des Regularisierungsparameters und der Gitterweite

) Numerische Testergebnisse
e Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Losung (u, ¢) ist Standard

e notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen konnen formuliert werden, allerdings ist der
Lagrange-Multiplikator beziiglich der Zustandsbeschankung ist im allg. nur ein Maf, siehe Casas [1]

o] 2 1 2 2
Minimize 5 ly — yd”p(g) + 5 lu — Ude(r) (1=10,1]

—Ay+y=1f in €,
Opy=u-+g onl,
—3<u< —041fua auf I’
y >y, L in QY

e Auflerdem sind die dualen Variablen nicht eindeutig = zusatzliche Schwierigkeiten fur efliziente Opti-
mierungsvertahren

Konzept der virtuellen Steuerung

Die gegebenen Funktionen sind derart gewahlt, so dass sich folgende optimale Losung ergibt

u(z) = Proji_g _gg{—m(sin(rz1) + sin(rzg)} und y(z) = sin(mzy) sin(rzg)

Die Einfithrung einer neuen verteilten Steuerung ve gestattet die Betrachtung gemischter Kontroll-
Zustandsschranken: Optimale Losung von (Py) fiir fixiertes / und ¢
() °
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Minimize  Jz(ye, te, ve) 3:§Hys - deLQ(Q) + §”UeHL2(r) + THU€HL2(Q> (Pe)

—Aye + ye = ¢(e)ve in
OnYs = Ug on [' = 0f)
Ug < us(x) <up i auf T
y(x) > ye(x)—E(e)v. £l in Q@ cC Q

e Eixistenz und Eindeutigkeit einer optimalen Losung (e, s, y2) ist Standard Randsteuerung Zustand g virtuelle Steuerung o5

e Lagrange-Multiplikator bzgl. der gemischten Beschrankung ist regulére Funktion, siehe 4]

Konvergenz der diskreten und regularisierten Losun
e duale Variablen sind eindeutig per Konstruktion = Anwendung von Aktiver-Mengen-Strategie oder = = =

Newton-ahnlichen Methoden inklusive Analysis moglich

T —

e betrachten den Fehler || —u5 || fiir folgende Param-
etertkt.:

Theorem: Konvergenz von (P:) zu (P), [2]

Seien (@, y) bzw. (Ue, Vs, ye) die optimalen Losungen von (P) bzw. (Pz). Dann existiert eine von
£ unabhangige positive Konstante ¢, so dafl

10_2?
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e die Kopplung zwischen € und h ist somit gegeben

durch:

e ~ h3|log h|*/2

2 9
v = uel[ 7oy + 19 = Vel 7o) < ¢ (
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e die numerischen Resultate stiitzen unsere a priori
Fehlerabschatzung. Die experimentellen Konver-
10 genzraten sind sogar etwas besser als erwartet.

10°° 1077 10

Diskretisierung von (P.)
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