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Einfiihrung

Die Analyse von Zeitreihen spielt eine zentrale Rolle bei der Untersu-
chung komplexer Systeme.

Zeitreihe: Folge von reellen oder komplexen Zahlen. Beispiele fiir

Zeitreihen:

o Aktienkurse, Schlussstande des DAX, Wechselkurse, Anzahl von Son-

nenflecken, Arbeitslosenzahlen, Wasserstinde, EEG Daten, ...
asset prices: CSCO, INTC
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Abb. 1: Annzahl der Sonnenflecken
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Abb. 2: Aktienkurse

Korrelationsmatrix

Korrelationen zwischen Observablen komplexer Systeme:
Exp. Zugang: Messung der Observablen und anschlieflender Vergleich der

Messwerte
e p Observablen O (t)j=1---p
e Messung der Observablen an n Zeitpunkten ¢t k =1---n

e Messwert der Observablen O;(t) zum Zeitpunkt ¢, Gy,

05

0_4
0_1 (Observable 1)

0_3 g, 0_2
Messung liefert fiir jede Observable O,(#) eine Zeitreihe bestehend aus n

Messwerten
Gj : Gjl ng Gjn (1)
e Insgesamt pn Messwerte die in p X n Datenmatrix M zusammengefasst
werden
e Korrelationskoeffizient zwischen den Zeitreihen G und G

oo MGG GG —

. @) 1
TG = GG~ (G

~(MMY;. (2

o C;; bilden die Eintrége emer reell symmetrischen bzw. einer hermiti-

schen Matrix C' = CT die als Korrelationsmatrix bezeichnet wird.

Zufallsmatrixmodell

Ziel: Beschreibung statistischer Eigenschaften von Korrelationsmatri-

Zen.
e Frsetze Datenmatrix M durch Zufallsmatrix W

e Eintrige W;; sind reelle (3 = 1) oder komplexe (3 = 2) Zufallsvaria-

blen mit Verbundswahrscheinlichkeitsverteilung

Pg(W,C) o< exp (—gtrWTC_ll/‘/) (3)

e Ensemblemittel von WW1 /n reproduziert Korrelationsmatrix C'
(W) = [ AW @wmpw.c)=c

e Modell erlaubt es Grofien von C' durch Mittelung der entsprechenden

GréBen von WW T /n zu untersuchen.

e Bei Mittelung invarianter Grofen (Spur, Determinante) kann C' durch
die Diagonalmatrix A = diag(Aq, - - -
den Pg(W,C) — Pg(W, A).

, \p) der Eigenwerte ersetzt wer-

Ziel: Berechne gemittelte marginale Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Ei-
genwerte der Matrix Wwi

o _i : WA ﬂp
Syla) = —— lin I / A L (3

sowohl fiir komplexe wie auch fiir reelle Korrelationsmatrizen.

Reelle v.s. komplexe
Korrelationsmatrizen

WWwt = U 1w2U
U c O(p),U(p)

Ansatz: Diagonalisiere Matrix WwT.

w? = diag(w%, c ,w]%),

e Wahrscheinlichkeitsdichte nicht rotationsinvariant — Gruppenintegral

(A, w?) = / exp <—§trUTA—1Uw2> dp(U), (6)

e komplexe Korrelationsmatrizen (8 = 2):
Ein kompakter Ausdruck fiir ®o(A, w?) ist bekannt [1, 2] mit Hilfe

dessen sich S9(x) berechnen lasst

Z Z D(i, j)a" P~ exp (—x/A;)

1=1 9=

D (1]2[ (n — l)!) det™ AAH(AT)
[=1

So(x) = O(x) (7)

Dabei ist D(z, ) der Cofaktor der Matrix Dy = (n—p+s— 1)!/\?_]9“

und Ap(A) =] f Y (Aj — A;) die Vandermonde Determinante.
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Abb. 3: marginale Wahrscheinlichkeitsdichte fiir p = 2 und n = 3.

e reelle Korrelationsmatrizen (G = 1):

Geschlossene Form des Gruppenintegrals ist nicht bekannt

e Finzige bekannte Form des Gruppenintegrals hat die Gestalt vielfacher

unendlicher Reihen iiber Zonale bzw. Jack-Polynome |3, 4]

e keine expliziten Ausdriicke fiir marginale Wahrscheinlichkeitsdichte so-

wie hohere Korrelationstunktionen

Supersymmetrie

e Konzept der Supersymmetrie hat seine Urspriinge in der Teilchenphy-
sik
e Neben Anwendungen in der Teilchenphysik ist die Supersymmetrie

heute ein unverzichtbare Rechentechnik zur Behandlung von Proble-

men in der Zufallsmatrixtheorie |5].

e Ausgangspunkt fiir die Berechung der marginalen Wahrscheinlichkeits-
dichte ist die Erzeugende Funktion

WwT)
WWT)

det(z*1, — J1l) —

Z5(J) = / AW P5(W, A) 8)

e Zusammenhang mit marginaler Wahrscheinlichkeitsdichte durch Ab-

leitung nach J

Sg(x) = L lim ImﬁZﬁ(J) (9)
o 2pT €—0 0J o

e Eixakte Abbildung der erzeugenden Funktion auf ein Supermatrixinte-

e o ist hermitische 4 X 4 bzw. 2 X 2 Supermatrix fiir 8 = 1 bzw. G = 2.
e Mit Hilfe der Supersymmetrie Methode wird die Anzahl

der auszufiihrende Integrale erheblich reduziert.

e J-Ableitung austfithren und anschliessend ¢ diagonalisieren liefert
Sp(r) o /d[R]|Ber5(R)Hﬁ(2xR/ﬁ)(strR)
stdet B/2 (R_—A ) (11)
=1

11) das

e [iir komplexe Korrelationsmatrizen kann ausgehend von Gl. (

bekannte Ergebnis fiir So(x) reproduziert werden.

e reelle Korrelationsmatrizen: R = diag(rq, 9, 1Ro1,1R91)

T — o
Si(x) /d[R] (L — iRy )21 — 7;}%21>2[1(2:CR)(ster) (12)
P 1Ry — /\j_l

jHl Jor = A7 D0y —A7D

e marginale Wahrscheinlichkeitsdichte

p n—2—p+k
()Y B Ep(A™Ha" ™# PRI (2, A) (13)
k=0  5=0
mit
_1 1 1
E (ATh = Z A_A_’ (14)

<1< <zk<p

o
px, ) = lim Im/dﬁ/er'” — 19|( r1r2><n—1>/2 —21(r1+7s)
e—() =
0 \/ r{ —A _Aj )
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L

gral [6]
D 1)/ P 5 \n2 e Das Problem der Berechung der marginalen Wahrscheinlichkeitsdichte
: n—1)/2 _—2str
Zg(]) = /d[@]lﬁ(g) H sdet=P/2 ( — JI — é ) (10) mit [1(R) o< O(r1)O(r2)(r172) € (_5i321) 0(Ra1). reeller Korrelationsmatrizen ist damit auf eine endliche Summe von
J=1 e Integration iiber Ro; kann ausgetiihrt werden Doppelintegralen reduziert.
Zusammenfassung e ['iir doppelte Entartung der Eigenwerte A; kann die marginale Wahr- 4] I.G. Macdonald. Symmetric Functions and Hall Polynomials. Cla-

e Anwendung der Supersymmetrie Methode auf reelle und komplexe

Korrelationsmatrizen.

e Mit Hilfe dieses Ansatzes lédsst sich das bekannte Ergebnis fiir komplexe

Korrelationsmatrizen reproduzieren.

e Ansatz umgeht das strukturelle Problem das fiir reelle Korrelations-

matrizen auftaucht.

scheinlichkeitsdichte durch ein einfach Integral ausgedriickt werden |7].
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