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EINLEITUNG

Die Klassifizierung bzw. Charakterisierung mathematischer
Objekte ist ein Ziel jeder mathematischen Theorie. Durch
Ordnen einerseits und Konstruieren andererseits versucht
man, sich einen mdglichst weiten Uberblick iiber die Viel-
falt der zur Debatte stehenden Objekte zu verschaffen.

Wie etwa die Theorie endlicher projektiver Ebenen oder auch
die Gruppentheorie zeigen, wirft schon allein das Studium
endlicher Strukturen oft fast uniliberwindbare Probleme auf.
Die Schwierigkeiten vermehren sich im allgemeinen, wenn man
die Endlichkeitsbedingung fallen l&sst. Schwidchere BEndlich-
keitsbedingungen, etwa Kettenbedingungen bei Gruppen und
Ringen, ermtglichen ein sinnvolles Klassifizieren, jedoch
ist es im allgemeinen nicht zu umgehen, dass die Charakteri-

sierungen, d.h. die 'Siebe', grober werden.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine loglichkeit der Charak-
terisierung von geometrischen Cbjekten, den projektiven

Hjelmslev-Ebenen (H-Ebenen), aufzuzeigen. H-Ebenen sind

projektive Inzidenzstrukturen, in denen zwei Funkte u.U.
mehr als eine Verbindungsgerade bzw. zwel Geraden mehr als
einen Schnittpunkt haben. Flir desarguessche H-Ebenen hat
KLINGENBERG (1955) das Koordinatisierungsproblem gelOst.

s ergeben sich als Koordinatenbereiche Ringe (Hjelmslev-
Ringe oder kurz: H-Ringe), deren Links-(Rechts-)Idealver-
band linear geordnet ist, deren Nullteiler zweiseitig sind
und das maximale Ideal bilden. Es hat sich im Laufe der Zeit
gezelgt, dass bel den desarguesschen H-rbenen die Struktur
des ldealverbandes des zugehSrigen H-Ringes wesentliche geo-
metrische Information enth8lt. Das belegen Arbeiten von
LUNEBURG [11], ARTHANT [2], DRAKs [4] und BACON [3].

Dabel stand das Studium der uniformen H-Ebenen - im desar-
guesschen Fall bestent der Idealverband des Koordinatenrin-
ges aus genau einem von Null verschiedenen Hauptideal -
zeitlich an erster Stelle [11). Danach folgten die Verall-
gemeinerungen von ARTMANI und DRAKE auf H-Ebenen, bei denen
die Koordinatenbereiche der zugehdrigen desarguesschen Struk-
turen endlich viele Hauptideale besitzen. Bs zeigte sich,
dass es geometrisch sinnvoll ist, z.3. flir eine natiirliche
Zahl n die H-iZbenen n-ter Stufe (2] als eine Klasse von




gleichartigen Strukturen zu behandeln. Unter diesem Gesichts-
punkt wéren die projektiven Zbenen als eine geschlossene Klas-—
se anzusehen. Offen war bislang die Frage nach einem geelg-
neten Klassifizierungsmerkmal filr I-Bbenen, die nicht in die
Obigen Schemata passen. Dabei scheint es sinnvoll zu sein,
solche Charakterisierungen zu wihlen, die fiir desarguessche
H-Tbenen die Struktur des Idealverbandes widerspiegeln. Iin
geeignetes Hilfsmittel stellen die in 1 eingefihrten Kon-

gruenzrelationen dar. Kongruenzrelationen sind Aquivalenz-

relationen auf der runkt- bzw. Geradenmenge, die im wesent-
lichen mit den geometrischen Cperationen - Verbinden, Schnei-
den - vertrédglich sind. Diese sind schon durch die Zquivalenz—
klasse eines einzigen Funktes bestimut (1.5). Ferner ist die
llenge der Kongruenzrelationen einer H-lbene linear geordnet
(1.7), was die gewlnschte Verwandtschaft mit dem Idealver—
vand der desarguesschen Koordinatenbereiche aufzeigt. Als
charakteristisches llerkial einer H-Kbene nehmen wir dsher
den Ordnungstyp der rlenge der Kongruenzrelationen. Line Un-
tersuchiung dieser lenge zeigt ferner, dass gewlsse Hongruenz-—
relationen vor anderen ausgezeichnet sind, wodurch wir, ins-
besondere wenn die llenge der Kongruenzrelationen unendlich
ist, zusitzliche Strukturaussagen erhalten ($2). Damit kdn-
nen wir dann scliliesslich in $4 die uniformen H-IZbenern und
die von ARTMANN betrachteten H-Lbenen der Hdhe n in unser
Konzept einordnen. Zuvor mlissen wir aber einen Zusanuenhang
zwilsclien llorchismen von lH-Ebenen und den Kongruenzrelationen
nerstellen., Vie der Alternativsatz in §1 zeigt, lassen H~ibe-
nen unter vernlinftig erscheinenden Zusatzvoraussetzungen im
wesentlicien nur zwel verschiedenartige Morphismenbegriffe
zu: nachbarschaftstreue bzw. ferntreue Morphismen. Diese
beiden Arten von Morghismen sind naheliegende Verallgemei-
nerungen der von ARTHANI eingeflihrten verfeinerten Nachbar-
schaften [1]. Bs stellt sich nun heraus, dass genau die
ferntreuen lorphismen Kongruenzrelationen induzieren bzw.

von Kongruenzrelationen induziert werden.

T

Grundlegende Ligenschaften der Kongruenzrelationen, etwa
die eindeutige Bestimmtheit durch die Klasse eines Funlites
bzw. die lineare Ordnung in der lenge der Kongruenzrelatio-

nen, finden ihren Kiederschlag in zwel Isomorphies#tzen,




- 3 =

die wiederum zusammen mit einem Zerlegungssatz fiir ferntreue
Morphismen die Auszeichnung spezieller Kongruenzrelationen
in §2 rechtfertigen.

Um schliesslich unser Konzept im desarguesschen Fall in §6
zu interpretieren, besch&ftigen wir uns in §5 zunichst ein-
gehend mit den Eigenschaften von H-Ringen bzw. deren Ideal-
verbédnde. Der Idealverband eines H-Ringes ist genau dann
diskret und endlich, wenn der Ring links-(rechts-)noethersch
oder links-(rechts-)artinsch ist. Flir H-Ringe sind daher die
aufsteigende und die absteigende Kettenbedingung gleichwer-
tig. Die noetherschen H-Ringe besitzen genau ein Primideal.
Allgemein gilt flr H-Ringe mit genau einem Frimideal, dass
alle Ideale zweiseitig sind und jedes epimorphe Bild wieder
ein H-Ring ist. Die Hauptideale eines solchen Ringes bilden
eine linear geordnete archimedische Halbgruppe, die man be-
kanntlich alle iberblickt.

Wenngleich, wie schon oben erwdhnt, die Kettenbedingungen
flir H-Ringe die Klasse der Ringe und damit die der zugehd-
rigen desarguesschen Strukturen stark einengen, gerade aber
besonders einfache Objekte beschreiben [2], so erh&lt man,
fordert man die Kettenbedingungen nur fiir die Menge der
Primideale, eine Klasse von Ringen, die ebenfalls vom geo-
metrischen Standpunkt aus interessant sind: jedes ferntreue
epimorphe Bild einer H-Ibene iliber einem solchen H-Ring ist
wieder eine H-Ibene.

Unm diesen Satz beweisen zu kdnnen, bendtigen wir einige we-
sentliche und interessante Aussagen liber die Annullatoren in
H-Ringen. Dabeli stossen wir auf ein bislang ungeldstes Prob-
lem von OSOFSKY [13}, das sich ihr aus einem ginzlich anderen

Zusammenhang stellte.

In §6 schliesslich stellen wir den schon 6fters angespro-
chenen Zusammenhang zwischen den Xongruenzrelationen einer
H-Ebene und dem Idealverband des zugehtrigen Koordinatenrin-
ges her. Die oben erwdhnten speziellen Kongruenzrelationen
kbnrnien nun im Idealverband als Annullatorideale bzw. als
Primideale gedeutet werden. Damit ist das geometrische Klas-
sifizierungsproblem algebraisiert. S0 kOnnen wir nun Uber
die Abh&dngigkeit von bewelstechnisch notwendigen Zusatzbe-
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dingungen an die Kongruenzrelationen in §2 entscheiden.
Uffene geometrische Probleme lassen sich algebraisch verste~
hen, wdhrend ringtheoretische Ligenschaften in geometrische
Ubersetzt werden ktnnen. Schliesslich wird damit die Frage
aufgeworfen, inwiewelt Eigenschaften des Koordinatenringes,
die jetzt liber die Ordnungstypen gewisser lMengen von Kon-
ruenzrelationen und damit unabhidngig von einer Koordinati-
sierung formuliert werden konnen, als Strukturmerkmale fiir
d-Zbenen allgemeingliltig sind.,

Der letzte Abschnitt (§7) dieser Arbeit enthdlt ein Konstruk-
tionsverfahren flir H-Ringe, das uns eine Reihe von Beispie-
len bzw. Gegenbeispielen liefert.

Zum Schluss mdchte ich mich bei Herrn Frof. Dr. B. Artmann
bedanken, der diese Arbeilt angeregt, wesentlich gefdrdert
und betreut hat.

VEREINBARUNGEN

Die Mengeninklusion bezeichnen wir mit <, wdhrend Ac B stets
AcBund A # B beinnaltet, Flr Llemente A,B eines Unterver-
bandes & (V) eines Potenzmengenverbandes bedeutet Ac¢ B stets
A ist unterer Nachbar von B in £ (V), d.h. AcXEB und Xef(V)
hat X = B zur Folge. Wenn Verwechslungen bzgl. einer Grund-
menge ausgeschlossen sind, schreiber wir fiir A\ B auch B€.
Mit 1 kilirzen wir die Verneinung von Aussagen ab.

Alle Ringe haben ein neutrales LZlement der Multiplikation,
das auch Einselement aller Unterringe sein soll. Der Begriff
'Ideal' wird als Oberbegriff flir Linksideal, Rechtsideal

(die verschieden vom Ring sein sollen) verstanden. Daher
sprechen wir auch sinngeméss von zweiseitigen Idealen.
Duo—Ringe sind dann nicht notwendig kommutative Ringe,

deren sé@mtliche lIdeale zweiseitig sind. Die Multiplikation
in einem KOrper ist nicht notwendig kommutativ.
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§ 1. KONGRUENZRELATIONSEN UND MORFHISMEN IN FROJEKTIVEN
HJELMSLEV-EBENEN

In diesem ersten Paragraphen werden wir uns mit Kongruenz-
relationen und Morphismen in projektiven Hjelmslev-LEbenen
beschdftigen. Die Ergebnisse iliber Kongruenzrelationen werden
wir dann in §2 auswerten, widhrend das Resultat des Hauptsat-
zes Uber Morphismen uns eine Rechtfertigung gibt, im folgen-
den eine spezielle Klasse von Morphismen zu untersuchen, die
nun ihrerseits in engem Zusammenhang mit den Kongruenzrela-
tionen stent., Da dieser Hauptsatz zeigt, dass unter nahe-
liegenden Voraussetzungen die Morphismen im wesentlichen

in zwel Klassen eingeteilt werden kdnnen, werden wir ihn

oft als Alternativsatz ansprechen.

A. Haupts&tze iUber Kongruenzrelationen

1.1 Def.: (KLINGEZNBERG [9,5.100])
Eine Inzidenzstruktur ¥ = (R,{, I) heisst eine
projektive Hjelmglev-Ebene, kurz H-Ebene, wenn

o folgende drei Axiome erfiillt:
(H1) Y F,0eR dged : P,0 I g
(H2) Vg,ha% 3¥eR: P I g,h
Zwel Tunkte P,Q von & heissen benachbart, in Zei-
chen Po (), wenn es zwel verschiedene Geraden g,h
mit ¥,Q I g,h gibt. Dual dazu ist go h definiert.
Sind Punkte P,QJ (Geraden g,h) nicht benachbart,
so schreiben wir P8 ( (g h) und nennen sie oft
entfernt (kreuzend)!
(H3) Es gibt eine gewShnliche projektive Zbene
einen surjektiven Ingidenzmorphismus a:&ﬁ-»f’mit
al = o) & Po
ag = ah & goh
Nach (H3) sind die Nachbarschaftsrelationen fiir Funkte und
Geraden Aquivalenzrelationen und die Paktorstruktur ¥/ ist

@D und

eine zu P isomorphe projektive ¥bene. Wir setzen im folgen-
den meist 3 =T und nennen # das kanonisch homomorphe Bild
und die Projektion a:d—dHden kanonischen Homomorphismus von d&C.
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Bemerkungen: 1. Auf jeder Geraden g gibt es Funkte F,Q, die

nicht benachbart sind. Daher kdnnen wir jede Gerade mit
der Menge der mit ihr inzidierenden Punkte identifizie-
ren, wenn wir die Inzidenzrelation durch die e-Relation
fir Mengen interpretieren.
2. FPof) und PR => PRo QR

goh und gk =—> gakohnk
3. Wegen 2. lésst sich die Nachbarschaft von Geraden

auf die von Punkten zurlickfiihren.

goh&=Y¥P I g 3Q I h: PoQqund VP I hdgIg: Poq

Im folgenden wird sich zeigen, dass Relationen mit &hnlichen
Eigenschaften wie die Nachbarschaftsbeziehung (2.,3%.) von Be-
deutung fiir die Charakterisierung von H-Ebenen sind. Verbin-
den und Schneiden sind die Grundoperationen der projektiven
Geometrie. Deshalb wird men von Aquivalenzrelationen, welche
diese OUperationen respektieren, besonders glinstige kigenschaf-
ten erwarten. In der Il-Geometrie sind natiirlich beim TFrojizie-
ren entsprechende Voraussetzungen zu machen. Verbunden wer-
den nur entfernte Punkte, geschnitten nur kreuzende Geraden.
Das veranlasst uns zu folgender Definition:

1.2 Def.,: Ist T eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Punkte einer H-Ebene und setzt man flr Geraden g,h
EThedYP 1 gdQ I h: PTQundVP I ndQ I g: PT g,
so heisst T eine Kongruenzrelation (K-Rel.), wenn

gilt:
(K1) v ¢ o
(K2) ¥?,0,R: PTO und PR => PRT QR
Yeg,h,k: g7 h und gg k¥ = gnkT hnk
(Invarianz bei Projektionen)
Bemerkungen: 1. Wir setzen wie iiblich P = Q& (F,0)eid und
entsprechend PTO&ED (P,0)eT und Po s (P,Q)c o,
2. Da v Zquivalenzrelation ist, haben wir trivialerweise

ide o, also ide T ¢ ©O.
3. it [P]q¢ bezeichnen wir die Aguivalenzklasse des
Punktes P bzgl. T .
1.3 Lemma: Sei 3 eine II-Ebene und T eine K-Rel. Dann gilt:
Vr,0eR Y g,hsg mit P I g, Q I h:
Plpa gl = 1Qlganl.
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Beweis: Man Uberlegt sich, dass man sich auf den Fall P = (),
P I g,h beschrédnken kann. (K1), (K2) gestatten nun die Kon-
struktion einer bijektiven Abbildung - Projektion von einem
nicht zu P benachbarten Punkt in einer nicht zu g,h benach-
barten Richtung - von [P]T n g in [Q}T.n h.

—~—

1.4 Lemma: Sei T K-Rel. Dann gilt filir kreuzende Geraden g,h
und runkte F,Q,R mit P I g,h und 9 I g, R I h:
QTR == PTQ und PTR.
Beweis: Wdhle S I h, S@R. Dann ist SR = hTS5¢. ggh impli-

ziert FPT O und wegen QTR haben wir PT R,

Eine wesentliche Aussage liefert nun der folgende Satz. Ein
g&hnliches Resultat flir gewShniiche projektive Ebenen wurde
von ROW [16] bewiesen.

1.5 Satz: In einer H-Ebene ist jede Kongruenzrelation durch
den Schnitt einer Aquivalenzklasse eines Funktes
mit einer inzierenden Geraden festgelegt.

mit anderen Worten: Sei A Punkt auf g, T,,7, K-Rel. und
[AJE ngec [Ajnn g, so gilt T, T,.

Zum Bewels bentOtigen wir den folgenden Hilfssatz:

1.6 Lemma: In einer H-Ebene ist jede K-Rel. durch die Aqui-
velenzklasse eines Punktes festgelegt.

Bewels: Wir zeigen: Sei A Punkt indl und T,, T, K-Rel. mit
[AjuE lalg,, so ist fiir alle Funkte 3 stets [Bly, ¢ [Blg,.
s genlgt, die
Behauptung fir
Punkte B A zu
verifizieren.
Ist |[BJT4l =1,
80 sind wir fer-
tig. Also kon-

X 3 3 A nen wir nun da-
Pig. 1 von ausgehen,

dass es einen Yunkt YS{B]T;’ verschieden von 3, gibt. Mit

1.3 existiert dann auf Jjeder Geracden g durch B ein solcher

Punkt. Sei nun AB = g, YE[B]TQ und Y % g. wWir wdhlen ferner

XTI gmit Xgga,3. Sel h eine mit Y und B inzidierende Gerade.




Wegen X@Y gilt g = XBT, JY. Also ist X¥nlAlg, % @ und wegen

[A]T] E[Ajti muss XYn[A]Il¢,6'sein. Somit existiert ein Punkt

Z I XY mit Z7, A und Z@&X. Wegen XY = X7 ist g T, XY,

Fall 1: hegg. Mit (K2) folgt sofort ve[B] 1,.

Fall 2: hog. Wdhle m,1 I B mit neloegem und VI 1 mit
V#B. Setze W = VYam. Wegen Ye[B] ¢, gilt VY 7, 1,
also WE[B]T}- Wegen mg@g g ist Fall 1 anwendbar, d.h.
WelBlg, . Da We V ist, gilt VW = VY T, 1, daher ist
mit hgl auch Ye[B]g,. Damit ist fir jedes 3¢ be-
wiesen: [B]T; c [BJT;.

Mit (K2) Ubertrédgt sich das Ergebnis auf Geraden, d.h.
Vee G [glr, ¢ lelg,.

Mit Hilfe dieses Lemmas lisst sich der Satz nun leicht be-—

welsen.

Beweis von 1.5: Wir zeigen:

A I g und [iﬂnﬂg c [Ajlgzng —_— [A]rg4 ¢ [alg,.

Ist |Lalg,| = 1,
s0 sind wir fer-

tig. Also kbnnen
wir davon ausge-
hen, dass wegen
1.% ein Punkt B

8 A %‘ g mit B Z g und
Fig. 2 ¢ BELA]TQ existiert.

Sei h I A,B, dann gibt es mindestens eine Gerade k I A mit
kg g,he Wir wdhlen X I k, X& A und erhalten XB, wobei

k = XAT;XB ist. Sei B' = XBng. Wegen kgg ist B'T,A, also
B's X. Da [Altpg c [A]qu und B' I g ist, sind die Gera-
den B'X = BX und AX T,-kongruent, daher also auch B T, A.

Naheliegend ist nun die Frage nach einer Struktur der lenge
der X-Rel. Desarguessche H-Lbenen haven als Koordinztenbe-—
reiche H-Ringe (§5), welche Kettenringe sind. lian vermutet,
dass Ideale in enger Zusammenhang mit K-Rel. stehen. Dennoch
ist es aber erstaunlich, dass wir schon im allgemeinen Fall,
d.h. ohne jegliche Voraussetzungen in Form von Schliessungs-
bedingungen bzw. Transitivitdtsaussagen, die lineare Ordnung
der K-Rel. nachweisen konnen.




-9 -

1.7 Satz: Die lMenge der k-Rel., einer H-Ebene ist bzgl. der
Inklusion linear geordnet.

Beweis: it 1.5 und 1.6 genligt es, die Vergleichbarkeit der
Kongruenzklassen von T, bzw.T, bezliglich eines Funktes nach-
zuwelsen. Wir zeigen flr AeR: LAsz‘I[Ar - [A]~ c LA_J"‘ .
0.B.d.A. kOnnen wir voraussetzen, dass LA |7 T, 0 LAJ,,2 mehr
als einen Punkt enthalten. Sei XelAlr T, und XEHAJT" . Wir
werden nun feststellen, dass dann

VreR: relaly, == velalg, ailt.

Sei g I A,X,
h I _/ Y und
¥ I X,Y, wobei

YELAJ'L’4 mit
A Y sei. bs
ist dann X # Y,
aber XoY. Auf
k wdhlen wir

einen Funkt
Fig. 3 BoY. Wire nun

Xp g, dann widre mit 1.4 stets XT A, was der Voraussetzung

th[AJm widerspricht. Alsc ist in jedem Falle go k.

Pall 1: ggh. Wegen ggh ist hgk. Y = koh = ¥XBnh %; ABah = 4,
aufgrund von (K2) also YE[AJT)_.

Fall 2: goh. Wehle 1 I 4, 1l@gg und VgA mit V I 1. Wegen
hogok gibt es mgl,g mit A I m. Mit AT Y folgt
VYT, 1l und W = Vinm ist eindeutig bestimmt. Also
ist W T A. Fir agg, welalg, xtlalg, xelaly ist
Fall 1 anwendbar, also meLAJrz.
Nun ist Vg W, also VY T, VA = 1 und mit hpl ist
YELAJ-C)-. Damit ist bewiesen:

[A]t& ¢ [qu => lily claly,.
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B. Morphismen von H-ibenen, Alternativsatz

1.8 Def.: [20,2.1]

Unter einer Hjelmslev-Ebene (3,13 ) mit Basis-

viereck verstehen wir eine projektive H-Ebene

mit einem Quadrupel von Funkten R = (P1,P2,P3,E)
mit der Eigenschaft: P1P2P3E ist ein nicht ausge-
artetes Viereck [8,A.3].

Bemerkung: Jede projektive H-Ebene besitzt mindestens ein
Basisviereck!

Zur Koordinatisierung von
H-Ebenen ist es ndtig, ein
Basisviereck auszuzeichnen,
das eng mit dem Koordinaten-
bereich verbunden ist. will
man die geonetrischen Abbil-
dungen durch geeignete alge-
braische Morphismen der Ko-
ordinatenbereiche beschrei-
ben, so0 ist es sinnvoll zu

P

E3Fig. 4

P fordern, dass die geometri-
2 s . C .
schen Abbildungen die Basis-

vierecke respektieren. Daher definieren wir:

1.9 Def.:

(1)
(2)

[20,2.2]

Unter einem basiserhaltenden H-llorphismus zweier
H-Ebenen (3 ,D), (&', D) verstehen wir eine
Punktabbildung ¢ mit folgenden Eigenschaften:
@8 — 3 ist inzidenzerhaltend.

Sind (P1,P2,P3,E) bzw. (P',Pé,Pé,E') die Basis-

vierecke von & bzw.3d', so gilt:

pE; =P} (i = 1,2,3) und @E = E'. Wir schreiben
unter diesen Bedingungen: ¢: (3 ,3) > (32,9,

Wie schon in [20] gezeigt ist, lédsst sich flir desarguessche

Ebenen ein solcher basiserhaltender H-Morphismus noch nicht

hinreichend einfach durch einen Morphismus der Koordinaten-

bereiche beschreiben. Daher setzen wir:
1.10 Def.: [20,2.3]

Ein basiserhaltender H-Morphismus Y heisst regu-
ldrer l-lMorphismus, wenn gilt:
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1,3e{1,2,5] und Xo?; und gXo gk, = i = j.

Dies besagt z.B., dass Nachbarn von f1 durch ¢ nicht in Nach-
barn von ¢ P2 = Pé abgebildet werden kdnnen.

111 Lemma: Sei E, = P,EnP.F B! = P!R'aPLD!
Sel Ly 10 X bzw. By I nia k
i+ J+k=*1, 1,je{1,2,3} und ¢ ein
basliserhaltender H-Morphismus. Dann gilt:

1‘1 N '—? ;1 — ‘!_"1'. .
Li¢ fj,L und VLi B

mit

Der Bewels ist offensiciitlich. '
1.72 Satu: Alternctivsatz
Seien (3 ,R), (3, 8) H-Lbenen und
P: (3,DH) —> (¥,R) ein reguldrer H-llorphis-
mus. Dann gilt:
a) VX, veR: X1 — gX gy
oder
b) VX, ¥eR: Xo¥ > ¢X 0 Y.
Bewels: 1. Gilt fir alle Punkte X,Y: XZY == ¢X @ ¢l, dann
sind wir fertig.

2. Wir gehen davon aug, dass es Punkte A,B mit
(1) A2 3B und gAo¢B
gibt und zeigen: VX,YeR: XoY = pXopY,
Wir werden dabei so vorgehen, dass wir in 2.1 den wesent-
lichen Bewelsschritt durchfiihren, wobel wir von einer spe-
ziellen Situation ausgehen. 2.2 bis 2.4 dienen dann ledig-
lich der Herstellung dieser speziellen lage.

L 2.1 Wegen (1) gibt es Funkte
A,B mit Ag B undyAoyB. VWie
wir weiter unten (2.2) bele-
gen werden, kOnnen wir O.B.d.A.
B==PFr,, A1 B1im setzen. Dann
ist ¢y Ao 'PPZ = wobel
Annaime: s gibt funkte U,V mit
(2) UoV und ¢UBYV.
Aucn hier ge:sen wir von einer

spezlellen Lage der Funkte
Pig. 5 aus, was in (2.4) gerechtfer-
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tigt wird. Sei also V=P, , U I P1P2, daher 9U¢ pr,, wlhrend

1 ist U1o.m.

iU, = APonP.B, W o i ™ : .. Sei W = U.UnP
Se > Alzn P B, Vegen ag$:2 ist U2¢ ] el W u1uni1P2.

Dann ist sicher o l,. pU&2¢P1 impliziert ¢U1Q'?E1 und

-

1
UoP1 gilt. VWir setzen U1 = UEnP2P3. Wegen Uo P

wa>yP2 het wUZO VE1 zur Folge. Also ist WU1?U2<>?IQ?P3!
deh, 7W1>WP2. ’w‘oP1 und YW‘>PP2 stehen aber im Widerspruch
zur Voraussetzung, dass Y reguldrer H-biorphismus ist. Daher
ist die Annahme falsch, d.h. es gilt

VI, YeR : XoT => ¢Xo ¢Y.
Die Beweisschritte 2.2 -~ 2.4 dienen, wie schon oben erwidhnt,
der Rechtfertigung der speziellen Lase der in (1) bzw. (2)
gewdhlten Punkte,
2.2 Wir zeigen: Bs gibt einen Basispunkt ry (1ef1,2,3}) und -
einen Punkt A I ZP‘in (i ¢ §, je{1,2,3}), die (1) erfiillen.
Seien nun QT’Q2 Punkte, die, wie in 2. vorausgesetzt, (1)
erflillen. 8s gibt mindestens eine Gerade g = Q1Pi, welche

nicht zu Q1Q2 benachbart ist. Wdhle S I g fern von Pi und
U,e g kreuzt T.P. o r.P etwa F.P

Ist WS¢IQQ1, verfahre wie folgt: Ist QSQSPPi und ?PiPkﬁ(?g’

~

Projiziere 94 und Q2 von S auf PiPk. Das Bild wvon Q1 ist Pi,
das von Q2 sel T, Dann gilt Pi¢ T und qPiO(pT, wobel T auf
einer Basisgeraden liegt. Ist @Sﬁ%?Pi und wPiPVO(Pg’ so ist,
de ¢ regulérer H-lMorphismus ist, sicher yPin¢(pg, also
Pingg; Projiziere nun Q1,Q2 von 5 auf Pin. Die Bilder
erfiillen dann die gewlinschten Bedingungen von 2.2.

Ist ¢50¢P;, so verfanre man wie oben, indem man nun Sy Fy
von Pj bzw. Pk auf Piyk bzw. Pin projiziere, je nachdem

3 o > v P LT v » ;

ob LygowliPk bzw. tngtpPin oder go .Lij:’k bzw. gOLin ist.
In allen anderen FHllen wihle Pj als Projektionszentrunm.
Damit ist die in 2.2 geforderte Situation auf einer Bagis-
geraden hergestellt.

Ist yS<>WQ1, S0 kfnnen wir

ist, ansounsten betrachte wie oben die Iunktepaare (Pi’Q1>

o

avon ausgeher, dsss (pb‘ﬂtpli’i

baw. (Pi,Qz). Ist ¢P P B @g, so projizieren wir S,Qy von
P, auf Pin und erhalten auf Pin ein Funktepzer, das (1)

S

erfiillt.

Isv qPiPko g, 80 kann, da Y reguldr ist, g nicht zu Pin

benachnert sein. In diesem Fall projizieren wir 8,91 von rj
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auf .P
- i

k.
Yir haben damit auf
i, gefunden, das (1)

Punktepaar R1
v I L
ir”

einen Tunkt A finden, der
nligte.

S A o D » T
oel OoBodo_uo _-1¢ J_j. ISt (P.‘.L,]o l?.fj,

sel also gyo@l,, T, RyTRnEEy,

% Ex R A [
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ist wegen WR1° ?Rzz&p}

TP.QT opAyTB. Damit haben wir ?P

unter 2.2 verlangt.

Gibt

sivt es

R,

4

2.3 Wir zeigen: es Iunkte
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au

erfiillen, so ckh einen

}3¢1j, abertﬂBoij.
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offensichtlich Lp"l‘2 171
iO(pA und ¥

runx

Da. ¢ regulérer
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seruch! Daher ist
= ; =
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Setze
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Mit st

impli-

m

T., also

3
12 A
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Widerspgruch!
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sofort
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und

A P
23

Folge.

S0 wére

wegen auch Ko Ek.
L
Wegen

P

habven wir dann
m T )

- O a O e
“.1.'?45._4]‘, cx}s B}Z).LJ
Mit vﬂ_oyf. folgt

YT4°‘?Ei' Wegen
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LgPi\pE.sZLpEk\pT ist T o(P]:,l, also thOpP.. Damit haben
wir 2.3 bewiesen. Man beachte nun, dass durch geeignete
Projektionen von A bzwe. B an E1,E2,E3 die Situation von
2.2 fur alle Basispunkte und fiir alle Basisgeraden reali-
siert werden kann.

2.4 Wie man 2.1 entnimmt, gehen wir im Beweis davon aus,

dass es Punkte mit (2) gibt. Wir zeigen dhnlich wie in

2.2, dass ein Punkt als Basispunkt gewZhlt werden kann,

wdhrend der andere mit einer Basisgerade inzidiert.

Seien also U,V Purkte, die (2) erflillen. Sind @U,pV

zu. Basispunkten benachbart, alsc etwa \pU<>?P ?V<>pP sy SO

folgt aufgrund der Regularitédt von ¢ : U V£5Pk. Man pro—

jiziere U,V von Pk auf P. PJ und erh&lt Punkte U1,V1, die

(2) erftillen und mit einer Basisgeraden inzidieren. Ist

lediglich etwa vU<>¢Pi, so ist sicher U<>V13Pj,Pk, ferner

aber auch.WU,pVXz?Pj,?Pk. Man wdhle dann wieder einen geig-

neten Basispunkt aus, so dass die zugehSrigen Projektionen

UysVy (2) erfiillen. Entsprechend verfahre man im Falle

QUpVa¢P; (i = 1,2,3).

Damit haben wir Punkte U1,V1 auf einer Basisgeraden, etwa

U1,V1 I Pin, gefunden, wobeil U1C>V1 und (pU1¢qu1 ist. Wir
zelgen nun, dass wir einen
Punikt 2 I P.,P. finden

P
[ 4
13
k6nnen, fir den gilt:
23 Pioz und v.pPio PZ.
Ist einer der Punkte U1,
V1 zu einem Basispunkt
etwaIIoPi,

benachbart, 1
50 haben wir U1o V1C>Pi
und wenigstens einer der
Punkte WU1,wV1 ist zu

Z v, P. yPi nicht benachbart, d.h.
Fig. 8 wir haben die gewlinschte

Situaticn.
Sei nun 0.B.d.A. 1,V ﬁ’} J s0 setzen wir Z1 = EPJnU1 K?
Z2 = d}JnV1Pk, Z3 P, Z1nP Pk und 72 = Z ZgnF PJ. Man beachte,
dass alle Schnittpunite wonldeflnlert s1nd Es ist 2.0 7

1 2°
Wdre 7 c>23, so0 hatten wir Z2o»Pj, was V1c>Pj zur Folge
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h&tte. Widerspruch! Daher ist Fio Z e

¢U1¢ WV1==$>¢Z1¢upZ2. Da ¢ regulérer H-lMorovhismus ist, muss
pi @ ?Pj sein. ¢23c>¢Pj hEtte quo ?ZZ zur Holge. 4Also

ist w25¢((Pj und damit auCh\WQ2¢WZ3. Daher ist

WZBWZ1¢ q23v22. WegenyPi¢f25 ist¢PiQSyZ, was in 2.4 zu
zelgen war.

Damit ist Satz 1.12 bewiesen.

1.13 Folgerung: Gilt unter den Voraussetzungen von 1.12
Vi, YeR: Xg7 =—> ¢X ¢y
(VZ,7eR : Xo ¥ ==9X oy¥),
so haben die Geraden ind die gleiche Eigen-
schaft, d.h.
Vg,hed : ggh = 82 ¢h
(Vg,hed : goh == gsoph).
Beweis: Seil Pg<>?h. Auf g w8hle Punkte T,R mit P& R, also
pPo9pR. Da ¢ das Basisviereck respektiert, gibt es auf &
Punkte 2 und 5 mit PPo @l bzw. ¢Ro¢3. Also gilt
g = FRo QR und QRo @S = h. Damit haven wir gezeigt:
pgog¢h == goh bzw. gph =>¢goyh.
Der Naclhwels von goh => ygo¢h verlduft &hnlich, wobei
man benutzt, dass W(ae,GB) nicht entartet ist.
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§ 2. SPEZIELLE KONGRUENZRELATIONEN UND FAKTORSTRUKTUREN

A. Spezlielle Kongruenzrelationen

Nachdem wir oben festgestellt haben, dass die Menge der K-
K-Rel. bzgl. der Inklusion linear geordnet ist, werden wir
versuchen, weitere Ligenschaften bzw. innere Zusammenhinge
der lenge der K-Rel. aufzuzeigen.

Mit K(®) = K bezeichnen wir im folgenden die Menge der
K-Rel. der H-Ebenedf .

Wir erinnern uns, dass die Nachbarschaft von # wie folgt
definiert ist:

(3) Poy & 3 g,heg : g% hund P,Q I g,h.

Man kann nun (3) so interpretieren, dass zu der K-Rel. id
(siehe: g # h) eine Relation © - die Nachbarschaftsrelation -
erkl&rt ist. Das veranlasst uns zu folgender Verallgemei-

nerung.

2.1 Def.: Flir T eX(d ) einer H-Ebene sei
PmQ G 4 g,heg : 7(gTh) und P,QT g,h
und
quh<—TT>VP I gdQ I h: Py Q und
VEIniqlg: PmQ
gesetzt. Ist m Aquivalenzrelation auf der Menge
der Punkte und erfiillt m (K2), so heisst 7 die

p-konjugierte Kongruenzrelation von T und wir

schreiben TP,

\ ‘P ‘/-sncga,)
/ QX \ )

Figo 9

Bemerkungen: 1. PT g wird verstanden alsd4Q I g mit PTQ.
2. Mit dem Hinschreiben der p-konjugierten K-Rel. wollen
wir schon die Tatsache, dass die Eigenschaften von

2.1 erfillt sind, vorausgesetzt haben.

3, iaP =0 uwna of=o0.
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4. Bel einer H-Ebene n-ter Stufe gilt (mi)P = o filir alle
ielW mit O< i< n (siehe 4.5.1).

5. Zur besseren Veranschaulichung verweisen wir auf ein
spdteres Ergebnis im desarguesschen Fall. Wird einer
K-Rel. T ein Ideal I des H-Ringes R zugeordnet, so
entspricht TP dem Urbila (Ideal) aller Linksnullteiler
des Faktorringes R/I unter der kanonischen Projektion.
Dieses Ideal ist vollsté&ndig prim, daher die Bezeich-
nung T® .

Flr manche F&lle ist es glinstig, die Definition in einer un-
symmetrischen Darstellung zu benutzen.

2.2 Lemma: P TP Q & Hg,hag :1(gTh) mit P,Q I g, P I h ungd
QT n.
Beweis:

Fig. 10

=> Sei PTPQ und k,l Geraden mit 1(kT1l), F,QTk,1.

Wir wédhlen g mit g I P,Q. Bs ist 1(kTg) oder 1(1Tg),
etwa 7 (kTg). Sei 5 I k, S&P. Wir setzen PS = h. Dann ist
hTk, also 1 (gTh) und QT h.

& klar wegen X I m=> XT m.

2.3 Lemma: Flr die p-konjugierte K-Rel. von T gelten folgen-
de Aussagen:

a) TP ist K-Rel.

b) Tc TP,
Beweis: a) Wegen der Voraussetzung - T ist ‘Aquivalenzrelation
mit (K2) - muss lediglich noch nachgewiesen werden, dass
TPe o ist. Sei PTPQ und P& Q. 0.B.d.A. wihlen wir g,h wie
in Lemma 2.2, Mit (K2) fiir T folgt sofort gTh. Widerspruch!
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b) Mit a) und 1.7 folgt aus der linearen Ordnung in K te TP
oder Tfe T. Annahme: TPc T, Sei P, I g, hgg, Q I h, X I h
mit XTQ, 1(X7TPQ) und PP Q. WegenTfe T ist PTQ, also F Th.
Ferner gelten YT g, XTh, XTg und mit (gdh => 1(gTh))
folgt P TP X, X TPQ. Widerspruch!

FPolgerungen: 1. of = o,

2, Sei T K-Rel. einer H-Ebene € unda TP = id. Dann
ist 3 (gewShnliche) projektive Ebene, denn:
T®=id => ideT ¢ id, also T = id. Nun ist id' = o,
also o = id, d.h. ¥ ist projektive Ebene.

Fiir das folgende bendtigen wir einige Zusatzbedingungen filir
p-konjugierte K-~Rel.

(KB),L: Eine K-Rel.m erfiillt (K3), wenn folgende Aussagen

gelten:

V¥,0,ReR : Pm  und (B R) =
(Vg,he%: P,RIg, HBbRI h => gnh)

Vg,h,kag: gnh und 1gmk) =
(Yr,eR: P I g,%k, @ I h,k = PmQ)

2.4 Lemma: Flr eine H-Kbene sind folgende Bedingungen
dquivalent:

a) Die p-konjugierte K-Rel. TP erfillt (X3).

p) (TPP @-TPP = TP,
Beweis: a)=b). iMit 2.3 wissen wir, dassTle Tppgilt. baher
zeigen wir: TPPe TP | Sei PTPPQ und 1(gtfh) mit ¥,Q T z,n.
O.B.dsA. kOnnen wir ¥,Q0 I g und P I h wihlen. Wire (P TP ),
so folgte mit (K3) g TP h. Widerspruch!
b)=>a). Sei g I PyR, h I Q,R, PTP Q und 1P TP R). Wire
1(g TP n), so wire FTPPR und mit b) P TP R. Widerspruch!
Also gilt (K3) fiir Punkte.
Sei nun gt? h und 1(gtPk). Sei ferner P I g,k und ¢ I h,k.
Widre 1 (P vP y), so existierte wegen gTP h ein Punkt P' £ T
mit P' I g und P'TP Q, Da TP transitiv ist, kann 1(P TPP')
angenommen werden. Dies hat aber g TP k zur Folge. Widerspruch!
Also gilt (¥3) auch flir Geraden.
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Die beiden Charakterisierungen der Nachbarschaftsrelation

(siehe 1.1 bzw. 1.1.3 Bem.) berechtigen zur Frage, ob das
Folgende gilt:

(K4)-: gtPh & I1P,QeR: 1(PT Q) und P,Q Tg,h

Dies ist allgemein nicht richtig, desarguessche Ebenen
liefern Gegenbeispiele (§7, 7.6.5).

In uniformen H-Ebenen [11] erfiillt die Nachbarschaftsrelation
die Bedingung

Po() & Vg,hsg.: goh, P,Q I g, P 1 h =Qy1Ihn
Das legt folgende Definition nahe:

2.5 Def.,: Mir eK sei

PqQ(d——e?Vg,hsgf: gTh, P, I g, PIh =Q1h

und

gmh 67——3F>VP Ig30Ih:Pmq und
YPIhIQIg: Paq

gesetzt., Ist m Aquivalenzrelation auf der Menge

der Punkte und erfiillt m (XK2), so heisst m die

a-konjugierte K-Rel. von T und wir schreiben T®

Bemerkungen: 1. T®wird nur gebraucht, falls die in 2.5 er-
kl&rte Relation Aquivalenzrelation ist und (K2) ge-
niigt.

2. Ist T = id, so gilt fiir alle Punkte P Qe

3. Ist T # id, so ist idcT® < o, also ist T2 eine
K~Rel.

4. Die Relation T® entspricht in desarguesschen H-Ebenen
der zu dem Annullator eines Ideals I gehorigen K-Rel.,
fallsTt I zuzuordnen ist. Niheres siehe in 6.10.

Im weiteren sind die Bedingungen hilfreich:

(K5)1: Eine K-Rel.m erfiillt (K5), wenn folgende Aussagen
gelten:
Y?,0,ReP : Pa® Q und 1(Pm R) =
(VYg,hel: P,RIg, QR I h = gme h)
¥g,n,ked : gm? b und WMegmk) =
(VP,Q&'R: ¥ Ig,k, QI h,k = Pn?Q)
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_(K6),,L: Eine K-Rel. 4 erfiillt (K6), wenn folgende Aussage
gilt:
gnh & VP,QE"P,: PmQ, PIgh, QI g = QIn

Lemma 2.6 unterstreicht nun auch formal obige Bemerkung tiber
den Zusammenhang zwischen Annullatoren und den a-konjugier-
ten K-Rel.

2.6 Lemma: a) T, T, => T,_“E—. Tf‘
b) Erfiillt 7 die Bedingung (K6), dann gilt
T clt9 = T2
def
c) Erfiilllen T,T®die Bedingung (X6), so gilt
;T:O = TGOG
Beweis: a) ergibt sich durch direktes Anwenden der Definition.
b) Wir zeigen: T (PT*%W) => 1(PTQ).
1(P7*Q) <=3 g,h mit gTt%h, P,0 I g, P I h und 1(Q I h).
Nun erfiillt v (K6), wdhrend 71(Q I h) ist. Daher muss gelten:
1(PT Q).
c) Mit b) ist T T da T (K6) erfiillt. Nun geniigt T (K6),
also folgt mit a) aus T e T"sofort T T% daher T9=7T%%¢,

Uber Eigenschaften von Kompositionen von p- bzw. a-konjugier-
ten K-Rel. gibt das folgende Lemma Auskunft:

2.7 Lemma: a) T % id => T7%c¢ TP

o) (iaf)* & id®P* = id oder id ¢ id®*, d.h. es
gibt keine K-Rel.m mit id c¢ m c id.

¢) Ist T # id und erfiillt T (X4), so gilt
Tfe v ¢ TP

d) Erfullt T (X4), so gilt
TeTP® &= 7T = id und T + TP

e) o'+ id =, id ¢ o°

f) o*fec o.

g) Brfillt T (K4), dann istTP%untere Schranke
fiir alle K-Rel. m # id mit af = TP,

h) T,T%4 id = TP*c TP,

i) Erfillt T (K6), so gilt Te T .

i) Erfillt TP (K6), dann ist TPe TP,
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Bewels: a) Sei PT° (. wWéhle g I P,Q. Sei hodg, h I 7, X I h,
XT Q. Wegen T+ 1id kann X £ g gew#hlt werden. Sei k I F,X

kTg = X = Q. Widerspruch! Also ist 7(kTgz) und nmit

r,ateg,k ist P TP,

b) Sei 1dP* 4 id und m K-Rel. mit idenm ¢ id®®. Seien P,0 I g,
prhe U heg, n I Q, XTI h, Xm 3, wobel X # 7 gewshlt werden

<

Ty ONF .

Xann. Sei k I Y¥,X:

Falls ko g ist, so erhalten wir wegen idl = o und T tfg,

k Tfg sofort ¥ = Q. Widerspruch!

Palls kg g ist, folgt aus Xq O offensichtlich Pm 0, also
'(‘:P"Q.Q.

c) Mit 2.3 ist v<tP, Da TP%eine K-Rel. ist, gilt mit 1.7

TMe T oder T ¢TP% Annahme:Tc TPY Sei T £ 0, P,0 I g, YT Q,
hegg, @ I h, X I hund X¢tP*Q, aver v (XrC 4). Sei k I P,X.
kthh = P = 7. ‘w’iderspruch! Also ist 3(k TP h). Niun ist FT h,
weil *7Q I h. PTk, weil P I k. XTh, weil X I h. XTk, weil
X I k. (K4) ergibt 1(ktPh) = (VP,XE'R : P,XTh,kx = PT X).
FT X und PT Q haben XT 7 zur Folge. Widersuruch! Also gilt:
e T,

d) Mit b) und c) ergibt sich d).

e) Man beachte idf = o .

f) Sei Po® . Dann existieren Geraden g,k mit P,Q I g, P I k,
Qo%h und 1(go%k). Sei 20%X, X I k. Wire Ys 7, so hitten
wir, da o® K-Rel. ist, go%k. Widerspruch! Also ist o%Pco
richtig.

g) Wegen m # id ist QPQQ m (siehe d)) und TP =nf, demnach
TP ¢ m.

h) Mit T # id und a) ist T% TF. Aufgrund von 2.6 a) erhalten
wir TP* ¢ T?®® und wegen T® # id, wiederum mit 2), auch
TPEcT®Me TP 1450 ¢POc 7%

i) Ist T% = id, so haben wir t%  =o und sicllerT€o . Sei nun
T® % id betrachtet. Seien 'T 3, P,0 I &, 2eh, X I h und

3 F XT%0. Sei ferner k¥ I P,X. Aus (K6) folgt
o = X. Daher nmuss 7(gT%k) sein und mit P, ¢Y
wir TP g,

5) Mit i) folgt TPe7l?P,
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2.8 Lemma: Es sei T eine K-Rel. einer H-Ibene, deren o—kon-
jugierte K-Rel. TP und pa-konjuszierte K-el. TPQ
existieren. Ferner erfiille T diec Bedingung (K4)
und TP (K6). Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

a) TP erfiillt (X5).
b) CF = ¢Paef,

Bewels: a)sb) Hit 2.7 j) bleibvt TP e tPzy seigen. Tst T= ia,

2.7 £)TtfTeo = TP | Ist nun T % id, so
weisen wir nach: 1(2¢f ) == 1(r¢PPy),

1(eThPP) = (Yg,ne §: P,0 TP, h = g7fh). 0.3.d.4.

-
|97

kfnren wir wegen 2.2 von P,00 I g, P I h, QTPY I & auggehen

so g2ilt TP= o und mit

k] 3 a .
und zeigen: g'l,‘p 1.

Wir wihlen R I g, Rg 0
e

(X und setzen W = k.
X Dann ist RY = g Mk,

Y = 1lnk, also ist
PTPly. Da € # id ist,

T aber auch (XK4) er-

e PA)
R D | @ fillt, folgt aus
Fig. 11 PTP*X sofort 2TFP X (2.7c).
Wegen 1(FTPY) ist W(FPTP V), mit (KE5) ist daher xTP°h. Aus

g TPk folgt gTfh, also 1(FtPPQ). Damit haben wir TP¥Pc P
nachgewleser.

o)=>za) Seli g I I',R, h I Q,R, PTP°Q und (TP R). Wir naben
zu zeigen: gTP’h. wWire 1(gTP'h), so wire PTPP R, also ¥ TP R,
was im Widerspruch zu den Voraussetzungen steht.

Sei nun g®%h, 1(geP k), P I g,k und O I h,k. Wire (TP O),
so folgte mit QgPlg, da TPP= TP und T (¥K4) erfiillt, sofort
o TPk, Das nat g TP k zur Polge. Widerspruch! Also haben wir:

-y a .
g TP ‘v—éo

Folgerungen: T erfiille (X4), TP (K5) und (K6). Dann zelten
folgende Aussagen:
1. TP =ia = = o.
Tg ist TPP = idP = o , andererseits mit 2.8 TPP. TP,
Also ist Tf =

|
o
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2. TPY $ id =y TPl =P
Mit 2.6 b) gilt T ¢ T mit 2.6 a) TP ¢ T*F, Daner
ist wegen 2.8 TP = TP,

3. Ist TF® % id, so ist T°® minimales Element der Menge
aller K-Rel.n mit » # id und P =1PF,
Mit 2.7 g) ist TP® untere Schranke fiir diese Menge.
Wegen 2.8 gilt TFP'P =TP |, also ist TP® minimales
Element.

Die Aussagen dieser Lemmata spiegeln fiir desarguessche

H-Ebenen wesentliche Eigenschaften des Idealverbandes eines

H-Ringes wieder. Wir werden in §6 n#her darauf eingehen,

verweisen an dieser Stelle lediglich auf folgende Interpre-

tationen.

2.7 e): Ist der Annullator des maximalen Ideals vom Null-
ideal verschieden, so ist der Annullator oberer
Nachbar des Nullideals.

Folgerung 2.8.2: Der Annullator des Annullators eines Prim-
ideals ist das Primideal.

Folgerung 2.8.3: Ist der Annullator eines Primideals das
Nullideal, so ist das Primideal maximal.,

B. Faktorstrukturen unter Kongruenzrelationen

Seid projektive H-Ebene und T eine K-Rel. Als Kquivalenz—
relation induziert T eine Klasseneinteilung in der Punkt-
menge vondl . Die Aquivalenzklasse [P]. des Punktes P be-
zeichnen wir mit n(P). Damit haben wir die Punktmenge der
Faktorstruktur¥/¢ beschrieben. Es liegt nun nahe, fiir Ge-
raden in® zu setzen

n(g) = {n(P)| P I g}
und diese Objekte als Geraden der Faktorstruktur ¥4 anzu-
sehen. Wir bemerken, dass aus g7 h stets n(g) = n(h) folgt.
Ferner geniligen diese Geraden der Reichhaltigkeitsbedingung
In(g)] 23, daTe o ist. In naheliegender Weise definieren
wir n(P) I n(g) durch PT g, was sinnvoll ist, da T Aquiva-
lenzrelation ist. Offensichtlich gibt es zu Punkten n(P),
n(Q) eine Gerade in ¥/r bzw. zu Geraden n(g), m(h) einen
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Punkt, der mit beiden inzidiert. Inzidenzstrukturen mit die-
ser Eigenschaft wollen wir projektive Inzidenzstrukturen
nennen. In #4 betrachten wir folgende Relation auf der
Menge der Punkte:
n(Blogn(q) &= 3In(g),n(n)ef@k n(g) # n(h) und
n(P),n(Q) I n(g),n(h).

Besitzt nun die K-Rel. T eine p-konjugierte K-Rel. TP, so
haben wir

1(Plogn(Q) &= PtfQ,
da mit 2.3 T<TP gilt., Die Relation o¢ , die wir als Nachbar-
schaftsrelation in¥/ erkennen, ist damit Aquivalenzrelation.
Wegen TPco gilt

n(P)o.n(Q) => PoQ oder als Kontraposition

P Q = 1(n(P)opn(Q)).
1(n(Plogn(Q)) kiirzen wir durch n(P)&zn(Q) ab.
Diese Ergebnisse fassen wir zusammen:

2.9 Lemma: Sei o eine H-Ebene und T eine K-Rel., die eine
p-konjugierte besitzt. Dann ist die (oben defi-
nierte) Faktorstruktur ¥4 eine projektive
Inzidenzstruktur mit einer Nachbarschaftsrela-~
tion oy auf der Punktmenge. Es gilt

T(Plogn(Q) & PrfQ
wobei m(F), n(Q) Punkte in ¥4 sind,

Bemerkungen: 1. Da wir die Geraden von ¥4 als Punktmengen

betrachten, kXann man die Nachbarschaftsrelation in
natlirlicher Weise auf die Geradenmenge VOn.Hyt fort-
setzen., Wir definieren:

n(g)opgn(h) &= V n(P) I n(g) 4 n(Q) I n(h) mit

und 1(F)opn(s)
Yr(P) I n(h) 4 n(Q) I n(g) mit
T(P)o n(Q).

Flir die GlUltigkeit von

n(g)opm(h) &= I n(P),n(Q)eRE): n(r) + n(Q) und
(F),n(Q) I n(g),n(h)

ist notwendig und hinreichend, dass T (K4) geniigt.
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2. Ist T = TP, so ist &/ projektive ILbene.
T(P)ogn(q) & P Q& prrg & =(P) = n(g), d.h.
inzidieren Punkte 7n(P), n(Q) mit zwei verschiedenen
Geraden n(g), n(h), so ist n(P) = n(Q). Haben Geraden
n(g), n(h) verschiedene Punkte n(P), m(Q) gemeinsam,
s0 sind die Geraden gleich. Damit ist die Menge der
Verbindungsgeraden zweier Punkte bzw. die lMenge der
Schnittpunkte zweler Geraden hichstens einelementiz.
111t Lemma 2.9 enthalten diese Mengen mindestens ein
Ilement. Wegen T<€ 0 ist die Reichhaltigkeit von &€
gewdhrleistet, also¥ projektive Zbene,

2.10 Satz: Sei 4 H-Ebene und T eine K-Rel. T besitze eine

p-konjugierte K-Rel. und erfiille (X4). Dann sird

folgende Aussagen Hguivalent:

a) ®/¢ ist H-Ebene.

b) Die X-Rel.T® erfiillt (X3).
Beweis: a)=Db) Wegen n(P)orn(2) <« PTPQ bzw.
n(g)op n(h) & gTfh gilt mit den Bemerkungen 2.9.1 und
1.1.2 (X3).
b)=>a) Mit 2.9 ist?K@,projektive Inzidenzstruktur mit einer
Nachbarschaftsrelation auf der Punkt- und Geradenmenge, die
Xquivalenzrelation ist. Damit sind die Bedingungen A1, A2,
A4 des zu Definition 1.1 &Hquivalenten Axiomensystems einer
projektiven H-Ebene bei KLINGENBERG [8,5.387/388) erfiillt,
Die K-Rel. <t induziert wegen (K4) gerade die Nachbarschafts-
relation hla%r, denn es ist
T(Plorn(Q) & PTPQ und n(g)orn(h) e z¢lh.
Die Axiormie A5, A6 fordern die FProjektionsinvarianz von op also
1(P) opn(Q) und n(P) gen(R) ==> =n(D)n(R) opn(Q)n(R),
n(g) opn(h) und n(g) & n(k) == n(g)nn(k) orn(h)an(k),
was aber gerade Equivalent zu der Bedingung (K3) fiir TP ist.
Schliesslich tlbertrégt sich wegen P 0 = =(PcP ) die
Bxistenz eines nicht ausgearteten Vierecks von # auf &/r.
Damit gilt auch A3 fir #/, d.h.¥4 ist projektive H-Ebene,
wobeil &9rp isomorph zum kanonisch homomorphen Bild iE; ist.
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§ 3. KONGRUSNZRELATIONEN UND MORIHISKEN,
ISOMORPHIESATZE

In diesem Faragraphen werden wir endlich den Zusammenhang
zwischen Kongruenzrelationen und geeigneten Morphismen her-
stellen.

Hauptergebnis von Satz 1.12 war es, dass man unter nahe-
liegenden Voraussetzungen nur ferntreue oder nantreue
Inzidenzmorphisiien zu untersucinen hat, Diese liorphismen
werden wir aurci die von ihnen zwischen den kanonisch
nhomomorphen Ibenen bestehenden Abbildurngen charakterisieren.
Damit wird der Begriff der verfeinerten Nachbarschaften bei
ARTMANE [1) verallgemeinert.

Ls zelgt sich nun, dass gerade die ferntreuen Mor hisinen

in natlirlicher Weise K-Rel. induzieren und unter geeigne-
ten Voraussetzungen durch K-Rel. induziert werden. Diese
brgebnisse fassen wir in zwel Isomorphiesidtzen zusammen

und kOnnen dann auch die Bedeutung der p-konjugierten bzw.

pa-konjugierten K-Rel. erl8utern.

A. Ferntreue, nachbarschaftstreue Foronisuen

In Satz 1.12 haben wir erkannt, dass jeder regulidre H-ilor-—
phismus global Nichitnacihibarschalt oder die Nachbarschaft
respektiert. Werden unter einem Inzidenzmorphismus ferne
(doh. nicht benachbarte) Funkte in eben solche libergefiihrt,
so ist das Bild eines Basisvierecks wieder ein solches.

Da wir uns im folgendaen im wesentlichen mit ferntreuen
Morphismen (bzgl. nachbarschaftstreuer lorphismen, siene
FONEL:IT [14]) veschsftigen, ist die Forderung, dass das
ausgezeichnete Basisviereck in das ausgezelchnete der Bild-
ebene Ubergeflihrt wird, entbehrlicnh.

Wir delinieren daher:

5.1 Def.: Seien 694,&(’.2 H-ibenen und @ : 394 - 2}92_ elie inzi-
denzerhaltende Abbildung (Inzidenzmorphiiswus).
¢ neisst ferntreu, wenn

VPﬂﬁﬁﬁ P => wrayq
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Y heisst nachbarschaftstreu (oder kiirzer: nahtreu),
wenn Y P,QeR,: Poq :LPPQ(PQ
p heisst nah- und ferntreu, wenn

VP,Qef,: Poqg &> ¢P opQ.

Bemerkungen: 1., Sei ¢ ferntreu, dann gilt flir alle Geraden
Vg,hsg4: 8¢ h =3 9go ¢h. Zum Beweis siehe 1.13.
2. Wir werden im folgenden surjektive Inzidenzmorphismen

als Epimorphismen bezeichnen.

3. Ist ? ein nahtreuer Epimorphismus, so gilt fiir alle
Geraden
Vg,hs%‘: goh —y¢govyh.
Beweis: Sei goh und R I g,h. Nicht alle von R entfern-
ten funkte auf g kdnnen in die Nachbarschaft von ¥R
abgebildet werden, da es auf @ 8 von ¢ R entfernte
Punkte gibt und ¢ surjektiv ist.Also existiert Pa R
auf g mit ¢yPBYR. Wegen goh gibt es Q I h mit Qo P,
Dann ist pRoyrFP, also Q2@ ¢PR und damit
PQYR =phoyg = ¢P¢R.

3.2 Lemma: Seien 4; H-Ebenen mit den kanonischen Projektio-
nen k; :3€; —>&. (i = 1,2)
a) Ist p :d,— d, ein ferntreuer Epimorphismus,
&4 ¢ Rz so'ex1stter13_ ein EpJ;mor—
Phismus ¢ : 4, — 3¢,
\,,K1 _ lkl der projektiven Ebenen:d-'f?,1 ’35.2

&£, <-4-- R, mit G P = K,.
b) Ist Y :3(’,4—9 éﬁz ein nahtreuer Epimorphismus,
¥ v ) SO0 existiert ein Epimor-
’ > ot ) 7R . T
phismus y :d¢, ZBZ
_LK‘ _ iL“’— der projektiven Ebenenq, , %,
®,--Y-> ¥, mit §w, =w, ¢ .

c) Ist g 3f4->3€2 ein nah- und ferntreuer Epimor-

30 ___L>R phismus, so existiert ein
4 A -
z Isomorphismus y : 3(’.2-~,3_(',-4 B
der projektiven Ebenen ¥,,¥,

3—{46_@__3@2 mit gG Y =k, .,
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Der Bewels ergibt sich durch einfaches Nachrechnen.

Bemerkung: Damit haben wir die nah- und ferntreuen Epimor-
phismen als die verfeinerten lachbarschaften beil
ARTMANY [1] erkannt. Wir werden im folgenden diese

Bezeilchnung ilibernehmen.

Plir endliche H-Fbenen fallen die Begriffe ferntreuer~ bzw.

nahtreuver lipimorphismus zusammen.

3.4 Satz: Selen ag,zwz projektive H-Ebenen, 46, endlich.
Ist @ :3(’.1—") ¥, ein Epimorphismus, so sind fol-
gende Aussagen Hquivalent:

a) ¢ ist ferntreu.
b) ¢ 1ist nahtreu.

Beweils: Unter Berlicksichtigung eines tieferliegender Brgeb-

nisses von HUGHZS [6,5.49), dass filir endliche projektive

fbenen Jjeder Epirorpihismus schon Isoworphismus ist, folgt
mit 3.3 sofort die Benauptung.

Die Aussage des obigen Satzes kann auch direkt, allerdings

mit einigem Aufwand, durch Abz8llen gewonnen werden.
1] H o

B. Kongruenzrelationen und ferntreue lMorphismen,

Isomorpliies&tze, Zerlegungssatz

Nachdem wir in §3 A die ndtige Terminologie filr Inzidenz-—
morphismen bereitgestellt haben, zelgen wir nun den Zusammen-—
hang zwischern K-Rel. und ferntreuen Morphismen auf. Ferntreue
lorphismen induzieren auf natlirliche Welse in ihrem Defini-
tionsbereich K-Rel, mit gewissen Higenscraften, andererseits
werden gerade durch solche K-Rel. kanonisch ferntreue Mor-
phisnen definiert. Epimorphe 3Bilder unter ferntreuen Mor-
phismen sind daher durch die zugehOrigen K-Rel. bestimmt,
was Inhslt des 1. Isomorghiesatzes ist. Das erimorphe Bild
ist genau dann eine projektive Zbene, wenn der 'Kern' eine
p-konjugierte K-Rel. ist. Die Zrgebnisse der S&tze 1.5 und
1.7 kBnnen wir nun als Resultate liber ferntreue Morphismen
interpretieren., Den Zussmmenhang zwischen den K-Rel., einer

H-Ebene und den epimorphen Bildern stellt der 2. Isomor:shie-

o

TRT

satz her. Dadurch wird die zentrale Stellung der bei ARTMARI
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definierten verfeinerten Nachbarschaften unterstrichen. it
der in 2.7 angesprochrenen Minimelit#t der pa-konjugierten
K-Rel. beweisen wir zum Abschluss des Paragraphen einen
Zerlegungssatz flir ferntreue Morphigmen.

P

5.5 Lemma: Sel T K-Rel. einer H-Ebenedl . T erfiille (K4) und
TP gentize (X3)., Dann ist n: d — W, definiert
durch n(P) = LT}T y ein ferntreuer IZpimorphismus.

Bewels: Aufgrund der Voraussetzungen ist mit 2.10 3@@-e'ne

H-Ibene. Wegen TPeo folgt aus Py stets 1(P P ), =lso

(P)gn(l). Offensichtlich ist die Projektion m inzideng-

erhaltend und surjektiv, daher ist 7 ein ferntreuer Apimor-—-

pnismus.

Ungekehrt induziert jeder ferntreue Forphismus in seinem
Defiritionsbereich in natiirlicher VWeise eine H-Rel. Wir

zelgen zundchst:

3.6 Lemma: Sei\f:E%A—%> #, ferntreuver lMorphismus der H-Ebencn
&, ¥ una m eine K-Rel. in &,,
a) PTg 0 &>  ¢Pme) definiert eine K-Rel. in &, .
b) Ist ¢ surjektiv und gentigt m (X4), mFf (¥3),
S0 besitzt Th eine p-konjuglerte “-xGl., die
(K%) erflillt, wihrend fiir Ty (K4) gilt.
Beweis: a) Ty ist sicher eine %quivalenzrelation. Da ¢ fern-
ist, gilt Tyco. Also erfiillt T (¥1).
Wir setzen
2Ty b SSVFE I g 10T h: PTy Qund Y2 I h 39 Ig: PTy0Q
und zeigen P ¢h <> 5Ty Do
= JSel I g. Wdhle ¥ I P mit mit g k. Dann ist Pz @9k,
also (?gn(pn)rq(w npk). Plir § = hnak gilt offensichtlich

I 'C,,L 9 und daher g Ty

& Sel gi% h, P’% Cnmit F I gund ¢ I h., Wir wihlen R I
mit Rgt. Zu R gibt es einen Funkt S I h mit Rid Se Hun ist
7 k-Rel. und <?f erntreu: ¢ g = ¢Rel m pRPL m pS@L = ph, also
CRREE

Dass nun t% auch die Bedingung (X2) erfillt, ist offensicnt-
lich.
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b) Da y ferntreuer Epimorphismus ist und mem Pgilt, definiert
P't: Q & P ALPYQ eine K-Rel. in ¥,, die p-konjugierte von

Ln 1st. Dabei tibertragen sich die Eigenschaften von (K3) bzw.
(K4) infolge der Surjektivitdt und der Ferntreue von ¢ auf

twbzw tm .

3.7 Folgerungen: 1. Sei ¢ :#—~X,ein ferntreuer Morphismus
der H-Ebenen ®,,¥,, dann definiert
PTeQ &= 9P = ¢Q eine K-Rel., in &, .

2. Ist Y zusdtzlich surjektiv, so be-

sitzt Ty eine p-konjugierte, die (K3)
genugt, wéhrend Ty (K4) erfiillt. Es
gilt:
PTePQ &= 9P 0pQ.

Beweis: 1. Wegen 3.6 istT@ K-Rel. in¥,,da id eine solche

in ®, ist.

2. Nun ist id® = © (2.1.3) und id bzw.o erfillen trivialer-

weise die Bedingungen (K4) bzw. (K3) in &, (1.1.2,1.1.3).

Anwendung von 3.6 b) liefert die Behauptung von 3.7.2.

Eine wesentliche Folgerung aus 1.5 ist

5.8 Satz: Jedes ferntreue, epimorphe Bild einer H-Ebene,
das H-Ebene ist, ist bis auf Isomorphismen bestimmt
durch das inverse Bild eines Bildpunktes auf einer
mit dem Urbild inzidierenden Geraden.

mit anderen Worten:
Seien ¢ : 8 —> ¥, (i = 1,2) ferntreue Epimorphis-
men von H-Ebenendf , 3. und gibt es einen Punkt P
in® mitP I g und

[P]T—%n g = [P]’C'%.n g,

50 existiert ein Isomorphismus A : #,—>¥,, der

das Diagramm 30 W!~> 364

&

< - -
N~

kommutativ macht.
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Beweis: Wegen 3.7 sind T¢; (L = 1,2) K-ziel. in 3 , die
aufgrund von 1.5 durch den Schrnitt einer Klasse eires rFunktes
mit einer inzidierenden Geraden eindeutig bestimmt sind, d.h.
T, = Ty, bzw. VP,neR: P F = 90 &= ¢F = p0.

Daher definiert? : 3%, —> &, mit R((ﬁl-’) = ¢,0' einen Isomor-
onismus vonZQ auf '&E . Man beachte, dass genau ein Isomor-

—

phismus das Disgramm kommutativ macht.

3.9 Satz: 1. Isomorvhiesatz

Es sei & projektive I-Ebene und T eine K-Rel.,
die eine p-konjugierte K-Rel. mit (K3) besitze
und (K4) erfiille. Pir jeden ferntreuen Morphis-
mus @ : & > &' der H-Ebenen 3 , ' nit
dPeRYER: TTQ == P = ¢Q
gibt es genau einen Inzidenzmorphismus
Lf':&%“—) ®' der projektiven H-Lbenen EC/Z,, &', so
daSS (P = (P' . T .
3 . > 84

1]

I

i

|

'

Y,

¢
ael

Dabei ist \p’ ferntreu oder nahtreu und zwar:

(f?'ferntreu. genau dann, wenn —]}‘E'RVQE'R
propq == rTFQ
«p'nalrz‘treu genzu dann, wenn }PE’R VoeR :
FAP o == proyq.
Bewelis: Setzen wir ¥ T’-‘P L& ((;P = @0, s0 ist

wesen 3.6 &)

?

die Vorausset-
el

T
T

K-Rel, Fit 1.5 g%’ilt:’tg't‘.'p. Ferner erfillt
zungen von 2.10, also ist 3?,/»,7 srojektive II-Theine. Da T und
bq Kquivalenzrelationen sind, existiert genau eine Abbildung
@' der lunktmenge von ®p auf die von #'. Wegen T ¢ Tpund

w(r) I w(g)ed> I'rg ist L{? Inzidenznorphismus. Die lachbar-
schaftsrelation o in ' induziert in I  eine K-iel. Wir
setzen: }?uLQ = pro e, it 1.7 gilt daher m < TPoder tPe M .

Tun ist PTP 0 &= n(P)o n(Q). Also ist ¢ ferntreu (nahtreu)
genau dann, wenn me TP (TP E”L) ist.
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3.10 Folgerung: Es seid H-Ebene und Tt eine K-Rel., die eine
p-konjugierte K-Rel. mit (K3) besitze und
(K4) erfiille., Sei ¢: ¥ —>R ferntreuer Epi-
morphismus mit
IPeRVQeR : PTQ &S 9P = pq.
Dann gibt es genau einen Isomorphismus
d:a%%——slﬁ', so dass ¢ = @'« gilt.
Beweis: Offensichtlich ist ¢' Bijektion und ein Inzidenz-
morphismus. Mit [2,S.4ff] ist jeder bijektive Inzidenz-
morphismus von H-Ebenen ein Isomorphismus.

Bemerkungen: 1. Es ist unter den Voraussetzungen von 3,10
33/1: T Reep
2. Ist die K-Rel.rp-konjugierte einer K-Rel. T, , also

T =T®, wobei ¥ (K3) erfillt, dann dst mit 2.4
of - PP

=T/ . Wegen 2.9.2 ist #4 projektive Ebene.

Naheliegend ist nun die Frage nach den Beziehungen zwischen
den K-Rel.einer H-Ebene & und dem ferntreuen epimorphen
Bild & ¢ .

3.11 Satz: 2. Isomorphiesatz
Sei ¢ : ®) —= 3¢, eine verfeinerte Nachbarschaft.
Dann gibt es eine bijektive, isotone Abbildung
f der K-Rel.T von o€, mit Tp e T co auf die
K-Rel. von &, .
Beweis: Sei T K-Rel. in #, mit TyeTc o . Wir setzen
f(t) =T¥ , wobei
¢P thq & PTAQ.

Wegen Te ¢ Tist die Definition vertreterunabhingig und

offensichtlich ist T® eine XNquivalenzrelation.
\fP’L’"va = PTQ, also Po Q und, da Y verfeinerte Nachbar-
schaft ist, ¢FPo ¢Q. Damit haben wir: T¥ce (K1).
Setzen wir TY in gewohnter Weise auf die Geradenmenge fort,
so gilt, da ¢ surjektiv ist,

gat¥¢h &> gTh.
Sei yPr¥yQ una ¢P@@R, also P@ R. Ist ¢g =¢PpR, ph =pQyR,
wobei P I g, Q T h ist. Mit R' I g,h und ¢R = ¢R' haben

wir RT,R', also R'g P. Daher ist gTh, d.h. pstfeh.




...33..

Entsprechend bewelst man die andere Aussage in (K2). Somit
ist T¥ K-Rel. in ¥, .
In 3.6 wurde gezeigt, dass P Ty Q éﬁ> P m¢Q fir jede K-Rel.n
in ¥, eine K-Rel. Twy mitT¢STyin R, definiert. Setzen wir
&: Ut>T,, s0 erhalten wir eine Abbildung von K(&,) auf die
Menge der K-Rel.T von &, mit Ty ST o, Wegen gef(T) =T
und f.g(m) =m ist f bijektiv. Offensichtlich ist f isoton:
T,€T, => fT ¢ £7T,.
Da die Menge der K-Rel. von &, bzw. ¥, Ketten sind, ist f
ein Ordnungsisomorphismus. Man beachte, dass benachbarte
Relationen (T,€7T,) in benachbarte (£fT,C fT,) ilibergefiihrt
werden.

Zum Abschluss dieses Paragraphen ziehen wir aus 1.7 eine
wesentliche Folgerung.

3.12 Satz: Seien §; : ¥ —>3¥; (i = 1,2) ferntreue Epimor-
phismen von H~Ebenen 3 ,3; , dann gelten folgende
Aussagen:

a) Es existiert genau ein surjektiver Inzidenzmor-
phismus A :'0'64-—> 3, oder X :3‘62—-—> #4 ( je nach-
dem ob Ty, & Ty, oder Ty, cTyp, ist) mit
e @=1, bzw. A'eP = @ .

b) Ist nun A : ¥ —> H,, so ist
A ferntreu genau dann, wenn T%_P c ’E'(pf
Anahtreu genau dann, wenn TyP ¢ 'C'pz'?

Beweis: a) Nach Satz 1.7 ist die lenge der K-Rel. linear
geordnet. Mit 3.6 sind Tp, Ty, K-Rel. Sei 0.B.d.A. Tpc Tpp
Man wendet 3.9 an und erh8lt genau einen surjektiven Inzi-
denzmorphismus X: €,—>K;.

b) Da ¢; Epimorphismen sind, gilt

VP,QeR: PTpP Q0 &= 9P oy Q. Mit 3.9 folgt dann sofort b).

Ist Tq;f = ’E‘(pf » s0 unterscheiden sich die H-Ebenen ¥,,&, 'nur'

a __t&_> 3(’,4 um eine verfeinerte Nachbarschaft. Anderer-
q, ;)~ seits bedeutet dies, dass wir den fern-
\ M treuen Epimorphismus ¢, in einen ferntreu-

3@?_ en - n8mlich Y, - und eine verfeinerte

Nachbarschaft — A - zerlegt haben, wobei
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¥, = A+ ist. Unter Umsténden lisst sich g, seinerseits wie-
derum nichttrivial zerlegen, d.h. es gibt eine verfeinerte
Nachbarschaft A', die kein Isomorphismus ist, und einen
ferntreuen Epimorphismus ¢' mit @, =2"+¢'. Dieser Prozess
braucht nicht abzubrechen, das zeigt der desarguessche Fall.
Damit stellt sich die Frage, ob es zu jedem ¢, wenigstens
einen ferntreuen Lpimorphismus §,, eine verfeinerte Nach-
¥ 30 schaft 1, und eine H-Ebene ¥, gibt,
wobei {,=%,°¢@, ist. und V, keine
\¢} llo nichttriviale Zerlegung dieser Art
besitzt. Offensichtlich existiert dann
wegen 3.12 eine verfeinerte Nachbar- °
schaft A', so dass das Diagramm

kommutativ wird.
Eine Antwort auf die oben gestellte Frage gibt folgender
Zerlegungssatz flir ferntreue Epimorphismen, der gerade die

Minimalit&dt der pa-konjugierten K-Rel. widerspiegelt.

%3.13 Satz: Zerlegungssatz fir ferntreue Bpimorphismen
Sei d eine H-Ebene. Jede K-Rel.TeK(}®) erfillle
(K4) und besitze p- und pa-konjugierte K-Rel.
Dabei sollen die p-konjugierten (K3), (K5) und
(K6) geniigen.
Dann gilt:
Flir jeden ferntreuen Epimorphismus tPZ:}C — %,

gibt es eine H-Ebene #, und eine, bis auf Iso-
morphismen eindeutige Zerlegung in einen fern-
treuen Epimorphismus y,: # —> &, und eine ver-
feinerte Nachbarschaft ,: ¥#,—=¥, mit ¢, =25,
wobei ¢ nur trivial zerlegbar ist.
Beweis: Ty, ist K-Rel in # . O.B.d.A. seli Ty # id, d.h. @
ist kein Isomorphismus.
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a) Ty,P? = id, also (2.7.1) T = o,

Nun ist PT(,;Q &= ¢P oyQ, also PO Q & ¢PopQ.

Daher ist Y, verfeinerte Nachbarschaft. Wir setzen #,6 = & |,
Y = 1 uwnd 2, = @, . Wegen 3.12 ist ¢, minimal.,

b)’t'%f’“ + id. Wir setzen ®, = Ee/q;q,z”“ und ¢, : —> R, als
kanonische Projektion auf die Faktorstrukur. Mit 3.5 ist

¢, ferntreu und &, projektive H-Ebene (2.10), da Ty P als
K-Rel. (K4) und vy =Ty (2.8) (K3) erfilllen. Wegen
TWZP“;T%_ existiert genau ein Inzidenzmorphismus A,: ;&)
Mit 3.12 und 2.8 folgt, da Tyl =Tyf*P =T, ist, dass 2,
verfeinerte Nachbarschaft ist.

Wegen der Minimaleigenschaft der pa-konjugierten Relationen
(2.8.3) ist §p, nur trivial zerlegbar, d.h. ¢, ist minimal

unter allen Zerlegungen obiger Art.
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§ 4. DINE KLASSIFIZIERUNG VON HJELMSLEV-EBENZN

Nachdem 1954/1955 KLINGENBRRG [8] global die desarguesschen
H-Ebenen charakterisiert hatte, war wohl LUNEBURG [11) der
erste, der eine geometrisch beschriebene Klasse von H-Ebe-
nen - die uniformen H-Ebenen - im nichtdesarguesschen Fall
ndher untersuchte. Verallgemeinerungen dieses Begriffes
brachten Arbeiten von ARTMANY [1]) und fiir die endlichen
Strukturen von DRAKE [4]. Wesentliches Hilfsmittel in den
Arbeiten von ARTMANN ist der schon oben erwdhnte lMorphis-—
musbegriff der verfeinerten Nachbarschaften. Dort werden
H-Ebenen behandelt, in denen die kenonische Frojektion in
h8chstens endlich viele verfeinerte Nachbarschaften zerlegt
werden kann. Dass dies nicht immer mdglich ist, legt die
Betrachtung von desarguessciien H-Iibenen schon nahe. Anstelle
der Zerlegung der kanonischen Frojektion betrachten wir hier
die Menge der X-Rel. eliner H-%bene, die wir eineindeutisg der
Menge der ferntreuen Epimorphismern zuordnen kdnnen, wobel
wir die Epimorphismen, die sich um einen Isomorphiswmus unter-
scheiden, identifigzieren. Den Ordnungstyp dieser Menge be-
autzen wir als Klassifizierungsmerkmal.

s scheint uns schwierig, im allgemeinen Fall ohne zus&tz-
liche Voraussetzungen an die Tbenen wesentliche Folgerungen
aus dem Typ einer H-Ebene zu ziehen. Daher werden wir in die-
sem Faragraphen lediglich die Terminologie bereitstellen,
die H-Ebenen der HBhe n einordnen, dann aver die verschie-

denen Typen erst im desarguesschen Fall diskutieren.

Mit K(®) haben wir bislang die Menge der K-Rel. einer projek-
tiven H-Ebene o bezeichnet. Setzen wir fir T, T, eKH)

T, T, éﬁﬁ?* Ty €T,
so ist (K@), < ) wegen 1.7 eine linear geordnete Menge.
Dass es glinstiger ist, anstelle von ¢ die konverse Rela-
tion € 2zu benutzen, wird sich beil der Behandlung von

desarguesschen H-Ebenen herausstellen.
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4.1 Def.: Sei ¥ eine H-Ebene und (K(¥), €) die Menge der
K-Rel. von &2 .
Der Ordnungstyp von (K@), < ) heisst i-Typ von 3¢ .
Der Ordnungstyp von

({6eK@) |3 Tex@):6<v Yu fial, <),
d.h. der Menge der K-Rel. zusammen mit id, die in
bezug auf < (€ ) untere (obere) Nachbarn sind,
heisst h-Typ von 3,
Der Ordnungstyp der Menge aller p-konjugierten
K-Rel., d.h, der Ordnungstyp von
(1g eX(®) [ITeK@): ¢ = TFY, <),

wobei die an TP gestellten Forderungen zu beachten
sind, heisst p-Typ von o,

Bemerkung: Eine grdssere Klasse von H-Ebenen verschiedener
Typen kBnnen wir erst, nachdem wir Xonstruktionsprinzi-
pien von Hjelmslev-Ringen behandelt haben, vorstellen.
Dann wird sich der i-Typ als der Crdnungstyp des Ideal-
verbandes des H-Ringes R der H-Ibene 36(3), der h-Typ
als der Ordnungstyr der Menge aller Hauptideale (falls
R Duo~Ring ist) und der p-Typ als der Ordnungstyp der
Menge aller vollstédndigen Primideale herausstellen.

Mit n kennzeichnen wir den Ordnungzstyp einer Kette mit

n Elementen.

4.2 Lemma: Sei ¥ H-Ebene. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) & ist projektive H-TFbene.

b) & hat i-Typ 1.
Beweis: a)=>b) Da fiir K-Rel. stets gilt: ide T ¢ ©, hier
aber wegen a) id = o ist, kann 3 nur den i-Typ 1 haben.
b)=a) Nun ist id = o , also &€ -—':Ee/l.d .—_ae/o = }-E , doh.
¥ ist eine projektive Ebene.

Bemerkung: Ist 3¢ projektive Zbene, so ist offensichtlich
auch der h-Typ und der p-Typ 1.

4.3 Def.: Bine (echte) projektive H-Ebene heisst uniform, wenn
To & Vg,ha% it goh, P,0 1 g, PI h =>QIh

N

Lohe=>V¥r,0eR: Po, P I gyh, QT g =»Q Ih
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4.4 Lemma: Sei # eine uniforme H-Ebene, so ist der i-Typ

und der h-Typ 2, der p-Typ 1.
Beweis: Nach Voraussetzung ist id # o und o%=o . Mit 2.3.1
ist o= o . Wegen 2.6 e) hat o= 0 % id zur Folge: idCOO'—:O.
Da id® = o gilt, erkennt man, dass der i-Typ und der h-Typ
2 sind, wdhrend es genau eine p-konjugierte K-Rel., nidmlicho,
gibt.

Ob dagegen alle H-Ebenen mit i-Typ und h-Typ 2, p-Typ 1
uniform sind, ist direkt nicht ersichtlich. Flir den desar-
guesschen Fall werden wir die Schwierigkeiten unter 5.15
bzw. 6.18 diskutieren.

4.5 Lemma: Sei d eine H-Ebene der HBhe n, dann ist der
i-Typ und der h-Typ n, der p-Typ 1.

Beweis: (BeZliglich der Definition und der Terminologie von

H-Ebenen der H8he n, vgl. ARTMANN [1,S.165-167,174]).

a) Sei T verfeinerte minimale Nachbarschaft vond , so ist

mit Lemma 1.2 [1] T eine K-Rel. Die Minimalit#tsbedingung

M a) bedeutet: T& o, denn

PTQ = Wgﬁm%: P,Q I g, PI h, goh => QI h).

M b) bedeutet: o ¢T®, denn

FoQ — (Vg,hsg : P,QI g, PIh, gth ==Q1Ih).

M c) bedeutet: id #+ T . Wegen id #T und daher o® + id folgt

mit 2.6 e) idc o? , also mit Te o ist ideT , d.h. T = 0%,

b) Wir beweisen nun die Aussage von 4.5 durch Induktion

Uber die HBhe der projektiven H-Ebene.

1. Ist 4 H-Ebene der HShe 1, so ist nach Definition 3 ge-
wohnliche projektive Ebene. Wegen 4.2 sind wir fertig.

2. Seil nun die Aussage von 4.5 flir alle Ebenen der HBhe
kleiner oder gleich k richtig. Ist d,.4 H-Ebene der
H6he k+1, so haben wir folgendes kommutative Diagramm
[1,8.174]:

R g T g &
Yicap Pu j/‘Pz J/%
Keg S @Ke—“ SRR — @z & 3e4
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Setzen wir Py, 2 &= ¢F = ¥Q, so ist Ty= (vk) und K-Rel.
in &y . Dabei ist (~vk) minimale verfeinerte Nachbarschaft,
also mit a) ide (~k).

Nun ist Yy fern- und nahtrever Epimorphismus, also ist
aufgrund des 1. Isomorphiesatzes Bf,m/(,\,x)%’ e}ﬁK und aufgrund
des 2. Isomorphiesatzes existiert ein Ordnungsisomorphis-
mus £ : (K(&Qn{u/{,\,m), <) > (K(&@K), <).

Die Induktionsvoraussetzung und die Tatsache, dass id G (~vk)

ist, haben zur Folge: i-Typ und h-Typ sind k+1,
Ist (~i) p-konjugierte K-Rel., d.h. es existiert eine K-Rel.
(~j) mit (:vj)P = (vi), so betrachten wir den fern— und nah-
treven Epimorphismus (verfeinerte Nachbarschaft) ¢ = .Y ¥
Man beachte (vi)< (vj)< (vk) nach 2.3. Dann ist ael(fl/(NJ') ¥ Zed‘
und es gilt mit 3.8

gPoyd &= P (W' 2 e P (vi) 0.
Hun ist W verfeinerte Nachbarschaft, also

yP oyl e» FPo 0,
was sofort 1 = 1 nach sich zieht. Daher ist 1 der p-Typ von

Lo -

Bemerkungen: 1. In einer H-Tbene der HShe n gilt:
(lvl)P = (~1) flir alle 1<i<nn.

2. \(jn-ﬁ}en —> Hp4ist universell unter der Menge der

ferntreuen Epimorphismen, da 'L'%-q < id und K-Rel.

gerade die 'Kerne' von ferntreuen Epimorphismen

sind. Das war ein offenes Problem bei ARTMANN [2,3.10].
3. Ob sich die H-Ebenen der HShe n gerade durch diese

Typen (i-Typ und h-Typ n, p-Tyo _1_) charskterisieren

lassen, ist ungewiss, da, wie oben erwZhnt, im uni-

formen Fall erhebliche Schwierigkeiten auftauchen.
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§ 5, HJEIMSLEV-RINGE

5.1 Def.: Ein (nicht notwendig kommutativer) Ring heisst
Hielmslev-Ring (H-Ring), wenn er folgenden

Bedingungen geniigt:
a) Die Links- und Rechtsideale bilden eine Kette.
b) Die Nullteiler bilden ein zweiseitiges Ideal

und jeder Nullteiler ist zweiseitiger Nullteiler.
c) Jeder Nichtnullteiler ist Einheit.

Bemerkungen: 1. Ringe mit 5.1 a) werden wir als Kettenringe,

Ringe mit 5.1 a),b) als Quasi-H-Ringe bezeichnen.

2. Kettenringe sind lokale Ringe. Mit J(R) = J bezeich-
nen wir das maximale Ideal der Nichteinheiten, mit
N(R) = N das Ideal der Nullteiler und mit U(R) = U
die Einheitengruppe des Ringes R.

Die Definition 5.1 stammt von KLINGENBERG [8], der solche
Ringe als Koordinatenbereiche von hinreichend transitiven
H-Ebenen entdeckte. In der gleichen Arbeit findet sich ein
Konstruktionsverfahren fiir (kommutative) H-Ringe, indem
man geeignete epimorphe Bilder von (kommutativen) Bewer-
tungsringen betrachtet. Das dort angegebene Kriterium,
wann epimorphe Bilder von Bewertungsringen H-Ringe sind,
ist fehlerhaft. Eine Korrektur bzw. Verallgemeinerung

und Beispiele von H-Ringen werden wir in §7 angeben.

Da die Definition eines Kettenringes links-rechts-symme-
trisch im Hinblick auf die Idealverbdnde ist, werden wir
im folgenden oftmals lediglich Ergebnisse iiber Linksideale
beweisen, wdhrend dann die Aussage analog auch filir Rechts=
ideale richtig ist.

A, Eigenschaften von H-Ringen

Aus der Eigenschaft 5.1 a), die wir im folgenden oft als
Vergleichbarkeitsbedingung ansprechen werden, folgt sofort:

5.2 Lemma: In einem Kettenring ist jedes endlich erzeugte
Linksideal ein Linkshauptideal.
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5.3 Lemma: In einem Kettenring R besitzt jedes Linkshaupt-
ideal Ra # (0) im Verband der Linksideale einen
unteren Nachbarn, n8mlich Ja, in Zeichen: Jac Ra,

Beweis: Offensichtlich ist Jac Ra. Sei x # 0, xgRaxJa.

Dann ist x = ra flir ein reR und wegen red folgt Ra = Rx.

Umgekehrt gilt:

5.4 Lemma: Jedes Linksideal I1 eines Kettenringes r, das ei-
nen unteren Nachbarn 12 hat, ist Linkshauptideal.

Beweis: Sei aEI1\ 12. Also ist 12c RaGEI1. Wegen IZC I1

haben wir 12c Ra = 11.

5.5 Lemma: Fur einen Kettenring B sind folgende Aussagen
dquivalent:
a) Rac aR
b) Uac al
¢) aJ cJa
Beweis: Wir bemerken, dass ra = a und re&ed wegen 5.3 a

n
o O
e

zur Folge hat. (Entsprechend gilt: ar = a und red=> a
Sei im folgenden 0.B.d.A. a2 * O,
a)=>b) Sei kaeUa mit keU. Ist ka = al
a = k‘1a11 und mit a) folgt a = ak'l
zur Folge, éiso l1eU.

sO0 haben wir

1’
7° 118 J hdtte a = 0

Ist dagegen kal, = a (Vergleichbarkeitsbedingung), wobei

wir von 128J ausgehen konnen, so folgt wiederum mit a)

Aal2 = a = ak'l

Ua cal
b)=>c) Sei akead mit ked., Ist ak = 1
1,60 gilt, 1,7
zur Folge h&8tte. Somit muss 1

o also a = 0. Widerspruch! Daher gilt:

48y SO ist, falls
ak = a, mit b) daher al'k = a, was a = O
18J sein.

Ist dagegen 12ak = a, wobei wir von 125J ausgehen konnen,
so haben wir (1+l Jak = a(k+1). Nun sind 1+1,, 1+keU, daher
(1+41,)ak(k+1)7™" = a, also mit al'k(k+1)”' = a; was mit

1 k(£+1) Ted zum Widerspruch fihrt. Also ist adc¢ Ja.

c)=>a) Sei kaeRa. Ist kal = a mit 1leJ, so gibt es wegen

c¢) ein 1'ed mit kl'a = a, also a = O, Daher gilt: Rac< aR.
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Bemerkung: Gilt eine der &dguivalenten Aussagen von 5.5, soO
ist das Rechtsideal aR ein zweiseitiges Ideal.

Von grosser Bedeutung fiir die Struktur des Idealverbandes
eines H-Ringes sind die Annullstoren.
5.6 Def.: Sei R ein Ring und I R. Dann heisst

It = fxeR|Y ael: ax = O} Rechtsannullator von L.

Entsprechend definiert ist der Linksannullator Il. Offensicht-
lich sind Rechtsannullatoren Rechtsideale. Wir zitieren einige
Eigenschaften von Annullatoren, die man z.B. bei MAEDA [12]
findet.

5.7 Lemma: Seien I1, 12 Linksideale. Dann gelten folgende

Aussagen:
a) I,eI, => I,%¢ 1%
b) I,¢e (I 1r)
¢) I,¥ = ((1,5)H)T
d) (I uI )I' = I a1
Bemerkungen: 1: In Verallgemeinerung von d) gilt fiir Links-
ideale I, Ae): (U ﬂI

2. Anstelle von (I )1 schrelben wir im allgemeinen 171,

Wesentlich flir das folgende ist

5.8 Lemma: Sei Ra Linkshauptideal eines H-Ringes R. Dann gilt:
(Ra)TL = Ra

Beweig: C.3.d.A. a * O. Mit 5.7 b) bleibt zu zeigen:

(Ra)rlQ.Ra, d.h. {y]b’ceR: (ca)x = 0= yx =0 § € Ra.

Offensichtlich kann ¢ = 1 gesetzt werden, also ist zu zeigen:

{y| ax = 0= yx = 0} € Ra. Wegen der Linksvergleichbarkeit

erhalten wir fiir ys(Ra)rl k,a = y oder k,y = a. Annahme:

Sei k,y = a, also k2yx =0 = yx = 0, Somit gilt:

(Rk2) n yR = (0). Aus der Rechtsvergleichbarkeit folgt

yR = (0) oder (sz)r = (0)s yR = (0) = y = 0, also a = O,

Widerspruch! (Rk2)r = (0) impliziert kgeU, dele y = k2_1asRa.

Man solte nun aber nicht erwarten, dass damit 5.8 flr alle
Linksideale in H-Ringen gilt. Ein Gegenbeispiel findet man
in 7.6.%. Was dieses Beispiel zeigt, gilt allgemein:
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5.9 Lemma: Sei R ein H-Ring und I ein Linksideal. Dann gilt
rl oder IG-Irl.
Beweis: Sei 0.B.d.A. I(:Irl. Es existiert xe I
IcRxeIFY. IceRx=—s (Rx)Tc 1T (5.7 a)).
(Rx)Te 17 => 1™¢ (rx)™! = Rx (5.7 a), 5.8). Also ist

¢ 1%L,

entweder 1 =1

N 1, also

Aussagen dhnlichen Inhalts gibt Lemma 5.10:
5.10 Lemma: Sei R ein H-Ring, I%,I2 Linksideale:
r = A —— = T 1
a) Ijg I, und I,” = o => I1 =1, oier I,e I,.

. r —
b) 3 xeR: I,¢ Rxe I, = I, = 1,7,

c) (rx)Y = (Ry)T<> &x = Ry

5.11 Def.: a) Ein zweiseitiges Ideal P eines Ringes R
heisst Primideal, wenn
Vx,yePCH teR: xtysPc .
b) Ein zweiseitiges Ideal P eines Ringes R
heisst vollsténdiges Primideal, wenn
¥x,yeP®: xyep®

Bezliglich der IExistenz von H-Ringen mit vollsti#ndigen
Primidealen # N vgl. §7.

5.12 Lemma: Sei P vollst&ndiges Primideal, P # N, eines
H-Ringes. Dann ist P weder als Links- noch
als Rechtsideal endlich erzeugt und weder als
Links~ noch als Rechtsidezl unterer Nachbar.
Beweis: a) Sei P = Ra, wobei P # N. a muss verschieden von
Null sein, da sonst R nullteilerfrei wire, also N = F.
Sei daher P = Ra mit a # O angenommen. Flir xeN\P existiert
se€R mit xs = a. Da P vollstdndig prim ist, haben wir scRa,
also s = ra flr ein reR. xs = Xra = a hat wegen xel stets
a = 0 zur Folge, Widerspruch!
b) Jeder untere Nachbar ist nach 5.3 von der Form P = HNa,
Wie oben Uberlegt man sich, dass man a £# O und aeN anneh-
men kann. Daher ist agl, stets aber azeP. Widerspruch! Also
kann P nicht von der Form Na sein.




- 44 -

Folgerung: Da P kein unterer Nachbar sein kann, folgt aus
5,9 Prl ir

= P und P = P,

Entsprechendes wie in 5.12 gilt auch fiir die Annullatoren

von vollstédndigen Primidealen.

5.13 Lemma: Der Links- und Rechtsannullator eines voll-
stédndigen Primideals P # N eines H-Ringes R
kann weder als Links- noch als Rechtsideal
endlich erzeugt und weder als Links- noch als
Rechtsideal unterer Nachbar sein.

Beweis: Wir beschrénken uns auf die Betrachtung des Links-

annullators Pl. Der Linksannullator eines zweiseitigen

Ideals ist offensichtlich zweiseitig.

a) Sei pL von der Form Ra, also ist PiT - p = (Ra)T. Wegen

P+ N ist P nicht oberer Nachbar des Nullideals. Daher

gibt es seN\P mit sa = x # C. Da Pl = Ra und Pl Zwelseltig

ist, haben wir mit (5.5 Seiten vertauscht) aR < Ra bzw. Nac al.

Also gibt es s,€R mit sa = x = as,. Da I = (Ra)” ist, folgt

s,EN\F. Sei ke(Rx)T. 0 = xk as,k hat wegen P = (Ra)T

s keP zur Folge, also keP. Damit ist (Rx)Te P,

Sei nun keP, dann ist s.keP, daher auch as.k = 0 = xk.

Damit ist P < (Rx)T, was (Rx)T = P bzw. (ijrl = Rx = Pt

zeigt. Ra = Rx ist aber wegen seN unmbglich.

b) Ist Plals Linksideal unterer Nachbar, also Pl = Na flir

ein aeR, so gilt wegen 5.9 (Ra)Tc (Na)¥ oder (Ra)f = (Wa)¥T,

Mit (ra)Te (wa)® folgt (Ra)Te P, also P = bR (Widerspruch

zu 5.12), wihrend (Ra)¥ = (§a)T = FL1T = ¥ stets P = Ra

nach sich zieht. Widerspruch zu a).

c) Sei Pl = ar. P! ist ein zweiseitiges Ideal, also Ra ¢ aR,
d.h. auch aN¢ Na nach 5.5.

Ist aR = Ra, so sind wir wegen a) fertig. Annahme: Ra c aR.
Es gibt xeaR\ Ra, d.h. es existiert reR mit x = ar und

selN mit sx = a. Mit sar = a ist wegen aN< Na und a # O
sicher reU. Da Ra c¢Rx gilt, folgt mit 5.10 (Rx)Tc (Ra)¥.
Somit gibt es ye(Ra)T\ (BRx)F, d.h. ay = O und xy = ary #+ O.
Also ist y4P, daher auch y2¢P. Nun ist ye(Ra)® genau dann,
wenn Ray = O ist. Mit aNlyc Nay = O folgt Nyc (Ra)T.




- 45 -
Da Pl % (0) ist, haben wir yeN, also aRy2g:aNy'ea(Ra)r = (0).
Somit liegt y2 in (aR)r = P, was der Tatsache, dass P ein
Primideal ist und yd4P gilt, widerspricht.
d) Sei P als Rechtsideal unterer Nachbar.

Pl = al &=> (VzeR: zP = (0) &= zeal)

Nun ist NP = P, denn offensichtlich ist NP ¢ P richtig.
Sei peP, neNc P, dann exisiert reR mit nr = p., Da P voll-
sténdiges Primideal ist, gilt reP, d.h. P SNP. Daher impli-
ziert aNP = (0) stets aF = (0). Wegen P = an ist aeal.
Widerspruch!

Folgerung: Es gilt Pllr = Pl und Prrl = Pr, denn mit 5.9
. .. . . 1, ,1lr 1 _ 1ir
haben wir fiir die Rechtsideale P~C P ocder P~ = P .

Plﬁ Pllr widerspricht 5.13%,
Wir bemerken noch, dass, falls P = N, stets Nt = (O) oder
Nl = Rm flir ein meR ist. Dabei ist Rm oberer Nachbar des

Nullideals im Linksidealverband und es gilt Rm = mR [19].
1 r
= Iq .

Damit zeigt man schnell: N
Bislang haben wir nur iber die Struktur der vollst#ndigen
Primideale im Links- und Rechtsidealverband gesprochen. Ist
das Primideal P nicht vollsténdig, so ist es ungewiss, ob
die Aussagen von 5.12 und 5.13 auch flir ¥ gelten. Sofort
einzusehen ist:
514 Lemma: Sei P # N Primideal eines H-Ringes R, so ist
P weder im Linksidealverband noch im Rechtsideal-~
verband unterer Nachbar.

Ob dagegen (nicht vollsténdige) Primideale links- oder

rechts endlich erzeugt sein k®nnen, bleibt offen. Dazu

dquivalent ist die Frage, ob ein H-Ring, der kein K&rper ist,

Primring (das Nullideal ist ein Primideal) sein kann. Wir

verweisen lediglich auf folgendes Zwischenergebnis:

5.15 Lemma: Sei R ein H-Ring, der Primring ist. Dann be-
sitzt R hUchstens zwel zweiseitige Ideale,
ndmlich ¥ und (0).
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Beweis: Ist R ein K®Srper, so sind wir fertig. Ist dagegen

N +# (0), (0) Primideal und I ein Zweiseitiges Ideal I mit

(0) cIcN. Wegen I#N ist IT % (0). Sei O # xeI, O # yeIF,
deh. xy = O, Da (0) prim ist, gibt es teR mit xty¢(0).

IT ist auch ein Rechtsideal, also xteIr, so dass xty = 0 ist.
Daher kann es hchstens zwei Ideale geben.

Dadurch bleibt auch die Frage offen, ob ein H-Ring mit ge-
nau zwel zweiseitigen Idealen, ndmlich (0) und N, ein
E-Ring ist (siehe 5.27). Das verhindert, dass man die uni-
formen (desarguesschen) H~Ebenen als H-Ebenen mit i-Typ 2
charakterisieren konnte.(Siehe ferner 6.18) In diesem Zu-
sammenhang erwdhnen wir eine Arbeit von B. OSOFSKY [13],
in der ein verwandtes Problem flir eine Klasse von selbst-
injektiven Ringen angesprochen wird, das anscheinend bis-
lang ungeldst ist.

Wir ziehen zum Schluss dieses Abschnittes noch einige
Folgerungen lber die Darstellungen von Annullatoren.
5.16 Lemma: Sei R ein H~Ring, I ein Linksidezl, wobei
I¥ # (0) nicht endlich erzeugt ist. Dann gilt:
T ={a|3teI®: ta = 0}
Beweis: Sei ael®, Annahme: Y+eI®: ta # 0, d.h. ag(Rt)L.
Also ist LJ (Rt)rc.aﬂ. Daher gilt:
(ar) < ( U (Rt) D= N,EDT = N &t (5.8).
tel tel
Ist N th = I, so folgt mit (aR)Tc T und aeI® sofort
aR ¢I-, also I g(aﬁ)l und damit I = (aR)l, was wegen
I¥ = aR im Widerspruch zur Voraussetzung steht.
Ist dagegen f\QtCI 80 schliessen wir mit (aR)lc I

%al

sofort auf I* = aR oder I'c aR (5.10). Mit aeI¥, also
aR(:I{ folgt akRec aR. Widerspruch! Daher ist Annahme falsch
und die Behauptung bewiesen.

Folgerung: Flr vollstédndige Primideale P % N sind mit 5.12
und 5.13 PT bzw. (Pl)r = P nicht endlich erzeugt.
Daher gilt: P¥ ={a|3 tePC: ta = 0}

P ={aliter’®: ta = 0}

I
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B. Epimorphe Bilder von H-Ringen

Epimorphismen von H-Ringen erhalten sicher die lineare Ord-

nung der Links- und Rechtsideale, jedoch im allgemeinen
nicht die Zweiseitigkeit von Nullteilern. Gerade diese Eigen-
schaft ist eng mit der Frage gekoppelt, wann und ob epimor-
phe Bilder von desarguesschen H-Ebenen wieder solche sind.
Es zeigt sich, dass wir dieses Problem auch allgemeiner
flir Kettenringe behandeln kbtnnen.
Wir setzen flr ein zweiseitiges Ideal I eines Ringes R:

Sl(I) ={s| VteR: stel => teI}

S.(I) =1 s| YteR: tsel == teI}
Bemerkungen: 1. Sl(I), Sr(I) sind multiplikativ abgeschlos-

sen. v
2. Sl(I)nI =g , Sr(I)nI = 0.

5¢17 Satz: In einem Kettenring R sind fiir jedes zwelseitige
Ideal I die Mengen Sl(I)c, Sr(I)C vollstédndige
Primideale.

Beweis: Nach obiger Bemerkung ist zu zeigen, dass Sl(I)C = F,

bzw. Sr(I)c = P2 zwelseitige Ideale sind, wobei wir den Nach-

weis flr P1 fihren., Nun ist offensichtlich RP191F1. In Ket-

tenringen sind Links- (Rechts-) Ideale der multiplikativen

Halbgruppe des Ringes schon Links- (Rechts-) Ideale des

Ringes. Deshalb ist P1 Linksideal. Wir weisen daher nach:

XEP, => Y reRr: xreP,

Gibt es r, mit r,x = Xr, so sind wir fertig. Im anderen

Fall gibt es sicher ein rsz(R) = J mit x = r,Xr.

oXr =T in

Sl(l)' Widerspruch! Ist r2¢Sl(I), dann existiert t4I mit r2t

Annahme: XrESl(I). Ist r2881(I), dann ist auch r

in I. Wir vergleichen nun die Rechtsideale erR und tR. Ist

t = xrgs1 fir ein S1€R, g0 ist sicher s1$I.

r2t = rgxrzs1 = xrs1€I. xrs1€I und s1¢I impligiert xrésl(l).
Widerspruch zur Annahme! Ist dagegen ts2 = xr~ fir ein SZER,
s0 ist r2t32 = I,XTT = XT. Wegen rztsl ist xrel. Widerspruch
zur Annahme! Daher ist die Annahme falsch, also XreP1 und

somit P1 auch ein Rechtsideal.
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Bemerkung: Setzen wir N, (R) {teR|Iw * 0: tw = 0% wund
N.(R) {teR| 3w # 0: wt = O}, so gilt
sl(o)c = W, (R) baw. sr(o)c = N.(R). Da N;(R) und N_(R)
zweiseitige Ideale sind (5.17), bilden die Nullteiler
ein zweiseitiges Ideal N = Nl(R)uNr(R). Damit ist die

I

Forderung in der Definition eines H-Ringes von KLINGEN-
BERG, dass die Nullteiler ein zweiseitiges Ideal bilden,
entbehrlich,

Wir bemerken ferner, dass flir einen Epimorphismus ¢:R—>R'

eines Kettenringes R mit Kery = I gilt:

M (') = @ (8;(I)°) und N (R') = @ (5.(D)°)

Damit ist das folgende Lemma offensichtlich:

5.18 Lemma: Sei ¢z R —>R' ein Epimorphismus mit Ker ¢ = I,
dabei R ein Kettenring. Dann sind folgende
Eigenschaften &quivalent:

a) R' ist ein Quasi-H-Ring (d.h. Nl(R') = Nr(R')).
b) $(1) = 8,(I).

5.19 Satz: Sei ¢ : R—R' ein Epimorphismus mit Ker ¢ = I ¥ J(R),
dabei R ein Kettenring. Dann sind folgende
Eigenschaften &dquivalent:

a) R' ist ein H-Ring.
b) Sl(I) = Sr(I) = U(R).
c) Vxed(R) 3 y,y'ed(R)\ I: xy,y'xel.

Beweis: a)=>b) Sei szl(I). ¢(x) = x+IeNl(R'), also x+IeU(R').

(x+I)(y+I) = 1+I, d.h. xy-1el. Nun ist R lokal und Ic< J(R),

daher ist xysd(R), d.h. xyeU(R), also auch xeU(R). Somit

gilt Sl(I),Sr(I) ¢ U(R) und trivialerweise U(R)C_Sl(l),sr(l).

b)Dc) 0.B.d.A. x§I, xeJ(R). Daher ist xe3{1)%,5.(1)°, d.n.

iy,y'4¢Il mit xy,y'xel.

c)=a) Es ist xeU(R)=>¢(x)eU(R'). Ist p(x)eU(R'), dann ist

xeJ(R). Also existiert y,y'4l mit xy,y'xel, d.h. (x+I)(y+I) =

= (y'+I)(x+I) = 0, wovei y+I,y'+I # 0. Somit ist

w(x)eNl(R') = Nr(R'), d.h. R' ist ein H-Ring.
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Flir das weitere bendtigen wir noch folgende Lemmata:
5.20 Lemma: Sei R ein Kettenring und I ein zweiseitiges
Ideal. Dann gilt:
2) 81(s(1)%) = 5;(I) und 51(8,(1)) = s.(1).
Sei R ein H-Ring und P ein vollsténdiges Prim-
ideal. Dann gilt:
b) S (Pr)c = P
c) 8, (P 1ye = pM, ra11s B o+ (0) ist.
Beweis: a) Sel s€S; (I)e Wir nehmen an: sS85y (S (1)°). Dann
existiert T84S, (I)c mit steS (I)C. Da teS (I) lst und S (I)
multlpllkatlv abgeschlossen ist, fiihrt stss (1)° sofort Zu
einem Widerspruch, also ist: S (1)C 51 (S (I) ).
Sei s¢8,(I), dann ist s-1€S (I)° und wegen 148, (1)® folgt
sesy (S (I) ). Lntsprechend bewelst man die Gultlgkelt von
81 (S (I) ) = 5,(I).
b) Tet P = N, S0 Detrachten wir die P&lle NT = (0) und
N'= Rm = mR 5 (0) fir ein meR. Sicher ist 1 (C) = U(R).
Fiir N¥ = Bm gilt sicher U(R)C-Sl(N ). Ist O + sell, dann
gibt es aber t4Rm mit steRm = mR, was U(R) = Sl(Nr) = N©
bzw. S, (NF)® = N zur Folge hat.
Sei nun P # N und seP®. Wir betrachten steP® fiir ein teR.
Mit 5.16 Folgerung haben wir fiir ein veP®: vst = v't = O.
Wegen v'eP® ist daher teP¥ , also S (Pr)cs P, Sei xeP.
Mit 5.16 Folgerung gibt es t¢P so dass xt = 0 ist, was
XSS (FT)C beweist.
c) Tst P = N wna 2t 4 (0), so ist offensichtlich N = Rm
mit (O)c Rm fiir ein meR. Man sieht sofort, dass Sl(Rm)C
genau aus den Nulltellern besteht bzw. (mR)l N ist.

Sei nun P + N und szl(P ), d.h. xtePT => tepl,

Wire xePll, d.h. xPl (0), so wdhle O & zaPl. Wegen X¢P
gibt es seR mit z = xssPl, daher ist saPl, was z = 0 zur
Folge htte. Also ptlc g LehHe.

Sei nun xesl(P )c, dann ex1s§iert t¢P1 mlf xtePT. Sei zePt,
Wir zeigen: xz = 0, also xeP~~, Wegen t¢P ist tu = z fir
ein ueR. Wire uePc, so folgte mit br(P ) = P und tusPl

gsofort taPl. Daher ist ueP und wegen xtaPl stets

11 1

1

xtu = xz = 0.
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Folgerungen: Sei R ein H-Ring und I ein zwelselitiges Ideal
in R.
1. 8 (1)¢, s (I)c sind vollst&ndige Primideale, daher
gllt S (81(1)01)0 = 5, (1)°H

81 (8, (I)cr)c = 8 L(1)°
5, (5,(1)°1)° = s (el
sl(sr(l)cr)° = s, (D)°

2. Erfiillen alle Ideale I dle Bedingung: Sl(I) = Sr(I),
s0 ist insbesondere fiir alle vollstindigen Prim-
idezle F: Pl = PT,
denn: Ist P =N, so gilt offensichtlich nach Bemerkung
5.13 N = N, Ist P = N, so ist

sp(P) = PH1€ = 5_(21) = 2°, also ist P = P
und mit 5.13 stets 2L = BT,

3. Mit 1. ergibt sich, dass flir vollsténdige Primideale P
Pll prT

11

stets bzw. vollsténdige Primideale sind:
Plir ein vollsténdiges Primideal P ist S (P)c = P,
also S5y (S (P)CI)C = Sr(P)Cll Pll, was mlt 5.17

vollstandlges Primideal ist,

4, Ist pt = pT & (O) fliir ein vollsténdiges Primideal F,
so gilt: S (P ) = SE(PI), denn es ist
5 J(ph) = p® = pllc - s (P1).

C. Struktursidtze

5.21 Lemma: Sind die Nullteiler eines H-Ringes nilpotent,
s0 ist jedes Ideal zweiseitig.

Beweis: Da die Links~- bzw. Rechtsideale eines H-Ringes eine

Kette bilden, genligt es, die Behauptung filir Hauptideale

nachzuweisen. Sei I = Ra, wobei wir ¢.B.d.A. a *# O setzen.

Ist x = areRa, so gibt es sedJ(R) = J mit sx = a, also

sar = a und damit sTar® = a fir jedes nell, woraus wegen

der Nilpotenz von s folgt: a = 0. Widerspruch!

5.22 Lemma: In einem Kettenring R, dessen Linksideale
zwelseitig sind, ist jedes Primideal voll-
stdndig.
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Beweis: Sei P ein Primideal und x,yeP®. Nach Voraussetzung
ist xtyeP® fir ein teR. Nun gilt xR ¢ Rx, also existiert
t'eR mit t'x = xt, weswegen schon xyePc ist.

5.23 Lemma: Fiir einen H-Ring sind folgende Aussagen gleich-
wertig:

a) Der Ring besitzt genau ein Primideal.

b) Alle Nullteiler sind nilpotent.
Beweis: a)=>b) Das maximale Ideal N ist zugleich schon Prim-
radikal, d.h. alle Nullteiler sind nilpotent.[10,S.56]
b)=>a) Wegen 5.21 und 5.22 ist jedes Primideal vollstédndig.
Sei P Primideal und xeP®., Also ist fiir alle nell stets x7ePC,
was wegen der Nilpotenz der Nullteiler N = P zur Folge hat.

In solchen Ringen lédsst sich die Struktur des Verbandes der
Hauptideale vollkommen beschreiben.

5.24 Satz: Die Halbgruppe T der Hauptideale (zusammen mit
dem Ring R) eines H-Ringes R, der genau ein Prim-
ideal besitzt, ist einer Unterhalbgruppe von einer
der beiden folgenden linear geordneten Halbgruppen
ordnungs- und verkniipfungsisomorph.
FH: Die reellen Zahlen im Intervall [0,1] mit
der Ublichen Ordnung und mit
v f = min{a+p, 1}
Fé: Die reellen Zahlen im Intervall [0,1] und
das Symbol « mit der tblichen Ordnung und
der Verknipfung
a.f = a+f fliir a+f < 1
Qe = oo flir a+p > 1.
Beweis: [19,5.38]

Da diese Halbgruppen offensichtlich kommutativ sind, gilt
5.25 Folgerung: [19,5.37, Sei R ein H-Ring mit genau einem
Primideal. Dann gilt:
Vx,yeR: xy = 0= yx = O
oder dazu &Hquivalent:
¥ r,s,xeR: rx = SX&O Xr = Xs
Diese Bigenschaft ist nicht allgemein in H-Ringen erfilillt,
siehe Beispiel 7.6.4.
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5.26 Lemma: Ist das maximale Idezl N eines H-Ringes ein
Linkshauptideal, so ist es auch ein Rechts-
hauptideal.

Beweis: Sei N = Ra. Da N zweiseitiges Ideal ist, gilt

aR cRa (5.5), wobei 0.B.d.A. a # O ist. Ist nun racRa und

gibt es seR mit ra = as, so sind wir fertig. Ist rat = g

flir ein teR, so existiert veR mit t = va, was wegen rat =

= rava = a und rateN stets a = O impliziert. Damit gilt:

Ra = aR.

Damit kOnnen wir folgenden wesentlichen Satz beweisen:
5.27 Satz: Sei R ein H-Ring, dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) R ist links-noethersch.

b) R ist links-artinsch.

c) R ist rechts-artinsch.

d) R ist rechts-noethersch.
Beweis: a)=»b),c),d) Jedes Linksideal ist endlich erzeugt,

also Linkshauptideal (5.1), insbesondere mit 5.26 haben

wir N = Ra = aR flir ein aeR., Sei P # N ein weiteres Prim-
ideal, also P = Rp flir ein peR., Nun ist sicher Rpc Ra = aR,
also existiert rell mit ar = p. Es gilt Rr ¢ Ra. Wire Rr ¢ Rp,
sO h&tten wir r = gp flr ein geR, also r = qp = gar, was

r = O nach sich zbge. Dann wire (Ra)® oberer Nachbar des
Nullideals, was aber wegen 5.14 der Tatsache, dass P
Primideal ist, widerspricht. Daher besitzt R genau ein
Frimideal und mit 5.23, 5.22 ist R ein zweiseitiger H-Ring.
Also gilt 4).

Nun ist a mit 5.23% nilpotent, d.h. a = O fiir ein nel.
Wegen Ra = aR gilt Rak = akR flir alle kell, Dies sind aber
auch die einzigen Ideale von R, denn Rak+1c RXS&Rak hat mit
rak = X, 8X = ak+1 flir geignete reR, seN sofort reU zur Fol-
ge. Also ist R sowohl links- als auch rechts-artinsch. Aus
Symmetriegriinden folgt d)=>a). Da R ein Ring mit Einsele-
ment ist, gilt bekanntlich auch c)=>d), b)=a).

Ein Ring R heisst vollsténdig prim#r und einreihig, kurz
E-Ring, falls es ein Ideal A von R gibt, so dass jedes
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Rechtsideal und jedes Linksideal von R von der Form Ai ist
[71]. Obiger Satz gibt daher Bedingungen an, wann ein H-Ring
E-Ring ist.

lMfan beachte, dass s&@mtliche epimorphen Bilder von H-Ringen
mit einem Primideal wieder H-Ringe sind. Ferner stimmen

in solchen H-Ringen die Links- und Rechtsannullatoren iiberein.
Wir werden nun zeigen, dass noch unter schwicheren Vorausset-
zungen - der Primidealverband geniige der Maximal- oder Mini-
malbedingung - 8hnliche, auch geometrisch relevante Aussagen
zu erhalten sind.

5.28 Satz: Sei R ein H-Ring, dessen Primideale der Minimal-
oder Maximalbedingung genligen. Dann gilt fir
alle vollsté&ndigen Primideale

pt = P,
Bewelis: Das maximale Ideal erfiillt Nl = Nt (vgl. Bemerkung

nach 5.1%). Gibt es ein vollsténdiges Primideal P *# N mit

pt

+ PY, so betrachten wir die Henge §7 (Y;) aller voll-
sténdigen Primideale, deren Links- und Rechtsannullatoren
nicht Ubereinstimmen, also §,* & (¥, = & ). (f; (5;)
besitzt ein minimales (maximales) Element Q (Qz), etwa

@ c 9,F (und 0.B.d.A. 0, c Q,F). Davei ist sufgrund der
Bemerkung nach 5.13 ,(Q,) # N und @,%,0,%(a,%,2,%) # (0).

Dann ist Q,%Fc @, c ¥ (gyc Q2ll). Mit 5.20.3 ist Q1rr(Q211)

ein vollsténdiges Primideal. wire QT+ = o 7%
(Qzllr = Qzlll), s0 wdre mit der Folgerung von 5,13
Q1r = Q1rrr (Q2l - lell), also auch Q1rl - Q1rrrl

(Qzlr = Qzlllr) und somit Q1 = Q1rr (Q2 = Qzll), was wieder
Q4
(Q,

von Q, (Qz) widerspricht. Daher stimmen die Links- und

T Q11 (Qgr = Qzl) zur Folge hétte. Somit gehdrt Q1rr

My zu P, (§), was der Minimalitst (Maximalitdt)

Rechtsannullatoren von vollstédndigen Frimidealen {iberein.
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folgerung: Sei R ein H-Ring mit den Voraussetzungen des
Satzes 5.28. Dann ist jedes epimorphne Bild, dessen
Kern der Annullator eines vollstidndigen Frimideals
ist, ein Quasi-H-Ring.

Beweis: Sel P ein vollstédndiges Primideal. Mit 5.20 a) ist

PC = 8, (PT) = Sr(Pl). Wegen 5.25 ist P = PT, folglich

Sl(Pl) = Sr(Pl) und aufgrund von 5.18 ist R Quasi-H=-Ring.

Man beachte, dass wir bislang ohne eine Zweiseitigkeits-
bedingung ausgekommen sind. Um lber die epimorphen Bilder
bei beliebigen Kernen etwas aussagen zu kdnnen, scheint es
uns unmdglich, ohne die Bedingung, dass alle Linksidezle
zwelseitige Ideale sind, wesentliche Aussagen geben zu kon-
nen. Wir erwédhnen in diesem Zusammenhang ohne Beweis fol-
gendes Ergebnis:

529 Lemma: Sei R ein H-Ring, dessen Linksideale zweisei-
tig sind. Dann ist R ein Duo-Ring, d.h. auch
alle Rechtsideale sind zweiseitig.

5.30 Satz: Es sel R ein H-Ring, dessen Primideale der
Minimel- oder Maximalbedingung geniigen. Ferner

et
o

sel R ein Duo-Ring. Daunn haben alle Frimideale

F

die Ligenschaft:

YaeR: Fa = aP und P%a = aPC,
Beweis: Wir bemerken, dass aufgrund der Zweiseitigkeit des
Kettenringes R jedes Primideal vollsté&ndiges Frimideal ist
(5.22). Daher gilt mit 5.28 fiir jedes Primideal P stets
pl = P, Ferner folgt mit 5.5 fiir das maximale (Prim-)
Ideal N Na = al bzw. U(R)a = aU(R).
Sei aeR., Gibt es ein Primidecl mit FPa * aP, so betrachten
wir die Menge §, (¥,) aller rrimideale P1 mit P1a + aP1.
8, (8,) besitzt ein minimales (maximales) Element 9, (Qz),
etwa Q,acaqQ, (und o0.B.d.A. Q2ac:aQ2). Mit 5.28 ist sicher
(0) # Qe ((0) # Qza) und nach obiger Bemerkung 9 * N
(Q2 # N). Da R Duo-Ring ist, ist Q' = {x}aX6Q1a}
(Q," = {x|xacaQ.}) ein Ideal mit al;' = Qa2 (Q,'a = ad,).
Sind s,tqu'c(Q2'C), also as = Séa’ at = t,a fir s1,t1sQ1c

(sa = as ta = at, fir S5 1,680, ), so folgt mit Qe # (G)

2’
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(an +# (0)) sofort st€Q1'°(Q2'°). Daher ist Q' (QQ') ein
Primideal. Wire Qe Q! (Qg'g Qz), S0 hitte man
Q,acaQ,caQ,' = Q2 (aQ2 = Qg’acqza Ean). Widerspruch!
Folglich ist Q1'c Q, (ch:QQ'), was mit Qa * (0)

(Q2a ¥+ (0)) auch Q,'a # aQ," (Q2'a £ aQ2’) nach sich zieht.
Daher kann Q, (QZ) nicht minimales (maximales) Element von
8} (5;) sein. Daraus erkennt men: §, =@ (¥, =& ).

531 Folgerung: Sei R ein Ring mit den Voraussetzungen des
Satzes 5.30. Dann ist jedes epimorphe Bild ein
Quasi~-H~-Ring.

Bewels: Es genligt mit 5.18 zu zeigen: Piir jedes Ideal I

ist 5;(I) = S.(I). Sei ses (I). Mit 5.17 ist 5.(I)° = ¥

ein vollsténdiges Primideal., Sei nun tsel, also gibt es,
da R Duo-Ring ist, s' mit ts = s't. Mit 5.30 gilt tP = Pt
bzw. wegen tR = Rt auch tP¢ = P%t. Da s in PC liegt, muss
auch s'eP® sein. Daher folgt aus s'tel sofort tel, insge-
samt daher:sesl(I) und tsel =—> +tcI, was Sl(I)g;Sr(I)
bedeutet. Entprechend zeigt man Sr(I)§=Sl(I).

Damit haben wir ein hinreichendes Kriterium gefunden, wann
epimorphe Bilder von H-Ringen Quasi-H-Ringe sind. Es nimmt,
wie oben erwdhnt, nur Bezug auf die Ordnungsstruktur des
Primidealverbandes. Da einerseits jedes epimorphe Bild von
kommutativen H-Ringen wieder Quasi-H-Ring ist, andererseits
H-Ringe, die die Kettenbedingungen fiir Primideale verletzen,
mit epimorphen Bildern, die keine Quasi-H-Ringe sind,
existieren (7.6.5), ist das obige Kriterium in gewisser

Weise 'scharf'.
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§ 6. DESARGUESSCHE HJELMSLEV-ERENEN

Nachdem wir in §5 uns eingehend mit H-Ringen beschiftigt
heben, stellen wir nun die Verbindung zwischen den K-Rel.
desarguesscher H-Fbenen und den zweilseitigen Idealen der
zugehOrigen H-Ringe her. Wir werden zeigen, dass die zwei-
seitigen Iderle gerade die K~Rel. in natirlicher VWeise in-
duzieren., Ferner bveschreiben wir idealtheoretisch die Dar-—
stellungen der speziellen K-Rel. und untersuchen die BRe-
deutung und die interne Abhdngigkeit der Zusatzbedingungen
(K3) - (K6). Damit ist der Begriff der Typen einer desar-
guesschen H-Evene algebraisiert und bekannte Zigenschaften
von H-Ringen lassen sich einerseits geometrisch interpre-
tieren, w&hrenc offene geometrische PFragestellungen ring-
theoretisch formuliert werden kdnnen.

6.1 Def.: Eine projektive Hielmslev-Ebene 3 = (]2,3 , I)

heisst desarguessch, wenn sie zu der Hjeclmslev-

Ebene € (R) iiber einem H-Ring R isomorph ist.
Dabei sind die Punkte (Geraden) von & (R) links-
(rechts-) homogene Tripel, wobei wenigstens ein
Element des Tripels kein Hullteiler ist.

Ist P
mit 2 = (g1,g2,g3) eine Gerade von ¥ (R), so

RD mit D = (p1,p2,p3) ein Punkt, g = 2R

wird

P I g durch 2 p.

i%i = 0

i
definiert.

6.2 Bemerkung: Da wir im folgenden mehrmals eine Darstel-
lung einer Verbindungsgeraden zweler Punkte bend-
tigen, nehmen wir diese Rechnung vorweg:

Seien P, Punkte mit den Darstellungen P = RP.
N . - S

0 = obei = (p und = q

2 = RY, wobel P = (p,,0,,P3) d = (ga4s85,0a3)

Inzidiert die Gerasde g mit ¥ und 49, so haven wir:
(1) =z p;g; =0 und (2) 2 a;3; = O.

O.B.d.A. ist p, = 1, also g, = —(p252+p3g3) und
daher (O—Z-qTPZ)g2+(q3—q1p3) = O,

Wir setzen 95=q4Ps = t2 und 03=q1P5 = ..
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O.B.d.A 4 s€R: t2 tBS. Damit erhalten wir
t3sg2+t3g3 = ?.

Offensichtlich erfiillt g = (—p2+p33,1,-s)

(1) und (2). Man erkennt ferner, dass

Fold&e t38N (wobei 0.B.d.A. p1 = 1, tZ = t3s).

A. Kongruenzrelationen in desarguesschen H-Ebenen

Flir die Nachbarschaft von Funkten in desarguesschen
H-Ebenen hat man
Po) & a(l,m)tNQ: 1§—m§aN3.

Dabei ist P = RP, O = R§ und N das maximale (zweiseitige)
Ideal. Die Nachbarschaft o ist eine K-Rel. Das legt fol-
gende Fragestellungen nahe:
1. Sei I irgendein zweiseitiges Ideal des Ringes R. Was

wird durch

(3) Prq &> 3I(1,n)4r%: 1p-niel’

in # (R) definiert?
2. L&sst sich jede K-Rel. in 3 (R) durch ein geeignetes

Ideal im Sinne von (3) induzieren?
Diesen beiden Fragen werden wir nun nachgehen:

6.3 Lemma: Sei 3 (R) desarguessche H~Ebene und I ein zwei-
seitiges Ideal von R. Dann definiert, wobei
P = Rp, Q§ = RF ist,
PTQ <> J(1,m)¢0%: 1p-ndeI”
eine K-Rel. in 3 (R). Dabei wird gesetzt:
gTh&ESYP I 2g3Q I h: Pr o und
¥YPp 1 ndo I g: PTG,
Perner gilt flir Geraden g,h mit g = ZR und
h = bR stets
gTh < 3(1,m)¢N%: 31-BmeI.
Beweis: a) Da I¢ N ist, haben wir
PTQ <=$3(l,m)aU2: 1f)—mqai[3. Also gilt auchTEC o,
Offensichtlich ist T reflexiv und symmetrisch. Sei nun
FTQ und QT S, also 11§—m1§513 und l2§-m25513, wobei
1i,misU sind. Da I ein zweiseitiges Ideal ist, ist
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-1 1

m,1,7'1,§ - m,1,” 'm,8 in I’. Wegen m.1,” €U haben wir
1.2 2% 7172 2 R -1 1 23
- -~ : = - I > -
l1p m,q+m,q m,ll2 m,S l1p m112 m2s€I s, also PTS.

b) Wir zeigen nun: Sei ¥7TQ, P®X, PX = g = B8R, Qx = h = &R,
dann gibt es (l,m)¢N2 mit él—ﬁmaIS.
Sei ﬁ = (p‘l’pQ’pB)’ 5 = (Q19q2,q§) und X = (X19X2,X3)0
O.B.d.A., seil X, = 1. Setzen wir “PyX,*P, = tg, —p1x3+p3 = t3
und gehen davon aus, dass ein VveR existiert mit tzv = t2,
S0 wissen wir mit 6.2 wegen P g X, dass tzeU ist und erhal-
ten £ = (—x2+x3v,1,—v) als eine Darstellung der Verbindungs-
gerade von P und X. IEntsprechend betrachten wir nun die Ver-
bindungsgerade h von Q und X, Wir setzen —q1x2+q2 = t2'
und —q1x3+q3. Wegen Pg X, Pr Q und X, = 1 kann 0.B.d.A. q
so gewdhlt werden, dass p;j=q; = njel (i =1,2,3) ist.
Wegen tS’ = —q1X3+q3 = -p1x3+p3+n1x3—n3 = t3+n1x3—n3,
wobei n1x3—n3819 N ist, haben wir tB'eU. Bs ist
22' = t2+n1x2—n2. Sei also t3'v' = t2', 80 1ist
h = (—x2+x3v',1,—v') eine Darstellung der Verbindungsgera-
den von Q und X. Wir haben:
t3(v—v') = t2—t3'v‘+(t3‘-t3)v' = n2—n1x2+(n3—n1x3)v'el.
Da t3€U und I Linksideal ist, gilt v-v'el, daher auch
XB(v—v')EI. Somit ist -g-h = é(-—T)-—ﬁ(H)eI3 und b) bewiesen.
c) Folgerung: gT™h — H(l,m)aNQ: 214ﬁmsI3.
Dazu wdhle man X I g,h und Punkte P I g, Q I h mit P@g X
und PT Q. Dann ist PX = g und QX = h. Mit b) folgt sofort
die Behauptung c).
d) Wir zeigen: Fiir Geraden g und h gelte:
1(1,m)4N%: Zl-HmeI’. Es sei gek. Dann ist gnk Thak.
Der Beweis verl&uft wie unter b), jedoch unter Vertauschung
von 'links' mit 'rechts' bei Multiplikationen. Da I zwei-
seitiges Ideal ist, bleiben alle Schliisse gliltig.
e) Aus c) und 4) folgt
ETh > 3(1,m)4N%: 2l-humeI’.
f) Daher gilt: PT ) und P®@ X => PYXTOX

gTh und gk = gnkT hok.
Damit ist T als K-Rel. nachgewiesen.

Satz 6.4 sagt nun aus, dass alle K-Rel. einer desarguesschen
H-Ebene durch zweliseitige Ideale induziert werden.
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6.4 satz: Sei d (R) desarguessche H~Ebene iiber einem
H-Ring R. Flir jede K-Rel. T in 3 (R) gibt
es ein zweiseitiges Ideal I in R, so dass
V2,063 (2): PTQ < I(1,m)ev?: 1p-mie1,
wobei RD bzw. RJ eine Darstellung des Punktes
P bzw. des Punktes () ist.
Beweis: ) Als Hilfsliberlegung bendtigen wir folgendes:
Sei XT:P1, wobei T K-Rel. und X = R(1,x,0) und P1 = R(1,0,0)

ist. Dann gilt fir alle reR: Q = R(1,rx,0)T R(1,0,0) = P,

’p3 = R(00.1)

P=RMU00) B, Q X P,=R(04,0)
Pig., 12

Es sei X = R(1,x,0) und B, = R(1,r,C). Wegen P,T X gilt fir
B2 = P1En13X ebenfalls B2T‘P1. Setzen wir B3 = B1EnP2P3,
wobei dann B3 = R(0,1-r,1) ist, so erhalten wir fiir

Q = P1P2nB283 auch Q = R(1,rx,0). Man beachte, dass wegen
B2T P1 auch B3¢SBZ, B3¢Z?2 gilt. Folglich ist B3P1T BBQ

und wegen B3¢IP2 haben wir P1P295P1BB, also P1L Qe

b) Bezeichnen wir die durch ein zwelseitiges Ideal I indu-

zierte K-Rel. (siehe 6.3) mit7Tr , so betrachten wir zu einer
vorgegebenen K-Rel. T das zweiseitige Ideal

L=U 1
TeT

Offensichtlich ist, da R Kettenring ist, T, & 7T .
Annahme:’tLC’U. Da K-Rel. durch die Klasse eines Punktes
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auf einer Geraden festgelegt sind (1.5), betrachten wir die
Ungebung von P1 und wissen, dass es einen Punkt X mit

X = RrR(1,x,0) auf P1P2 mit XtP,, aber nicht XTQ_P1 gibt.
Nun ist RxR = L1 eln zweiseitiges Ideal und demzufolge TL4
K-Rel., Wir zeigen nun:

* ) T >
VS I PPy 5T P, = STE,.

Q=RMA,rx,0)

P2 R(,0,0) \ g =R(,0,rxs) B=R(00,1)
Fig. 13

Plir S kbnnen wir die Darstellung R(1,0,rxs) annehmen. Mit
a) gilt o = R(T,rx,O)T’P1, also g = P1P3T‘QP3 = h. Man
betrachte die Gerade k = (-rxs,s,1)R, die sicher nicht

zu g = (0,1,0)R benachbart ist.

Ferner sind @ I k und S I k, denn 1+ (-rxs)+(rx).s =0

bzw. 1+ (-rxs)+(rxs)+1 = O. Wegen gTh und 1g g haben wir
QTS, also P1T S. Das hat T_,c¢ T zur Folge und somit

RxR = L1§ L, was mit X'ﬁ_P1 im Widerspruch zur Annahme
TLeT steht. Also ist T, = T fiir ein zweiseitiges Ideal,
was zu zeigen war.

Nachdem wir nun festgestellt haben, dass die X-Rel. in
desarguesschen H-Ebenen durch zweiseitige Ideale indu-
ziert werden, erhebt sich die Frage, welche ausgezeichne-
ten Ideale der p- und pa-konjugierten K~Rel. einer durch
ein Ideal I beschriebenen K-Rel. entspricht. Perner kOnnen
wir dann die Existenzfrage solcher speziellen K-Rel. posi-
tiv beantworten und suchen schliesslich noch die ringtheo-
retische Bedeutung der Zusatzbedingungen (K3) - (K6).
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6.5 Lemma: Sei & (R) desarguessche H-Ebene und I ein zwei-
seitiges Ideal in R. Plir einen Punkt P = RP und
eine Gerade g = ZR gelten:

PTrg & & P;8; el

Beweis: => Sel FTy g. Dann gibt es Q = R§ mit Q I g und

Pty Q, wobel wir davon ausgehen kodnnen, dass ﬁ—dsIB gilt.

Wegen ¢ I g ist Z q;8; = 0, also

L P;g; = Z q;85 t Z(Pi-qi)gi = Z(pi-qi)gi el.

& Sei I p;g; €I. 0.B.d.A. ist p, = 1. Wéren 85183 beide

in N, dann miisste g1£U sein und wir hitten P;8; elU. Sel

daher etwa g2€U. Dann existiert teR mit tg2 = Pi8;>
wobel dann tel folgt. Nun ist g1+(p2-t)g2+p3g3 = 0. Wir
setzen () = R(T,p2—t,p3), dann ist Q I g und F TrQ, also

P Te.

6.6 Lemma: Sei & (R) desarguessche H-Ebene und Ty eine
K-Rel., die eine p-konjugierte K-Rel. besitzt.
Wird Tr durch das Idezl I induziert, so wird Tip
durch das Ideal Sl(I)c definiert.
Beweis: Ist T eine K-Rel., so hatten wir in 2.2 TP, falls
es den in 2.1 gestellten Forderungen entsprach, durch
PvPQ & Jg,0e ®(R): 1(gTth), P,0 I g, T I hund QTh be-
schrieben. Sl(I) war in 5.B durch Sl(I) = {s|VteR: stel= telj
definiert worden. Wird die Relation Ty durch das zweiseitige
Ideal I induziert und setzen wir Sl(I)C = L, so haben wir
zu zeigen:
VP, e #(R): P10 & PTPo.
=> Sei T = RD, Q = Rj mit D-3el’, wobei wir von D, =1
ausgehen. Da L& N und daher P und Q benachbart sind, ist
qqu. Wie in 6.2 setzen wir ~Q4P5*q, = tz, —q1p3+q3 = t3'
Sei 0.B.d.A. tzRq;tBR mit t3v = tz, sc ist mit 6.2
g = (—p2+p3v,1,-v)3 eine Gerade, die mit P, ( inzidiert.
Wir suchen nun eine Gerade h mit P I h, QTy h und 1(gti n).
Wegen tBESl(I)C gibt es weR mit tgwaI und w¢lI. Wir setzen
v' = v-w und betrachten die Ger:ude h = (—p2+p3v',1,~v‘)R.
Mit 1-(—p2+p3v')+p2-1—p3v’ = 0 ist P I h. Wegen
q1~(-p2+p3v')+q201—q3v' = t3v—t3v' = t3w el folgt Q77 h.
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Sind nun (—p2+p3v)l-(—p2+p3v')msI, 1-mel und -vl+v'mel,
so wldre, falls 0.B.d.A. meU angenommen wird,

v'm-vl = v'm-vm+vm-vl = (v'-v)m+v(m-1), also (v'=v)mel,
d.h. v=v' = wel. Widerspruch! Also ist mell, was wegen
l-mel ¢ N sofort 1eN nach sich zieht. Damit gilt schliess-
lich 1 (g7 h).

&= Sel fT}PQ, wobei 0.B.d.A. p, = 1 sei. Somit ist wegen
fe o auch q,€U. Wir setzen -q,P,+q, = b, ~q1P5+Q5 = t5 und

gehen davon aus, dass t2R.ct3R ist, also t3v = t2 flir ein

vER., mit 6.2 ist g = (- p2+p3v,1, -v)R eine mit P und Q inzi-

dierende Gerade. Annahme: tBESl(I> Sei h = hR eine Gerade

mit P I h und Q73 h.

PIh & Iph =0 bzw QTGh &= & q;h; eI,

Damit folgt (—q1p2+q2)h +(—q1p3+q3)h381, also

toh +t3h3 = t (vh )EI Wegen tBESl(I) ist vh%+h el.

Nun ist aber mlt (h ,1)¢N stets é(-hz)-ﬁ(—1)sl , denn

(- p2+p3v)( ~h, )+h = ”11+p2h2 p3vh2 = —p3(h5+vh2)81,

—h2+h2 = OeI, (—v)(—hz)—hB(—W) = Vh2+h3€I.

Also gilt filir alle Geraden h mit F I h und QAT h: g Ty h.

Das 1ist ein Widerspruch zu qu Q, was die Annsahme tjesl(l)

verwerfen lésst.

it tyes 1(I)° = L haben wir auch t,eL, also -q,+q,¢L,
-q1p2+q2€L und —q1p3+q38L. Dabel ist q1€U. Damit ist
gezeigt: P T Q.

6.7 Korollar: In einer desarguesschen H-tbene & (R) besitzt
Jede K-Rel. eine p-konjugierte.

Beweis: Das Ideal Sl(I)C, was flr jedes I gebildet werden

kann, induziert eine Kongruenzrelation, die nach dem eben

bewiesenen Satz offensichtlich die p-konjugierte von Tt ist.

6.8 Korollar: In einer desarguesschen H-ibene o (R) erfiil-
len alle p-konjugierten K-Rel, die Bedingung
(K3).

Beweis: Wegen 2.4 ist (K3) &dquivalent zu TPP = TP, jun

gilt mit 5.20 a) 5,(5(1)%) = $1(1), damit auch (K3).
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6.9 Lemma: Sei 30 (R) desarguessche H-Zbene und Ty eine
K-Rel., die durch das Ideal I induziert wird.
Dann sind folgende Aussagen #quivalent:
a) Die K-Rel. Ty erfiillt (K4).
b) Sl(I) = Sr(I)‘
Beweis: Man beachte, dass aus Symmetriegriinden aus 6.6
folgt: 3 P,Qedl(R): 1(PTr Q) und P,QT; g,h &> gT_h,
wobei nun L = Sr(I)c gesetzt sei. Die Relation Tr® wird
aber durch $;(I)® induziert. Mit (K4) und 6.3 folgt daher
Sl(I) = Sr(I). Das Umgekehrte gilt trivialerweise.

Wir werden jetzt den in 2.5 angedeuteten Zusammenhang der

a-konjugierten K-~Rel. mit den Annullatoren im Idealverband

beweisen.

6.10 Lemma: Sei ¥ (R) desarguessche H-Lbene und TT eine
K-Rel., die durch das Ideal I induziert wird.
Dann wird die a-konjugierte K-Rel. durch den
Linksannullator Il induziert.

Beweils: Flr eine K-Rel. Ty hatten wir in 2.5 definiert, falls

Tr? die dort gestellten Forderungen erfiillt:

P’ Q&E=> Vg,hedl(R): gTr h und P,Q I gund P I h => ¢ I h.

Der Linksannullator eines zweiseitigen Ideals ist wiederum

L = I, eine K-Rel.

ein zweiseitiges Idezl, also induziert I
Wir zeigen: P’E‘LQ & Pt‘f‘Q.

=> Seien P = RP, Q = R§ Punkte mit P-3cL’, wobei mit 6.2
py = 1 angenommen werden kann. Setzt man ~Q4Prtq, = t
2R C_t3R, also
t3v = %, ist, so ist die Gerade g = (—p2+p3v,1,—v)3 mit

2’
-q1P3+q3 = t3 und geht davon aus, dass t

P und Q inzident. Sei nun hTy g mit P I h, also & pihi = 0,
d.h. 0.B.d.A. ist 3-ReI’, sSei ~p,+Pzv-h, = n,, 1-b
und —v—h3 = Ny, wobel niaI ist. Nun erhalten wir:
L qzh; = 2 pihy + 2 (qi—pi)hi

2 (qi‘Pi)hi
(q1—p1)(-p2+p3v—n1)+Eq2~p%)(1-n§);(q3—p3)(—v—n3)
= % (qi-pi)ni = 0, da p-gel”’ = (I+)”, also Q I h.
& Selen PT*Q. P,Q0 I g. Dabeil kdnnen wir § = (—p2+p3v,1,—v)

2 = Iy

i

]

mit obigen Bezeichnungen voraussetzen. Wihle sel und setze
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h1 = g1-p33, h2 =85 = 1 und h3 = g3+s. Offensichtlich ist

P T hund g Ty h. Daher muss fiir alle sel gelten:

QI h, d.h. q1g1—q1p3s+q2g2+q3g3+q3s = 0, Wegen Q I g er-

halten wir: vV sel: (q -q4P )s = t;s = O,

. 1 5 173 3 1

Somit 1ist tBEI und wegen t2 = t3v folgt t?eI o Mit q1eU
_ 1 _ 1 N 1

und t3 = q1p3+q3€l ’ t2 = q1p2+q2€I und O = q1+q1€I

ist P 7 _Q.

Mit 6.10 erkennt man sofort:
6.71 korollar: In einer desarguesschen H-Ebene 3 (R) be-
sitzt jede K-Rel. eine a-konjugierte.

Aus Symmetriegriinden folgt mit 6.10 fiir den Rechtsannullator
I* eines Ideals I:

6.12 Lemma: Sei ¥ (R) desarguessche H-Ebene und Ty eine
K-Rel., die durch das Ideal I induziert wird.
Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
a) Die K-Rel. Ty erfiillt (K6).
p) It = 1T,

Plir die Bedingung (X5) erhalten wir im desarguesschen Fall
folgende Charakterisierung:

6.13 Lemma: Sei d€(R) desarguessche H-Ebene und T eine
K-Rel., die durch das Idesl I induziert wird.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent, falls
1 .
I-¢I:
a) Die K-Rel. Ty erfiillt (K5).
o) 1%¢ 8, (11) wna 1% s_(11).
Beweis: a)=b) Wir haben zu zeigen: Sei seI® und stel

bzw. t'selT, dann ist teIt bzw. +'eIt.

1

S5el nun t3 ein Element aus IC. Wir wdhlen zu einem Funkt

X = R(T,XZ,XB) Blemente p,eU und pBER, so dass
= —-p1X3+p3 und bestimmen pz,tz mit t2 = —p1x2+p2, 50 dass

t
3
tZRs;tBR ist. Wir setzen P = RD. Mit tzv = %, haben wir
durch g = (-p2+p3v,1,~v)R eine mit P und X inzidierende

Gerade. Sel nun t3wsl sy WObel wir w = v-v' flr ein geeig-
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netes v' setzen. Wir nehmen nun q1EU und q3€R mit Pq=q4 = n

p3-—q3 = Iz, wobel n,, n3 in Il liegen mdgen. Setzen wir

‘I!

ferner ~44X3+q3 =lt3', ta'v' = tgi und t2'+q1x2 = Gy sol

ist wegen nT’HBEI stets t3'—t3€I . Aus t3w = t3(v-v')eI

folgt liber

t3v—t3v' = tz—tB'v'+(tBi—t3)v' = -ty +(t3'It3)v' sofort

t2 t2 = ~NyX,1Py=q, el™ und damit Pr=a5 el”, d.h. PTpeq.

Nun ist h = (—q2+q3V',1,~v')R eine mit Q und X inzidierende

Gerade. Man sieht sofort, dass mit (X5) aus gTreh folgt:

v=v' = waIl, was unserer Behauptung entspricht, also

1°¢ 5, (I1). Aus Symmetriegriinden folgt sus der in (X5)

enthaltenen Aussage iliber Geraden: I° C-Sr(I ).

b)=>a) Sei nun X = R(1,x2,x3) und P = RP, Q = RY Punkte
1

. Wie iiblich

S

?
mit 71 (PTp X) und PreQ. 0.B.d.A. sei D-Qe
setzen wir —p1}l<2+p2 = t2, -p1x3+p3 mit tZR.CtBR. Wegen

*s - - = ' - i
> 3R und I7e¢ I folgt filr Q%15 t2 ’ q1x3+q2 t3
stets tz'RwatS'R. Seien also v,v'€eR mit tBV = t2 und

1 1] —_ 1 3 3 — - -—
t3 v' = t,'. Damit sind g = ( p2+p3v,1, v)R bzw.

1

t,R&t

(-q2+q3v',1,—v')R mit X,P bzw. X, inzidierende Geraden.
i L = = -n bei - =

Mit t2 t2 n,X,-n, und t3 t3 n,Xz Bi wobel p,=qy ny

ist, erkennt man sofort, dass t (v—v ) €I ist. Da T(Ptt X)

gilt, also tBEI folgt aufgrund der Voraussetzung b) stets

v-v'SIl, was gTrth nach sich zieht. Entsprechend verl&uft

der Beweis fiir Geraden.

6.14 Korollar: Sei 3 (R) desarguessche H-Ebene. Dann sind
folgende Bedingungen Equivalent:
a) TP erfiillt (K5), wobei TP durch Sl(I)C =P
induziert wird.
p) pPFe P,
Beweis: Mit 6.13 folgt aus der Giltigkeit von (K5) wegen
ple P sofort PCe s, (PL) = Pllc
nach sich zieht. P%
Ist dagegen PrC Pl, o) haben wir P¢ = s (P ) und schliess-
lich PC¢ 51 (P ), was mit 6.13 die Gultlgkelu von (K5) im-

pliziert.

sy wWas wegen 5.15 Prg'Pl
(P ) gilt tr1v1a1erwelse.
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Uber die interne Abhé&ngigkeit der Forderungen (Ki) einer
desarguesschen H-Ebene df (R) gibt folgende Tabelle Auskunft:

6.15 Ubersicht

geometrische Digen-|algebraische Rigen-

interne AbhiEngigkeit

schaft in & (R) =8 |schaft von R Bemerkungen
1
(1) Tappos SVx,yeR: xy = yx | (1) =>(2)
Ringe mit (2) und
1(1?, siehe in
7.6-1 _30
(2) VT eK(): & Fir alle zweis., Ist R Duo-Ring, so
T erfiillt (X6) Ideale I: ist (2) &
Il = 1% Vx,y: xy = O>yx = O
(3) VTeX(®): &> Mir alle zweis. Ist R Duo-Ring, soO
T erfiillt (K4) Idezle I: gilt: (2)=>(3)
Sl(I) = Sr(I) Ringe mit (3) und
1(2%, siehe in
Tebod,
(4) VTex@): &> Flir alle vollst. |(3) =>(4), siehe
tferfiillt (K6) Primideale P: Folg;rung 5.20.2.
_ pl = pT _ (4) =>(3)
(5) ¥PL eK(R): &> Flir alle vollst. |(4)=(5)
U K Primidesa F: t
erfiillt (XS) Li‘lmlie le (5)%(4)
P-cF
(6) Yrek@®): € Pir alle zweis. |gilt immer (5.20).
Perfiillt (X3) Ideale I: R%n§e ?ig 1(4),1(3),
o C\_ 1(2),1(1), siehe in
S1(5;(1)7)=5, (1) |7.502.
B. Typen desarguesscher H-Ebenen

Nach den Vorbereitungen des Abschnittes A kbnnen wir nun den

Begriff der Typen von H-Tbenen benutzen und einige Eigenschaf-

ten des Idealverbandes eines H-Ringes geometrisch fassen.

6.16 Satz: Sei & (R) desarguessche H-~Ebene iliber einem

H-Ring R und setzen wir fir Idezle 11, I
< 12 éﬁﬁé Izg I
so ist der i-Typ von &

11\

2

']’
der Ordnungstyp (bzgl. <)

der tenge zller zweiseitigen Idesle, der h-Tyr

von & der Ordnungstyp der Menge aller zwelisei-

tigen Ideale, die bzgl. <

einen oberen Nach-
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barn besitzen einschliesslich des Nullideals und
der p-Typ von & der Ordnungstyp der llenge aller
vollsténdigen Primideale.
Bewels: it Satz 6.4 ldsst sich jede K-Rel. 2ls durch ein
zweiseitiges Ideal induziert darstellen. Die Zuordnung ist
offensichtlich ein Crdnungsisomorphismus der lMenge der K-Rel.
auf die Menge aller zweiseitigen Ideale von R. Somit entspricht
der i-Typ dem Ordnungstyp der lMenge der zwelseitigen Ideale.
Damit ist Charakterisierung des h~Typs evident. Mit 6.5 und
6.7 ist der p-Typ der Ordnungstyp der Menge aller vollstin-

digen Primidesle.

Bemerkung: Ist R als H-Ring ein bDuo-Ring, so ist wegen 5.4
der h-Typ zerade der Crdnungstyp der Menge sller Haupt-
ideale.

Wir sagen, ein Ordnungstyp ist noethersch (artinsch), wenn
es eine linear geordrnete Mengse dieses Ordnungstypes gibt,
in der die entsurechende Kettenbedingung zilt. Damit erfiil-
len alle Mengen dieses Crdnungstyps die entsprechenden
Kettenbedingungen.

6.17 Satz: Sei 30 (R) desarguessche H-Ebene iiber einem Duo—

-4

H-Ring. Dann sind folgende Aussagen Hquivalent:

Tlir die Definition der Hohe vgl. [2])

~~

a) % (R) ist eine desarguessche H-Ebene der Hdhe n.
b) Der i-Typ ist endlich und gleich n.
c) Der h-Typ ist endlich und gleich n.

Folgerungen: Unter den Voraussetzungen von 6.17 selten:

1. Ist eine der Aussagen &), b) oder c) erfiillt, so ist
der p~Typ von W (R) 1.

2. Ist der i-Typ oder h-Typ von J (R) artinsch (noethersch),
so ist 3 (R) eine H-fbe

Jewels: Mit Satz 3.7 [2] ist 3 (R) eine H-Ebene der Hohe n

ne der Hdhe n.

%

[#e}
)
&L
+-
I
&
o
o

dann, wenn R eln I-Ring vom lang n ist. Offensichtlich
st daher a)=b),c) richtig., Da R Duo-Ring ist, ist mit b)

.

dag maximsle Ideal endlich erzeugt, also ist 2 ein L-Ring,
d.he D)=>c). Aus der Zweiseitigkeit aller Ideale und c) folgt
sofort a).
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e
TTY

Eine gewissc Ubersicht liber einige Typ-Kombinationen einer

desarguesschen H-TLbene 3€(R) vermittelt Tabelle 6.18:

6.18 Tabelle:

3 (R) besitzt

1
>

p-Typ |h-Typ 1-Typ Bemerkungen

r

1 &> Dprojektive BLbene (4.2)
Danr ist 1 auch p-Typ und
h-Tyo von & (R).

2 Duo-Ring

H-lbene der Hhe n (6.,17)
Dann ist 1 p-Typ von & (R).

L 11

uniforme Ili-Sbene
ungeltstes FProblem (Bemer-
kung nach 5.15)

Befreien wir uns von Endlichkeitsvoraussetzungen fiir den
i-Typ, so gilt wegen 6,16 und 5.24 allgemein:

6.19 Satz: Ist der p-Typ einer desarguesschen E-ibene iber

QY -
o9

einem Duo-Ring 1, so ist der h-Typ der Ordnuns
typ der Menge der positiven ¥lemente einer Un-
terhalbgruppe von eirer der beiden linear geord-
neten Halbgruppen.

I} : Die reellen Zahlen im Intervall [0,1] mit
der Ublichen Ordnung und mit

Qo f = minfa+f, 1}

Q: Die reellen Zahlen im Intervall [0,1] und
das Symbol e mit der iliblichen Ordnung und
der Verknipfung

el = a+f fir o+3 <1
Qo3 = oo filr a+ > 1.
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Inwieweit dhnliche Aussagen flir nicht-desarguessche H-Ebenen
gelten oder ob die lenge der mbglichen Ordnungstypen 'reich-
haltiger' ist, wissen wir nicht.

In Verbindung mit 5.28 und 5.29 kfnnen wir nun noch zwei
Folgerungen flir bestimmte p-Typen ziehen.

6.20 Satz: Sei # (R) desarguessche H-Ebene, deren p-Iyp

artinsch oder noethersch ist. Dann ist jJedes

ferntreue Bild #' , dessen Kern eine pa-kon-

jugierte K-Rel. induziert, eine H-ILbene,
Beweis: Mit 6.6 werden die p-konjugierten K-Rel. durch
vollstdndige Primideale P, die pa-konjuglierten durch die
Linksannullatoren von vollstdndigen Primidealen induziert
(6.,10). Nun ist mit 5.28AP1 = P fiir alle vollsténdigen
Primideale. Mit Folgerung 5.20.4 gilt Sl(Pl) = Sr(Pr).
Mit 6.9 erfillt TP (K4). Wegen 6.3 genligen in desar-—
guesschen H-Ebenen die p-konjugierten K-Rel. stets (K3).
Damit sind die Voraussetzungen von 3.10 erfillt, Daher

ist‘m'g’aiépaeine projektive H-ibene.

6.21 Satz: Sei £ (R) desarguessche H-Ebene lber einem
H-Ring, der ein Duo-Ring ist. Ist der p-Typ ar-
tinsch oder noethersch, so ist jedes ferntreue
epimorphe Bild #' von d (R) eine H-Lbene.

Der Beweis verléduft wie in 6.20 unter Berlicksichtigung,

dass mit 5.29 fiir jedes Ideal I stets Sl(I) = Sr(I) gilt.

Zine Umkehrung der Aussagen von 6,20 und 6.271 ist nicht
mdglich, da, wie schon bei 5.31 erwdhnt, fir H-Ebenen
iber kommutativen H-Ringen jedes epimorphe Bild bel
beliebigem p-Typ eine projektive H-Ebene ist.
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§ 7. EIN KONSTRUKTIONSVERFAHRIEN PUR HIELMSLEV-RINGE
BEISFISLE VO HJoLMSLEV-RING:N

Gleichsam als Anhang an 35 geben wir in diesem Abschnitt
noch ein Konstruktionsverfahren fir H-Ringe an.

Wie schon in §5 erwdhnt, stammt die Idee von KLINGLNBERG,
H-Ringe als epimorphe Bilder von (kommutativen) Bewertungs-—
ringen zu konstruieren. Seinem Satz 6.8 [8] zufolge wiren
aber nur H-Ringe mit einem einzigen Frimideal Uber dieses
Verfehren zu gewinnen. Diese Aussage ist inkorrekt, wie wir
gleich sehen werden. Dennoch kann dieses Verfeahren sogar
verallgemeinert werden. lMan sieht sehr bald, dass man ei-
gentlich nur die lineare Ordnung der Idezale in Bewertungs-
ringen zur Konstruktion ausnlitzt. Daher kann man allgemein
Uber geeignete epimorphe Bilder von Kettenringen H-Ringe
finden., Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium liefert
Satz 5.19. Flr die Anwendung ist allerdings oftmals ein
anderes hinreichendes Kriterium bedeutsam.

7.1 Lemma: Sei R ein Kettenring und ¢: R—>R' ein LEpi-
morphismus mit ker ¢ = I # (C). Ist das zwei-
seitige Ideal I im Links~ und Rechtsidealver-
vand ein Hszuptideal oder ein unterer Nachbar,
so ist R' ein H-Ring.

Beweis: Ist I = J(R), so ist R' ein KOrper, also H-Ring.

Mit 5.19 genligt es zu zeigen:

Vvxed(R) 3 y,y'ed(R)N\N1: xy,y'xel

Sei xedJ(R)\N' I und I = Ra = bR, also I = Ra = aR. Da R Ket-

tenring ist, gibt es y,y'eRkR mit xy = y'x = a. Wegen a # O

ist y,y'el, wihrend y,y'eU(R) stets xel zur Folge hitte.

Ist nun I = J(R)a = bJ(R), so widhle y = a bzw. y' = b.

Damit ist allerdings das Froblem der Konstruktion von
H-Ringen auf das von Kettenringen verlagert. In dieser
Hinsicht ist oislang relativ wenig bekannt. Daher emp-
fiehlt es gich in vielen %3llen, spezielle (zweiseitige)

Kettenringe - ndmlich Bewertungsringe - zu benutzen.




7.2 Def.: [17]

Ein Unterring B eines KOrpers K heisst Bewertungs-

ring, wenn B folgenden Bedingungen genligt:
(1) ¥ xek*: xeB oder x TeB.
(2) B ist eine in K invariante Menge, d.h.

¥ xek®: x 'Bx = B.

Nach einem Satz von KRULL (siehe SCHILLING [17,8.23]) kann
man zu jeder linear geordneten Gruppe einen Bewertungsring
B konstruieren, dessen Wertegruppe die vorgelegte Gruppe
ist.
Man nehme etwa eine nicht archimedisch geordnete Gruppe [,
z.B. 27X 7 mit der gewOhnlichen Addition und der lexiko-
graphischen COrdnung. Ein zugehOriger Bewertungsring B
besitzt dann, sieht man vom Nullideal ab, zwei nichttriviale
Primideale Pq, PQ. Ist v B—%x %4 die Bewertungsfunktion,
so lassen sicin P1, P2 wie folgt beschreiben:

P, {xeB| v(x)» (0,1)}

P, = jxeB| I keZ: v(x)» (1,k)}
Da v der Bedingung v(x.y) = v(x)+v(y) genigt, besteht ein
enger Zusammenhang zwischen der Multiplikation in B und
der Addition in Zx Z. Faktorisiert man nach einem Haupt-
ideal, etwa I = fxeB| v(x)2(1,2)}, so folgt mit 7.1, dass
B/I ein H-Ring ist, der zwei Primideale, nimlich P1/I und
P2/1 besitzt. (NZheres iliber Eigenschaften von Bewertungs-
ringen, siehe z.3. SCHILLING [17]). Man erkennt, dass die
Halbgruppe der Hauptideale von B/I epimorphes Bild des
Positivbereiches von Zx Z ist und somit wesentliche Kigen-—
schaften der multiplikativen Struktur auf B/1 libertragen
werden. Unabhidngig von einer Darstellung als epimorphes

Bild eines Sewertungsringes lidsst sich folgende Aussage
iber die Struktur der lenge der Hauptideale eines zwei-

seitigen H-Ringes treffen:

7.3 Lemma: Sei R ein zweiseltiger H-Ring und n.die Menge
seiner Hauptideale (zusammen mit R). Dann
hatlﬁ folgende Eigenschaften:

a) (T<)ist mit I,<& I, <> I,¢I, linear geordnet,
wobei R minimales, (0) maximales Ilement ist.
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(
I,° I, = {xy| xel,, yeI,} fiir Hauptideale I,,1,

ist eine linear geordnete Halbgruppe mit neutra-
lem Element R und folgenden Eigenschaften:

1.V IellT: R I
Tr M T — T - ° = o] =
2.¥I,,1,eM: 1,1, == 31,1'el: Iel = I, =1

3.v151',11evz I3 = I:1' & (0) = I =1

Ii1 = I"I‘l + (0) = 1 =1

c) Jedes Llement, verschieden von R, ist zwei-

2

seitiger Nullteiler:

VI,eTNRYILI + (0): 10T = IeI, = (0).

Daher ist Jeder Nichtnullteiler Einheit,
Der Bewels ist einfach und wird weglassen.

Halbgruppen mit den Eigenschaften 7.3 a),b) erfiillen die
Voraussetzungen zur Bildung von verallgemeinerten Halb-
gruppenringen. (siehe SKORNJAKOV [18]).

7.4 Def.: Sei (I,+,< ) eine linear geordnete Halbgruppe
mit den Figenschaften 7.3 a),b) und k ein Korper.
Sei T:I">k eine Abbildung und
D(f) = fa| £(a) + 03, dann heisst
K(My,k) =§f:~—>k | D(f) ist wohlgeordnet in [$
verallgemeinerter Halbgruppenring (verallg. HG-Ring),

wobel
(f+g)(a) = f(a)+g(a)
(fg)(a) = = £(p)g(o)
p+é=a
gesetzt wird. Das Einselement 1eK([" ,k) ist die
Punktion 1:[M — Xk mit 1(a) = 1 falls a =Cel”
0 sonst

Bemerkungen 1. Die Multiplikation ist wohldefiniert, d.h.

die Summe ist endlich, weil die Triger D(f), D(g)
wohlgeordnet gind und " den schwachen Klirzungsregeln,
siehe 7.3 b)3., genligt.

2. Jeder verallg. HG-Ring K(I" ,k) besitzt eine natiirliche
Abbildung v: K(IM ,k) —> [Nu e mit v(f) = min{D(L)}
und v(x) = © & x = 0, v(fg) = v(£)+v(g) und
min{v(f),v(g)} €« v{f+g). Besitzt [ Nullteiler,
S0 o maximales Zlement von [T , also e[’ .
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7.5 Satz: Flr eine linear geordnete Halbgruppe ( M,+,< ) mit

Bewels:

den Eigenschaften 7.3 a)-c) und einen Kdrper k
ist der verallg. HG-Ring XK( [",k) ein H-Ring, des-
sen Links- und Rechtsicdeale zweiseitig sind.

In Anwendung eines Satzes von SKORNJAKOV [18, Th.10]

folgt aus 7.3 a),b), dass K(I',k) ein Kettenring ist, wobei

alle Elemente mit v(f) = Oel" Einheiten sind. Dass jede

lichteinheit Nullteiler und jeder Nullteiler zweiseitiger
Nullteiler ist, folgt direkt aus 7.3% c).

7.6 Beispiele: Im foclgenden sei k ein Korper.
&

1.

3

M={0,1,...,n} versehen mit der natiirlichen Ordnung.
Wir setzen k ® 1 = minfk+l,n}. Dann ist K(I7 ,k) ein

E-Ring vom Rang n.

M= @nl0,1] mit der natiirlichen Ordnung und der
Addition wie in 1. Dann ist K(I" ,k) ein H-Ring.

I ={x| v(x)>1/4} ist ein nicht endlich erzeugtes
Ideal, das unterer Nachbar (bzgl. & ) von

I, ={x| v(x)» 1/4] ist. 1T ={x| v(x)2 3/4% wna
17t - I, belegen Te 1Tt (siehe Bemerkung nach 5.8).
Hier ist offensichtlich N+ = NF = (0), wobei

N =fx| v(x)> 08 das maximale Ideal ist.

i

[
Vael: ageo, Wir definieren
a @B = a+f falls a+pg 4
= oo sonst.

nl = uT.

(0nl0,1]) uieimit der natilirlichen Ordnung und

Hier haben wir (0)c

Die Kommutativit&dt der Multiplikation in 1. - 3. hingt
von der Kommutativit&t der Multiplikation in k ab.

4. Wir betrachten das lexikographisch geordnete Produkt
RxR. sei M= {(a;,0,)e0xR[(0,0)< (a,,a,) < (1,1)1.
Durch

(3 9] — (2 ﬁ ]
(ay,a,) ® (ByyB,) = (ag+py,a,e™1+f,) ;
Q = 3
falls (a1+p1,a2e 1+p2)s:(1,1)
(1,1) sonst
wird([", ® ,< ) zu einer linear geordneten (nicht

I
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0y i
" w | |

ilenl J - : LIy UL ]y L L U
chaften von 7.3 erflillt., Also ist X(1,k) ein

H-Ring.
Behauptung: Es gibt x,yeK(M,k) mit xy = 0 # yx.

Zum
ein
die
wir

Frag

Wdhle x,y mit v(x) = (0,1) und
v(y) = (1,1-e).

vixy) = v(x)ev(y) = (0,1)e(1,1-e) = (1,e+1-¢)
= (1,1), also xy = O. \
v(yx) = v(y)ov(x) = (1,1-e)0(0,1) = (1,(1-e)e+1)

(1,2-e)< (1,1), also yx # C.

Schluss bilden wir einen zwelseitigen H-Ring, der
Tdeal I mit Sl(I) 3 Sr(I) besitzt und demzufolge
Voraussetzung von 5,30 verletzt. Dabei modifizieren
ein Beispiel won RADO [15,5.315] zu einem anderen
enkomplex.

5. Sei R(t) der Kbrper der rationalen Funktionen

(

mit reellen Koeffizienten) mit der Ordnung

tPra 74 e

a
0 1 1 5 0 T aObO>O

m_l._

m-1
1t +...+bm

Wir definieren auf R(t)x R(t) eine Multiplikation

durch

Mit der lexikographischen Ordnung versehen ist
M = (g, ap)e(s) xR(4) [(1,00< (a;,0,)< (£2,00

mit

(cc1,oc2)o({j1 )}32) = mln{(a‘lﬁ»] 9ﬁ1a2+ﬁ2)’(t2’0)§

eine linear geordnete Halbgruppe, die 7.3 erfiillt.
Dabei ist (1,0) neutrales Element. Daher ist
K(I",k) ein H-Ring.

Wir betrachten nun das zweiseitige Ideal I

I = {xek(M,k)| JaeR,4 ¢ v(x) > (t,at)}

Behauptung: Sl(I) = U(K(M,k)) = U.
Trivialerweise ist ngsl(l). Wir zeigen:

x§U<E=> d241: xzel
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OeR, d.h. z¢I. Nun ist
v(x)ov(z) = (1,8)0(%,0) = (t,pt)ev(I),
d.nh. X¢Sl(1). Damit wurde gezeigt: Sl(I) = T,

wir y

]
1

v(xz)

Behauptung: Sr(I)C = x| FaeR, :v(x) > (1,at)}
Wir zeigen zunichst: PCc 5,.(I).

=P
def

Sei zxel, wobel wir uns auf den Fall beschrénken
k8nnen, dass v(z) = (t,y) und v(x) = (1,p) ist.
v(zx) = v(z)ov(x) = (t,pe(1,8) = (t,5+E).
v(zx)ev(I) ==%>3a1€R.*: a,t<g+p. Da filr alle

xERy ¢ f<at ist, muss flr ein a283+ 2 a2t<13' sein,
d.he (t,p)ev(l) bzw. zel, was xesr(I) zur Folge
hat.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass Sr(j[)gli*C bzw.

Pes (I) gilt.

Sei xeP, also v(x) = (1,E) mit ﬁ.>a3t fiir ein xyE R 4.
Wir setzen v(z) = (t,0), dann ist

v(zx) = v(z)ev(x) = (t,0)0(1,p) = (t,p)ev(l), ohne
dass v(z)ev(I) ist. Damit wurde gezeigt: E)SST(I).
Wegen P # N ist Sl(I)¢:Sr(I).

Man zeigt nun leicht, dass

P o= {xeK(,k)[Faeky : v(x) > (1,080},

0y = {xek(M,x) | Jaer, @ v(x)> (1+at™,0)
fiir ielil Primideale sind. Somit haben wir eine nicht
abbrechende,aufsteigende bzw. absteigende Kette,von
Primidealen, die nach 5.30 existieren muss, n&mlich

:N- = POD :P,]D Pz:) c-nJ ...DQBDQQD Q»]O
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