Uber den Stufenaufbau
von

Hjelmslev-Ebenen

Glinter Torner

Die vorliegende Arbeit wurde vom Fachbereich Mathematik der Technischen
Hochschule Darmstadt als Habilitationsschrift angenommenQ




INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung
0. Vorbemerkungen, grundlegende Definitionen und Sitze

1. Uber Stufenparameter von H-Ebenen
A. Eigenschaften von Stufenparametern
B. Einfache Erweiterungen
C. Eine (6,2) FAH-Ebene des Typs 3

2, Stufenparameter q; =r und (rn—],r) H-Ebenen des Typs n‘
A. Stufenparameter q; = r
B. H-Ebenen der HShe n, "Property A" und das Axiom
reziproker Strecken

C. H-Ebenen n-ter Stufe
3. Kongruenzrelationen in AH-Translationsebenen
4, Hjelmslev-Fastringe
5. Fastring-Hjelmslev-Ebenen

6. Literatur

Seite

Seite

Seite
Seite

Seite

Seite

Seite

Seite
Seite
Seite
Seite

Seite

4

12
16
19

26

28
33

46
23

58




Einleitung

Als HILBERT 1899 sein epochemachendes und richtungweisendes Werk: Grund-
lagen der Geometrie verdffentlichte, war damit die Geometrie endgiiltig
von den letzten Makeln, die EUKLID's Elementen anhafteten, befreit wor-
den; andererseits war mit dieser Arbeit auch eine unwiderrufliche Los-—
16sung von einem Realit#dtsbezug verbunden, was die bekannten Worte
HILBERT's von Tischen, Stiihlen und Bierseideln als Punkte, Geraden und
Ebenen belegen, Das eigentliche Anliegen der alten Vélker, Geometrie als
gig der Wirklichkeit zukommende Theorie zu sehen, war dadurch in den’
Hintergrund gedrédngt worden. Vor dieser geschichtlichen Entwicklung ist
auch die erste Vefﬁffentlichung des Geometers HJELMSLEV: Die Geometrie
der Wirklichkeit [24] aus dem Jahre 1916 zu werten, die wieder in die
urspriingliche Richtung weisen wollte. Seine Theorie baute er in weiteren
Arbeiten aus [25], jedoch blieb diesen Vorschligen der Erfolg hinsicht-
lich der eigentlichen Intention, eine Geometrie der Wirklichkeit zu sein,

versagt.

Es war Mitte dér fiinfziger Jahre KLINGENBERG, der HJELMSLEV's Ideen unter
grundlagentheoretischem Aspekt aufgriff und damit einen neuen Anfang fiir
geometrische, algebraische und kombinatorische Untersuchungen von Hjelms—

lev-Ebenen setzte. .

Im folgenden interessieren wir uns fiir affine bzw. projektive Inzidenz~
strukturen, in denen zwei Punkte u.U, mehr als eine Verbindungsgerade,
zwei Geraden mehr als einen Schnittpunkt besitzen. Solche Punkte bzw.
Geraden nennen wir benachbart. Die GroRgeometrie, d.h. die Faktorstruktur
nach dieser Nachbarschaftsrelation soll eine (gewShnliche) affine bzw.

projektive Ebene sein,

Standen anfangs Fragen einer Koordinatisierung und die Beséhﬁftigung mit
desarguesschen Hjelmslev-Ebenen im Vordergrund, so interessierte man sich
bald fiir geometrisch gekennzeichnete Klassen von Hjelmslev-Ebenen und
deren Eigenschaften. In Anlehnung an die von LUNEBURG [31]ausfiihrlich
diskutierten uniformen Hjelmslev-Ebenen beschdftigten sich ARTMANN [1,2]

und DRAKE [11] mit der Klasse der n-uniformen Hjeimslev~Ebenen, wobei

Der Autor dankt der Stiftung Volkswagenwerk fiir die Unterstiitzung
wihrend der Arbeit.




immer mehr die Behandlung endlicher Stfukturen und deren Invarianten

an Bedeutung gewann. Damit stellte sich zwangsldufig die Frage der
Existenz- bzw. Nichtexistenz von Ebenen im Hinblick auf das Invarianten-
paar (t,r). Seit etwa 2 Jahren hat man auf diesem Gebiet grofie Fort-
schritte gemacht, nicht zuletzt durch die Arbeiten von DRAKE L13, 16]
und LENZ [20]. Waren anfangs die einzelnen Klassen von (n—uniformen)
Hjelmslev-Ebenen noch einigermaBen zu liberschauen, so erbrachten neue
Konstruktionsverfahren [16, 20] eine verwirrende Vielfalt bislang unbe-
kannter Hjelmslev-Ebenen, Es scheint, daB eine Vielzahl von Hielmslev~-
Ebenen lediglich durch "Aufstocken" von Hjelmslev-Ebenen entsteht, wobei
von bekannten Ebenen als den Grundbausteinen ausgegangen wird, Diese als
einfache Objekte zu bezeichnenden Ebenen sind #hnlich wie in anderen

Theorien oft die am schwersten zuginglichen Strukturen.

Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit mit einigen Aspekten dieses
Stufenaufbaus beschidftigen. Als ordnendes Prinzip erweist sich unserer
Meinung nach der Begriff der Kongruenzrelation und die damit dquivalente
Betrachtung von epimorphen Bildern einer vorgelegten Hjelmslev-Ebene.
Als Schliissel kann der Satz bezeichnet werden, daR die epimorphen Bilder
einer Hjelmslev-Ebene durch natiirlich Projektion linear geordnet sind,
den man neben andéren bekannten Resultaten in einem einleitenden Kapitel

0 findet,

Eine entscheidende Rolle spielen bei diesem Stufenaufbau die Quotienten
der Invarianten zweier aufeinanderfolgenden Kongruenzrelationen, die wir
Stufenparameter nennen und mit q; bezeichnen. In Kapitel | werden einige
numerische Aussagen iiber diese Parameter q; hergeleitet und in Verbindung
mit dem BRUCK-RYSER Theorem ein Nichtexistenzsatz fiir gewisse Paare
(qi,r) angegeben. (Dabel ist r stets die Ordnung der zugehdrigen affinen
bzw. projektiven Ebene.) Bisher bekannte Konstruktionsverfahren von
Hjelmsley~Ebenen werden unter dem Gesichtspunkt des Stufenaufbaus unter-

sucht,

Die dabei diskutierten Strukturen sind fastaffine, affine und projektive
Hjelmslev-Ebenen, *DaR der Aufbau dieser drei Typen durchaus unterschied-
lich ist, wird durch die ausfiihrliche Diskussion einer (bislang wohl

noch unbekannten) (6,2) fastaffinen Hjelmslev-Ebene belegt.




Da ein Sfufenparameter stets groRer oder‘gleich r sein muB, spielen
Ebenen, in denen sd@mtliche Stufenparameter q; stets r sind, eine aus-
gezeichnete Rolle. Da diese Ebenen in mancherlei Hinsicht #hnliche
Eigenschaften wie die desarguesschen aufweisen, standen diese auch am
Beginn des Studiums endlicher Hjelmslev-Ebenen. Der oben erwdhnte
numerische Sachverhalt gestattet eine anschaulich geometrische Kenn-
zeichnung, wodurch gerade die Klasse der Hjelmslev-Ebenen der Hohe n
beschrieben wird. Mit Hilfe unserer Terminologie stellen wir schlief~
lich den Zusammenhang bzw. die Aquivalenz verschiedener Definitions-

varianten bei ARTMANN [1] und DRAKE [15] her (Kapitel 2).

Eine allgemeine Charakterisierung des Zusammenhangs zwischen den ein-
zelnen Stufenparametern erscheint zur Zeit nur in einigermafen homo-
genen Ebenen (z.B. Translatlons-HJelms1ev"Ebenen) erfolgversprechend

zu sein. Wir algebraisieren daher in Kapitel 3 das Konzept der Kongruenz-
relationen fiir Translations~Hjelmslev-Ebenen. Die Kongruenzrelationen
entsprechen dann Untergruppen des die Ebene koordinatisierenden Biter-

ndrringes, die #hnliche Eigenschaften wie Ideale aufweisen.

Im Falle, daB die Multiplikationen eines Biterndrringes assoziativ sind,
lassen sich diese Verkniipfungen entkoppeln und man erhidlt einen Fastfing
(Kapitel 4), dessen Rechtsideale genau die Kéngruenzrelationen induzieren.
Die Stufenparameter erweisen sich als gruppentheoretische Invarianten

der additiven Gruppe des Fastringes. Ahnlich wie im desarguesschen-

Fall, allerdings mit erheblich gréBerem Aufwand zu beweisen, wird
bewiesen, daB affine Hjelmslev-Fastringe schon projektive sind

(Satz 4.10) und daher die Stufenparameter q; =1 erfiillen,

In Kapitel 5 schlieBlich kennzeichnen wir affine Fastring-Hjelmslev-
Ebenen geometrisch. Aus Satz 4.10 (siehe oben) folgt, daB solche Ebenen

in projektive Hjelmslev-Ebenen einbettbar sind.




9..Vorbenmerkungen, grundlegende Definitionen_und_Sitze

In diesem Abschnitt stellen wir die wesentlichen Definitionen und Sitze
zusammen, auf denen unsere Untersuchungen aufbauen, Dabei werden wir eini-
ge Begriffe und Sdtze, sofern dies in der Literatur noch nicht geschehen
ist, auf die zur Diskussion stehenden drei Klassen von Hjelmslev-Ebenen
(fastaffine, affine, projektive) tibertragen, Wir beschrinken uns generell

éuf die Behandlung endlicher Inzidenzstrukturen,

0,1 Def,: [28] Eine (endliche) Inzidenzstruktur 3¢ = (P " g ,€) heiBt
projektive Hjelmslev-Ebene (PH-Ebene), fallsdf den Bedingungen (PH 1)
~ (PH 3) geniigt:

(PH I)  Fiir alle P,Qe P existiert ge E} mit P,Qeg
(PH 2) Flir alle g,he% existiert Pe P mit Peg,h,
Wir nennen Punkte P,Q (Geraden g,h) benachbart, in Zeichen:
P ~Q (g ~h), falls zwei verschiedene Geraden g,h (Punkte P,Q)
mit P,Qeg,h existieren.
(PH 3) Es gibt einen (inzidenzerhaltenden) Epimorphismus
) :38-—5 F  von 88 auf eine gewdhnliche projektive Ebene JP mit
(a) P~ Q <=> @(P) = ¢(Q)
(b) g ~h <=> @(g) = ¢(h)

Man zeigt ohne Schwierigkeiten

(1) g ~h <=> ¥V Peg 7 Qeh J : P ~Q
VQeh J Peg

In affinen Strukturen dient (1) zur Definition der Nachbarschaftsrelation in

der Geradenmenge, so daB wir Geraden g,h mit (1) affin benachbart nennen.

0.2 Def,: [12] Eine (endliche) Inzidenzstruktur € = (P s g%,e) heiBt
fastaffine Hjelmslev~Ebene (FAH-Ebene), falls Jf die Eigenschaften (FAH 1)~

FAH 4) besitzt:

(FAH 1) Fir alle P,Qe® gibt es ge @ mit P,Qey., .
(FAH 2) 1Ist ’gnhlz ', so sind g,h genau dann gemsif (1) affin benachbart,
falls |gnh|2 2 ist,
(FAH 3) Es gibt einen (inzidenzerhaltenden) Epimorphismus
Q :30-—> P auf eine gewshuliche affine Ebene H# mit
(a) B ~Q <=> @(P) = ¢(q)
(b) g ~ h <=> (p) Z{h) .
(c) |gnh| =0 = w(g)] ¥(hn)

L
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(FAH 4) t(P,g) ='KhegIPeh, h~g}| st unabhiingig von der Fahne (P,g).

0,3 Def,: [10] Unter einem Parallelismus lleiher Inzjidenzstruktur ver=

. stehen wir eine Aquivalenzrelation in der Geradenmenge, wobei jede.

Aquivalenzklasse eine Partition der Punktmenge liefert,

0,4 Def,: [31] Eine FAHPEbene_ae=(49,g,e) mit einem Parallelismus ||
heiRt affine Hjelmslev~-Ebene (AH~Ebene) df = (@),Eﬂe,ll).

Die Klassen der PH-Ebenen, FAH-Ebenen und AH-Ebenen fassen wir im folw~
genden unter dem Namen H-Ebenen zusammen, Aus [12] zitieren wir an

dieser Stelle:

0,5 Lemma: Es seil (P,g) Fahne einer H-Ebene df = (@),g,e). t(P,g) be~
zeichne die Anzahl der Geraden durch P, die zu g benachbart sind; -
s(P,g) die Anzahl der zu g nicht benachbarten Geraden durch P, Dann

gelten:

(1) s und t sind unabhingig von der Fahne,

(2) | {Q|P~Qeg)} | = t fiir alle Peg,

(3) r‘% % €N und r ist die Ordnung der zugehdrigen affinen bzw, pro-
jektiven Ebene,

(4) Auf einer Geraden einer FAH- bzw, AM~Ebene liegen rt = s, auf einer
Geraden einer PH-Ebene liegen (r+1)t = s+t Punkte,

(5) Jeder Punkt (Gerade) besitzt t2 Nachbarpunkte (Nachbargeraden),

(6) Ist d@ PH-Ebene, so gilt: l@’l = {gﬂ = (r2+r+l)t2 .

(7) Ist ¢ FAH-Ebene bzw. AH-Ebene, so gilt: |®)| = r2t2 und

1 g1 = P
In naheliegender Weise sprechen wir bei einer endlichen H-Ebene mit den
Invarianten t und r von einer (t,r) H-Ebene,
Fundamental fiir die Struktur und den Aufbau von H-Ebenen ist der Begriff
einer Kongruenzrelation, einer Relation in der Punkt- bzw. Geradenmenge,

die Zhnliche Eigenschaften wie die Nachbarschaftsrelation aufweist,

Wadhrend wir fiir den projektiven Fall dquivalente Definitionen in [35] und
[22] gegeben hatten, erweitern wir die Definition aus [37] auch auf FAH-
Ebenen, Zur besseren Ubersicht fiir den Leser erwdhnen wir die erstgenannte

Definition nochmals an dieser Stelle,




= 5

0,6 bef,; Ein Paar (TI,TZ) von Aquivalenzrelationen in der Punkt-— bzw,

Geradenmenge einer PH-Ebene J€ = (ﬁa,Q},e) heift Kongruenzrelation, falls

(PK 1) 1, c~fiir i = 1,2,

(PK 2) Fiir alle P,Q,Re@,g,h,ke@
Pty QP7R= PR 1, QR
g T1,h, g + k => gnk Ty hnk

Punkte P,Q (Geraden g,h) mit PfJQ (gfzh) bezeichnen wir als 1, - (bzw, T5")
=benachbart, Kongruenzrelationen sind somit Verfeinerungen der Nachbar~
schaftsrelation,

Wie in [22] erw#hnt wurde, sind T, = benachbarte Geraden im Sinne von

(1) Tyl = affin benachbart, wihrend die Umkehrung sofort mit (PK 2) folgt,

Es gilt also:

(2) gryh <=> VPEgﬂthJ : P1,Q
VQeh I Peg

Somit kann die Relation T, als durch Ty induziert angesehen werden, wobei
(2) in affinen Strukturen als Definition dienen wird, Das 148t uns dann

von der Aquivalenzrelation T, aus 0.6 schlechthin als der Kongruenzrelation
T sprechen. SchlieBlich wird die Nachbarschaftsrelation in der Geraden-
menge in FAH- bzw, AH-Ebenen durch die Punktnachbarschaft induziert, wo-
durch folgende Definition einer Kongruenzrelation in affinen Strukturen

nahegelegt wird,

0.7 Def,: Es sei t eine Aquivalenzrelation in der Punktmenge T einer

FAH~Ebene d€ = (@D,Q},e). Ferner setzen wir:

(3) gth <=> V Peg3Qeh }
¥ Qeh JPeg AL

T heiBt Kongruenzrelation, falls gelten:

(AK 1) © c ~
(AK 2) u(P,g) = |{h]|Peg,h, gth}| ist unabhingig von der Wahl der Fahne (p,g)
(AK 3) Fiir alle P,Q,Re I

P1Q, P# R => PRTQR
(AK 4) Fir alle g,h,ke}:

gth, !gnkf =1 => gnk t hnk
(AK 5) Fiir alle Pe P ,g, he % -

" Peg,h, g~h, 1(gth) =>3Qe P : 1(PrQ) und grQrh.




-] -

Mit u(P,g) = u bezeichnen wir die 7t zugeordnete Invariante der Kongruenz~

relation T ,

0,8 Def,: Es sei ot = (ﬁb,qg,e,n ) eine AH-Ebene und t Kongruenzrelation
der FAH-Ebene &% = ('5),%,5),’ 6 iR g
T heift Kongruenzrelation der AH<Ebene 3€ |, falls (auRer (AK 1) ~ (AK 5))

gelten;

(AKX 6) Fir alle P,Qe P ,g,he @ :
P1Q, Peg, Qeh, g|| h => grh,
(AK 7) Fiir alle P,Qe ¥, 8158950 0y G ¢
Peg,,8y, Qehy,hy, gillhi (i =1,2), 8,78y => h th,.

In AH-Ebenen bzw, in (t,r) FAH-Ebenen mit r # 2 ist (AK 2) eine Folge der -

{ibrigen Bedingungen:

0.9 Satz: Es sei t Kongruenzrelation einer (t,r) FAH-Ebene o€ (r # 2) bzw,
einer (t,r) AH-Ebene, Dann ist (AK 2) eine Folge der iibrigen Bedingungen

einer Kongruenzrelation,

Beweis: Es geniligt nachzuweisen, daBR fiir alle Fahnen (P,g) stets u = u'(P,g)
= J{QIPTQ, Qeg}| gilt, Da ein Punkt P einer FAH-Ebene mit mindestens drei
paarweise nicht benachbarten Geraden inzidiert, erhalten wir mit_(AKlé)
sofort u'(P,g) = u'(P,h) (siehe auch [12, 1,11 ), Ist P # Q, so k&nnen wir
0.B.d,A., von P,Q€g, Peh, Qek, h, k # g ausgehen und den Nachweis fiir
u'(P,h), u'(Q,k) filhren. In AH-Ebenen liefern wegen (AK 6) geeignete Paral- -
lelen zu g die gewilinschte Korrespondenz, In einer FAH-Ebene findet man
wegen r # 2 einen Punkt RE€g, R # P,Q. Die Verbindungsgeraden von R mit zu

P T-benachbarten Punkten werden von der Geraden k in T benachbarten Punkten

von Q geschnitten, was die Behauptung beweist.

0.10 Lemma: Es sei d€ eine H-Ebene und T eine Kongruenzrelation mit der

Invarianten u; = u. Dann gelten fiir beliebige Fahnen (P,g)
(a) u = |{Q|PtQ,P,Qeg}|

) v = |(a|PeQ)| 3., |CPD. |

(c) 3 - 1th|g1h}| Jof IEgJTI

Die Kongruenzrelationen sind in gewisser Hinsicht verfeinerte Nachbar-
schaftsrelationen, die den "Abstand" zweier benachbarter Punkte bzw. Ge-
raden "messen'". Daher sprechen wir im folgenden oftmals von Nachbar-
schaftsbereichen und meinen damit die Klassen (~i)-benachbarter Punkte

bzw. Geraden.




Die Bedeutung der Kongruenzrelationen liegt nun im wesentlichen im Zu-
sammenhang mit Morphismen von H-Ebenen, wobei sich die Kongruenzre-
lationen als deren "Kerne" herausstellen werden. Es wird jedoch darauf
hingewiesen, daB filir den Verfasser dieser Arbeit zunichst, ze1t11ch ge-
sehen, der Begriff der Kongruenzrelation als Verfelnerung der Nachbar-
schaftsrelation der primire war und erst spiter die Verbindung mit einem
geeigneten Morphismusbegriff, der im Fall von H-Ebenen keinesfalls ka-

nonisch ist, gesehen wurde.

Aus ARTMANN [1], LORIMER/LANE [30], DRAKE [15] zitieren wir:

0.11 Def,: Ein Inzidenzmorphismus y : 391—“9 392 von H-Ebenen ael

heiBt verfeinerte Nachbarschaft (H-Epimorphismus), falls

(a) ¥ 1ist eine auf der Punkt- bzw. Geradenmenge surjektive Abbildung.
(b) P~ Q <=>y (P)~ ¢ (Q) [

g~h<=>y (g)~ ¢ (h)
(¢) Werden ¢ e 582 als AH-Ebenen betrachtet, so gelte:

gllh = vl v )

0.1 l2 Satz: Es seien 3@ &Qz (endliche) H-Ebenen,

(a) Ein H-Epimorphismus ¢ : &er~9 5@2 induziert durch

PEQ<=>y¢(P) =¥ (Q

eine Kongruenzrelation T in ael. Wir setzen: T = Ty .
(b) Ist T Kongruenzrelation in 3@ y» so definiert

P [P1, = {Q|QTP} = ¥(P)

g— [glr = {h[htg) = ¥(g)

eine verfeinerte Nachbarschaft ¢ : Jf -—9’591//

auf eine H-Ebene &¥ / = 3,.

2
(c) Es sei ¢y : dP 7 392 ein H~Epimorphismus und

1 =1, die durch ¢ in € 1 induzierte Kongruenzrelation. Dann gibt es

v

eine isotone Bijektion

f :{u|11 Kongruenzrelation in &€ | und TU <y c~»}e}«&€ )
in die Menge der Kongruenzrelation von 6{

Die durch einen H-Epimorphismus ¢ induzierte Kongruenzrelation T be-

v

zeichnen wir als Kern von ¥ .



Beweis von 0.12: Den Nachweis fiir PH-Ebenen findet man in f35. 1.6]
bzw., [22].

Die einfache Begriindung von (a) bleibe dem Leser iiberlassen.

Zu (b): Wie in "satz 1.5 [22] folgt aus der Endlichkeit der H-Ebene de

und den Eigenschaften einer Kongruenzrelation die Aussage
(4) P ~ Q <=> 3 g,he (é : 7(gth),P,Qe¢g,Pch und Qth
Somit erhalten wir: v

(5) P ~Q<=>3[g]_ #[nleQ/ :[P1,lq] el thl,
<=> [P]T~[Q]T (1n af / )
<=> $(B)~ ¥(Q)

CMit (5) und der Tatsache, daB die Geradennachbarschaft durch die Pdnkt-

nachbarschaft induziert wird, schlieBt man auf
g ~h <=> [g]TN[h]T

Ist [g]T~[h]T und l[g]T n[h]Tl 2 1, so folgt mit (AK 5) stets
|[g]Tn[h]TJ 22, Ist umgekehrt [[g]T n[h]T] 2 2, so gibt es Punkte
P],Pzeg,-Q],Qzeh und PiT Qi » aber nicht P]T Ql . Ist gnh = @, so ist
g ~ h. Wire g # h, so gibt es Xegnh # @ und wir erhalten Pl-rX'rQl bzw.
PZTXTQ2 . Damit ist g ~ h, also [g]T~[h]T 2 ; g

Ist GE eine AH-Ebene, so induziert der Parallelismus in Jf aufgrund~

1
von (AK 6) und (AK 7) einen solchen in df /r . Damit ist & /T als

FAH- bzw. AH-Ebene nachgew1esen.

Zu (c): Ahnlich wie im projektiven Fall weist man nach, daB fiir eine
~Kongruenzrelation u mit ng;u c~durch ¢ (P) £f(u) ¢ (Q) <=> PuQ‘

eine Kongruenzrelation in &€ 9 definiert wird, Andererseits induziert
eine Kongruenzrelation n von &0 , mittels P f—l(n) Q <=> ¢ (P) ny (Q)

eine Kongruenzrelation in &El, was schlieBlich (¢) beweist,

Bei der Behandlung von H-Ebenen im folgenden haben wir nun stets die
Méglichkeit, den der jeweiligen Situation angemessenen Aspekt (Kongruenz-
relation -~ H-Epimorphismus) niher zu untersuchen, um Informationen iber
die Struktur der betrachteten H-Ebenen zu erhalten. Von fundamentaler

Bedeutung_ist dabei das folgende Ergebnis:

0.13 Hauptsatz: Die Menge :ki(&{ ) der Kongruenzrelation einer H-Ebene d€

ist durch Inklusion linear geordnet,




- {0 -

Beweis: Den Beweis findet man fiir PH~Ebenen in [35, 1.7], wdhrend der
Nachweis fiir AH-Ebenen in [37, 2.6] gefiihrt wurde. Dazu bendtigen wir
allerdings nur die Eigenschaften (AK 1), (AK 4) und (AK 6). Der dort A
angegebene Beweis 148t sich wie folgt auch auf den FAH-Fall iibertragen:
Ahnlich wie im Beweis von 0.9 zeigt man fiir Kongruenzrelationen TysTy

und Aeg

=> [ A~
(6) [A]T]ng c [A]T2 ng => LAJT = [AJTZ ;

1

Sei fiir A g angenommen:
r
(7)) [A), ¢ (Al , -

0.B.d.A. kdnnen wir voraussetzen, daf EA]TI, EA]TZ mehr als éinen Punkt

9 X%[A]T] und A,Xeh. Wir widhlen g 4 h, Aeg und

Yegn[A]Tl . Sei k3 X,Y und Bek, B # Y. Wire AB~g, so _Atr,X. Daher ist

1
X, (AK 3) und (AK 4) auch At,Y, d.h. mit (6)

enthalten. Sei Xe[A)

g 7 AB und aufgrund von Arz

schlieBlich [A]T] c [A]12 .

2

Flir jeden Punkt sind daher die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelationenl
linear geordnet. Da deren Michtigkeit endlich und nach 0.10(b) aufgrund
von (AK 2) Invarianten sind, ist die Menge X (J€) der Kongruenzrelationen
einer FAH-Ebene d€ linear gebrdnet*

Somit bilden die Kongruenzrelationen einer H~Ebene df eine Kette. Wir .

numerieren fiir endliche H-Ebenen diese Kongruenzrelationen wie folgt:
(8) id = (M) c(~n~1) ¢ ... <c (~ 1) = ~
wobei wir vereinbaren:

(9) P (2i)Q <=> P(~i)Q und 1 (P(~i+1)Q)
g (~i)h <=> g(~i)h und 17 (g(~i+1)h)

Punkte bzw. Geraden mit (9) bezeichnen wir als exakt i~benachbart.

0.14 Def.:
(1) Eine H-Ebene df , die genau n Kongruenzrelationen besitzt, heifit

H-Ebene des Typs n.

(ii) H-Ebenen des Typs 2 heiBen einfache H-Ebenen,

(iii) Die H-Ebene 32 ' heiBt eine Erweiterung der H-Ebene, falls es einen

H-Epimorphismus ¢ : &€ ' 32 gibe.
Vv g

Da die Kongruenzrelationen gerade die Kerne der H-Epimorphismen sind, ver-

einbaren wir ferner.

(iv) Eine Erweiterung J4f ' der H-Ebene &2 heiBt gjnfach, falls der Typ

von 3f ' um eins gréBer als der von O ist,




(v) Eine Sequenz (wi, 3€i+]
&Qi+l heifit eine Aufl8sung von 32 der Linge n, falls

L = éen , N = &9] und jede Erweiterung wi :aei_;-!—-) EHZi .

) von H-Epimorphismen wi und H-Ebenen

einfach ist.

3R =a€n~‘">3€,1_4“—~> sl¥ | m’-’&ez”"";a'e,l'-’@

Aufgrund von Satz 0.13 besitzt jede H-Ebene d€ im wesentlichen eine .
Aufldsung, wobei die Ebenen &ei gerade die Faktorstrukturen nach simt-
lichen Kongruenzrelationen sind. Man beachte, daB der Typ einer FAH-
Ebene 3 groBer sein kann als der der gleichen Inzidenzstruktur &f ,
in der nun ein (vorhandener) Parallelismus df als AH-Ebene betrachten

148t (siehe Bemerkung nach 2.19),

Es sei 80 eine H-Ebene des Typs n, € i zugehdrige H-Ebenen einer Auf-
16sung von &€ und (t,r) bzw. (tj,r) die zugehdrigen Invariantenpaare,
Setzen wir t = t, und

(10) b/t =q; (H22),

so bezeichnen wir q; als den i~ten Stufenparameter.

‘Man beachte:

: n .
(1) t = tn = Il q; und
n
u, = It q; (ui Invariante der Kongruenzrelation ~i)
i+] :

Damit stellen sich zwangsléufig folgende Probleme:

(i) Man beschreibe mgdiche Stufenparameter 45 41 in Abhidngigkeit von
r, Ags oo qi'
(Problem der einfachen Erweiterungen)

(ii) Inwieweit bedingen geometrische bzw. algebraische Eigenschaften
der Ebenen Konsequenzen fiir die Stufenparameter? Welche Stufen-

parameter lassen anschauliche geometrische Interpretationen zu?

‘Da in diesen beiden Problemen weitgehend die "rohe" Struktur aller:
H-Ebenen erfragt wird, kdnnen wir im folgenden nur mit ansatzweisen

Ldsungen und Antworten rechnen,
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Die am Ende des letzten Abschnittes aufgeworfene Frage nach der Existenz
von 94 in Abhanglgkelt "der vorangehenden Stufenparameter qg, +«¢» 9
soll nun weiter verfolgt werden. Neben einem Nichtexistenzsatz, der mit
Hilfe des BRUCK-RYSER-Theorems flr projektive Ebenen [26, 3.6] bewiesen
wird, geben wir insbesondere Bedingungen fiir die Stufenparameter an, S0~
fern die induzierten Inzidenzstrukturen affine Ebenen sind. Ferner werden
bekannte Konstruktionsverfahren fiir H{-Ebenen sich als Ldsungen des Erwei-
terungsproblems interpretieren lassen.

Die Verschiedenartigkeit des Aufbaus von FAH-Ebenen, AH-Ebenen und PH-
Ebenen wird durch die Angabe einer (6,2) FAH-Ebene des Typs 3 belegt

werden.

A. Eigenschaften von Stufenparameter

Im folgenden sei 39 = & eine (t,r) H-Ebene des Typs n, u__ die In-

1
n-1 ¢= Yh-1

variante der K-Rel. (~n»!) und q = q } n-ter Stufenparameter.
Analog zu [13] filthren wir folgende Bezeichnungen ein:

Fiir einen Punkt P bzeichnet P = [P] H die Menge der zu P(~n—-1)-benach-
barten Punkte. Ist Pnh # O fiir eine Gerade h, so setzen wir h' = hnP.

Dual bezeichnet g die Menge aller zu g (~u~1)~benachbarten Geraden h und

Q' = {heg | Qeh)

Mit 1(q) bezeichnen wir die Maximalzahl paarweise orthogonaler lateinischer
Quadrate der Ordnung (.

Dann ist sofort ersichtlich:

1.1 Lemma: In einer (t,r) H-Ebene gilt flir jeden Stufenparameter q:

(1) r-1 <€ 1(q) <

Beweis: 0.B.d.A. ist 3 eine (t,r) H-Ebene des Typs n und q = q_. Seien

81289 *r» By paarweise nicht benachbarte Geraden, die mit einem Punkt

P inzidieren. Wir wdhlen Q; ¢ ’i’ # P und betrachten jeweils die q zu
(~n-1)-benachbarten Geraden duLLL Qi' Diese induzieren nach P ein

r+1-Netz der Ordnung q, d.h. -1 = 1(q) [5] und trivialerweise 1(q) < q-l.

1.2 Folgerung: In einer (t,r) H-Ebene (r # 2) ist jeder Stufenparameter

q von sechs verschieden.
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Beweis: Nach dem‘klaséischen Ergebnis von TARRY [34] gibt es keine zwei
zueinander orthogonalen lateinischen Quadrate der 0rdnung>6, mit 1.1
folgt daher die Behauptung. X

l 3 Lemma: Schnelden 51ch in einer Punktnachbarschaft P induzierte Ge-
raden g' # h' einer H-Ebene in hdchstens einem Punkt, so ist die von
-aQ 3@ nach P induzierte Inzidenzstruktur eine gewShnliche affine

Ebene. Insbesondere gilt: 1(q) = q-!

—

Beweis: Offensichtlich existicri zu je zwei Punkten in P genau eine Ver-
bindungsgerade, die jeweils g Punkte von P ‘enthilt. Aus (q+1)(q-1) = qz-l
- folgt, daB jeder Punkt von P mit genau g+l Geraden inzidiert. Somit glbt
es zu jeder Geraden g' und jedem Punkt QeP Qég genau eine d1e Gerade

g' nicht schneidende Gerade h'.

Umgekehrt kann jedoch nicht aus der Tatsache, daB ein Stufenparameter
Ordnung einer projektiven Ebene ist, gefolgert werden, daf die Voraus-
setzungen von 1.3 erfiillt sind. Von DRAKE/SHULT wurden in [21] (8 2)
PH-/AH-Ebenen angegeben, die extremal sind. Extremale H-Ebenen besitzen

nach [17] eine uniforme Fahne und sind demzufolge einfach [17] .

Historisch gesehen betrachtet man zunécﬁst H;Ebenen,JiH denen die ind&—
zierten Inzidenzstrukturen in den kleinsten Punktnachbarschaften (ge=-
wohnliche) affine Ebenen sind. Dazu:zéhlen neben den desarguesschen
Ebenen insbesondere die uniformen H-Ebenen, die schlieBlich in den n-
uniformen H-Ebenen bzw. H-Ebenen n-ter Stufe eine naheliegende Verall-.
' gemeinerung fanden. Eine andere Klasse von H-Ebenen, in deren kleinsten
Nachbarschaftsbereichen affine Ebéne induziert werden, sind die von

DRAKE /TORNER in [22] untersuchten.

Von einer Charakterisierung der Stufenparameter ¢ in Abhingigkeit von
Ty Gy eees Qs fir die P affine Ebenen sind, ist man zur Zeit noch

‘weit entfernt.

In Anwendung eines BRUCK'schen Resultates [5, Cor. 3.2] gewinnt man nun

folgendés'hinreichende Kriterium,

1.4 Satz: Genligt der Stufenparameter q; einer (t,r) H-Ebene df der Be-

dingung
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(2) qi =r< Q‘ R

so ist jede nach P induzierte Inzidenzstruktur eines Punktes P in 39/(~1)

eine affine Ebene.

Beweis: Es sei 0.B.d.A. 39“# aﬂ eine H-Ebene des Typs i. Wie in 1.1 dar-
gelegt, induzieren r paarwelse nlchtbenachbarte Geraden 3 P nach [P] -1
ein r-Netz a der Ordnung qQ; mit Defekt d = 1—r+l (siehe [5]). Benachbarte
Geraden gl’hls P, die zu den iibrigen r Richtungen nicht benachbart sind,
induzieren nach a Transversale hinsichtlich a. Umgekehrt lassen sich je

zwei benachbarte Geraden als Transversale eines geelgneten Netzes a auf-
fassen., Wegen q; > (q.-r) infolge von (2) und in Anwendung eines Ergeb-
nisses von BRUCK [5, Cor. 3.2] folgt, daB verschiedene Transversale hdchstens

einen Punkt gemeinsam haben. Lemma 1.3 liefert die Behauptung.

1.5 Korollar: Ist qa; Stufenparameter einer (t,r) H~Ebene und

q; - r < q;, SO gilt: !(qi) =fy = 1

1,6 Bemerkungen: 1. Die globalen Nicht-ExistenzsHitze von DRAKE (13, Th. 2.18]

lassen sich anscheinend nicht ohne weiteres auf beliebige Stufenparameter
libertragen. Allerdings kdnnen sie als Aussagen iiber den Stufenparameter

1, angesehen werden:
q, #r =>rx a9 +2-V2q, +3

2. Stufenparameter > die der Bedingung (2) geniigen, kdnnen wegen 1.6.1
oder unmittelbar wegen [13, 2.7] nur fiir i > 3 auftreten. Aufgrund von 1.5
sind solche Parameter -auch Ordnungen von projektiven Ebenen. Allgemeine
Nichtexistenzresultate fiir projéktive Ebenen werden zur Zeit nur durch das
BRUCK-RYSER Theorem [26] erbracht. Insofern erhilt man die folgende
Nichtexistenzaussage fiir Parameterpaare (qi,r):

In einer (t,r) H-Ebene kann kein Stufenparameter a5 der nicht Summe von

Quadraten ist, zugleich (2) und q. = | oder 2(mod 4) geniigen.
i

So lassen sich u.a. die folgenden Parameter (qi,r) ausschlieflen:

r 11 12 13 17 18 19 20 18 19 20 25 26 27 28 29
q; 14 14 14 21 21 21 21 22 22 22 30 30 30 30 30
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Ist in einer PH- bzw. AH-Ebene af, des Typs n die nach P induzierte In-
zidenzstruktur eine affine Ebene, so laﬂt sich eine obere Schranke fur

den Stufenparameter q, angeben:

1.7 Lemma: Ist d1e 1n P induzierte Inzldenzstruktur einer (t r) PH- bzw,
AH-Ebene des Typs n bew. FAH-Ebene des Typs n mit r # 2 eine affine

Ebene, so gilt:

n-1
(3) q, < (e+1) I q; -1

2

Beweis: Annahme: és gibt Geraden g(~ n-1)h, Peg,h und {P} = g'nh', Wir
bezeichnen die Punkte auf g, die (~ n-1)-benachbart zu P sind, mit
P2, oo e Pqn « Auf h widhlen wir einen Punkt X # P und bezeichnen mit h.
die Verblndungsgerade von X mit P . Es ist h (~ n-1)h. Somit exlstleren
mindestens 9. Geraden durch X, dle zu h (~ n—l)—benachbart sind. Ist
r # 2 oder &e eine PH-Ebene, so gibt es Yeg mit P £ Y # X. Wegen
Y (~ n-1)h ist XY (~ n-1)h und es ist XY # hi’ so daB X mit mindesten;
qn+1 Geraden, die zu h (~ n-1)-benachbart sind, inzidieren wiirde. Wider-
spruch zu (AK 2)., Im Falle, daB # eine AH-Ebene ist, gibt es k|| g mit
k3 X, also k (=~ n-1)h. Widerspruch!
Daher ist die Annahme zu verwerfen, somit inzidieren (~ n-1)-Geraden g,h

mit g' nh' P in sémtlichen Punkten von Png, d.h.

2 n-1
, S I < (x+1) g q (qn -1), also
n-1
q, S (r+1) g q -~

Insbesondere hat der Beweis gezeigt:

1.8 Folgerung: Unter den Voraussetzungen von 1,7 gilt:

Pegnh, g (~n-1)h => g' = h'

Bevor wir die durch (3) gegebene Schranke in 1.B diskutieren, verweisen

wir auf eine weitere wesentliche Invariante einer Kongruenzrelation (~i):

1,9 Lerma: Es sei 3¢ eine (t,r) H~Ebene des Typs n mit t = Qg o+ %"

Dann gilt fiir die mittlere Verbindungszahl A (~i)-benachbarter Punkte:
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O VRS IR i bl
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Beweis: Wir z#hlen die Fahnen von {(Q,g)IP,Qeg, P(~ i)Q} und erhalten

: 2 2
t(r‘H)(uli - u i+l)‘? Ai (u'i - u i+1)' alﬁo

_ (r+])t (r+1) qi ¢ s qn

i u., +u.
1 1+] d

>
[

By B qn + qu q‘n

(x+1) Qgeee G

i+1
S TY

1,10 Bemerkungen: 1. In PH~Ebenen gilt offensichtlich auch die duale Aus-

sage von 1.9.

2. ki ist eine Invariante der H~Ebene, also unabhingig von der Wahl des
Punktes P.

3, Ay tibertrigt sich auf epimorphe Bilder,

Ist 32 eine FAH-Ebene und
py () = | g(zi)h und gnh = ¢ }| ,

so ist die durchschnittliche Schnittzahl von g mit (~i)-benachbarten:

Geraden von g

rt (u ;U )
(5) n, (g) = 5

)
ug oty (R)muyyy

i+]

5. Es gilt Ap <Ay < e <_An_

2 1

Aus 1,10.5 folgt unmittelbar:
1,11 Lemma: Ist 3¢ eine H-Ebene des Typs n und die nach [P]~i induzierte -

Inzidenzstruktur eine affine Ebene, so gilt: i = n~1, d.h. ist der Kern

einer Erweiterung eine affine Ebene, so ist die Erweiterung einfach.

B, Einfache Erweiterungen

Sieht man von der Konstruktion desarguesscher H-Ebenen ab, auf die schon
HJELMSLEV [25] und KLINGENBERG [28] verwiesen hatten, so wurde das Er-—
weiterungsproblem ~ die Konstruktion von H-Ebenen 3¢' ausgehend von be-
kannten H-Ebenen 0 , so daB 3f ' epimorphes Bild von 3 ist - fiir den
Fall einer projektiven Ebene 3¢ zuerst von CRAIG [7] behandelt, ARTMANN
[1,2] und DRAKE [11]) "stockten" dann die von LUNEBURG [31] und CRAIG [7]
untersuchten uniformen Ebenen weiter "auf",

Wir zitieren (in unserer Sprechweise) aus [1,2,11,187 :
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1.12 Satz: ARTMANN;.DRAKE: Es existiere eine (1,x) H-Ebene. Dann gibt es
fiir jedes n eine (rn—‘,r) H-Ebene des Typs n, die einfache Erweiterung

mit dem Stufenparameter g r. einer (rn~2,r) H-Ebene des Typs n-1 ist,

Die Konstruktionen von ARTMANN bzw. DRAKE garantieren dié'Ekistenz.von
H-Ebenen n—-ter Stufe bzw. stark n-uniformen H-Ebenen, die vom Typ n sind.
Eine algebraische Lsung des Erweiterungsproblems findet man fiir Trans-
lationsebenen in [8].

Da jeder Stufenparameter g = ist, sind die jeweils induzierten Inzidenz-
strukturen affine Ebenen und nach 1.1]1 ist die Erweiterung notwendigerweise
einfach. | ‘ .
Einer Idee von CRAIG [7] folgend,‘haben DRAKE-LENZ ein weiteres wesentliches

Konstruktionsprinzip vorgestellt,

1,13 SATZ [20] : Es existiere eine (t,xr) PH~Ebene und q = (r+!) t-1 sei

Ordnung einer projektiven Ebene. Dann gibt es eine (tq,r) PH-Ebene &',
die einfache Erweiterung von 3¢ ist. Uberdies gilt fiir den Kern T der

Erweiterung:

(a) Fiir Geraden g, h gilt:
“1(gth) => |g'nh'| < 1.

(b) Fiir Geraden g, h gilt:
g'nh' # @, gth => g' = h' = gnh,

Beweis: Der Existenzbeweis wurde fiir PH~Ebenen in [20] gefiihrt, Ist

Peg,h mit gth, so ist wegen M Tagq M, (siehe [20]) stets |gnh| 2 q,

M
AA
_ insbesondere also auch.g' = h'. Ist Peg,h und 1 (grh), so folgt aus

MAMuT = J(A#u), daB die Geraden in P keinen weiteren Punkt gemeinsam

haben, also (a). SchlieBlich erh#lt man aus 1.3: P ist eine affine

Ebene und wegen 1.11 ist die Erweiterung einfach. Die mittlere Schnitt-

zahl t-benachbarter Geraden ist AT = ﬁEI%lIEfL = q. Aufgrund von

|gnh| > q folgt fiir t-benachbarte Geraden und damit schlieBlich |gnh| =-q,

also mit 1.8 insbesondere (b).

1.14 Bemerkung: Die nach 1.7 berechnete obere Schranke fiir einfache Er-

weiterungen, in deren Kern affine Ebenen induziert werden, wird angenom-
men; dagegen gibt es jedoch auch Erweiterungen, deren Kern affine Ebenen
induzieren, die somit einfach sind, ohne daB q + | = (r+1)t. In [22] wird
eine Klasse von PH-Ebenen studiert, deren simtliche in geeigneten_epimorphen

Bildern affine Ebenen induzieren. Hier gilt q. 1 =

| i+l a*
Ordnung einer projektiven Ebene ist

", oder 9
(x+1) Qg e+ Qs sofern nur 9 41
( [22, 18] ). Ob dagegen stets Qe 29 fiir Stufenparameter gelten muf,
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"ist bislang offen.

Die in [20] entwickelten Methoden benutzt DRAKE zum Beweis eines weiteren
Existenzsatzes [20, 6.2], aus dem wir das folgende fiir Stufenparameter 9,

entnehmen k&nnen.

1.15 Satz: Es sei df eine (uniforme) (r,r) PH~Ebene, a4 Primzahl und
(6) 2(r+1) s q3+l < r(r+l) .

Da gibt es eine (rq3,r) PH-Ebene &f ', die einfackeErweiterung von 3 ist.

Fiir den spdteren Gebrauch notieren wir an dieser Stelle, wie sich die
Losung des Erweiterungsproblems - das "Aufstocken" ~ in der "Sprache der
Inzidenzmatrix" formulieren 14Bt. Aufgrund des Zusammenhangs  zwischen
Kernen und Kongruenzrelationen entsprechen daher die Kongruenzrelationen
gewissen Matrlxzerlegungen mit den im folgenden Satz angegebenen Elgen—

schaften.

1,16 Satz: Es sei A = (A ) eine (0,1)-Matrix, wobei jede Matrix A in
1eder der q2 Spalten bzw. Zeilen genau q Eintrdge | hat. Ferner sel
= (aij) vermige

a

i 1 <=> Aij # (0)

aij 0 <=> A.. = (0)
Inzidenzmatrix einer (t,r) FAH —Ebene. Dann ist A genau dann Inzidenzmatrix

einer (tq,r) FAH-Ebene, falls gelten:

(a) A;p (A.k) =J, falls i ¢ j und Afyo Ay # (0)

(a)'(A, k) 1j < J, falls i + j und Ao Aij # (0)
5 T s s
(b) - Ai 3 (Ai j) > 2J, falls i i,
3 1 2
[ T - . COR
(b)"' 1Ist ? (Aijl) Aij2 (ckl) mit j, ~ j,, so folgt
11 #0=> ¢ K1 2 2

1.17 Satz: In Satz 1.16 kann das Wort FAH-Ebene durch PH-Ebene ersetzt
werden, falls (a)' und (b)' durch

(a)'' (A, k) Aij = J, falls j # k und Agpo Aij # (0)
(" I (A.. )T A.. 227, falls j, ~ j., ersetzt werden.
i 1.]1 1J2 1 2
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Satz 1,17 findet man in [16, 1.7]), wihrend der Beweis von 1,16 in Ver-~

bindung mit 0.12 und analog zu Satz 4.1 in [20] "straightforward" ist,

C. Eine (6,2) FAH-Ebene des Typs 3

Wenﬁgleich wir bislang den Stufenbau von FAH-, AH~ und PH-Ebenen unter
gemeinsamen Gesichtspunkten betrachtet haben, so sind doch erhebliche
Unterschiede hinsichtlich des jeweiligen Stufenaufbaus zu erkennen.

Dies soll im folgenden durch die Analyse von (6,2) H-Ebenen prizisiert
werden, was im wesentlichen in [38] zu finden ist.

Bislang isﬁ die Existenz von (6,2) PH-Ebenen bzw. AH-Ebenen noch unge-
klidrt, wiahrend DRAKE in [12] bzw. DRAKE/HALE [19] (6,2) FAH-Ebenen an-
gegeben haben, Der ZduBerst miihsame Vergleich auf Isomorphie wurde bisher
noch nicht durchgefiihrt. Auch ist nicht unmittelbar ersichtlich, von
welchem Typ diese genannten H~Ebenen sind. Daher werden wir im folgenden
eine (gegebenenfalls weitere) (6,2) FAH-Ebenen angeben, deren Typ durch
die Konstruktion unmittelbar zu erkennen ist, '

Daf das Existenzproblem fiir (6,2) PH-Ebenen bisher offen ist, mag durch
den folgenden Satz verst#ndlich gemacht werden:

L 4

1,18 Satz: Jede (6,2) PH-Ebene ist einfach,

Fiir den Beweis bendtigen wir folgende Uberlegungen, die wir als Hilfssatz

formulieren:

1,19 Lemma: Es sei 3¢ eine (t,r) H-Ebene und t eine Kongruenzrelation
von # mit der Invarianten u. Ist n die minimale Verbindungszahl benach-

barter Punkte, so folgt aus [P,Q] 2 t+n+l-un stets PtQ.

Beweis; Es seien P,Qeg und 1 (PtQ). Ist ferner g * h 3 Q, so sind alle
zu Q t-benachbarten Punkte auf h durch zu g benachbarte Geraden k mit
P verbindbar, d.h. [P,Ql+ (ﬁ-])n < t, also

[P,Q] 2 t+n+l-un impliziert P1Q.-

Beweis von 1.18. Nach (13, 3.2]gibt es keine (3,2) PH~Ebenen. Wire s 4
(6,2) PH~Ebene vom Typ 3, so erhielten wir als Stufenparameter ,

q, = 2, q3'= 3. Aus qy = 3 und 1.4 folgt, daB [P]~2 affine Ebene der
Ordnung 3 ist., Daher gibt es eine Gerade g 3 P, so daB fiir alle Geraden
h3 P, hvg gilt: Xeg, P(~2)X => Xeh. Insbesondere existieren Geraden
g(~1)h mit Ignh| 2 3, was mit der dualen Fassung von 1.19 zu einem Wider-

spruch fihrt.
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1.20 Satz: Ex existiert eine (6,2) FAH-Ebene des Typs 3.

Beweis: Wir gehen von der Inzidenzmatrix M einer (2,2) FAH-Ebene 3 aus,

(Punkte werden durch Zeilen, Geraden durch Spalten reprisentiert.)

P
—
—
—
—
—

Analog zu [20] bilden wir mit Hilfe einer affinen Ebene der Ordnung 3
vier symmetrische 9 x 9 - (0,1) - Matrizen A,B,C,D, wobei gelten: ‘
AB AC = AD = BC = Cb = J,

2 234, B2 = 38, C® = 3C, D% = 3D, A+B+C+D 2 J

]

A

(Mit J bezeichnen wir die Matrix, die an jeder Stelle den Eintrag |
hat.)
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In der Inzidenzmatrix M ersetzen wir nun die 1-Eintrige wie folgt durch
die Matrizen A,B,C,Q; wihrend wir fiir einen O-Eintrag die 9 x 9 - Null-

matrix schreiben.

A A B B D c
B B | AA cCD
B B A A D C
A A QB c D
[
c D | A A | BB
D C B B | AA
C D | B .B A A
D € | FERES | B B
c | ¢ D D A B
cc p D lis A
DD g .0 A B
D D cle B A
c C D D A B
cC D | B A
D D C AB
D c B A
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Durch direkte Uberpriifung und mit Hilfe von Satz 1.16 folgt, daR die
konstruierte Matrix M' Inzidenzmatrix einer (6,2) FAH-Ebene des Typs 3
ist. ‘

Dafl diese angegebene Ebene keine AH-Ebene des Typs 3 sein kann, also
keinen mit den Kongruenzrelationen vertrdglichen Parallelismus besitzen
kann, wird durch das Spaltenprodukt A2+B2+02+D2 (=2 3J) belegt. Somit

schneiden sich je zwei (~ 2)-benachbarte Geraden stets in genau drei

Punkten. Mehr noch - und dies gilt fiir alle (6,2) FAH-Ebenen des Typs 3:

1.2]1 Satz: Jede (6,2) FAH-Fbene 3% des Typs 3 besitzt keinen Parallelismus.

Als Folgerung aus 1.21 erhalten wir unmittelbar:

1.22 Folgerung: Jede (6,2) Al~-Ebene ist einfach, was als Indiz fiir die

Schwierigkeit des Existenzproblems angesehen werden kann. '
Den Beweis von Satz 1.2]1 zerlegen wir in kleinere Abschnitte und bewe1sen

zunidchst:

1.23 Lemma: Benachbarte Geraden einer (6,2) FAH-Ebene des Typs 3 schneiden

sich nie in genau vier Punkten.

Beweis: gegenteilige Annahme: Es sei gnh = {Pl’PA’PS'P } mit P (1) P (~2)
P ( 2) P ( 2) P Die mittlere Verbindungszahl (~l)—benachbarter Punkte ist

naph 1.9
(r+1) q,

M= 71 72
Daher haben je zwei (~1)-benachbarte Punkte genau zwei Verbindungsgeraden.
Ist Qeh \ gnh, Q~P!, so gibt es eine Gerade k # g,h mit P,Qek, die g in

mindestens einem der Punkte P PS’P6 schneidet. Dies widerspricht Al = 2,

1.24 Lemma: Es sei df eine (6,2) FAH-Ebene des Typs 3. Dann gibt es zu
jedem Punkt P Geraden g,h mit '

(7) Peg,h, g(~1)h und |h'ng'| = lhngan]Nzl =

Beweis: Da die nach [P]~2 induzierte Struktur eine affine Ebene der
Ordnung 3 ist, gibt es benachbarte Geraden g,h P mit lg'nh'] = 1. Es sei
g(~2)h. Wegen a3 = 3 inzidiert eine weitere Gerade k(~2)g mit P. 0.B.d.A.
g' = k'. Zu einem Punkt Qeh, Q(~2)P muB es eine Gerade 1 # h mit P,Qel

geben; also ist 1(~1)g, was Lemma 1.24 beweist,
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1.25 Lemma: Es sei & eine (6,2) FAH-Ebene des Typs 3. Geniigen P,g,h (7),
so gilt: Jede zu g(~2)-benachbarte Gerade k schneidet g in genau drei -

Punkten.

Beweis: Wir setzen: w,(g) = |[{1]1(z2)g und gn! = ¢ }|

Dann ist die mittlere Schnittzahl filir zug (=2)-benachbarte Geraden mit g:

3

n, (g) = 7 ey
a3 = Uy (g

2 p .
d.h. (q3 - uz(g)-l) 2(g) = 24, Andererseits gilt: 24 = 2 n, + 3n3 + 6n6 .
Dabei ist n, die Anzahl der zu g(~2)-benachbarten Geraden mit genau i
Schnittpunkten mit g. Offensichtlich ist wegen A\, = 2 stets ng < 2, Da

nach Voraussetzung eine Gerade h>P mit|h'ng'|= | existiert, kann wegen

k] = 2 keine Gerade durch P mit 6 Punkten von g inzidieren, d.h. ne < l.
Annahne: ng = 1, also 2n2 - 3n3 = 18 mit n, + n, < 7. Als ganzzahlige

Losungen unter dieser Nebenbedingung erhalten wir: n, = 3, n, = 4, u,(g) = 0
2 3 2

bzw. n, = 0, n, = 6, uz(g) =1,

Fall 1: n, = 3, ng = 4, uz(g) =0 .

Wir setzen g = g, und P, (:l)Q] + Rl‘(:l)sle gy « Zu P seien die Punkte

Poy wee P9 (~2)-benachbart, zu Q, die Punkte Qgs vees Qg, zu §, die Punkte
82’ elats Sg. Die Gerade g inzidiere mit Pl,P2,P3,Q1,Q2,Q3,R],R2,R3,SI,SZ,S3.
Ferner schneide die Gerade h mit Iglnh| = 6 in der Nachbarschaft von R,.
Wegen Al = 2 schneiden keine (~2)-benachbarte Geraden in der Nachbarschaft

von Rl die Gerade g in genau zwei Punkten, 0.B.d.A. setzen wir daher:

Pl ’PS ’P9’Ql ’QS’Qg € gz’ P2 ’P6’P7 ’Q2 ’Q6,Q7 € g3’ P3’P4’P8'Q3’Q4’Q8 e g4
Auf gg mit lgsngll = 3 liegen 0.B.d.A. die Punkte P|,Py,P,,
QQ’QS’QG’R4’R5’R6’SQ’SS’56' Dann folgt R7,R8,R9,S7,38,59€ 82’333340

was Al = 2 widerspricht,

(] [ [ ] [ ] L] ® [ ] [ ] @ ® L] ]
P
7. fg Py G A f7 B Ry 8 85 5
® L] ] & ® ® ® @ ® [ ] ® °
P, P P Q, Q5 Q R, Rg R, 5, S5 8¢
® [ ] [ ] ) L L) [ ] [ ® ] @ @ ®
P
1 e Fa - & 10 G BBy Ryl By By,
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Fall Zi“nz =0, n, =6
Wegen Ny ¥ ny + 1 =7 existiert eine Gerade g2(:2)g‘ mit gyng, = g.

N e T
.._,_--_.MJ/\“ SErZabi M) R A

~ Fig, 3 -~

Es sei {P4, shey P E S } = gz. Da nach Voraussetzung eine

6’ ¢ 0oy 4, .
Gerade h(~])g1 mit ]g]nh] = 2 ex1st1ert kdnnen sich wegen X = 2 keine

(~2)-Geraden, die zu g (~2)-benachbart sind, in der Nachbarschaft von

P, in sechs Punkten schneiden. Wir setzen 0.B.d.A.
g3 - {P])Pz9P3)Q4905:Q6,R71R83R9:S7sss:sg}
84 = {Pl’P23P3’Q7’QSsQ95R4)R5’R6’S4355;S6}
gs = {P s P P63Q]:Qz;QB‘R79R8aR9aS7:88s39}

fiir 86 (~2) g mit P7,P P9’Q]’Q2’Q3E 86 folgt dann R4,Q4e g6,g2,g4,

im Widerspruch zu Al = 2,

Daher ist die Annahme n, = I zu verwerfen, also ng = 0.
Wir erhalten durch
24 = 2n2+3n3 < 3n2+3n3 < 3.8 =24

sofort n, = 0, ng = 8 und insbesondere uz(g) =0
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1.26 Folgerungen: 1. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.25 folgt aus

lg'nhfl - |1 und g ~ h stets g(~1)h.

2. Besitzt & als (d,Z) FAH-Ebenen vom Typ 3 einep Parallelismus, so
sind die Paralleien zu einer Geraden g mit (7) stets (~1)-benach- -
bart zu g, so da@ 3¢ keine AH-Ebene vom Typ 3 sein kann. Parallelen
zu g durch Punkté, die zu P (=2) benachbart sind, sind zu simtlichen
Punkten Pi €g, Pi ~P (~2)-benachbart, zu Punkten Qi €8, Qi~Qeg, Q*P

immer (:l)-benacﬂbart.

Mit Lemma 1,25 und Folgerungen ! und 2 kdnnen wir nun den Beweis von
Satz 1,21 fiihren. |
Beweis von 1.21: AnEEhm : Die FAH-Ebene 3¢ des Typs 3 besitze einen .
Parallelismus. Analog wie in Lemma !.25 numerieren wir die Punkte,
wobei wir wegen Lemma 1.24 einen Punkt P und Geraden g,h mit (7)Abef
trachten kdnnen. Es sei g = 8y und h = h]sPl,PS,Pg. Nqn ist wegen
Folgerung 2 die Parallele k] durch P5 zu g, (=1)-benachbart. Ferner
sind PSR! = 1], PSSI zwei Geraden durch P5, die zu hl (=l)-bena¢h-. '
~ bart sind. Aus q) = 2 erhalten wir kl(=2)11(=2)12(z2)kl. Seien 13’145‘
zu g, (=2)-benachbarte Geraden mit 13ng1 = langl = {QI’QZ'Q3}‘ Da
' jede der Geraden 13,}4 mit h, in [P]]~2 genau einen Punkt gemeinsam
hat, folgt mit 1.25 nun 1,01, = {Q;,Q,,Q3}, so daB eine weitere
Gerade, 0.B.d.A. etwa 13, mit P5 inzidiert und zu kI (=2)-benachbart

ist. Widerspruch zu g = 3 und 0.10.
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Ausgehend von den von CRAIG [7] bzw. LUNEBURG [31Juntersuchten uniformen
H-Ebenen wurden von ARTMANN [1,2] und DRAKE [117] 1969/1970 unabhingig
voneinander zwei Klassen rekursiv definierter H-Ebenen eingefiihrt bzw.
konstruiert: die H-Ebenen mit verfeinerten Nachbarschaften bzw. die

n-uniformen H-Ebenen.

Nach unserer Terminologie handelt es sich dabei um die Angabe einer Auf-
16sung beliebiger Lidnge, wobei die jeweils neu konstruierte H-Ebene ein-
fache Erweiterung der vorhergehenden ist und der Stufenparameter stets

gleich der Ordnung der kanonischen Faktorstruktur, nidmlich r ist.

Dieser - kleinstmdgliche ~ Stufenparameter spielt iliberdies fiir Verallge-
meinerungen der ARTMANN/DRAKE'schen H~Ebenen eine entscheidende zentrale
Rolle, AuBerdem gestattet er anschaulich geometrische Konsequenzen in

den zugehSrigen Ebenen. Dies soll iﬁ folgenden n#her uﬁtersﬁcht werden,
wodurch auch die Zusammenhinge von verschiedenen Varianten, Abschwidchungen
und Verallgemeinerungen der H-Ebenen mit verfeinerten Nachbarschaften als

auch der n-uniformen H-Ebenen klarer werden,

A. Stufenparameter qi = r

Im folgenden sei 3¢ = 3P & eine (t,r) H-Ebene des Typs n, uo die Invariante

der Kongruenzrelation (~n-1) und q9=q (= un_‘) n-ter Stufenparameter.

2.1 Lemma: Fiir eine Kongruenzrelation (~n-1) sind die folgenden Aussagen
dquivalent: (a) q, =
(b) Die Kongruenzrelation (~n-1) geniigt der Bedingung [1, Def., 4]
(M)a) Aus P,Qeg, Peh, P(~n-1)Q, g~h folgt Qeh.

Beweis: (a) => (b)

Wegen |[P3~n~ll =r
g,hd3P in [P]Nnm! in r Punkten, d.h, (M)a) ist erfiillt.

2

(r+1)(r-1)+1 inzidieren benachbarte Géraden.

(b) => (a)

Aus [EP]~n—l| = q 4

n

(r+l)(qn~l)+l folgt unmittelbar (a),

Die Bedingung (M)a) ist Bestandteil der Definition einer minimalen Nach- .
barschaft [1, Def. 4]. Somit induziert eine minimale Nachbarschaft als
Kongruenzrelation (1.11) fiir jeden Punkt den kleinsten Nachbarschaftsbe-

reich. Eine minimale Nachbarschaft ist daher die kleinste Kongruenzrelation
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in einer H-Ebene, nicht jedoch umgekehrt,

Zusdtzlich zu der Bedingung (M)a) benutzte ARTMANN zur Definition der
H-Ebenen der Hohe n [1, Def. 5] die dazu duale Bedingung |

(M)b) Aus P,Qeg, Peh, P~Q, g(~n—l)ﬁ folgt Qeh,

Fiir PH-Ebenen erhalten wir aus Dualititsgriinden sofort:

2,2 Lemma: Es sei (~n-!) Kongruenzrelation einer (t,r) PH-Ebene des Typs n.

Dann sind die folgenden Bedingungen ZHquivalent:

(a) q =r ,
(b) Die Kongruenzrelation (~n-1) geniigt der Bedingung (M)a).

(e¢) Die Kongruenzrelation (~n-1) geniigt der Bedingung (M)b),

Im fastaffinen Fall ist die Bedingung (M)b) allerdings von der Existenz

geniligend vieler nicht schneidender Geraden abhingig,

2,3 Lenma: Es sei 3 eine (t,r) FAH-Ebene des Typs n, q, = T. Dann sind

die folgenden Aussagen dquivalent;

(a) TFiir alle Geraden g gibﬁ es eine Gerade h (~n-1)g mit |gnh| =0
(b) Die Kongruenzrelation (~n-1) geniigt der Bedingung (M)b),
(c) Aus P(zm-1)g folgt:

|{heP| |gnh| = 0, g(~n=1)h}| =1

Beweis; (a) => (b)

gegenteilige Annahme: Es gibt Geraden g,h mit g(~n<l)h, |gnh[ <t

Sei Pegnh, Qeg\h, Q~P und Reg, R # P, kaR, k # g. Auf der Geraden h
wihlen wir r—1 paarweise nicht benachbarte Punkte von P und verbinden
mit Q, Diese Geraden schneiden k in r=! zu R (~n-1)-benachbarte Punkten,
Die restlichen r-2 Geraden durch P, die zu g (~n-1)-benachbart sind,

konnen daher nicht mit Q inzidieren, Daher gibt es mindestens
r=l+r=1 (r=1)(r=1)+2 ='r2+l ¥

was im Widerspruch zu |[g] r? steht,

~n—l| P

(b) => (c)
Sei P (~n—-1)g., Da P mit genau r Geraden, die zu g (~n-1) benachbart sind,

inzidiert, folgt unmittelbar (c),

(¢) => (a) offensichtlich
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2.4 Korollar; In einer AH-Ebene sind die Eigenschaften (M)a) und (M)b)

. . I .
Adquivalente Bedingungen an eine Kongruenzrelation.

Beweis: Aus (M)a)*fofgt mit 2.1 q =T und wegen 2.3 erhdlt man somit (M)b).
Setzen wir umgekehrt (M)b) voraus, so ergibt sich durch Abzi#hlen unter Be-.

achtung, daB zu jeder Geraden g stets h(zn-1Jg mit hng = @ existiert,

N 2
r(q-1) + (q-1) = q -1,

also r = q,- Aus 2.1 folgt (M)a).

Da die Kongruenzrelationen gerade die Kerne von H-Epimorphismen sind,
ist die folgende geometrische Charakterisierung des Stufenparameters
Qiep = F als Verallgemeinerung von 2.! sofort ersichtlich.

2.5 Korollar: Fiir eine Kongruenzrelation (~i) einer (t,r) H-Ebene des

Typs n sind die folgenden Aussagen #quivalent:

(a) qi+) =T
(b) Aus P(~1)Q,P,Qeg, Pech, g~h folgt Q(~i+!)h

(c) Die Kongruenzrelation (~i) in 89/~i+1 genligt der Bedingung (M)a).

Die 2,5(b) erwdhnte Eigenschaft wurde zuerst von DRAKE [11] in n-uni-.
formen H-Ebenen festgestellt, in unserem Zusammenhang bezeichnet aller-
dings (~i) (im Gegensatz zu den n-uniformen H-Ebenen) eine beliebige

Kongruenzrelation einer H-Ebene.

Ferner erhilt man unmittelbar fiir FAH-Ebenen:

2.6 Korollar: Es sei 3 eine (t,r) FAH-Ebene des Typs n, q =r,

i+l

Dann sind die folgenden Aussagen ZHquivalent:

(a) Durch jeden Punkt P(~i)g gibt es eine Gerade h(~i)g, so daB fiir
alle Xeh : X(~i)g.
(b) Die Kongruenzrelation (~i) in 3€/~i+l geniigt der Bedingung (M)b).

B, H-Ebenen der HShe n, "Property A" und das Axiom reziproker Strecken

Wéahrend wir im 1. Abschnitt lediglich einige Eigenschaften einer H-Ebene
aufgezeigt haben, die aus der Tatsache folgen, daB ein Stufenparameter
gleich der Ordnung r der Faktorstruktur, d.h. der zugehdrigen projektiven
bzw, affinen Ebene, ist, beschiéftigen wir uns nun mit H-Ebenen, deren

sdmtliche Stufenparameter q; gleich r sind.



In unserer Terminologie lautet die Definition einer H-Ebene der Hdhe n,
die man bei ARTMANN [1, Def. 5] fiir den projektiven Fall, bei DRAKE
[15, Def, 17] fiir. den fastaffinen bzw, affinen Fall findet, wie folgt:

2,7 Def,: Eine H-Ebene & des Typs n heift H-Ebene der Hihe n, falls die
Kongruenzrelation (~i) in den epimorphen Bildern 5€/~i+| den Bedingungen
(M)a) und (M)b) geniigen.

Als unmittelbare Folgerung aus 2,4 und 2.5 ergibt sich der folgende
Satz:

2.8 Satz: Fiir eine (t,r) AH~/PH-Ebene df des Typs n sind die folgenden

Bedingungen équivélent:

(a) 3P ist eine H—Eﬁene der Hdhe n.
(b) t= rn—‘. ' '

Wir erinnern ferner an eine Eigenschaft "Property A", die DRAKE [11] zur
Definition von stark n-uniformen Ebenen benutzte. In unserer Terminolo-
gie lautet diese Bedingung fiir beliebige Kongruenzrelationen einer H-Ebene

des Typs, wobei man f14, Prop, 1.10,9] beachte:

2.9 Def,: Eine H-Ebene 3¢ des Typs geniigt der Bedingung "Property A",
falls fiir alle Kongruenzrelationen (~i), (~j) (i+j < n) gilt:

Pehnk, hnk = {Reh|R(~n-i)P}, Qeh\k, ‘ '

P(=j)Q => Q(zi+j)k

s
N
=31
Vv h
< ~0 >

= Fig. & =
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SchlieBlich erwihnen wir noch das von ARTMANN zur Definition H-Ebenen

n—ter Stufe benutzte Axiom RS '"reziproker Strecken,"

Die urspriingliche Definition [1, S. 175] bzw. [15, Def, 18] fiir H-Ebenen

der Ho6he n modifiiieren wir flir H-Ebenen des Typs n:

2.10 Def.: Eine H-Ebene 3¢ des Typs n geniigt dém Axiom RS "reziproker

Strecken", falls Y folgende Eigenschaften besitzt:

RS(a) Fiir alle Geraden g,h von 3 mit !gnhl > 0 ist die Punktmenge gnh
ein Segment (fiir ein k mit 0 < i < n).
RS(b) Falls |gnh| > 0, so gilt g(~i)h genau dann, wenn g und h ein

(n-1)~Segment gemeinsam haben (0 < i < n).

Unter einem i~Segment verstehen wir (in naheliegender Weise) den nicht-
leeren Durchschnitt einer Geraden mit einer Klasse (~i)-benachbarter

Punkte.

Wir formulieren RS wie folgt um:

2,11 Lemma: Fiir eine H~Ebene 3f des Typs n sind die folgenden Aussagen

dquivalent;

(a) H genligt dem Axiom RS.
(b) Fiir Geraden g,h mit gnh # @, Pegnh gilt:
g(=i)h <=> gnh = {Reg|P(~n-i)R}

(=1)g (=2)g

R

(=3)g

- Fig. 5 -
Beweis: (a) => (b)
Mit g(zi)h ist g(~i)h, also gnh 2 {Reg|P(~n-i)R}, weswegen mit RS(a) und
RS(b) sofort die Gleichheit folgt. Ist umgekehrt gnh = {Reg|P(~n-i)R} ,
so ist sicher g(~i)h. g(~i+1)h hdtte mit RS(b) {ReglP(~n—i-l)R} € gnh zur

Folge, was g(=i)h beweist.

(b) => (a) Offensichtlich mit RS(a) erfiillt. Sei g(~i)h und g(~j)h mit

1 2 1. so folegt
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gnh = {Reg|P(~n-j)R} ,

insbesondere also {Reg|P(~n-j)R} ¢ gnh. Entsprechend zeigt man die Um-
kehrung. ' '

Schlieflich k8nnen wir mit Hilfe von 2,11 die duale Aussage 2,11,b als

zu RS #quivalent nachweisen.

2.12 Lemma: Fiir eine H-Ebene 3 des Typs n sind die fblgenden Aussagen

dquivalen:

(a) Fir Geraden g,h mit gnh # @, Pegnh und alle Kongruenzrelationen (~i)
gilt: g(~i)h <=> gnh = {Reg|P (~n-i)R}.

(b) Fiir Punkte P,Qeg und alle Kongruenzrelationen (~i) gilt:
P(xi)Q <=> (P,Q> = {h P|h (~n-i)g). '

Der Beweis bleibe dem Leser iiberlassen,

Nach diesen beweistechnischen Umformungen des Axiom RS k&nnen wir nun
die Beziehung zu der von DRAKE benutzten Eigenschaft "Property A" her~
stellen: die unterschiedlichen Bedingungen charakterisieren ein und die-

. selbe Klasse von H-Ebenen des Typs n.

Zundchst erhalten wir folgende numerische Bedingung aus dem Erfiilltsein

von Axiom RS:

2,13 Lemma: Es sei df eine (t,r) H-Ebene des Typs n und 3f, geniige dem

Axiom RS. Dann gilt: t = rn-l.

Beweis: Wir fiihren den Beweis mittels vollst#ndiger Induktion, in dem wir

zeigen: Qpei =T = Q5,9 -

Dabei nehmen wir stets Bezug auf die durchschnittlichen Verbindungszahlen

(~i)-benachbarter Punkte aufgrund von 2.11 und 2.12(b).

(r+1) 4y v+ Q.

1i=0, An~l = l+qn =qy e also q, = r
(r+1) q,
'Al =.—-—1—;&;——— - qn = r, also q2 L

Es sei bereits bewiesen: Qg = ¢+ =qy =X, Q= 4u. =q = r und

. n-i+2
i+l <€ n-i+2 angenommen,
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) i (r+1)q2 R S . .
n-1 ‘+qn—i+l 1+1 n
(41} i-1 :
N h T qi+l ¢ o6 qn_i+1 A_'q q " ) i_l
e . . .— . e o _—l+1
1+qn_1+l i+1 n-1
d.h, QU _i+1 - r
Entsprechend erhdlt man: q, , =T, was 2.13 beweist.

Ist in 2.9 j = 0, so folgt unmittelbar fir hnk # @ und Pehnk:
h(~i)k <=> hnk = {Reh R{~n-i)P}.

‘Somit geniligt eine H-Ebene mit "property A" auch dem Axiom RS; mehr noch,

es gilt;

2,14 satz: Fiir eine H-Ebene 3¢ des Typs n sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(a) 3 geniligt dem Axiom RS
(b) d¢, geniligt '"Property A",

Beweis: Aufgrund der obigen Bemerkung kénnen wir uns auf den Fall

{a) => (b) beschrinken.

Wegen 2,13 ist 3l eine (rn—!,r) H-Ebene,

Mittels vollstidndiger Induktion iber j beweisen wir fiir i < j die Aussagen
(1) QGi)R, P(zj-i)q => lgnn| =1’
(2) |gnh| = £, P(zj-i)Q => Q(=))R.

Dabei sei stets P,Qeg, P, Reh, Q, Rek, g # k # h,
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Im” Fall i= J folgt (1) und (2) unmittelbar aus RS, wihrend fiir i=o0
die Aussagen (1) und (2) aufgrund von 2.5(b) erfiillt sind.
Insbesondere ist daher (1) und (2) fiir j = 1 richtig. _
Wir nehmen nun an, (1) und (2) seien fiir j' s'j—l,bewieéen. ferner sei

Q(=j)R. {

Wir setzen: j=-i = v

wm, = {Xeg|X(~v)Q}
Wy ™ {heRr |3 Xemv s Xeh}
und Sv = ITLv[

Wir behaupten: he TLv => h(xj-v)g.

Sei v, kleinstes Gegenbeispiel, also
3) he Tl y; und1(h(zj-v,)g)

Ist v < v, heTl » also h(~j-v)g, d.h.vlgnhl =37V

1nsbesondere nach Voraussetzung gnh = {Y|Y (~n-j+v)P}

n-v n-v-1

Auf der Geraden g gibt es r - r Punkte (~v)Q. Jede Gerade hax R
iiberdeckt ein (n-j+v)-Segment, ferner gibt es aufgrund von 2.12 stets ro.
Verbindungsgeraden, d.h._sv = T n—3+v ], was schlieBlich

h(zj-v)g => heTl fiir y < vy beweist.

Ist h eine Gerade gemaﬂ (3), so gibt es u > Yy 'so daB h(~j -p) gilt,
Also ist |gnh| = pIEBioed P(x)G-p+v)-(j-1))Q. Wegen jmu<j+v,-u<j folgt
nach Induktionsvoraussetzung iiber (2) R(:J-u+v‘)Q, im Widerspruch zur
Voraussetzung,
Ferner gilt:

S heTl | <=> h(zj-v)g <=> h(zi)g
Um (2) zu beweisen, gehen wir wie folgt vor,
P iﬁzidiert wegen (1) mit rj'-i Geraden he7lv » also h(~i)g, die durch R
gehen, Entsprechendes gilt fiir simtliche r“—j - rn-j_I Punkte R (~j)Q.

Andererseits gibt es genau - rn-l_l Geraden h3 P mit g(~i)h, wodurch

(2) bewiesen ist.

C, H~Ebenen n-ter Stufe

Mit den im vorigen Kapitel erzielten Ergebnissen 148t sich nun auch der
von ARTMANN gebrauchte Begriff einer H-Ebene n-ter Stufe als gleichwertig

mit den anderen Begriffsbildungen nachweisen:
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2.15 Def.: Eine H-Ebene & heilt H-Ebene n-ter Stufe, falls 3¢ H-Ebene

der Hohe n ist.und s@mtliche epimorphen Bilder dem Axiom RS geniigen.

Mit Hilfe von Satz 2,14 erhalten wir das folgende Lemma:

2.16 Lemma: Gilt in einer H-Ebene & des Typs n das Axiom RS, so geniigen

auch simtliche epimorphen Bilder von 3 dem Axiom RS.

Beweis: Es sei 3= }gn’ Y = wn—l und a&h—l = w(aen), d.h.
B = (~n-1)., Es ist hinreichend, in &Cn_] die Giiltigkeit des
Axioms RS nachzuweisen. Wie in 2.11(b) sei y(P)e ¢(g)ny(h). Mit
p(g)(=i)y(h) und gnh # @ erhdlt man aus 2.14 offensichtlich
Y(g)ny(h) = {Xew(g)IX(“(n—l)—i)w(P)}. Ist dagegen gnh = @, so gibt
es Aeg, Beh mit A(zn—-1)B. Dann wihle man gl(:n-l)g mit g,>B und
argumentiere wie oben.

Ist umgekehrt Y(g)ny(h) = {Xey(g)|X(~n-1-1i)y(P)} und o.B.d.A. Pegnh,
Aus 2.14 folgt mit g(zj)h sofort Y(g)nP(h) = {Xew(g)IX(Nn-l-j)W(P)},‘
d.h, j = 1, '

Daher reduziert sich der Beweis des oben angekiindigten Ergebnisses im

wesentlichen auf folgendes Lemma:

2.17 Lemma: In einer H-Ebene &{ der H8he n gilt das Axiom RS.

Zum Beweis von 2.17 bendtigen wir folgenden Hilfssatz, den wir daher

hier einschieben:

2,18 Lemma: Es sei &0 eine (t,r) FAH-Ebene der Héhe n und ui(g) wie in

1,10 definiert., Dann ist

2n-2i- 2n-21i-~
4) ui(g) > p20 2i=1 _ 20 1~2

Beweis: Es sei P(~i)g. Nach 2.6 gibt es eine Gerade h mit X(:i)g fiir alle Xeh.
Entsprechendes gilt fiir sdmtliche rn'-l—1 Geraden durch P, die zu h (~i+l)-

benachbart sind. SchlieBlich liegen auf einer Geraden k, g # k, P ek genau

P rn“l"1 Punkte, die zu g (~i)-benachbart sind, was die Behauptung von.

2.18 beweist,
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Beweis.yon 22172

Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber die Aussagen’

(5)  g(xi)h, Pegrih => goh = {Reg|P(~n-i)R}
(6) gnh = {Reg|P(~n-i)R} => g(wi)h

(7) P(an-i)Q,P,Qecg => {

{P,Q>=40¢ {h|P,Qeh} = {h|g(~i)ha P}

Aufgrund von 2,2 und 2.3 ist (5) fiir i = n-! erfiillt, Wegen 2,1 ist 3 eine

(rn—l,r) H-Ebene, daher ist auch

(r+1)q2
S AR = R

Da andererseits aufgrund von (5) M2 gilt mit
<P,Q>= {h]g("'n-l)hBP} R

ist (6) und (7) bewiesen, G |

Wir setzen (5), (6) und (7) als richtig fiir i < j € n~1 voraus, Sei
Pegnh, g(xi)h, Nach Induktionsvoraussetzung konnen sich die Geraden g
und h nicht in zu P (~n-j)-benachbarten Punkten (j>i) treffen, also ist
gnh ¢ {Reg|P(~n-i)R} , d.h, |gnh| < .

Ist }f eine PH-Ebene, so erhdlt man aué 1.9,

(€3 DF S

i i
=r sofort

r 2 A, =
1 l1¢r

|gnh] = ri, also (5).

Ist X eine FAH-Ebene, 'so folgt mit 1,10 und Lemma 2,18

r0 2 n;(8) = 5T o2i-2
{5 ui(g) -r
n, n~-i n-i-1 P
s I (r -r ) -l |

2n-21. 2n~-2i~1 2n=2i=2, 2n-2i-2
r - (r : -r )-r
also n,(g) = r*, was (5) beweist,
Betrachten wir nun weiter (zn-i)-benachbarte Punkte P,R auf g.
n-i . p ; n-i -
Da A _;=r ist, andererseits aber mindestens r Geraden durch P mit
einem Punkt R(zn-i)Peg inzidieren, ist (7) bewiesen. Aus Anzahlgriinden folgt

die Giiltigkeit von (6).

Damit kdnnen wir abschlieBend das Hauptergebnis dieses Abschnittes wie folgt

formulieren:
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2.19 Satz: Es sei 3 eine H-Ebene des Typs n. Dann sind die folgende

Auasagen aqulvalent'

(a) € ist eine H»Ebeﬂé der Hdhe n

(b) 3f ist eine H-Ebene n-ter Stufe

(c) 3 geniigt dem Axiom RS ‘
(d) 3 geniigt "Property JUPEE

(e) o€ ist stark n-uniform,

Beweis: (a) => (b) 2,16, 2,173 (b)) => (e) trivial
(¢) => (d) 2.14
(d) => (e) Wegen 2.14, 2,16, 2,17 ist 3¢ eine H-Ebene
n-ter Stufe, nach [15, Satz 28] ist Je daher

stark n-uniform,

(e) => (a) Ist &P eine PH- bzw. AH-Ebene des Typs n, so ist
5ef wegen 2.2 H-Ebene der HShe n. | ‘
Ist 32 eine FAH-Ebene des Typs n, so folgt aus der
Eigenschaft (e) mit [14, 1.16], daB hinreichend
viele Paare nicht schneidender Geréden existieren;

und mit 2.5 und 2.6 erhilt man die Behauptung (a).

Wir betonen, daB der einer stark n-uniformen AH-Ebene des Typs n zugrunde
liegende Parallelismus gleichmidBig sein muB., L3Rt man in 2,19 die Voraus-
setzung '"H-Ebene des Typs n" weg, so ist (e) durch (e')

"o ist stark n-uniform (mit gleichm#Rigem Parallelismus,

falls & AH-Ebene ist)"
Zu ersetzen. Beim Nachweis (e') => (a) beachte man, daB zunichst eine
stark n-uniforme FAH-Fbene (r e ,r) FAH-Ebene des Typs n ist. Wegen
"Property S'"[14, 1.15] erfiillen sdmtliche K-Rel. einer stark n-uni-
formen AH-Ebene die Eigenschaft (AK 6) und, da der Parallelismus als
gleichmidBig vorausgesetzt wird, auch (AK 7). Somit ist 3 AH-Ebene
des Typs n und wegen 2.2 AH-Ebene der H&he n. (Ein anderer Beweis wird
in [15, Satz 34] gegeben.)
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Die von den projektiven, bzw. affinen Ebenén bekannten Koordinatisierungs-
verfahren lassen sich imlwesentlichen fiir den Fal} von AH-Ebenen verall-
gemeinern, jedoch ist damit ein erheblicher Mehrqufwénd verbunden. Im
Gegensatz zu den gewdhnlichen Ebenen gibt es Cer;den, die zur "y-Achse"
benachbart sind und die sich von der "x-Achse" aus nicht koordinatisie-

ren lassen.

(T'(y,m,n),y)
[m,n]" |
’ A,OJ.
(x,T(x,m,n)) '

rm n] (0)1) (mtl)

Lty y
e (1,m) &

(1,0) (n,0)
Fig., 7 ' Fig., 8

Daher wird es n8tig sein, zwel ternidre Vefknﬁpfungen einzufiihren, um
Geraden entweder von der Blickrichtung der "x-Achse" oder der "y-Achse"
zu koordinatisieren, Zwangsldufig werden dann Vertr#glichkeitsbedingungen
notwendig, um den Fall zu beherrschen, daB gewisse Geraden zwei verschie-

Koordinatisierungen besitzen.

CYGANOVA hat als erste ein Koordinatisierungsverfahren fiir beliebige AH-
Ebenen angegeben [9]. Die dort aufgezeigte Methode wurde von LORIMER [29]
verbessert und von BACON [4] modifiziert (vgl. auch die Zusammenfassung
bei DUGAS [23]. Wir verwenden in diesem Abschnitt das Verfahren von BACON

[4], wobei wir uns hier allerdings eine detaillierte Beschreibung ersparen.

Als Koordinatenbereich R einer AH-Ebene d€ = 32 (R) erhilt man nach [4]

einen Biternirring R = (R,T,T',0,!) mit zwei terndren Verkniipfungen T,T'.
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Setzt man

H

.
\

atb = T(a,!,b), asb = T'(a,l,b)
a*b = T(a,b,0) und ach = T'(a,b,0), ,
so gilt nach BACON [4, Th.5.25,5.23] (siehe auch[23,2971) der folgende

Satz:

t
3.1 Satz: 1, Es sei Jf eine AH-Translationsebene [31] mit einem Biternir-
ring R als Koordinatenbereich. Dann gelten: :
(a) Die terndren Verknilipfungen sind linear, d.h. fiir alle a,b,xcR:
T(x,a,b) = x+a+b und T'(x,a,b) = xoa+b.
(b) (R,+) ist eine abelsche Gruppe und es ist a+b = agb fiir alle a,beR.
(¢) + bzw. o ist rechtsdistributiv bzgl, +, d.h. fiir alle a,b,ceR:
(atb)‘c = a.ct+b'c und (a+b) oc = ac+boc, ,
2, Hat ein Biterndrring R die Eigenschaften (a)-(c), so ist I = 3P (rR)
eine AH-Translationsebene, deren Translationsgruppe aus den Abbildungen T

mit (P(x,y))T = P(x+a,y+b) fiir a,beR besteht.

Da wir im folgenden unsere Untersuchungen auf AH-Translationsebenen be~-
schrdnken, geben wir nun eine algebraische Kennzeichnung von Biternirringen
fiir AH-Translationsebenen, die der Leser auch als Definition eines Biter-
ndrringes fiir diese Klasse von Al-Ebenen ansehen mag. Man fiihrt diesen .
Nachweis, in dem man die Eigenschaften eines Biternirringes unter Beriick-
sichtigung von 3.1 und [4, Th.5.25,5.23] umschreibt, Dies fiihrt zu der
algebraischen Struktur eines Quasiringes [4, 6,3] als Koordinatenbereich
von AH-Translationsebenen. Fiir unsere Untersuchungen erweist sich eine zu
[4, 6.3] dquivalente Definition als hilfreicher. Um die Gleichwertigkeit

mit der bei BACON angegebenen Definition aufzuzeigen, beweisen wir:

3.2 Satz: Eine algebraische Struktur R = (R,+,+,0,0,1) ist genau dann ein
Biterndrring R = (R,T,T',0,!) einer AH-Translationsebene 3P (R) mit
T(x,m,n) = xm+n bzw. T'(x,m,n) = x*m+n, falls die folgenden Bedingungen
gelten: (Das Verkniipfungssymbol + werden wir meist weglassen.)

1.(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

(b) Fiir alle acR: la = al = a = log = g0
Oa = a0 = a = 0ka = a0 0, ,
(¢) . bzw. o ist rechtsdistributiv bzgl. +, d.h. fiir alle a,b,ceR:

(a+b)c = ac+bc und (a+boc = asc+boc.
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2, Fir N = {neR| 3 k # 0: kn = 0} , N' = {neR! dk #£ 0: ken = 0}

gelten:

(a) N = '

(b) (N,+) ist eire ﬁ;tergruppe von (R,+), :
(c) NRc N, NeRc N e
(d) Fiir alle x,a,beR: { a-beN => xa-xbeN {

(e)

(£)

3. ((a)
(b)

(c)

4, [(a)
(b)
(c)

(d)

(e)

5. ((a)
(b)

a-beN => xoa-xobeN
xeR\N, xa-xbeN => a-beN
xeR\N, xoa-xobeN => a-beN
a-beR\N, xa-xbeN => xeN
a-beR\N, xoca-xobeN => xeN

Fiir alle x,a,beR:

Fir alle x,a,beR:

=0
a-beR\N, xca = xob => x =0
Fiir alle x,a,beR: {xeR\N, xa = xb => a ='b
xeR\N, xoa = xo0a =>a =b

Fir alle x,a, beR' xeN, (aox)b =a =>a =0

Fiir alle x,a, beR'i' a-beR\N, xa = xb => x

xeN, (ax)eb = =>a=20

(]
(p]

Fiir :alle a,b,céR: a-beR\N == 3 xeR: xa-xb
’ 2a—beR\N=¢v3 xeR: xoa-xob = ¢
Fiir alle a,beR, ﬁeN: J yeR: y = (you)a+b .
z3 yeR: y = (yu)eca+b
Fiir alle a,beR, aeR\N:{3I x: ax = b
Zax: acx =b
Fﬁf alle a,beN gilt:{3 xeR: ax = b oder 3 yeN: boy = a
ZBxeR:'aox = b oder 3 yeN: by - a
Jede 1lésbare Gleichung (der letzten vier) besitzt mindestens zvei
Lésungen.
Fiir alle a,beR, a-beN:iJ O # xeR: xa = xb
Z—JO # XeR: Xoa = xob

Fiir alle a,beR: ab = | <z> boa = 1
Fiir alle a,b,x,yeR: ab =.1 => (xb = y <=> yoa = Xx)

3.3 Bemerkungen:!., Fiir alle a,beR: abeN => aeN oder beN bzw.

aobeN => aeN oder beN.

2, Fir

alle a,b,xeR: xeN, —a+(aox)beN => aeN,

3. Eine algebraische Struktur R = (R,+,+,0,0,1), die den-Bedingungen 1,~-5,
geniigt, nennen wir nach BACON [4, 6.3,6.5] und Satz 3.2 einen Quasiring.
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4. Ob das System der Bedingungen, insbesondere im endlichen Fall, minimal

ist, soll hier nicht diskutiert werden.

Beweis von 3.2: Aufgrund von [4, 6.3,6.18) genligt es nachzuweisen, daB die
durch 1. = 5. gekennzeichnete Struktur genau ein Quasiring im Sinne von |
BACON [4, 6.3,6.5] ist.

Teil !: R erfiille 1. = 5. Dann ist R ein Quasiring.

Aus 1., 2.(a) folgt offensichtlich die Gliltigkeit von (VWO) - (VW&) bzw.
(VWO) "= (VW4) ', ,

(VW 5) Es sei m-m'eR\N, Wegen 4.(a) und 3.(a) ist xm = xm'+d 1Gsbar;
unter Benutzung von I.(c) erhilt man die Eindeutigkeit der L8sung. Um-
gekehrt folgt aus der eindeutigen L8sbarkeit mittels 4.(e) sofort
m-m'eR\N.

(VW6) folgt unmittelbar aus 4.(c) und 3.(b).

(VW 7) unter Benutzung von 3.(c) ZEquivalent zu 4,(d)

(VW8) Es sei y = xm+d, x = yeut+v, somit y = (youtv)m+d = (yeu)m+vm+d.
Aufgrund von 4.(b) existiert ein solches y. Sei nun y; = xim+d,

X; = yjoutv fir i = 1,2, so erhalten wir y,;-y, = (x]~x2)m,

X "Xy = (yl“yz)Ou, also wegen ueN und 3. (c) sofort Yy = Ygs X =Xy
(VW9) Sei nun um = 1, am+e = b, bou+v = a und xmte = y. Aus xmte =y

folgt xm = y-e, also wegen 5.(b) (y-e)eu = x, d.h. you -ecu = X, SO

daB es geniigt zu zeigen: -eeu = v. —eou = (-e)ou = (am-b)ou

(am)ou-bou = (am)ou+v = a. Sei (am)eu = z. Mit 5;(b) folgt zm = am.
Wegen meR\N ist daher z = a, d.h. ~eecu = atv-a = v.

(VW 10) Um nachzuweisen, daf (R/N,+,+) ein Quasikdrper ist, liberzeugt
man sich, daB mit 2.(c), 2.(d) aus a-a', b-b', m-m'eN stets
(a+b)m-(a'+b")m"eN folgt. Wegen 4.(c) gibt es fir aeR\N stgts xeR mit
ax~beN. Aus ay-ceN, b-ceN und 2.(c) folgt stets x-yeN. Andererseits
gibt es fiir a,beR\N aufgrund von 4.(a) x mit xa = b. Sofort schiieBt
man fiir ya—ceN, b-ceN anhand der Folgerung auf x-yeN. Daher ist
(R/N\{0},+) bzw. (R/N\{0},o) ein Loop. SchlieBlich wird die Giiltigkeit
von (QF 4) in [4, 6.2] durch 2.(f) belegt.

Teil 2: R éei ein Quasiring. Dann erfiillt R die Bedingungen 1. = 5,
(VWO), (VWO) '= (VW4), (VW4)' ziehen offensichtlich 1. - 2.(b) nach sich.
2.(c) = 2.(f) folgen aus (VW!0).

3.(a) Es sei xa = xb fiir a~-beR\N. Da wegen (VW5) genau eine LOsung

existiert, andererseits Oa = Ob gilt, erhalten wir x = 0.
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3.(b) folgt mit (VW6)

3.(c) Nach (VW8) ist das System acx = 2z, zb = a eindeutig fiir a,z 16sbar,
also a =0. |

4.(a) Die Existenz einer LBsung wird durch (VW5) garantiert.

(b) folgt mit (VW8), (¢) mit (VW6), (d) ist dquivalent zu (WW7).

Mit (VW 5) beweist man 4.(e), ' ;

5.(a), (b) siehe (VW9). ‘

Wir wenden uns nun der algebraischen Beschreibung von Kongruenzrelationen
zu, wodurch dann das in Kapitel 1 angesprochene Erweiterungsproblem und
die Kennzeichnung von Stufenparametern in "homogenen" AH-Ebenen algebrai-

siert ist.

Es sei im folgendenv33>= M (R) stets eine endliche AH-Translationsebene,
so daB mit 3.2ider Biternirring R ein Quasiring ist, also den Bedingungen
1. - 5, geniigt. Es sei t eine Kongruenzrelatién in &2 . Wir setzen fiir
P = (0,0): :

1, = (xeR |3 (x,00¢ P : (x,0) 7 (0,0))

Sofort erhdlt man mit (AK 6):

xelp <=> (0,x) 1 (0,0)

und mit (AK 6), (AK 4)

(1) x,yel, <=> (x,y) 7 (0,0)

Da eine Translation in einer AH-Ebene ein H-Isomorphismus ist, der

nach 0.12 kongruenzrelationentreu ist, folgt aus .
(x),¥)T(x,,y,) stets (xl-xg.y,-yz)f(o,o)

und somit xl-xz,yl~yzeIPr Dies belegt:
(%751 T(x95¥9) <=> X;7%5,¥ ) "Yy€lp,

" weswegen auch Ip unabhingig von der Auswahl des Punktes P ist, Wir setzen: -

IP = I. Ferner ist: I € N. Unmittelbar mit (1) ergibt sich aus e :
(%,,0)7(0,0) <=> x eI ' | |
(xz,O)T(0,0) <=> x2€I

stets (xlvx2,0)1(~x2,0)1(0,0), also
x],xzeI => xi—ngl

Somit induziert T als Aquivalenzrelation nach R eine Untergruppe:

(1) (I,+) s (N,4+) |

Eigenséhaften der Kongruenzrelation t ziehen nun weitere Bedingungen

fiir I nach sich:

(1D) IR ¢ I, IeRc I

‘denn: Sei xeR,acI. Wegen (AK6) ist g = [0,a1't[0,0] ' = h, (a,ax)elx,01= k.
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Mit |gnk| = 1 und (AK4) erh#lt man: (a,ax)t(0,0), d.h. axel. _
Sind [a,0], [b,0] Geraden mit a-bel, so gilt: [a,0] [b,0]. Somit sind
auch die Schnittpunkte mit [0,x]' zueinander 1-benachbart, d.h. xa-xbel.
Die Untergruppe (I,+) geniigt damit der Bedingung:

(I11) Fir alle a,b,xeR: ZawbeI => xa-xbel i

a-b€l => xoa-xobel
Ahnlich argumentiert man, um die Bedingung

(1V) Fiir alle a,b,xeR: erR\N; xa~xbel => a-bel

x€R\N, xoa-xobel => a-bel

als Eigenschaft der Untergruppe (I,+) zu erhalten.

Die Bedingungen (I) und (III) gestatten nun eine handliche Charakterl-

sierung t-benachbarter Geraden:

_}_ﬁ Lemma: Es sei &3 = 3¢ (R) AH-Translationsebene und 1 eine Kongruenz-
relation, I wie oben definiert. Dann gilt:

[m],nljr[mz,nzj <=> ml~m2,nl~n251

m],n]]'rfmz,n2]'<:> ml—mz,n]-nzel
Beweis: Da t-benachbarte Geraden sicherlich benachbart sind, kdnnen
wir stets davon ausgehen, daB t-benachbarte Geraden formgleiche Dar-
stellungen besitzen. Wir beschrinken uns beim Beweis auf Geraden der
Form [m],n]],[mz,nzj. Wegen [0,0]'%[m],nl][mz,nzj folgt mit (AK3), (AK4)
n ~n,ecl. Entsprechend erhilt man aufgrund von [0,1]'ﬁ[ml,nl],[m2,n2]
stets m-myel. Gilt nun umgekehrt m ~my,ny-nyel, so ist wegen (III)

stets (x,xm]+nl)r(x,xm2+p2), also [ml,nljt[mz,nzj.
Mit Hilfe von (AKS5) bestdtigt man die Bedingung (V) der oben definierten
Untergruppe (I,+):

Q') Fiir alle a,beR: za—beN\I => 3 x¢I: xa-xbel
a-beN\I => 3 x¢I: xoa~xobel

Die beiden folgenden Bedingungen sind ebenfalls Eigenschaften von I,
die aus dem inhaltlichen Zusammenhang mit der Kongruenzrelation T

folgen:

(V1) Fir alle a,b,xeR: [a~beR\N, xa~xbegl => xel
a-beR\N, xoa-xobel => xel

(VII) Fir alle a,b,xeR: xeN, -a+(aex)bel => ael
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Rechtfertigung von (VI): Wir setzen a=u, b=m2 und X=X, "Xy Also ist
(x{*xz)p-gxl-xz)mzel; ferner sei m, =m,+2 fiir ein zel; es gilt
(xr-xz)u-(xl—xz)m2+xlm2-xlmleI (wegeft III) und daher auch

xlu+v—xlml4x2m2—v-x2uelwfﬁr beliebiges veR., Setzen wir nl=x|h+v—xlml,

Ny =X, U+V=X,m, SO ist nl-nzeI und daher die Geraden.g.8 [ml,nll.

h-= [mz,nzj t-benachbart. Ist k = [u,v], so inzidiert (xl,yl) mit
g und k, (xz,yz) mit h und k, wobei Y =% m 0 =X udy und Yo=Xoly Ny =X uty

B B
sei, Aus (AK 4) folgt x,-x,eI, wodurch (VI) gerechtfertigt ist,

1
Analog begriinde man (VII),

2

Die Eigenschaften (I) - (VII), die wir gerade hergeleitet haben, erweisen
sich nun auch als_hinreichend, eine Kongruenzrelation t algebraisch zu

charakterisieren.

3,5 Satz:Es sei d€ = 3% (R) AH-Translationsebene und I Teilmenge.von R.

Wir setzen: ‘

(2) (x5 ) 1(X),¥5) <=> X=X, ¥ -Yqel

Durch (2) wird genau dann eine Kongruenzrelation ¢ definiert, falls I den
Bedingungen (I) - (VII) geniigt: V

(1) (I,+) s (N,+)

(II) - IRgI, IoRc I

(1I11) . Fir alle a,b,xeR: z a~bel => xa-xbel

a-bel => xoa~xobel

(1v) Fir alle a,b,xeR: #eR\N, xa-xbel > a-bel
; 2xeR\N, xoa-xobel => a-bel

(V) Fiir alle a,beR:' {a-beN\I => 3 x4I: xa-xbel
‘ \ la—beN\I => 3 x¢I: xca-xobel

(V1) Fiir alle a,b,xeR: { a-beR\N, xa-xbel => xel
l a-beR\N, xoca-xobel => xel

"(VII) Fiir alle a,b,xeR: xeN, -a+(acx)bel => ael

Zum Beweis vonv3;5 geniigt es offensichtlich nachzuweisen, daBR aus (I) =
(VII) mittels (2) die Eigenschaften einer Kongruenzrelation hergeleitet
werden kdnnen. Aufgrund von (I) ist t eine Aquivalenzrelation, die feiner
als die Nachbarschaftsrelation ist.

Sind [ml,n? ,[mz,nzj Geraden, fiir die gilt: m]-mz,n]-nzel, so sind solche

Geraden affin t-benachbart:Ein Punkt (x,xm +nl) ist infolge von (III) zu

' 1
(x,xm2+n2) t-benachbart, Wir erhalten daher:
(3) ml-mz,hl—nzeI => [m],n,]r[mz,nzl

(4) ‘m]-mz,nl-nzel => [ml,nl]'T[mz,nZJ'
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Seien umgekehrt g =1'ml, T h=[m 2,ng] T-benachbarte Geraden. Dann gibt es
zu jedem Punkt (x!,x my + ni;eg einen Punkt (xz,x2m2+n2)gh mit x]~xzel und

Xymy¥n mXomymnael Wegen (TII) folgt schlieBlich

{5) szl x2 o ¥n, nZeI

Entsprechendes gilt fiir einen zu (xl,x!ml+nl) fernen Punkt (y‘,ylml+h]), also
(6) Yo ~Y,mytn, -n, el

Mit Hilfe von (IV) folgt aus (5) und (6) m —m,éI, somit auch n -nzeI und
daher:

(7) [m]:nl}f[mznnzj => m]—mzsnl"nzél

(8) [mr,p]]'r [mz,nz]' => memy,n;-ngel

Den weiteren Nachweis fiihren wir in einzelnen Schritten durch:

3.6 Lemma: Tt besitzt die Eigenschaft (AK3).

Beweis: Es seien P =(xl,y]), Q = (xz,yz), R = (x3,y3), ferner PtQ und
P~R, Da PR,QR benachbarte Geraden sind, besitzen diese Darstellungen der
gleichen Form., 0.B.d.A, sei PR = [ml,nl], QR = [mz,nZJ s> d.h,

Klml+n1 = y];x2m2+n2 = ¥y x3m1+n] =yq = x3m2+n2. Aus xl—xz,yl—yzeI er-
hdlt man Xym 4o, = Xolly =Ny mit (II) schlieBlich xzml—x2m2+nl—n2€I und
entsprechend X4 ~XqMly+n, ~ne I, Mit x2—x3eR\N, (xz—x3)ml-(x2-x3)m251

und (IV) folgt m, ~m,e I, mit (IIT) dann n NI, was infolge von (7) die

2 !
Behauptung beweist,

3.7 Lemma: T besitzt die Eigenschaft (AK4) .

Beweis: Sind g,h,k formgleiche Geraden mit grh, |gnkl = 1, so schlieBt
man Zhnlich wie bei der Herleitung von (VI) auf gnktnk. Sei nun

g = [ml’nl]’ h = [my,n,J, k =[u,v]', also Yy = xmpdng, y, = x, m,+n,,
X, = youtv, Xy = ygoutv flir (x > Jegnk, (xz,yz)ehwk Aus n -nf:I
folgt y,"¥m +x2 2 yZ;I Ferner ist:

Yy TR W AXymyy, =y, - Yy ¥Xom 2“x2m1+(x =3 )m . Wegen m M I ist

Is Y- y2+(x -% )m = —(y2 )+((y2 y]) u)m’, also wegen (VII) Yy ylel

und mittels (II) schlleﬁllch X, = (yl yz)ou auch x]-xzel.

Entsprechend behandelt man den Fall g = [ml,nl] ' h= [mz,nzj ' und
= [u,v].

Weiter erhalten wir:
3.8 Lemma: 1 besitzt die Eigenschaft (AKS5).
Beweis: E iPps= =
s se (x,y)g[m',n i rmz,n2 J. Somit ist xm, +n, xm2+n2,

also XW;=Xm, = n,~n,. Wegen (rml,n]]T[mz,nzj ) und (III) ist m 1M M\ I,
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Mit (V) folgt die Existenz eines Elementes geN\I mit qml—qmzel. Daher ist

(x+q.(x+q)m,+nl)r[m2.n23, dagegen 1((x+q,(x+q)ml+n,)r(x,xm,+n,)).

3.9 Lemma:t besitzt die Eigenschaft (AK6)."
Beweis: Es sei (x],yl)e[ml,nlj, d.h.‘xlml+n] ¥ [ml,nzll sei die Paralle-
le zu [ml,n]]durch den Punkt (xz,yz)r(x],yl), d.h} x2m1+n2 =¥y Somit er-

halten wir: n,-n, = yl—y2+x2ml—xlm1 = y]—y2+(x2~xl)mlel.

Da es einerseits zu je zwei parallelen Geraden eine vermittelnde Transla-
tion gibt, andererseits Translationen kongruenzrelationentreu sind, ist
auch (AK7) erfiillt, so daB Lemma 3.6 - Lemma 3.9 den Beweis von 3.5 er-

bringen.



Die in Kapitel 3 betrachteten Quasiringe sind multiplikative DoppelétrukturenE
d.h. mit zwei multiplikativen Verkniipfungen versehene Gebilde. Die meisten

der definierenden Eigénschaften eines Quasiringes sind fiir beide Verkniipfun-
gen getrennt formuliert, dagegen sorgen die Bedingungen 3.(c), 4.(b) und
5 fiir die Vertrdglichkeit der beiden Multiplikationen. Durch 4.(d) sind
die beiden Verkniipfungen noch stirker und iﬁ gewissem MaB "undurchsichtig"

verwoben, zumal es Elemente a,beN mit ax = b und by = a geben kann, ohne

daB a und b beziiglich der anderen Multiplikation vergleichbar sein miissen.

Es ist naheliegend, daB es aus beweistechnischen Griinden sinnvoll ist;zu—
ndchst solche Strukturen zu betrachten, in denen die erwihnte Kopplung
durch 4.(d) symmetrisch ist, Hinreichend dafiir ist die Forderung, daf

die multiplikativen Verkniipfungen assoziativ sind , d.h. es gilt

() (ab)e = a(be) bzw. (aob)oc = ao(boc)

fir alle a,b,ceR,

Weil man flir affine Ebenen dadurch zum Begriff des Faétkﬁrpers gelangt,
liegc es hier nahe, Hjelmslev-~Fastringe zu definieren und deren Struktur
im endlichen Fall zu studieren,

Durch (1) werden nun einige Eigenschaften in Satz 3,2 iiberfliissig bzw.

lassen sich einfacher beschreiben.

4.1 Lemma: Es sei R = (R,+,+,0,0,1) ein Quasiring und es gelte (1).
Dann 148t sich 4.{(d) in 3.2 ersetzen durch:

Fir alle a,beN gilt:

(2) 3 xeR:ax=b oder 3 yeN:by=a

(3) 1 xeR:aex=boder 3 yeN:boy=a

Jede 18sbare Gleichung besitzt mindestens zwei L&sungen,
Ferner erhidlt man:

(4) A xeR:ax=b <=> I yeR:acy=b

(5) A xeN:ax=b <=> JyeN:aoy=b

Beweis: 4.(d) => (2), (3)

Annahme: Es gibt kein xeR mit ax=b und kein yeN mit by=a,

Dann ist bep=a fiir peN bzw. acq=b fiir qeR (wegen 4,(d)).

Aus (a°q)0§ = a = aoc(qop) folgt mit 3.(a) a=0. Widerspruch!
Entsprechend verfdhrt man beim Nachweis von (3).

(2), (3) => 4.(d). Annahme: Es gibt kein xeR mit ax=b und kein

yeN mit bey=a, Aus (2) folgt sofort bp=a fiir ein peN, wihrend wir

mit (3) erhalten: acq=b fiir qeR,

Somit ist (bp)e q=b, woraus mit 3.(c) folgt: b=0=a. Widerspruch!
Tnfolee von (2. (3) und 3.(a) in 3.2 sind (4) bzw. (5) offensichtlich.
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Fordert man in Quasiringen die Assoziativitdt der Multiplikationen,
so ist 2.(c) selbstredend erfiillt. Mit Hilfe der Assoziativitit und .
4,(c) gibt es fiir xeR\N stets yeR\N mit xy=yx=1, woraus 3.(b) in 3.2
folgt. Daher ist auch 2,(e) eine Folgerung von 2,(d). Gleichzeitig
ergibt sich dadurchvau;h 2,(£), ‘

Die Bedingungen 4,(c) und 4.(d) lassen sich upteﬂ‘Befﬁcksichtigung

von Lemma 4.1 wie folgt zusammenfassen:

Fiir alle a,beR : 3 xeR : ax=b (acx=b) oder -] yeR:
by=a (boy=a),.

Jede 16sbare Gleichung mit a,beN besitzt mindestens zwei L&sungen, .

Wir vereinbaren nun: :

4,2 Def.: Unter einem affinen Hjelmslev-Fastring (AH-Fastring)

R = (R,+,°,0,1) verstehen wir einen rechts-distributiven endlichen
Fastring [40] (mit assoziativer Multiplikation), der den folgenden
Bedingungen geniigt: ’ |
1.(a) (R,+) ist einé abeische Gruppe.

(b) Fiir alle aecR: la = al = a; Oa = a0 = 0

2.Fir N = {neR| 1k # 0: kn =.0}ist
(a)‘ (N,+) < (R’+)
(b) Fiir alle x,a,beR: a-beN => xa-xbeN

3.(a) Fiir alle x,a,beR: a~beR\N, xa = xb => x = 0

4.(a) Fiir alle a,b,ceR: a~beR\N => 3 xeR: xa-xb = ¢
(br) Fiir alle a,beR: I xeR: ax = b oder 7 yeR: by = a
Jede ldsbare Gleichung mit a,beN besitzt mindestens zwei LBsungén.

(c) Fiir alle a,beR, a~beN: Jd 0 # xeR mit xa = xb

4,3 Def.: Ein AH-Fastring R heiBt projektiver Hjelmslev-Fastring

(PH-Fastring), falls gilt:

4.(b1) Fiir alle a,beR: 3 xeR: xa = b oder JyeR: yb = a

Jede lésbare Gleichung mit a,beN besitzt mindestens zwei Lﬁsungen,

4.4 Bemerkungen: 1. Die in 4.2 gegebene Definition weicht von der in

(33, 4.1] benutzten ab. Wihrend die dort betrachteten Strukturen einer=

24 (0)) wiedergeben, gilt andererseits dort

seits den uniformen Fall (N
das Assoziativgesetz nicht generell, SchlieBlich fordert SEIER allerdings

die Existenz eines zentralen Elementes im Ideal N. Insgesamt ist die

Definition in [33] s0 angelegt, daf djg Faktorstrubtyy I/ l i/” /I////// ,

system im Sinne yyp SPERVER {s¢ [ 4.61
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2. Man beachte, daB in der Mehrzahl der Arbeiten iber Fastringe das
Linksdistributivgesetz vorausgesetzt wird, wohingegen wir in Folge der
aingeblirgten Schreibweise dar Geradengleichung in AH-Translationsebenen

das Rechtsdistributivgesetz fordern,

3, Jeder AH-Fastring ist in natiirlicher Hinsicht ein Quasiring;

Wir setzen: o = *, DaB auch 4,(b) aus 3,2 erfiillt ist, sieht man wie
folgt ein: Fir aeR, ueN betrachten wir die Abbildung y =+ y-yua, Wir
setzen ua=z:N, ylwy}z‘= YoV y? impliziert ¥<¥y = (y‘fyz)(—z). Aus der
Nilpotenz der Nullteiler (siehe 4,5(b)) folgt Y =Yqs d.h. die Abbildung
ist injektiv und daher auch surjektiv.

4, Es sei R ein Fastring (mit kommutativer Addition) und (I,+)
Untergruppe von (R,+) {(siehe [40, 1.21):

I heiBt R-Untergruppe, falls

R*I = {ra| reR, ael} £ I gilt,
I heifit Rechtsideal, falls I*R ¢ I,

I heiBt Linksideal, falls fiir alle x,yeR, mel stets x(y+m)-xyel.

Unter einem zweiseitigen Ideal I verstehen wir eine additive

Untergruppe I, die zugleich Links— als auch Rechtsideal ist.
5, Aufgrund von 2.(zg) und 2.(b) bilden die Nullteiler eines AH-Fast~
ringes R ein zweiseitiges Ideal, R ist insbesondere daher ein

lokaler Fastring,

4.5 Lemma: R sei ein endlicher AH-Fastring. Dann gelten:
(a) Die Menge der Nichtnullteiler ist bzgl. der Multiplikation
eine Gruppe, die Einheitengruppe U, ]
(b) Alle Nullteiler sind nilpotent,
(¢} Fiir alle xeR: Rx ¢ xR, Nx ¢ xN, Ux c xU.
(d) Das Ideal der Nullteiler ist maximales Rechtshauptideal: N = mR
(e) Jedes Rechtsideal ist von der Form ij (jeIN) -
(£) Flir alle x,yeR: xy = 0 <=2» yx = 0
{(g)  Fir alle a,x,yeR, x~yeN gibt es beR: ax-ay = (x-y)b
(h) ~ Jedes Rechtsideal ist zwelseltig.
(1) Die Rechtsideal? bilden eine Kette,
(1) R/N ist ein Fastkdrper.
Bewels: (aj offensichtlich wegen 4,2.4,(br)
(b) Da R endlich ist, |gibt es kl # kzeIN mit xk' = xkz. Sei k1 < k2,
also xk]" xk2 = (I*xkz—ki)xk] = 0, Aus l~xk2—k]ev folgt xk] = 0.
(c) Ist axb = x fiir aeR, belN, so erhalten wir fiir beliebiges neIN:
a"xb? = %, mit (b) also x = 0, was Rx ¢ xR beweist. Entsprechend belegt

man: Nx € xN bzw. Ux g xU.
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(d) Durch X4y <=> J aeVU: xa = y wird in N eine Aquivalenzrelation
"... ist rechtsassoziiert.,." definiert, deren Klassen wegen 4.2.4. (b )
linear durch Teilbarkeit Cx]y < [yl, <=> JaeR: xa = y angeordnet
werden konnen. Aus der Endlichkeit von N folgt (d).
(e),(f), (i) Zunichst folgt aus der Endlichkeit des Rihges und der Be-
dingungh.z.é.(br) in Verbindung mit (d), daB jedgé Element xeN sich

durch ein mla fiir ein geeignetes jeIN und acU darstellen 1#Bt. Wir
erhalten mit Hilfe von (c) xy = O <=> yx = O fiir beliebige Elemente
X, yeR, also (f). Sei n" = 0, o ; # 0. Wir setzen:

Y L e TS 0} | oftenatetetiot it wegen der Giiltigkeit
des Rechtsdistributivgesetzes (mn—j) eine additive Untergruppe von N
mit mJR c (m" J) . Ist umgekehrt xe(m J) , also x = m'a fiir ein ael,
n-j+i _ 0, d.h., j < i, was mJR = (m -J)

so schlieft man mit (f) auf m

beweist. Also ist ij ein Rechtsideal. Ferner erkennt man

mle c mjzR <=> j] < jz, also (i).

(g) Wir fiihren den Beweis mittels vollstindiger Induktion iiber den
Exponenten i des Rechtsideals mn_iR, in dem x-y liegt. Induktionsan-
fang: x—yemnR (0), d.h. x = y, also ax = ay und daher

ax-ay = (x-y) 1 = 0. Induktionsschritt: Die Behauptung werde als r1cht1g
fiir alle x~y5m JR mit 0 € j €.1i vorausgesetzt, Sei o0.B.d.A: x # y. Es_
sei(ax-ay)b = x~y fiir ein beN und x-yemn—i_]R angenommen. Aus beN folgt
xb-yb = (x—y)bemn—iR, also (ax-ay)b = axb-ayb = (xB-yb)c = (x-y)bc = x-y,
was wegen bceN stets x-y = 0 zur Folge hat. Widerspruch!

(h) offensichtlich wegen (g)

(j) Da N maximales (zweiseitiges) Ideal ist, ist R/N ein Fastkdrper.

4.6 Folgerung: Fiir einen AH~Fastring R sind die folgenden

Bedingungen dquivalent:

(a) R ist ein PH-Fastring

(b) Fiir alle xeR : Ux = xU

(c) Fir alle xeR : Rx = xR

(d) Die R-Untergruppen bilden eine Kette,

Beweis: (a) => (b). 4.3, 4.5(c), 4.5(b). Bei Beweis (b) => (e)

kdnnen wir uns wegen (b) auf den Fall x = ml mit mR N beschrinken,
Aufgrund 4. 5(c) geniigt es nachzuweisen: m R c Rm . Sei a = mJb beU,
so 11efert wiederholtes Anwenden von (b)

mla = mlm b = chm1 und somit m'R = le.

(¢) => (d) Jede R-Untergruppe ist aufgrund von 4.5(e) ein Rechtsideal,
was (d) belegt.

=5 1 = i '
(@) = (3) Seien a = n'p, b = I Vorgegeben, wobel 0.0.44, { ¢ f

.
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4.7 Beispielet !, In [407 werden die zu Bewertungsringen analogen Fastring-

strukturen diskutiert. Ahniich wie bei den Ringstrukturen sind geeignete
epimorphe Bilder AH-Fastringe: Ist S ein "valuation near ring" im Sinne von
ZEMMER, I ein zweisel tzgeq Tdeal mit a-héS\N, xa-xbel=> xel,

a-beN\I => 3 x4I: xa- xb T und !8/1) <« , so ist R = 8/1 in Anlehnung
an eine Idee von KLINGENBERG [27](siehe auch [35j Y ein PH-Fastring.

2. Es sei F ein endlicher K&rper, ¢: F—>F eine bijektive Abbildung
mit O¢ = 0, (ab)¢ = a¢b¢(fﬁr alle a,beF) und (a+b)¢ # a¢+b¢ fiir wenigstens
zwei Elemente a,b. Solche Abbildungen, die lediglich Isomorphismen der
multiplikativen Gruppe sind, gibt es in endlichen K8rpern, da die multi=-
plikative Gruppe einerseits zyklisch, andererseits die Automorphismen-
gruppe gleich der Galoisgruppe iiber dem Primkdrper ist. Sei R = FxF,
Wihrend wir die Addition komponentenweise erkldren, fiilhren wir wie
folgt eine Multiplikation ein:

(a,3,)+ (b;,by) = (a;bj,a,by*ayb ?)
Diese Verknilipfung geniligt dem Assoziativgesetz:

((ayra,)+ (b,b,)) (e, 5¢,) = (a,b,a byab 9 (e ,e,)

= (a b ¢ (a b +a2bl )c1¢+a1blc2)

= (a b cpa, b

9 ¢+a2b ¢c1¢+a b,c )

¢
(al’ 2)'\\blpb2) (Li ;) = (z ;Z ) (b Cl’blc2+b2cl )
= (a b 1€p08 blc2+a]b2c1 +32b1 )
Ferner ist das Rechtsdistributivgesetz erfdllt:

((aj,ay)+(b,by) (e, cy) = éa1+bl.a2+b2)~(cl.c2)
= (alcl+blcl,a c +b1c2+a2 1 +b2c1 )

(31’32)'(C1’cz)+(b1’ ) (epsey) = (31°1’31°2+az I )+(b1°1'b1°2*b2°1¢)

(a c +b]c],alc +b | Cotasc +b ¢ ),

1 21
dagegen g11t nicht notwendigerweise das Llnksdistributivgesetz:

(31’32)'(<bl: 2)+(C1:C2)) (al’aZ).(bl+Cl’b +C2)
= (a b ta ¢ ,a, b,+a_c2+az(b +c ) )

(a ],az) (b,,by)+(a,,a,)0(c ,ey) = (ayb,a by+ab *ye(a 1€ 8, Cp*ane, )

= (a;b)+ajc),aby+a cyta b, "Haye, )

Damit ist R ein Fastriﬁg, wobei N = {0}xF. Offensichtlich gelten 4.2.2 (a),(b).

Sei (a,,a,)=(b,,b,)eR\N, d.h. a, # b, und
(x]al,x‘a2+x2a] ) = (x bl,x b2+x b ¢) Daraus folgt X, = 0 und somit
x2al¢ = x2b1¢ , also X, = 0. Wie 4.2.3 verifiziert man 4.2.4 (a) entsprechend.

Zu 4.2.4 (br) Es sei a = (al,az), b = (b b ) und a, # 0. Dann gilt °

1
(a],az).(al ]b],xz) (b 3 b ) mit xg = aI (b2 a2(a lbl)¢). Ist dagegen

a = 0, so wihlen wir X, Qba s sofern b] = 0. Andernfalls gibt es
y = (yl,yz) mit by = a. Der Beweis von 4.2.4 (c) bleibt dem Leser iiber-

lassen. Damit ist R als AH-Fastring nachgewiesen.
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Um Informationen {iber die Idealstruktur eines AH-Fastringes R zu erhalten,
wollen wir noch'einige numerische Parameter und ihre interne Kopplung

diskutieren, Dabei sei R ein endlicher AH-Fastring mit maximalem Ideal
N = mR, m = 0, o L # O Wir setzen: ‘
= |R/N|

i,, 1+1 4 .
954 = ImR/m” "R| fiir | <i < n-l

4,8 Lemma:

(@) r|ay q g, fir2<i<n-l
(B) r<qy,s...x q,

() q =1 => Fur alle i <n:q; =r

n
(d) ]Rx/(Rxnm R){ = r fiir x = m'a mit acl

(e) r-1| qi+,-1 fir 1 € 1 < n-
- (f) Es gilt fiir 1 <1 < n~1:

9. = T <=5 Y acR 3b,ceR: bml = mla+m1+lc

‘Beweis: (a) Wir setzen: ¢i. m1a+m Rl——> m am+m 2R.-Wegen 4,5 (d) ist

¢; ein injektiver Gruppenhomomorphismus, was.(a) beweist.-Sb),(c)'trivial.
(d) Wir setzen: wi:a+mR+—» ax+L mit L = Rxnm1+]R fiir x = mlc, ceU, Aus

a-bemR folgt ax-bx = (a-b)x = (a—b)mlc Somit ist w ‘wohldefiniert und

. . . : ; 3 i i+
offensichtlich surjektiv. Andererseits erh#lt man aus ax = am Cem 'R

mit 4,5 (c) sofort aemR, so daf ¢1 bijektiv ist.
(e) Rx/(Rxn om- R) = (Rx+m1+]R)/m R ist infolge von (d)

I(Rx+ml+!R)/m1+]R| = r, Ferner gilt:
mlR/ml+!R s L,J h (Rx+m1+1R)/m1+‘R
© xXR=m"R

Sei. (Rx+m;+lR)/m1+an(Ry+ml+lR)/ml+lR # (0), also
alx+ml+laz—bly—m1+]bzeml+1R, d.h. ax-by = gt ‘ fiir al,b €U, Sei axeRx
+]

~mit aeU, Aus a,x = bly+ml c erhdlt man ax = (bly+m c). Aus 4.5 (g)

]y+m1+]c)—aa1_lbly = m1+]cd fiir ein deR, d.h,
‘ b y+ml+lcd. Somit gilt:
(Re+m™ ¥ 'R) /m ity (Ry+n™*'R) /m**]

durch Faktorgruppen der Form (Rx+m1+]R)/ml+1R iiberdeckt, d.h. r=-1 | qi+i-l.

folgt aa]-l(b

ax = ;
PR ) oo

R. m R/m” 'R wird daher disjunkt

(f) Es ‘sei wie oben L = len l+]R Aus aml—bmleL folgt a-bemR also

ami—bmiem ‘R. Daher ist die Abbildung x.: Rm of R R/n**'R ver-
moge X; (am +L) = mla]+m1 ]R mit am1 = mla] wohldefiniert. Ist

9;,) = ¥, so muB, da x, injektiv ist, X; auch surjektiv sein., Die Um-
kehrung ist offensichtlich.
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4,9 Satz; Es sei R ein AN-Fastring, dessen maximales Ideal N den

n-i

Index n hat, d.h, N" = (0), N’ # (0). Dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
(a) R ist ein PH-Fastring,

(b) q =r :
Beweis: (a) => (b) Nach 4.8 (d) ist me?m!! = T, andererseits wegen
4,6 Rl ! = 0™ 'R ynd somit q, = r.

(b) => (a) Ist q, =71, so auch mit 4.8 (c) q; = r. Sicher ist

R hoL ' ]R, was 4.8 (e) belegt. Den weiteren Beweis fiihren wir

: ; ; -3 n-j " :
mittels vollstidndiger Induktion. Es sei Ro" ? = m" IR fiir j £ 1i-1

bewiesen. wegen 4.5 (¢) wissen wir Rm" * ¢ m" 'R. Andererseits folgt

mit 4.8 (f) fiir ac<R: m 1 = b - n.1+]c, nach Induktionsvoraussetzung

also m' ‘a = (bmclm)mn_l und somit m" "R ¢ Rm" *. 4.6 liefert. dann

die Behauptung.

Mit Satz 4.9 sind wir nun imstande, daB Fastring-Analogon eines Ergeb-
nisses von CLARK/DRAKE [6] zu beweisen:

4.10 Satz: Jeder (endliche) AH-Fastring ist ein PH-Fastring.

Beweis: Aufgrund von 4.9 geniigt es zu zeigen, daB q, = r ist. Wir betrach-
ten zunichst den Fail, daB N den Nilpotenzindex 2 hat. Wir setzen:

{uf3veU: vm = mu} . Dabei ist U die Gruppe der Einheiten, also

=
]

IA

U U. Ferner erkennt man: Rmu, = Rmu2 <=> u

2 1 2" |

Einheiten seien. Aus 4.8(e) folgt: (r-1)[U:U ] = q," 1,also[U: U ] = (r-l)/(qz-!).
Nun gilt aber. fu:v ]ilU! = 1q,7q, = (r- l)qz, d.h. q,- 1] (r- l) q,, was

-ll(r l) nach 51ch zieht. Mit r!q2 (4.8(a)) und r- l!qz-l (4.8(e))

erhalten wir ra = q,, (r-1)b = 2—1 mit b £ r-1, Daher ist rb-b = q2-l =

2, wobei u;su,

= ra-l, d.h, r(b-a) = b-1 < r-2, Wegen b-1 > O muB b = a gelten, also

b =1 und somit r = dy-

Sei R im folgenden ein AH-Ring mit Nilpotenzindex n und aufgrund der In-
duktionsannahme q; = r fiir i < n~1. Wie oben setzen wir:

U = {u]|3veU: an-l = n- u} und erhalten wieder [U Un](r 1) = q, -1,

n
Aus [U:Un]IIUl = }qn—rn 2qn folgt sofort qn~llr q (x- 1)2. Wegen
(qn—l,qn) = 1 bzw, (qn—l,r ist qn~1 ein Teiler von (r- 1)2 und wie

)
oben schlieBt man auf r = q,-



L

= 53 -

5. Fastring-Hjelmslev-Ebenen

Nachdem wir in Kapitel 4 ausfiihrlich AH-Fastringe untersucht haben, er-

_hebt sich die Frage nach einer géometrischen Kennzeichnung derjenigen

Ebenen, die sich durch AH-Fastringe koordinatisieren lassen,

In affinen Translationsebenen ist der Koordinatenbereich genau dann
ein Fastkdrper, wenn die Homologien mit der y-Achse einer Koordinati-
sierung als Achse transitiv auf der x-Achse operieren.

Ein dhnliches Ergebnis fiir AH-Ebenen 148t sich nur nach einer geeigne-
ten Modifizierung der Begriffe beweisen: Im Gegensatz zum affinen Fall
kdnnen in AH-Ebenen entartete Kollineationen auftreten, die nicht
trivial sind, Da auBerdem eine Gerade nicht notwendigerweise dur#h
zwei Punkte festgelegt ist, erweist es sich als giinstig, Kollineation
als Abbildungen der Punkt~ und der Geradenmenge einer Ebene in sich

zu definieren und die Bedingung der Transitivit#t einer Menge von Ab-
bildungen.auf geometrischen Objekten geeignet zu modifizieren,

Solange Verwechslungen ausgeschlossen sind, unterscheiden wir allerdings

in der Bezeichnung die obengenannten Punkt~ bzw, Geradenabbildungen nicht.

Wir nehmen nun Bezug auf die in Kapitel 3 erwihnte Koordinatisierung.

vy

Dazu werden in einer AH-Ebene df drei nicht kollineare, paarweise nicht

benachbarte Punkte 0,X,Y ausgewdhlt, die als Basisdreieck hinsichtlich

einer Koordinateneinfiihrung dienen, Wir setzen:
0X = [0,0] ("x~Achse"), 0Y = [0,0]' ("y~Achse").
Die Klasse der zu [0,0] ([0,0]') parallelen Geraden bezeichnen wir mit

(0) bzw. (0)°'.

In Anlehnung an [4, 4,1] definieren wir:

5.1 Def,: Eine Abbildung ¢ der Punkt- bzw, Geradenmenge einer AH-Ebene

heift ((0), [0,0]') H-Endomorphismus, falls gilt:

(a) o ist inzidenzerhaltend.

(b) o ist parallelititstreu.

(c) o (P)
(d) o (g)

P fiir alle Pe[0,0]' ,
g fiir alle ge(0).
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Da H-Endomorphismen nicht bLenachbarte Punkte in benachbarte iiberfilhren
kdnnen =~ solche Kollineationen nennen wir entartet — , nicht jedoch in
umgekehrter Richtung, ist die Menge [T der ((0),[0,0]") H-Endomorphismen

hinsichtlich der Verkettung als Verknilipfung keine Gruppe.

Ferner erweitern wir den Transitivitdtsbegriff flir H-Automorphismen aus

(4, 4.17] auf H-Endomorphismen.

5.2 Def.: Es sei 3l = &€ (R) AH-Translationsebene mit R = (R,+,',9,0,1)

als Biterndrring.

4 heift ((0),[0,0]1') transitiv, falls es fiir jedes a,beR und fiir Ge~
raden g,h mit (0,0),{1,b)eg, (0,0),{a,b)eh einen ((0),[0,0]') H~Endomor-

phismus g mit (2), (b) gibt:

7 (a) o (],0) = (a,0)
(b) o (g) h

]

Ist (a,0) # (0,0), so ist o sicher injektiv auf der Punktmenge:
“Annahme: o(P) = o(Q) fiir
Punkte P # Q. Da o(g) = g fiir
alle ge(0) gilt, ferner o inzi-
denzerhaltend ist, konnen wir
0.B.d.A. annehmen: P,Qel0,1].

Ferner gehen wir davon aus, (0, 1)

daf P ~ Q, ansonsten kon-
struiere man gem#dB Fig. 9
geeignete Punkte. Schlieflich
reduzieren wir den Beweis auf
den Fall, daB P ~ (0,1). Fig.

10 verdeutlicht das Vorgehen.

Sie also (1,0)Pn[0,0]1' = X,

(1,05qn[0,01" = ¥, wobei (1,00 (a,0)

X # Y wegen P,Q~(0,1) gilt. Fig. 9
Mit o(P) = o(Q) und (a,0)

# (0,0) folgt o(X) = o(Y),

im Widerspruch zu 5,1(c), wo-

durch obige Annahme zum Wider=—

spruch gefiihrt ist.
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Unter der Vorauésetzudg

(a,0) # (0,0) und aus End- e Sl g

lichkeifsgrﬁnden ist somit

o bijektiv auf der Punkt- bzw,
Ceradenmenge, Sind P, Q benach-
barte Punkte, so gibt es zwei
Geraden g,h P,Q; aus der
Bijektivitdt von o auf der
Geradenmenge folgt, daf o

nachbarschaftstreu und somit ein

Automorphismus im Sinne von BACON ist, (1,0)

Fig, 10

Ist (a,0) + (0,0), so ist ¢ ein Automorphismus und die Bedingung (b) er~
ibrigt sich, da fiir Automorphismen die Punktabbildung die Abbildung auf
der Geradenmenge gemdR (b) festlegt.

5.3 Satz: Fiir eine AH-Translationsebene df (R) sind die folgenden Bedin=

gungen dquivalent:

(a) 3 ist ((0),[0,0]') transitiv,

(b) Fiir den Biterndrring R = (R,+,°',0,0,1) gelten;
(1) x*y = xoy fiir alle x,yeR.,
(2) (R,+,°,0,1) ist ein AH-Fastring,

‘Beweis: (a) => (b). Offensichtlich geniigt es neben (1) nachzuweisen, daR
die Multiplikation in R assoziativ ist,
Sei ¢ ein ((0),[0,0]') H~Endomorphismus mit (1,0) - (a;b).
Fiir aeR\N folgt mit [4, 8.11] sofort xa = xea bzw, (xa)y = x(ay) fiir
jedes x,yeR, Wir beschrdnken uns im folgenden daher auf den Fall; aeN,
Der nach Voraussetzung existierende H-Endomorphismus ist entartet,
Wir setzen: 0([u,01") = [A(u),0]"
o([0,v]") = [0,n(v)]" und daher
o(Lu,v]") = [A(u),n(v)]"' fiir Abbildungen

“An ¢ R+ Rmit (1) = a, n(0) =0, ‘
Nun gilt: (x,y)elu,0]' <=> you = x , also o(x,y) = (n(x),y)e[A(u),0]',

was n(x) = yox(u) nach sich zieht. Insbesondere ist fiir u = 1, d.h. x = y

(3) n(x) = xoa
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Sei nun az = b fiir beliebiges z<R. Dann ist (0,0),(1,b)elb,0],
(0,0),(a,byel2z,0). Somit gibt es nach Vorauséetzung einen H-Endomorphismus
wmi.t (1,0) —> (a,0), [b,5] —> [2,0]. Aus (XSY)€[b9O]saIS° xb = vy,

fDlgt mit (3) U(an) = (ﬂix)»Y) - (xoa,y)e[z,oj,also

(4) {(x0a)z = y = xb = x(az)
Mit z =1, a =b und 3.2.1(b) erhalten wir:
(5) Xoa = Xa

wodurch (1) bewiesen ist. Mit (5) und (4) erkennt man, daR das Assoziativ-

gesetz fiir beliebiges aeR erfiillt ist.

(b) =»> (a) Es seil ¥ = 30 (R) eine AH-Translationsebene, deren Biterndr-
ring R die Bedingungen (1) und (2) erfiillt. Wir belegen nun die Existenz
eines ((0),[0,0]') H~Endomorphismus mit (a). Sei also (0,0),(1,b)eg,
(0,0),(a,b)eh, Als punktabbildung setzen wir: o(x,y) = (xa,y). Es ist

g = [b,0]. Ist h = [2,0],als0o az = b, so gilt: (x,y)eg => o(x,¥)eh,
ndmlich aus xb = y folgt mit (2) (xa)z = x(az) = xb = y, Ist dagegen

h = [2,0]', also bez = a = bz, so erhalten wir aus xb = y stets |
(xb)z = x(bz) = xa, d.h. (x,y)e[b,0] impliziert (xa,y)elz,0]'.

Fiir die ibrigen Geraden legen wir die Geradenabbildung wie folgt fest:

1, Fall: Sei k

u,v]', setze o(k) = [ua,val]'. Diese Zuordnung respektigxt
die Inzidenz. '

2. Fall: Sei k = [u,v]. Aufgrund der Assoziativitdt und Lemma 4.! unter~

H

scheiden wir die sich gegenseitig ausschliefenden M8glichkeiten:

az; =u fiir ein ZIER oder uz, = a fiir ein z,eN. Im ersten Fall setzen
wir: o(k) = [Zi,v], da xutv =y = x(azl)+v = (xa)zl+v. Im anderen Fall
sei g(k) = [22,—v22]', denn aus xu+v = y ergibt sich '
YZy=vz,y = (xu+v)22“vz9 = (Xu)22 = x(uzz) = xa.

Damit ist der Beweils von 5.3 erbracht.

5.4 Def.: Eine AH-Translationsebene a3 heifit AH-Fastringebene, falls

3¢ durch einen AH-Fastring koordinatisierbar ist.

Nun sind wir imstande, die Beziehungen zwischen den Kongruenzrelationen in
AH-Fastringebenen und den Idealen des zugehSrigen Fastringes herzustellen.
5.5 Satz: In einer AH-Fastringebene J€ (R) induziert eine Menge I ¢ R
gemdB 3.5 genau dann eine Kongruenzrelation, wenn I Rechtsideal des

AH-Fastringes R ist,
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Beweis: Ist 1 eine Kongruenzrelation, so ist wegen 3.5 (I) und (II) die
Menge I ein Rechtsideal. Daher reduziert sich der Beweis von 5.5 auf die

Herleitung, daB Rechtsideale eines AH-Fastringes die Bedingungen
(I11) Fir alle a,b,xeR: a~bel => xa-xbel .

(V) Fiir alie a,b,xeR: xeR\N, xa-xbel => a-bel

v) Fiir alle a,beR: a-beN\I => 3 xdI: xa~xbel

(V1) Flir alle a,b,xeR: a~-beR\N, xa-xbel => xel
" (VII) Fiir alle a,b,xeR: xeN, ~at+taxbel => ael

erfiillen; dabei haben wir beriicksichtigt, daB die beiden Muitiplikationen
des Biterndrringes R infolge von 5.3 zusammenfallen. ‘
Nach 4.5 (h) ist jedes Rechtsideal zweiseitig, daher ist (III) erfiillt,
Mit (III) und xuleR\N erhdlt man aus xwlxa~xlxbeI sofort a-bel, also ge-
niigt ein Rechtsideal I der Bedingung (IV).

Uml(Vf) nachzuweisen, gehen wir wie folgt vor: Durch X +=xa~xb wird
ein Gruppenhomomorphismus ¢ : N —> N definiert, Ist xa = xb, so erhdlt
man mit 4.2.3 und a-beR\N stets x = 0, d.h. ¢ 1ist injektiv und somit
ein Automorphismus. Da aus xeI stets xa-xbel folgt, ist somit (VI) er-
fiillt und wegen xb~1¢R\N auch (VII).

Zum Nachweis von (V): Es sei a-beN\I und wir nehmen an: xa-xbel => xel.
Durch x + I+ xa-xb + I wird ein Gruppenhomomorphismus ¢3 N/I —> N/I .
erkldrt, der aufgrund der Annahme ein Automorphismus sein muB, Es sei
peR\N. Mit a-beN\I ist pa-pbeN\I (IV). Somit gibt es xeN mit
xa~xb-pa+pbel, also (x-p)a-(x-p)bel. Andererséi;s liefert die Bedingung
(IV) wegen x-peR\N sofort a-bel; was im Widerspruch zur Voraussetzung

steht, Daher ist die Annahme zu verwerfen;

5.6 Folgerung: Es sei ¢ = 3P (R) eine AH-Fastringebene, wobei das

maximale Ideal N von R den Nilpotenzindex n habe, Dann ist J€ eine

AH-Ebene des Typs n.

Da AH-Fastringe stets PH-Fastringe sind (4.10), erhalten wir abschlieBend
mit 5,5, 5.6, 2.8 und 2.19 das folgende Ergebnis:

5.7 Folgerung: Jede AH-Fastring-Ebene Jf(R) ist eine AH~Ebene n-ter Stufe.

Da der Parallelismus einer Translationsebene gleichmdBig ist, ist CﬂkR)

in eine PH-Ebene n-ter Stufe einbettbar,
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