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29. (a) Seien(G, ◦) und(H, •) Gruppen. Auf dem kartesischen ProduktG×H werde eine zwei-
stellige Operation∗ erklärt durch

(g, h) ∗ (ḡ, h̄) := (g ◦ ḡ, h • h̄), g, ḡ ∈ G, h, h̄ ∈ H.

Weisen Sie nach, daß(G×H, ∗) eine Gruppe ist.

(b) Auf F := Z3 × Z3 wird eine Verkn̈upfung⊗ erklärt durch

(x1, x2)⊗ (y1, y2) := (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1), x1, x2, y1, y2 ∈ Z3.

Warum ist(F \ {(0, 0)},⊗) keine Gruppe?

30. (a) Seien(G, ◦) und(H, •) zwei endliche zyklische Gruppen. Eine hinreichende und notwen-
dige Bedingung dafür, daß(G×H, ∗) (vgl. Aufgabe 29) zyklisch ist, ist die Teilerfremd-
heit von|G| und|H|. Besẗatigen Sie dies durch einen Nachweis.

(b) Beschreiben Sie die Elemente der Faktorgruppe(Q,+)/(Z,+).

31. (a) Welche der folgenden Teilmengen der PermutationsgruppeS5 = Perm({1, 2, 3, 4, 5})
sind Untergruppen vonS5?

i. {(1 2 3 4 5), (1 2 4)(3 5)}.
ii. {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

(b) Numerieren Sie die Ecken eines Quadrats mit Mittelpunkt im Ursprung im Uhrzeigersinn
mit den Ziffern1, 2, 3, 4. Jede Spiegelung bzw. Drehung, die das Quadrat in sichüberf̈uhrt,
läßt sich als ein Element vonS4 auffassen, da jede solche Symmetrieabbildung eine Per-
mutation der Ecken des Quadrats induziert (eine Rotation um90◦ im Uhrzeigersinn etwa
entspricht der Permutation(1 2 3 4) ∈ S4). Geben Sie alle Permutationen an, die solchen
Symmetrieabbildungen des Quadrats entsprechen.

32. In dieser Aufgabe wird ausZ der Körper der rationalen Zahlen konstruiert.

Auf Z× (Z \ {0}) wird durch

(r, s) ∼ (r′, s′) :⇔ rs′ = r′s

eine Relation erkl̈art. Zeigen Sie:

(a) ∼ ist eineÄquivalenzrelation.

(b) Sei Z
Z\{0} die Menge der̈Aquivalenzklassen bezüglich∼. Mit [r, s] werde die zu(r, s) ∈

Z × (Z \ {0}) geḧorigeÄquivalenzklasse bezeichnet. Durch die Festsetzungen (Wohlde-
finiertheit?)

[r, s] + [r′, s′] := [rs′ + sr′, ss′], [r, s] · [r′, s′] := [rr′, ss′]

wird
(

Z
Z\{0} ,+, ·

)
zu einem K̈orper mit Einselement[1, 1], dessen Teilmenge({[r, 1] :

r ∈ Z},+, ·) zu (Z,+, ·) isomorph ist.


