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Kapitel O

Einleitung

Inhalt. Die Vorlesunggibt eineEinfuhrungin grundleggendemathematischB8egriffe, Aussagen
und Methoden DabeiwerdenThemender Analysis (Grenzwert Stetigleit, Differentiation,In-
tegration,PotenzreihenyindderLinearenAlgebra(Gleichungssysteméjatrizen,Vektoraume,
Determinantenpehandelt.

Ubungen. Diesebilden einenwesentlicherBestandteider Vorlesung.Jeveils mittwochswer-
denvier Ubungsaufgabeim derVorlesungausggebengdie innerhalbeinerWochezu bearbeiten
sind.Ein Ziel derBesclaftigungmit denAufgabenist die ErarbeitungindVertiefungderinhalte
derVorlesungZugleichkdnnendie Ubungsaufgabeder Selbstlontrolledienen.In denMontag
bis Mittw och (eventuellauchDonnerstagktatt ndendenUbungsgruppemverdenLbsungerder
AufgabenbesprochenEine aktive Beteiligungam Gescheheim den Ubungenist ausdiicklich
erwiinschtbzw. erwartet. Die Einteilungin die Ubungsgruppenmvird am Endeder erstenVorle-
sungsvecheaufderHomepagerur Vorlesungzu nden sein.

Literatur . Begleitendzur Vorlesungwird voraussichtlichein Skriptumzur Verfugunggestellt
und regelmalig aktualisiert.Hier nden sich auchHinweiseauf eine Reihevon Lehrkiichern
zu Themender Vorlesung.Die Lektire desSkriptumskannabernicht denBesuchder Vorle-
sungersetzenlnsbesondere&verdenmancheErklarungenund Nachweisenur in der Vorlesung
anggeben(oderumgelehrt).

Klausur. Gegenstandieram 11. Marz statt ndendenKlausurist der gesamté/orlesungsstdf
Der Typ derKlausuraufgabewird ahlichdemderUbungsaufgabegein.



2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Anmeldung zu den Ubungen
Mathematik fir Ingenieure und Informatik er |
im WS 2004/200%ei HD Dr. Daniel Hug

Bitte macherSiefolgendeAngabenzu lhrer Person:
(bitte deutlich lesbar, gegebenerdlls in Blockschrift)
Vorname: Nachname:

Matrik elnummer:

Studienfachund angestebter Abschluss:

Informatik Bachelor
Informatik Lehramt
MikrosystemtechnilDiplom
andereg-achbzw. Abschluss:

Fachsemesterzahl:
Termine der Ubungsgruppen:

Montag Dienstag Mittw och
| 9-11Uhr | | 9-11Uhr | | 9-11Uhr |
| 11-13Uhr | | 11-13Uhr |
| 16-18Uhr

| 18-20Uhr | | 18-20Uhr | | 18-20Uhr |

TragenSie bitte drei verschiedeneWunschtermineausdieserListe ein (Bei-
spiel:Di 16-18):
1. Wunsch

2.Wunsch

3. Wunsch
Sie konneneinen Termin eintragenan demSie nicht an den Ubungenteilneh-
menkonnen.

KeineZeit




Kapitel 1

Grundlagen

Ein wesentlicheZiel dieseKapitelsist es,verschieden&chlussweiserBegriffe und Bezeich-
nungengdie im Weiterenberbdtigt werdenzu de nierenundeinzufihren.Vielesist dabeibereits
ausder Schulebekanntinsbesondereoll eineKlarstellungund Vereinheitlichungler Notation
erreichtwerden.

1.1 AussagenMengenund Abbildungen

1.1.1.EineAussaeisteinsinnvollessprachliches&ebilde dasentwedetwahr” oder
“falsch”ist.

Beispiele."Morgenist Dienstag”,“Es regnet,undwennesregnet,wird die Stral3enass”,"5 ist
einePrimzahl”.KeineAussagen unserensinnist “Die wirtschaftlicheLagein Deutschlandst
gut”. Die zweite Aussagast offenbargleichwertigzu “Es regnetunddie Stral3ewird nass”.

Um mit Aussagersinnvoll, in eindeutigeMeiseund rechneriscrumgeherzu kbnnen,missen
logischeVerknipfungenvon Aussagergeeigneterklart werden.Diese(ein- odermehrstelligen)
Verknipfungenverdenin Wahrheitstabellerde niert. SindA; B Aussagensogibt esbeispiels-
weiseNajation: A, KonjunktionA ~ B, Alternative/DisjunktiomA _ B, ImplikationA ) B,
AquivalenzA , B. Der Wahrheitswertder zusammengesetztékussageist folgendermafen
festgelgt:

A|B|:A|AB|A_B|A) B|A, B| (A _B
W{W[ F | W W W W W
W|F| F| F W F F F
FIwW|w]| F W W F W
FIF|lw]| F F W W W

DerWahrheitswerton (: A) _ B in derletztenSpalteegibt sichdabeiausdenvorherigenFest-
legungenundist keineneueDe nition. AndererseithattemandenWahrheitswertder Aussage
A, B auchde nierenkdnnenalsdenWahrheitswertlerAussaggA) B)" (B) A).

3



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Hatmanzwei AussagerA undB, soerklartman“entwederA oderB” durch
(A~ (:B)) _((: A)" B):

Eine Aussagedie bei jederWahl der Wahrweitswertahrer Komponenterwabhr ist, heil3teine
Tautolagie. Eine Aussagedie beijederWahl derWahrweitswertehrer Komponenteffialschist,
wird als Kontradiktion (Widerspruch)oezeichnetFir aussagenlogischderknipfungengelten
eineReihevon Rechenrgeln,durchdie derUmgangmit mathematischeAussagererstprakti-
kabelwird. Die folgenderRegelnsindin diesemSinnalsoTautologienwobeiA; B ; C Aussagen
sind:

Gesetavom ausgeschlossen@nitten: A _ (: A) (Korvention:Klammerkannentfallen).
GesetaionderdoppelteriverneinungA , : (: A).
Kommutatvgesetze:

A"B, B"A;

A B, B_A;

(A, B), (B, A):

Assoziatvgesetze:
ArN(B~"C), (ANB)"C;
A _ (B_C), (A_B)_C;
(A, B, C), (A, B), C)

Distributivgesetze:
ArNB_C), (A~B)_(A"NC);
A _ B"~"C), (A_B)"(A_QO):
Regelnvon De Morgan:
:(A"B), :A_:B;
:(A_B), :A™:B:

Kontraposition: h
(A) B), :B) :A) , CA_B):
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Transitvitat:
(ArB)*(B"C)) (A™C)
(A) B)*(B) C)) (A) C):
Nicht stetswahr unddamitkeine Tautolagie ist jedochdie Aussage
(A_B)"(B_C)) (A_C):
DieseAussagast andererseitauchkeineKontradiktion

1.1.2. Eine Aussaeformist ein sinnvolles sprachlichesGebilde,die formal wie ei-
ne Aussageaussiehtalso entweder‘wahr” oder*“falsch”ist, abereine oder mehrereVariable
enthalt. Eine Variableist dabeieine Leerstellein einemlogischenoder mathematischeAus-
druck,in die ein konkretesObjektauseinemzulassigerObjektbereicleingesetztverdenkann.

Beispiel. Die Aussagefornt'x ist eine ungeradeZahl” enthalt die Variablex. Ein zulassiger
Objektbereiclwareetwax 2 N, nichtdaggenx 2 R.

Fur Aussageformeschreibenwir im folgendenhau g A(x) oderB(X;y), wobeix bzw. x;y
die jeweiligenVariablenbezeichnenAussageformemit gleichemzulassigeroderauchmit ver-
schiedenen®bjektbereicHassensich miteinandemwie Aussagerverknipfen.Ob die Aussage-
form durch Einsetzerverschiedene®bjektewahr oderfalschwird, hangtdabeinaiirlich von
demgewahltenObjektah Ist eine AussageformA(x) fur jedesx auseinemzulassigerObjekt-
bereichM einewahreAussagesosagtman,dassA(x) furallex 2 M gilt. Unablangigdavon,
ob A(x) furein/allex 2 M wahroderfalschist, kannmannatirlich die Aussage' A(x) ist wahr
furallex 2 M” bzw “furallex 2 M gilt, dassA(x) wahrist” betrachtenMan schreibthierfur

8x 2 M :A(X):

DasSymbol8 bezeichnemanals Allquantor, die vorangehend@ussagewird als All-Aussage
bezeichnetSieist genaudannwahr, wennA(x) wahrist fur allex 2 M, d.h.sieist genaudann
falsch,wennA(x) fureinx 2 M falschist, d.h.wenneseinx 2 M gibt, fur dasA(x) falschist.

DiesfuhrtunszumBegriff derExistenzaussagenddesExistenzquanta Ist eineAussageform
A(x) far ein x auseinemzulassigerObjektbereichM einewahre Aussageso sagtman,dass
A(x) fureinx 2 M gilt. Unablangigdavon, ob A(x) fur ein/allex 2 M wahroderfalschist,

kannmannatirlich die Aussagée A(x) istwahrfireinx 2 M” bzw. “esgibteinx 2 M, furdas
A(x) wahrist” betrachtenMan schreibthierfur

9x 2 M : A(x):

DasSymbol9 bezeichnemanalsExistenzquantqdie vorangehendAussagevird alsExistenz-
AussagebezeichnetSie ist genaudannwahr, wennA(x) wahrist fur einx 2 M, d.h.sieist
genauwdannfalsch,wennA(x) furallex 2 M falschist.

Zusammerdssendjeltendie folgendenTautologien:
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(Bx2 M AX), (X2 M ::A(x)
(X2 M :AXX), (Bx2 M ::A(X))

AnstattdieseUberlegungenabstrakiweiterzufihren,werdenwir sie nachfolgendmmerwieder
mit entsprechendeBrlauterungewerwenden.

Beispiel.Es soll die mathematisch&egationder umgangssprachlicheiussage'Alle Arbeit-
nehmeydie monatlichmindesten800Euroverdieneroderin mehralseinemArbeitsverhaltnis
stehenpezahler_ohnsteuer’gebildetwerden HierzuseiM die Mengeder ArbeithnehmerFur
X 2 M seien

A(x) = “x verdientmonatlichmindesten800Euro”;
B (x) = “x stehtin mehralseinemArbeitswerhaltnis”;
C(x) = “x bezahltLohnsteuer”
DannkannobigeAussagen der Form
8x 2 M :[(A(X)_B(x))) C(x)]
formuliertwerden.Dieslal3tsichaquivalentschreibenn derForm
8x2 M :[: (A(x)_B(x)) _CX)]:
Als Negationerhalt mansomit
X2 M :[(AX)_B((Xx)":C(x):

Hierbei habenwir das Gesetzvon der doppeltenVerneinungund die Regel von De Morgan
verwendetUmgangsprachliclkerhalt manals Negationalsodie Aussage‘’Es gibt einenArbeit-
nehmey der mindestens8800 Euro monatlichverdientoderin mehrals einemArbeits\verhaltnis
steht,deraberkeineLohnsteuebezahlt”.

1.1.3. Eine Menge ist eineZusammerdssungson bestimmterwohlunterschiedenen
ObjektenunsererAnschauungrderunsereDenkenszu einemGanzen(Geog Cantor 1845—
1918.BegrinderderMengenlehregca.1875)

Bezeichnungen:
ObjektederMengenheiRenElemente

a2 A; aist Elementvon A ;

a 62A; aistkein Elementvon A ;



1.1. AUSSAGEN, MENGEN UND ABBILDUNGEN 7
BeschreibnngeinerMengedurchAufzahlenihrer Elemente.
Bsp.M = 11;2;3;4g.
BeschreibnngeinerMengeX durchAngabeeinerde nierendenEigenschafe :

X := fx : x hatdie EigenschafEg:

Die leere Menge ; enthalt kein Element.
A heil3tTeilmeng von B, wennjedesElementvon A auchein Elementvon B ist

A B, a2A) a2B

Die GleichheitzweierMengenA; B ist erklartdurch

A=B, (A BB A):
A hei3techte Teilmeng von B, in ZeichenA $ B oderauchA B, wennA B gilt
undeseinb?2 B gibt mit b62A.

Zwei MengenA; B heilRendisjunkt wennsiekein gemeinsameElementhaben.

IstM eineMenge,sonenntmanP(M) := fA: A Mg die Potenzmengvon M . Dies
istalsodie Mengealler TeilmengerdergegebenemMengeM . Insbesondergilt ; 2 P (M)
undM 2 P(M).

1.1.4(Mengenoperationen).SeienA; B;C; M MengenseiC M. Dannde nie-
renwir folgendeVerknipfungen:

Durchsdnitt A\ B =1fx:(x2A)" (x2B)g;
\ereinigung A[ B =fx:(x2A)_(x2B)g;
Differenz AnB =fx:(x2 A)™ (x 62B)g;
Symmetrisee Differenz A4 B = (AnB)[ (B nA);
Komplement cl :=fx2 M :x62Xg:

WahrendoeiA\ B;A[ B;AnB;A4 B keine,GrundmengeM vorliegenmuss,nsbesondere
fur A; B auchverschieden&rundmengerorliegenkonnen,st C{ vonM abhangig.

AusdenRechengesetzdiir logischeVerknipfungeremgebersichjetzt RechengesetZér Men-
gen. Nebenden offensichtlichenKommutatv- und Assoziatvgesetzererwahnenwir nur die
Distributivgesetzeinddie De MorganscherRegelnfir MengeA; B; C:

A\ (B[ C)= (A\ B)[ (A\ C);
Al (BN C)=(A[ B)\ (A[ C);

(A\ B) = Al[ Bf;

(A[ B) = Al\ Bf:
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Die obigenerstenMengenoperationeand die zugetdrigenRechenrgeln lassensich teilweise
verallgemeinerrauf Familienvon Mengen,d.h. auf Mengensystemalie mit einerindexmenge
| indiziertsind.Istzui 2 | jeweils A; eineMenge,soerklartmanbeispielsweise

\
A =fx:(9121:x2A)g und A =1fx: (821 :x2A)g
i21 i21
Die ProduktmengA B zweierMengenA; B ist de niert durch
A B:=f(ab:(@a2A)” (b2 B)g;

d.h.sieist die Mengeder geordneterPaare.Statt(a 2 A) * (b 2 B) wie obenschreibt
manhau g kirzera2 A; b2 B.

A B ist eineneueMenge.Zwei Elemente(a; b); (c;d) sindgleich,in Zeichen(a;b) =
(c;d), genaudannwenn(a = c) * (b= d).

Analogde niert manfur mehrereMengenA;;i = 1;:::;n,
Ay An = f(ag;iisian) D& 2 Aiji = 1;:115ng
(a1;:::;ay) heildt geodnetem-Tupel FallsA; = = A, = A schreibtman
A" statt 1A { %
z
n mal

1.1.5. SeienA; B Mengen.Eine Funktion oder Abbildungvon A nachB ist eine
Teilmengef derProduktmengé B derart,dasszu jedemx 2 A genaueiny 2 B existiert
mit (x;y) 2 f . EineFunktionwird alsobeschriebeurchein Tripel (A; B;f).

MankanndenBegriff einerRelationeinfuhrenundRelationemmit speziellerEigenschaftestu-
dieren.Hierzu gehbreninsbesonder®rdnungselationenund Aquivalenzelationen Auch eine
Funktionkannmandannals eineRelationmit zusatzlichenEigenschaftemansehen.

Bezeichnungen:

Statt(x;y) 2 f schreibtmany = f (x) oderf : A! B;x 7! f(x). Mannennty = f (x)
denFunktionswertvonf ander Stellex.

A heil3tDe nitionsberich vonf , in ZeichenD (f ) := A. B heil3tderZielberich vonf .

SeiC A.DannistdasBild vonC unterf de niert durch
f(C)=1f(x): x2Cg:

Insbesonderkeil3tf (A) Wertebeeich vonf oderdasBild vonf .
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EineFunktionf : A! B heif3t

surjektiv , f(A)=B;
injektiv. ,  8X1;X22 A:(X16 X2 ) T(X1) 6 f(x2);
bijektiv , injektiv undsurjekty :

Istf : Al B bijektiv, dannist die Umkehrabbildungf ! de niert als
f =1 ((x);x): x2Ag:

Die identisdhe Abbildungist gegebendurch
id: Al A x7!'x
Gleichheitvon zweiAbbildungn.Seienf : A! B undg: C ! D zweiAbbildungen.
Danngilt:
f=g |, A=C)"(B=D)"(Bx2A: f(x)=9(x)) :

Die RestriktioneinerFunktionf : A! B aufAg A istde niert durch:
fiag =TT (X)) :x2Ag=TF\ (Ac B):
Sindf : X! Yundg:Y ! Z Abbildungensowird die Abbildungg f : X ! Zer

klartdurch(g f)(x) := g(f (x)) furx 2 X.Mannenntg f dieVerkettung(Komposition
vong undf .

Istf : X ! Y eineAbbildung,soistdie Umkehrabbildung ! nurdannde niert, fallsf bijek-
tiv (oderzumindestinjektiv) ist. Man kannallerdingsf ! als eine Abbildungvon Teilmengen
vonY aufTeilmengenvon X auffasserundfurB Y dasUrbild vonB unterf erklarendurch

f (B):=1fx2X :f(x)2Bg:

1.2 Zahlbereiche

Bezeichnungen:

N=1f123:::g natirliche Zahlen

No= N[ fOg

Z=f:::; 3 2, 1,0,1,23;:::g ganzeZahlen
N o]

Q= Py mn2Z;n60 rationale Zahlen

R reelleZahlen
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1.2.1 Naturliche Zahlen

Die natirlichenZahlenlassensich axiomatischeinfuhren(Peanosbe Axiomg, indemmanfor-
dert,dalReseineMengeN, gibt mit denfolgendenEigenschaften:

(P1) 02 No;

(P2) esgibt eineinjektive Funktion : Ng! No;

(P3) esqilt 02 (No);

(P4) furjedeTeilmengeA  Ng gilt: aus
(0O2A)"8n2Ng:(n2A) (n)2A)

folgt
A = Ng:

Mannennt die NachfolgerfunktionAuf derGrundlagedieserAxiome kannmanalle bekannten
Strukturenauf No wie die Addition +, die Multiplikation unddie Ordnungsrelation erklaren

unddererwohlbekannt&igenschaftebeveisen Dabeistitzt mansichlediglichaufdie Axiome

und allgemeinelogischeSchluRweisenNatirlich ist dannn + 1 := (n) erklart. Besonders
nutzlich ist dabeidie Eigenschaf(P4), die manals Beweisprinzipder vollstandigeninduktion

bezeichnet.

Vollstandige Induktion.
AussageroderEigenschaftekonnenvon ElementereinerMengeA ablangenz.B.

8n2 A: E(n):

Beispiel.E(n): Die Summedererstem naiirlichenZahlen(beginnendmit 1) ist

n(n+ 1)
—

Falls A vonderForm A = fng;ng+ 1;:::g Z ist, kannmandenWahrheitsgehalsolcher
Aussagerhau g mit vollstandigerinduktion beweisen Hierbeigehtmanwie folgt vor:

1) Induktionsbeginn: Man zeigt,dassE (n) furn = ng gilt.

2) Induktionsschritt:  Fur beliebigesn no setztmandie Gultigkeit von E(n) voraus
(Induktionsvoraussetzungund|leitet daraugdie Gultigkeit von E (n + 1) her.
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Danngilt E(K) furallek nq.

DasBeweisprinzipder vollstandigeninduktion kannmanleicht mittels (P4) rechtfertigenNe-
bendieserGrundformdesBeweisprinzipsgibt eseine ganzeReihevon Variantendie wir ge-
gebenerdlls spater teilweisenoch kennenlernenverden.Wir illustrierendie Nutzlichkeit der
Beweismethod@aneinigenBeispielen.

Beispiele.
Esgilt furn 2 N:

_ nin+ 1),

1+ :::+n
2

Bernoulli-Ungleitvung(JacobB., 1654—-1705):

Beweis. Fur festesaberbeliebiget >

8h2( ;1)8n2N: (1+h)" 1+ nh:

11

1 zeigtmandie Behauptunglurchvollstandigelnduk-

tion Ubern 2 N. Furn = 1 gilt sogarGleichheit.Esgeltenundie Aussagdireinn 2 N. Dann

folgt

L+ h)"™ = @1+ h)L+h)" (1+h)(1+ nh)

1+ (n+ 1)h:

Wo wurdeh > 1 undwo die Induktionsworaussetzungerwendet?

1+ nh+ h+ nh?

1+ (n+ 1)h+ nh?

O

Auf dervollstandigeninduktionberuhtauchdasVerfahrenderDe nition durch Rekusion

Seia 2 R nf0g. Die Potenzera", furn 2 Ng sindde niert durch:

1. a%:= 1,
2.a" = a" a
Sein 2 Ng. Dannist n! sprich:n Fakultat de niert als:
1. 0':= 1,
2. (n+ 1)!:= (n+ 1)n!l.

SummenundProduktzeiben Seiena; 2 R,m  n 2 Np,i = m;
wir:

X
a

8m t 8m+1 t + an;

S
i

8m 8m+1 an.
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Oderetwaspraziser sodassderrekursve CharaktederDe nition deutlichwird:

X XL X
& = am; a = & t+ an+1; n m

i=m i=m i=m

Esqgilt die Ungleichung:

i=m i=m
Beweis. SieheVorlesungBeachtehierbei,dassmannebendeminduktionsbginnn = 1 firden
Induktionsschlusauchnochdie Aussagdir n = 2 bereitstellermuss. O

Fur die endlichegeometrisbie Reihe(geometrischéartialsummepilt:

X n+1
g = 17qq; fallsq2f0; 19:

Beweis. SieheVorlesung. O

1.2.1. Eine Permutationist eine bijektive Abbildung einerendlichenMengeA auf
sichselbst.Die Mengeder Permutationeer Menge[n] wird mit S, bezeichnet.

1.2.2. EineMengeM heif3tn-elementigfalls eseinenatirlicheZahln 2 N undeine
BijektionvonM auf[n] gibt. Mannenntn die AnzahlderElementervonM (die Kardinalitatvon
M) undsetztjiM j = n. EineMengeM heil3tendlich,falls sien-elementigfiir einn 2 N ist.

Man kannzeigen,dassdie Anzahlder ElementeeinerendlichenMengeM eindeutigbestimmt
ist.

Satz1.2.3. Zujedern-elementign Menge gibt esgenaun! Permutationen.

Beweis. Siehedie Vorlesungfur zwei anschaulicher®arstellungendes Beweises.Hier eine
formalereDarstellungeinesArguments,dasebenélls anggebenwurde. Es geriigt zunachst,
]Snj = n! zuzeigen.

Furn = listdie Aussagelar. Angenommenesgilt jS,j = nl. Fir 2 S,.; undi 2 [n + 1]
setze
Siaa(i):=F 2SS : (n+1)=ig

Danngilt die disjunkteZerlegung

+1
Sha = Sne1(1): (1.2.1)
i=1
undalle andererElementdestlalt.Man siehtleicht, dassdie Abbildung

Sne1(i)! S 7(in+ 1)
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eineBijektion ist. Daherfolgt jSy+1 (i)j = jSpj = n!. Somiterhalt manaus(1.2.1)
Xﬂ
ISnaaj = jSa()j=(n+ 1) ni=(n+ 1)L
i=1

wasdie Behauptundeweist. O

20.10.2004

1.2.4.Furn;k2 Nomit0O k nistderBinomialloefzient E de niert durch

n n! nn 1) (n k+ 1)
k = ki(n k) k! '

Furk = OistdasProduktim ZahleraufderrechtenSeiteleerundalsEinszuinterpretieren.

Fur Binomialkoefzienten gilt die leicht nachzurechnendeekursionsformel

n+1 n n
K = L1 + K (1.2.2)
undfolgendeRechenrgeln:
n _ n n _ n _ 1 n . n _ N
k n k' 0 n 7 n 1 1

k-elementig Teilmengpn.

Beweis. Seia(n; k) die Anzahlderk-elementigenTeilmengereinern-elementigerMenge.Sei
k 1. Die Mengederk-elementigenTeilmengervon [n + 1] ist die disjunkteVereinigungder
Mengederk-elementigeMeilmengervon [n] undderMengeder(k  1)-elementigeeilmen-
genvon|[n] vereinigtmit f n + 1g. Also gilt

a(n+ 1;k) = a(n; k) + a(n;k  1):

Die Behauptundolgt nun mittels vollstandigerinduktion beziglich n. (Details gibt esin der
Vorlesung.) O

Mit Hilfe von (1.2.2 kannmandie Binomialkoefzienten nur durch Addition rekursv berech-
nen.Man erhalt dasPascalstie Dreied (BlaisePascal 1623-1662):

1 0
1 1 1 %

2 © 2 b

1 2 1 0 1 >
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Satz1.2.6(BinomischeFormel). Fur reelleZahlenx;y 2 R undn 2 N gilt:

X'
(x+y)" = K X

k=0

n k,k.

y

Beweis. Wir verwendenvollstandigelnduktion nachn. Fir n = 1 ist nichts zu zeigen.Wir
nehmeran,dal3die Aussagdir einn 2 N gezeigtist. Dannfolgt:

(x+y)" = (x+y)"(x+Y)
N X

n n
- k Xkyn kX+ k Xkyn ky
k=0 k=0
_ X nXk+lnk+X1 wkyn K+l
- k y y
k=0 k=0
X1 . X .
- n X yn+1 + ':] X yn+1
. 1 .
=1 =0
X n+1 . . n
- . X yn+1 + O XOyn+l
1
1
_ " n+1 x yn+t
<o
Diesbeendetieninduktionsbaveis. O

Ein alternatver kombinatorischeBeweisfur x; y 2 R verwendetdal

X
(XY= (xry) o xEy= o amkxty"

k=0

n Faktoren

gilt, wobeia(n; k) gleichist der Anzahlvon Moglichkeiten ausden n-Faktorendiejenigenk-
Faktorenauszuviahlen,beidenenx ausgavahltwird.

1.2.2 Erweiterung desZahlbereichs

Die ganzenZahlen

Ausgehendvon den natirlichen Zahlenmit den PeanoscheAxiomen kann manden Zahlbe-
reich sukzessi erweitern.Indemmanzu jedemn 2 Ng ein additivesInverseserklart, gelangt
manzurachstzu denganzerZahlen.Um die ganzerZahlenzu konstruierenkannmanzurachst
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Paarenailrlicher Zahlen betrachtenund gewisse Paare*“identi zieren”, d.h. man erklart fur
(m;n);(p;9 2 No Ng eine“Relation” durch

(m;n) (p;ad):, M+g=n+p:

DannbildetmanKlassen

[((m;n)] == f(p;@) 2 No No:(p;@ (m;n)g:

Man kannnunin naheliggendeMVeiseeineAddition erklaren,die die Addition von N fortsetzt:

[(m;n)] + [(p;d)] := [(M+ p;n+ g)]:

Hierbeiist die Wohlde niertheit dieserFestlgung zu zeigen.Fur die Multiplikation legt man
entsprechentest

[(m;n)] [(p;a)] := [(mp+ ng;mg+ np)]:

Auf dieseWeisewird (Z; +) zueineradditvenkommutativerGruppe (Z; +; ) wird einkommu-
tativer Ringmit Eins Dabeientsprichin 2 N geradd(n; 0)] unddasadditive Inversehierzuist
[(O; n)], fur dasmankiirzer n schreibt.Auch die Ordnungsrelation lal3tsichauf die ganzen
Zahlenwie gewiinschtfortsetzen.

Die rationalen Zahlen

Ein ahnlichesKonstruktionsprinzigkannverwendetwerden,um die rationalenZahlenausden
ganzenZahlenzu erzeugenAuf dieseWeise erhalt man einenKorper d.h. eine Struktug in
der man wie gewvohnt rechnenkann. Insbesonderexistiert zu x 2 Q n f0g ein eindeutiges
multiplikativesinversesFernerkannmandie Ordnungsrelatioron Z auf Q fortsetzerdurch

a ¢

— =5, ad c b; a;c2 Z;b;d2 N:

b d
Man erhalt soeinevollstandige, re exive transitive antisymmetrisiee Relation(Totalordnung,
die daiiber hinausmit der Addition und der Multiplikation vertraglichist. Seienx; y;z 2 Q.
Danngilt

X y) Xtz y+z

X y"0 z) xz vy z
DasTripel (Q; +; ) zusammemit ist dannein angeordneterKorper.

DiereellenZahlen

Die reellenZahlenlassersichdurchein allgemeinere¥erwllstandigungsprinzi@usdenratio-
nalenZahlengewinnen.Ein De zit derrationalenZahlenist namlich, daRbeispielsweise&ine
GleichungderForm

x2=2 mitx2Q
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keine Losunghat, obwohl esrationaleZahlengibt, derenBetragbeliebignahebei 2 liegt. Die
reellenZahlenfillen alsogewissermal3edie “vorhandeneh.ticken”. Wir werdeneinenbeque-
merenWeg beschreiterund die reellenZahlenaxiomatischeinfuhren.Man fordert hierzu die
ExistenzeinerMengeR, auf der zwei Operationent ; saowie eineRelation (bzw <) de -
niertsind.Weiterhinmiisserdie Korperaxiomegeeignet®©rdnungsaxiomanddasVollstandig-
keitsaxiomerfullt sein.Die Korperaxiomesicherndassnanwie gevohntaddierensubtrahieren,
multiplizierenunddividierenkann.Die Ordnungsaxiomsicherndassnanzweibeliebigereelle
Zahlender Grof3 e nachvemleichenkann,d.h. esgilt immergenaueinederMoglichkeiten:

X<YVy; X=Y; y<X:

Man schreibt
Xy, (x<y)_(x=y):
Die Ordnungsrelation ist kompatibelmit denOperationert ; ; insbesondergilt:

X y~a b ) atx b+y;

(1.2.3)
x y~a 0 ) ax ay;
Xy y X;
(1.2.4)
0<x vy , 0< % 2

1.2.7.SeiS R. S heitnac obenbestirankt wenneseineZahlb 2 R gibt, so
dass
8x2S: x b

Man nenntb eineobeie Scrankevon S.

Analogde niert mandie Begriffe nach untenbestiranktunduntere Sdranke.

S heilRtbestirankt falls S eineobereund eineuntereSchranle besitzt.

Vollstandigkeitsaxiom. Jedenach obenbeschénkte, nichtleereMengereeller Zahlenbesitzt
einekleinsteobere Sdranke.

Beispiel.In Q ist dasVollstandigleitsaxiomnichterfullt. Hier besitztetwa
fx2Q:x>? 29

keinekleinsteobereSchranik. Insbesondergibt eskeinerationaleZahlx 2 Q mit x? = 2. Dies
kannmanmit Hilfe einesindirektenBeweisesinsehenWarex = g mitp;q2 Nund(o.B.d.A))
teilerfremdenzahlenp; g, sowiirde zurachstp? = 2¢f folgen.Dannist 2 j p? unddamit2 j p.
Alsoistp = 2k fureink 2 N. Hierausfolgt aber4k? = 2¢? unddamitg? = 2k2. Also erhalt
man2j ¢?, d.h.2j q. DieswidersprichtderTeiIerfremdk‘@il\/onpundq.

Wir haltenfernerfest:In R hatfx 2 Q : x> 2ggerade 2 alskleinsteobereSchrank.
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Die durchdasAxiom gesichertekleinsteobereSchranke s einerMengesS ist eindeutig
bestimmtund wird Supemumvon S (s = supS) genanntsupS kanncharakterisiert
werdendurchdie Eigenschaft

8">09x2S:s "<x s

Analogerklart manbei Beschanktheithachuntendasin mum einerMenge.

Auf Q geltendie Korper und Ordnungsaxiomegbernicht dasVollstandigleitsaxiomR ist die
»Kleinsté vollstandigeErweiterungvon Q.

1.2.8. DerBetrag jaj einerreellenZahla 2 R istde niert durch

a fallsa O;

ja = _
a fallsa< 0O:

AusderDe nition emgebensichfolgendeRechenrgeln:

ja a ja; joa=ja);
. a jg
ah = jajjb; — = — fallsb6 0;
jald = jajjb b o

ja b b a b:

Hierausfolgt die Dreieksungleitiung Fura; b2 R gilt:
jat+ b jaj+jh: (1.2.5)

Seiena;b2 R. Dannbeschreibfa I denAbstandderPunktea undbaufderZahlenge-
radenFura;x 2 R;" > 0qilt:

ja Xj , a " x a+"
1.2.9(Intervalle). Seiena;b2 R mit a < b. Dannde niert man:

[a;b] =fx2R: a x by abgeshlossenemtervall;

(a;b) =fx2R: a<x<bg offenedintervall:
analog:halbofenelntervalle (a; bj; [a; b)
Eswird abkiirzendgeschrieben

(1 ;a:=fx2R: x ag;
(b;1):=fx2 R: x> by usw;
R=(1 ;1):

Hinweis: Die Symbole 1 durfennichtalsZahlenverstandenverden.

Dasoffenelntervall (a "; a+ ") hei3t"—Umgelungvon a.

25.10.2004
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1.2.3 KomplexeZahlen

In R laRtsich zwar die Gleichungx? = 2 ldsen,nicht daggiendie Gleichungx? + 1 = 0. Im
allgemeinemuf3eineGleichungder Form

X .
ax' =0
i=0
mit Koefzienten g 2 R keineLdsungx 2 R besitzenDieserUmstandgibt Anlal3 zu einer
erneuterErweiterungdesZahlbereichsWir betrachtenetzt die Menge

C=1f(xy):x;y2Rg
der komplexenZahlenund erklarenhieraufeine Addition und eine Multiplikation in folgender
Weise.Furz = (x;y) 2 Cundw = (u;v) 2 C sei
z+w:= (X+uy+v) und Z W:= (Xu yv;Xv+ yu):
Man stellt dannfest,dassmanin (C; +; ) wie gavohntrechnerkann,da(C;+; ) ein Korper
ist. Allerdingslafitsichdie Anordnungvon R nichtaufC fortsetzen.
Speziellfur x; u 2 R ermlt manso

(x;0)+ (u;0)= (x+ u;0) und (x;0) (u;0) = (xu;0);

sodassmanauff (x; 0) : x 2 Rgwiederdie gevohnteAddition undMultiplikation erhalt. Ferner
setztmanzur Abkirzung
i := (0;1):
Danngilt
i=(0;1) (0;1)=( L1,0)= (L,0);
wenn z dasadditive Inversezuz 2 C bezeichnetFernererhalt manwegen(0;1) (y;0) =
(0;y) gerade
(xy)= (00 +i (y;0):
Identi ziert manalsofir x 2 R die komplexe Zahl (x; 0) mit x sowie entsprechendie Menge
f(x;0):x2 Rg C mitR, sogelangtmanzudersuggestierenBeschreibng

C=fx+iy:x;y2 Rg:

Istz = x+ iy mitx;y 2 R, sonenntmanx = Rez denRealteilvonz undy = Imz den
Imaginarteil von z. (Die x-Achseheisstauchreelle Achseund die y-Achseimaginare Achse)
Verwendemandie Beziehung? = 1, sokannmanmit denkomplexen Zahlenwie gewvohnt
rechnenZusatzlichist aberauchdie Gleichungz? + 1 = 0 losbay und zwar durchz = i und
durchz = i. Wegen

(x+iy) (U+iv)=xu+ixv +iyu+i2yv= (xu yv)+ i(xv+ yu)
erhalt mannachtéglicheineErklarungfur die De nition derMultiplikation.
Wir halteneinigeRechenrgelnfest.Seihierbeiz = x + iy undw = u + iv:
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z w=(X uw+i(y v).

“Die Zahli z gehtausz durchDrehungum =2 henor”. Hierzubeachtemanzuréachst,
dass

i z=(01) (xy)=( yix)
gilt. Fasstmandannz = (x;y) alseinenVektorin R? auf, sogilt

XY -0 und det F ;. Y =x2+y2 0
X y X

Die Potenzere" sindrekursv de niert durch:

n 1

N.=2z" % n2N:

z°=1:; z

Erklartmanz ! furz 2 C nf0g alsdasmultiplikativ Inversezuz undz " := (z )", so
kannmanauchin C die von R bekannterRechengesetér Potenzerveri zieren.

Seiw 6 0. Danngilt

wilz U v u Vi _
uz+v2  u2+vZ  (u+vi)(u vi)
Hierausfolgt
z 1_ 1 __Xut+yv .yu Xv
W'_Z W =w " z= u2+V2+| v (1.2.6)
Beispiel.
1 2+ i —2+i—2+1i'
2 i (2 D)ER+i) 5 5 5

1.2.10.Seiz = x + iy. Die zu z konjugiertekomplexe Zahl Z ist de niert durch:

N

=X iy

Wir habenfolgendeRechenrgelnfirz;w 2 C:

Z+W=7Z+ W,

N
=

= ZW; ;. fallswé 0

und
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DerBetragjzj vonz = x + Iy istde niert als:

o S
jzj = x2+y2: (1.2.7)
Esgeltendie Rechenrgeln:
. _ P o
1z2) = zZ; 12) = )2
und N
i z _ 17, _
1zZw) = JZ] JwJ; R fallsw 6 O:

Fernergilt Rez  jzj furz 2 C. Hierausfolgt die Dreiecksungleichung
jz+wj o jzj+ jwj
Nachweis.Esgilt

(z+w)(z+w)=2zZ+ zZW+ wzZ + WW

jz+ wj?

jzj? + jwj® + zZW + wz

jzj? + jwj® + 2Re(zW)

izj* + jwj* + 2zwj = jzj® + jwj* + 2zjjwj

(izi + jwj)*:
Die Dreiecksungleichunganndurchvollstandigelnduktion auf n Summandewerallge-

meinertwerden

Zi 1z (1.2.8)

Satz 1.2.11(Quadratische Gleichungen). Die Gleichungx? + 1 = 0 hatin R keineLdsung
Allerdingssindxy., = i Losungnin C. Allgemeinersei

ax’+ bx+ c= 0;

mita;b;c 2 R, a 6 0 einequadmatischeGleichung Dannsinddie Losungngegebendurch:

b 10 ——38 —
o= — X 1.2.9
X1:2 2a 2a 2 4ac ; ( )

wobeid := ¥ 4acdie Diskriminanteist. Im Falle d < 0 setzerwir : d:i=i P d.
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Seiena;b;c 2 Runda 6 0. Danngilt furx 2 C:

b ¢ b 2 B ¢
24 +Cc= 24 “x+ 2= + - =__ Z
ax bXCO’XaXaO’XZa 2 a
8 P
Ex AL M:; fallsl? 4ac O;
2a 0 2a
-§x+ b = (& 4ac)|; fallsk? 4dac< O:
2a 2a
Beispiele.
(@) Istz2 Cmitz?> = 1,sofolgtz = ioderz= i.Seinamlichz= a+ bimita;b2 R.
Danngilt

1= 7%= (a+ b)?=a I+ 2abi
, (&> P= 17 2ab=0)
, (@=0~r(b=1_b= 1), z=i_z= i

Analoggehtmanvor, wennmandie Losungervonz? = 5 12,z 2 C bestimmerwill.
HierzuverwendetmandenAnsatzz = a+ ib mita;b2 R undlost

a? bP=5"2ab= 12

(b) Die Losungvonz? 8z+ 65= 0,z 2 C ist gegebendurch

z=4 IO16 65= 4 IO—49=4 7i:

(c) Wir losenjetzt
7z (3+5i)z 16+4i=0;, z2C:

Formel (1.2.9 gilt auchnochfiir komplexe Koefzienten, wie die Herleitungzeigt. Wir
gebenreineentsprechendeirekte Herleitungan. Aquivalentzu obigerquadratischeGlei-
chungist

3+ 5 ? . 3+ 5 2 3+ 5 2 7.
= + = + —
> 16 4 > , z > 12 2|

Also erhalt man r

7.
12+ —i;
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wobei manfir die Wurzel nocheine Darstellungder Form a + bi mit a;b 2 R angeben

kann:
5 . 7. 5 : 7
a® b+ 2abi= 12+ 5@ ¥ = 12~ 2ab= >
7 ° 7
2 — =127 2ab= -
, & Za ab 5
7 2 7
. at 122 - = 0" 2ab= =:
4 2

Man erhalt alsozunachstals Losungderbiquadratischeleichung:

r

49 1P — 25

2= + — = — = —
a“==6 36 16 6 7 625= 6 4

Wegena 2 R folgta =

NI~

undb= 1. Alsoerhaltman

d.h.z=5+ 3ioderz= 2+ 2.



Kapitel 2

Konvergenz

Der Konvergenzbgriff ist von entscheidendeBedeutundgir die Mathematikund ihre Anwen-
dungen.Er ermbglicht es, die anschaulich&/orstellungdesbeliebiggenauemnnahernseiner
GroReaneineanderezu prazisierenBegriffe wie Stetigleit, Differenzierbarkit unddie Integra-
tion beruhenganzwesentlichauf Konvergenzbetrachtungendererseitserfordernauchviele
Funktionenwie sin, exp, log Grenzwertbildungenwill manetwa sin(37 ) berechnenso niitzt
eine De nition dessin am Einheitskreisnur wenig. Entscheidendst vielmehr dassmaneine
analytischeDe nition dessin angeberkann,die esermoglicht, beliebigeWertevon sin beliebig
genauin kurzerZeit zu berechnenEine solcheBerechnungswschriftist in Computernmple-
mentiert.

2.1 Folgen

Eine Folgeist eineFunktionmit speziellemDe nitionsbereich,namlichN, Ny odereineandere
abzhlbareMenge.

2.1.1.SeiM eineMenge.EineFolgein M isteineAbbildung' :N! M.

Hau g schreibtmana, := ' (n) undstellt die Folge in der Form (a,)n»n dar Wir betrachten
zurachstdie FalleM = R oderM = C.
Beispiele.

a, = 1furallen 2 N;

a,=i",n2 N;also:i; 1, i;1i; 1;:::;
=3in2N;

an= 1+1"n2N;

a, =3+ n3n2N( 2 Cfest);

23
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die rekursv de nierte Folge
Xn+1 =9 Xn (1 Xp); n2N;

wobeiq 2 (0;4) eineKonstantest, beschreibinachVorgabeeinesStartwertegie Ent-
wicklung einesdiskreterbiologischerSystemgBakterien;Modell nachP. Verhulst).

2
Xns1 = 22,0 2 Nundx, = 1.

27.10.2004

Folgen kdnnenganz unterschiedliche¥erhaltenzeigen.Zur Beschreibng diesesVerhaltens
dienendie folgenderBegriffe.

EineFolge(a,)n2n in R heil3t

monotonwachsendfallsa,+;  a, furallen 2 N gilt.

monotonfallend,fallsa,+;  a, furallen 2 N gilt.

strengmonotonwachsendfallsa,+; > a, furallen 2 N gilt.

strengmonotonfallend,fallsa,;+; < a, furallen 2 N gilt.

monoton falls siemonotonwachsendderfallendist.

nachobenbeschénkt,falls eseinc 2 R gibt, sodassfurallen 2 Ngilta, ¢
formaler:9c2 R8n2 N:a, cC.

— nachuntenbeschankt,falls:9c2 R8n2 N:a, ¢
— beschénkt,falls:9c2 R8n 2 N:ja,j c. DieseDe nition istauchfir Folgenin
C sinnvoll.

Beispiel.Die rekursv de nierte Folge

X2 + 2
Xn+1 = ”ZX ;N2 Np; Xp = 2
n

ist monotonfallend und nach unten beschankt durch P 2. Hierzu: Zunachstsieht m 1 (mit
vollstandigerinduktion) dassx, > O fur allen 2 N gilt. Dannerhalt manx, 2 far
n 2 Ng. Dennxg = 2 2. Fernerfirn  O:

y Dé_ X2 + 2 Dé_ X2 + 2 2p§xn_(xn p?)z o
nt T2, - 2%, T, '
SchlieRlichgilt
2 + 2
Xnii  Xn, o Xn, Xp 2
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2.1.2. Eine Folge (an)n2n in R (oderC) korvemgiert gegenden Grenzwerta 2 R

(odera 2 C), fallszujedem” > 0einng = ng(") 2 N existiert, sodassfur allen 2 N mit
n nogiltja, aj<";formaler:

8">09n;2N8n np:ja, a<"

EineFolge(a,)n2n heildtkorvergent,falls eseineZahl a gibt, sodassa Grenzwertvon (a,)n2n
ist. Die Folge (an)n2n heil3Nullfolge, falls sie 0 als Grenzwerthat.

In der Regel ist esnicht einfach, Grenzwertevon Folgenallein mit Hilfe der De nition zu be-
stimmenundzu veri zieren.

Beispiele.(a)limyy -4+ = 1. ZumNachweis:

n n n 1 1
1_

= = <";
n+1 n+1 n+1

fallsn> " 1 1. Schonwesentlichkkomplizierterwareein expliziter Nachweism Fall derFolge
2n? 3n+ 1
P+ 17

(b) Seig 2 (0;1). Wir behauptetim

g" = 0. NachweisWegenq ! > 1 gibteseinx > 0
mitq ! = 1+ x. Danngilt wegen(1+ x)" 1+ nx:

an = n2 N:

1 1
s N — N — n,
=19 G or Tem S
fallsn> % & 1.

(c) Zur Warnungsolltendie folgendernBeispieledienen:

p

©
©

) p p_ ) n+1 n n+ 1+ pﬁ
lim n+ 1 n = lim P p—
nil nil n+ 1+ n
) 1
= lim p——p—=0
n'l n+ 1+ " n
undmit ahnlicherSchlussweise
) pzi 1
lim n2+n n = —:
ni1 2

Wir haltendie folgendenEigenschaftekornvergenterFolgenfest.

Satz2.1.3.

(a) Der GrenzwerteinerkonvergentenFolge (a,) ist eindeutigbestimmundwird
mitlim,; a, bezeibinet(Sdreibweisea, ! affurn! 11]).
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(b) EinekorvementeFolgeist besdirankt.

Beweis. (a) Wahle" := ja a=2> 0, fallsa 6 a Grenzwerteson (a,)n>n Sind.Danngibt es
einn; 2 N mit
jan, aj<" und ja, @<

d.h.
ja 8 = ja ata 3
ja ajtjan 3
< 2'=ja 4q

ein Widerspruch.

(b) Zu" = lgibteseinng 2 Nmitja, aj< 1furn ng,fallsaderGrenzwertvon(a,)nan
ist. Also folgt

janj  maxf 1+ jaj;jag);:iiiian, 1o

Eine beschankteFolge mussnatirlich nicht korvergieren.
Beispiel.a, = ( 1)",n 2 N.

Fur FolgenreellerZahlenkdnnenwir nutzlicheKonvergenzkriterierangeben.

Satz2.1.4. (a) Einemonotond-olge (a,) reellerZahlenist entwedemunbesbranktoderkon-
vergent.

(b) Seien(a,); (bn); () FolgenreellerZahlenmita, b, ¢, fur (sdlielich)allen 2 N.
Gita=lim,; a,=Ilimy,; ¢,,sogiltaudhlim,; h = a

(c) Ist(an) eineNullfolge und(hky,) einebestirankteFolge, dannist (a,h,) eineNullfolge.

Beweis. (a) Man siehtleicht, dassim Fall einernachobenbeschankten,monotonwachsenden
Folge(an)
a:= supfa, :n2 Ng= Ill{n an
n!

gilt.
(b) Sei" > 0. Furn  ng gilt dann

a "<a b c<a+?"

alsojb, aj<". O
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Die Nutzlichkeit von Satz2.1.4illustrierendie folgendenBeispiele.
Beispiele.

(a) Die rekursv de nierte Folge

X2+ 2
2,

Xn+1 = n 2 Np; Xo= 2

ist korvergentaufgrundvon Satz2.1.3 Ihr Grenzwerfurn! 1 istp 2.

(b) Die Folge
Xq
Sh = TT;
i=0
ist monotonwachsendSieist auchnachobenbeschankt. Wegeni! 2" *furi  1list
namlich

n2N

X1 X114 1 1L
— — 2 .
Sn 1+. 2i1—l+' 2—j—l+ 1 1 3
i=1 j=0 2

Folglich existiertlim,;; s, 2 R, undwir setzen
e:.= Illlm S, = 2;71828182845904 ::
n!

Die Folge s, konvemiert sehrraschgegen ihren Grenzwert.Beispielsweisesrhalt man
schons ;3 = 2; 7182818284Bildet mandie Differenze s,, sokannmanabsclatzen

X X g i
0 e s = Jm 5 Jm 2
i=n+l i=n+l
Xt g
=3
j=n
A S 7
= lim 2 Z-
N1 1 3 1 3
1 n 1 n 1
= 2 21 = = - :
2 2
(c) Die Folgea, = 1+ % ""'n2N konvemiert ebenélls, da sie monotonwachsendund

nachobenbeschénktist. Man kannfernera, ! efurn! 1 zeigen.Allerdingsistdie
Kornvergenzhier wesentlicHhangsamerSohatmanetwa

2;718254646 n = 10
2,718281828 n = 10°;
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Gnauergilt: a, = 1+ % " 'n 2 N ist strengmonotonwachsendind beschankt. Die
Folgeb, = 1+ % "+l,n 2 N ist strengmonotonfallendundbeschankt. Hierzu:

a, 1+ p+1 " n 1"' n2 1" n
a, 1 1+n_11”1_ n n B n2 n 1
1 " n n n
= 1 = > 1 = =1
n? n 1 n n 1

da(+ x)"> 1+ nxfurn 2undx 2 ( 1;0). Fernerist

1 2n 1 n
an = 1+ — = 1
& & 2n 2n+ 1
n 2 o+ ? "
2n+1  n+1 '

Ahnlich siehtmanein, dassh, monotonfallt. Die Beschanktheitvon b, ist offensichtlich,
alsoinsbesondera, h, b 4,n 2 N.Wegenh, = a, 1+nl korvemieren(ay)
und(h,) gegendenselberGrenzwertyemgleicheSatz2.1.5

(d) Seia, = 5, n 2 N. Danngilt lim,; a, = 0. Diesfolgt aus0 nlfUrn 4 und
Satz2.1.4(b).

Die folgendenRechenrgeln fur korvergenteFolgensind hau g dasentscheidendglilfsmittel,
umin konkreterFallendie KorvergenzeinerFolgenachzuweiseaondinrenGrenzwerzu nden.

Satz2.1.5. Seien(a,), () korvergenteZahlenfolgnin R oderin C mita, ! aundh, ! b
furn! 1 .Dannexistierendie nachfolgendenGrenzwerteundesgilt:

@ lm(a bh)=a b
(b) lim (anby) = ab

(c) ista 6 0, danngibteseinn; 2 N mita, 6 Ofurallen n; und Ii{n b - b.
n!

an a’
(@ lim ja = jaj
nll

P

(e) I'llm a, = pé, fallsa, 2 Runda, Ofirn2 N.
n!

() Seiz, = x, + iy, mitX,;y, 2 R furn 2 N. Genaudanngilt lim,; 2z, = z mit
z=x+iy,wennlim,; X, = xundlimn,; y,=Y.
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Beweis. (a) Beachte

jan+ b (@+Dbj=jl@a a+ (b b ja, a+ju b

(b) Ebenscerhalt man
jaab aj = jakh  ab+ab ab
= jan(th D+ (an a)b
janjith b+ ja, ajh:
(c) Beachte
1 1 _ja aj,
a, a  jaa)]

(d), (e) Man kanndiesdirekt einseheroderausder Stetigleit (spater)vonj | bzw. P folgern.

(f) Beachtdurz = x + iy, x;y 2 R:
IXBlyl )z = Xe+ys X+ )yl
O

Satz2.1.6. Seien(a,), (b,) korvemgenteFolgenin R mita, b, furallen n;. Danngilt:
I'|1m an lim h,.
n!

n!l

Beweis. SieheVorlesung. O

Schliel3licherlauternwir noch denBegriff einer Cauchy-lBlge. Wenndie Folge (a,) gegena
korvemiert,sogibteszu"” > 0einng 2 N mit

mm no) ja & sundjam &

Also
nm nNo) ja, amj " (2.1.1)

Die Umkehrunggilt ebentlls. Falls (2.1.]) gilt, folgt auchdie Konvergenzvon (a,) gegeneinen
GrenzwertDerVorteil von (2.1.]) ist, dassmandiesenGrenzwerhichtkennermussum (2.1.1)
formulierenzu konnen.

2.1.7. Eine Folge (a,) in C heil3tCaudy-Folge, falls zu jedem™ > Oeinng 2 N
existiert,sodassurn;m nggiltja, anj .
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Beispiel.Betrachtedie Folge (a,) mit

1
- k
&= (D57
k=0
Farm n+ 1qilt
1 1 xn 1
H = 1k — 1kn
Jam  nl (V5317 n+a (D 51
k=n+1 k=n+2
1 1
= DN~ >
2n+3 1 2k+ 1

k=n+2
Wegen

1 1 1

1kn -
(1 2k+ 1 2n+5 2n+7 0
k=n+2

folgtfurm n+ 1

. _ 1

Jam @) N+ 3

Esgilt tatéichlicha, ! a= ;.Insbesondererhélt manja, =4 5.
Satz2.1.8.EineFolge (a,) in C ist genaudanneineCaudy-Folge, wennsie kornvergentist.

Man kannzeigen,dassdie Vollstandiglkeit von R dazuaquvalentist, dassin R jede Cauchy-
Folge korvemiert, d.h. dazudassSatz2.1.8gilt. Die Vollstandigkeit von C wird durchdie ent-
sprechend&igenschafte niert. FernerkannmanauchdenfolgendenSatzzeigen,derzu Satz
2.1.8in engerVerbindungsteht.Wir berbtigenhierfur denBegriff einerTeilfolge. Sei(a,) eine
Folge,d.h.” : N! C,' (n) = a,. EineTeilfolge™ von' ist eineAbbildung™: M ! C,
wobeiM N eineunendlicheviengeist. StelltmanM in derFormM = fny : k 2 Ngdar, so
schreibtmanfur — auch(a,, )xon 0derkurz (a,, ).

Beispiel.Die Folge(a,) mita, = ( 1)",n 2 Nistnichtkorvergent,aberdie Teilfolge (azn)n2n,
a, = 1furn 2 N sowie die Teilfolge (azn+1 )n2n, @2n+1 = 1 flrn 2 N sindjeweils korver
gent.Allgemeinergilt derfolgendeSatz.

Satz2.1.9. EinebesdirankteFolge (a,) in C besitzteinekonvergenteTeilfolge.

Beweisidee Intervallhalbierungserfahrenin R anwendenSieheVorlesung. O

Anwendung. Iteratve Losungvon GleichungenSeil = [a;b] R einintenall undf 1! |
eineFunktion.EssollX 2 | bestimmtwerdenmit X = f (X). Man nenntx einenFixpunktvonf .
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Satz2.1.10.Seif : 1 ! | eineFunktionund 2 [0; 1) mit

)ty ix oy
fur allex;y 2 1. Danngibt esgenaueinx 2 | mitx = f (X). Die FolgeX,+1 = f(Xp),n 2 N
undxo 2 | beliebigkonvemiert gegenx. Fernergilt

n

Xn  X] 1

X1 Xoj

und

Xns1 Xn]
furallen 2 N.
BeweisskizzeMan zeigtzunachst
Xne1  Xa) = jF(Xn)  f(Xn 1)] Xn  Xn 4] "X1  Xoj:

Fir m > n wendetmandiesdannanauf

9( 1
Xn  Xm] JXis1  Xi]
I=n
X1
'IX1 Xoj
I=n
_ nl m n
= 1 X1 Xq)
n - .
1 X1 Xg)

2.1.11.De nition derMonotonievon Funktionen..
Beispiel.Losedie Gleichung

1, 1
_ 1.3, 2. T
X 4x = x 2 [0; 1]
Hierzuseif : [0;1]! R, f(x) := 7x3®+ i.Daf auf[0; 1] monotonwachsendst undf (0) =
1 0f@)=2 1gilt hatmanf ([0;1]) [O;1]. Fernerist

5 20
. . l. 3 3 1. .e 2 2.
fx) fy)j= ZJX Yyl = ZJX YJIX®+ Xy + Y7

3
R
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Wir beginnendie Iterationmit demStartwert
1
Xo = O,f(O) = g = 0;2= Xy;
1 1 1 101
+

f(x))= 5 S+ 2=
*)=7 5% 57 500
f (x2) = 0;2020606: = Xs;

= 0;202= Xy;

f (x3) = 0;202062: = X4:

Die theoretisché\bschatzungfiir denFehlerausSatz2.1.10emibt

, . : : 8 1
IXa  X3g) =4 ]Xa Xg 10 16

Xz X] 1

Blw

05 +

2.2 Reihen
Eine Reiheist eine Folge (s,) von Partialsummend.h.s, = a; + + a, mita; 2 C. Falls
. alsdiesen

die Folge (s,) korvemiert, so erklart mandie ,unendlicheSummeé a; + a, + :::
GrenzwertReihensindwichtig, daviele Funktioneniberihre Reihendarstellungrklartwerden.

2.2.1. Sei(a,) eineFolgein C. Man nenntdie Zahl

X
Sy = . n2N
k=1
die n-te Partialsummeder Folge.Die Folge(s,) heilstunendlihe Reiheundwird mit
b3
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bezeichnetlst die Folge (s,) konvergent,so wird ihr Grenzwerts ebenélls mit P Ll ax be-
zeichr,gt.Man nenntdanns denWert oderdie Summaeler Reiheund sagtdannauch,dassdie
Reihe &:1 ax korvermgiert. Konvergiert eineReihenicht, soheildtsie divergent Im Fall reeller
Reihen(ax 2 R) unterscheidemanunbestimmtaindbestimmtg! 1 ) Divergenz.

Beispiele.
(a) Geometrisch&®eihe.Seiq2 C, jg < 1. Danngilt

xn . 1 qn+l

q = -
k=0 1 q
undsomit
R 1
=
k=0 1 q

Anwendung: Zahlsysteme JedereelleZahlx lasstsichin derForm

X = Xp  Xo,Y1Y2Yys

xXP R _
X = x; 10 + y; 10 ':
i=0 i=1

Die unendlicheReiheist offenbarkonvergent. Anstelle der Basis10 kannmanals Basis
b2 N,b 2wahlen.Man betrachtetlannunendlicheSummerder Gestalt

b3
b P2 No 2 Ng; k< b
k= p
(b) Teleslopsummen:
R 1
Kk+1) &
w1 KK+ 1)
da
S_X" A R R 1,
"o kk+) ok k+1l T n+1

(c) HarmonischdReihe:



34 KAPITEL 2. KONVERGENZ

Denns, = 1+ + nlist strengmonotonwachsendind unbeschinkt:

S —1+1+ 1+1+1+ +1+
S 2 3 4 5 8
1 1
+ —
2m 1+1 2m
1 1 1
1+ 2+2 S +22 .+ +2m1
2 22 28 2m
1 1 1
= 1+ -+ -+ =+ + =
2 2 2
1
= 1+m 2
2
(d) Mit ahnlicherArgumentatiorsiehtman,dass
X
k-
k=1
far 1 divemgiert und fur > 1 kornvemiert. Speziellkann man mit zusatzlichen
Argumenterzeigendass
R 1 2
PR
o1 k 6
(e) Die Korvergenzvon
X
k!
k=0

hattenwir schoneingesehen.

Wir befassenuns jetzt mit Eigenschaftenvon Reihenund Kriterien fur deren Kornvergenz.
Zunachsterhalt manunmittelbarausentsprechendeBigenschaftekonvergenter-olgen:

P P
atz22.2. (a) Seien p a un ornvergente Reihen(in un . Dann sin
S 2. (a) Seien p d I k ihen(in C) und 2 C ind
(ax + b)) sowie (ay) kornvement,undesgilt
X X X X
(a + k) = a + b; (ay) = ay:

(b) Sinday; b 2 Runda, K, sogilt
X X
ax b:

08.11.2004

Fernerhabenwir ein CauchyscheKonvergenzkriterium.
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Satz2.2.3. Die Reihep ax mita, 2 C ist genaudannkorvement,wennzujedem” > 0 ein
No 2 N existiert mit
P
a <" furm  ng;p2 No:

k=m

P
Hierausfolgt insbesondes, dassbei einerkorvementenReihe ax die Bedingunga, ! O fur
n! 1 erfullt seinmusg(notwendigBedingung).

P P
2.2.4.EineReihe ay heiRtabsolutkonvergent, fallsdie Reihe jagj korvemiert.

Aus demCauchyscheKorvergenzkriteriumfolgert manmit Hilfe derDreiecksungleichung:

P
Satz2.2.5.IstdieReihe ay in C absolutkonvement,soaud korvergent.

Fernererhalt manein Vergleichskriterium.

P
Satz2.2.6.Sei g eineReihein C. Danngilt:
P P
(a) IstdieReihe h mith, Okonvemgentundjayj h furk ng, sokorvemiert a.

P P
(b) IstdiereelleReihe ¢, mitge Odivergentundc, a 2 Rfurk  ng, soist  ax
divergent.

Beispiel.Die Reihe
b 1
1) —
(D
k=1
ist korvergent,abernicht absolutkorvergent.Allgemeinergilt namlich nachLeibniz fur ,alter
nierendeReihefi:

P
Satz 2.2.7. Die reelle Reihe i:o( 1)¥a, korvemiert, falls die Folge (a,) monotonfallend
gegenNull strebt. Fernergilt

1 )4 )gn
Up = (1) ( D ( Dfay =: vy
k=0 k=1 k=0
Ist s der Grenzwerider Reihe sogilt

X k
S ( Da A+l
k=0
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Beweis. Furn 2 N gilt

KAPITEL 2. KONVERGENZ

Unst = Un* (32n  @n+1)  Un;
Vnt1 = Voo (@n+1 @ns2) Vi,
Vn = Up+ @n Up;
Vp U, = ay,! Ofurn! 1:
Folglich ist
JS Vaj=Vn S Vy Ups1 = @n
JS Uyj=S U, V, Uy= any:
Hierausfolgenalle Behauptungen. O
Beispiele.
(a) Die Reihe X 917 divergiertwegenp 1
1 K(k+1) Ck(k+1)  k+ 1
Die Reihe X
9717 korvemiert,da p———— .
. k(kZ+ 1) e e ) k2
(b) Die Reihe
X ki _ o2 _
T kon\/erglert,daw qurk 4:
k 1
(c) Die Reihe X L
( 1)km korvemiertnachSatZ2.2.7
k 2
Dagaendivemgiertdie alternierend&keihe
R ( 1)k 11 X 1
R E:
k=1 k k 1

Wir erwahnennoch zwei besondersiiitzliche Konvergenzkriteriendie auf dem Vergleich mit

dergeometrischeReiheberuhen.

P
Satz2.2.8.Die Reihe ax mita, 2 C istabsolutkorvergent,

(a) fallseseinqg?2 (0;1) gibt mit jak+1 j

gayj furk ko, oder
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(b) fallseseing?2 (0;1) gibt mitja,j*™ qgfurk k.

Beweis. SieheVorlesungMan beachtegdasgb) die starkereAussagest, d.h.fuhrteineAnwen-
dungvonKriterium (b) zumErfolg, somussaucheineAnwendungvon Kriterium (a) erfolgreich
sein. 0

Beispiele.

(@) Sei 2 Rundjg < 1. Dannist

k o korvemgent.

k 1
Denn: (k ) g+
e+ (k+ 1) jg“t 1
a K ig* = 1+k al jg<1
furk! 1.
. . P .
(b) Die Reihe & mit (
Kk .
a = 5 k gerade

(4<*1k?) 1, kungerade
korvergiertabsolutWegenk*™ I 1furk! 1 gilt namlich

1
k

k 1 ..
x ! > furk! 1
und L

(41 K2) R 4 furk! 1 :

DasQuotientenkriteriunwirdehier nicht zumErfolg fuhren.

Erganzung Esgilt ne  1,d.h.nm = 1+ r,. Wir zeigenr, ! Ofuarn! 1 .Aus

1
(n Dr7

n=(1+r,)" r= SN

n
2
folgtr2  2=(n 1)furn 2, alsodie Behauptung.

Bei derFragederKomergenzeinerReihekommteszuréchstaufgie Reihenfolgeder Summa-

g,on an.Istnamlich : No ! Np eineBijektion, soist i.a. mit , & nicht notwendigauch
« & (k) korvemgent.Einfacherist die Situationbei absolutkornvergenterReihen.

P P
Satz2.2.9.I1st , a, absolutkorvergent(in C), soistauchjedeUmordnung , a () korvergent
und X X

ax — a (k-
k k
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Esist klar, wie mandie SummezweierReihenzu erklarenhat. Um dasProduktvon Reihenzu

motivieren,betrachterwir zurachstendlicheSummen:
I [

X X XX X
3 h = al = &l ;
i=0 j=0 i=0 j=0 (i )2M
wobeiM = f0;:::;kg fO0;:::; g.BeiendlicherSummeristdie Summationsreihenfolgacht

relevant,bei Reihendaggenschon Eine spezielleAbzahlungist etwa
X X X
afb =

(j)2m r=0 (i;j)2m
i+j=r

ah:

P P
Satz2.2.10.Seien ,_, a und _, b absolutkorvergenteReihenin C. Fir n 2 N setze

X X

= abh k= alb:

k=0 ij =0

i+j=n

: : . Py .
Dannkorvemiert die Reihe _, c,, undesgilt

| |
b3 b ' o
Cn = a b

n=0 k=0 k=0

Bemerkung Tatsachlichemibt sichunterdenVoraussetzungevon Satz2.2.8fir jedeBijektion
( ; ) . No ! No No
| |
X X ' xo
a mbn = 2 b
n2Ng k=0 k=0

Beispiel.Die Reihe
)4 Zn
—; z2C

|
n=0 n'

konvemiertabsolutfiir jedesfestez 2 C. DasQuotientenkriteriunergibt namlich

n+1 I i
z n_ = 1Z] 1=2;
(n+ 1)'z" n+1
fallsn  ng(z). Wir setzen
>€' Zn
exp(z) = m; z2C:
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Fernergilt fur z;w 2 C:

| |
>€' Zn- )4 Wn.

exp(z)exp(w) = o o
n=0 n=0
XX S
n=0 i+j=n i!j!

I
_ X 1 X op S |
n=0 n! i=0 |
1
= —,(Z"'W)n
o N
= exp(z+ w):

Diesist die Funktionalgleichungler Funktionexp: C! C.

2.3 Grenzwertevon Funktionen und Stetigkeit

Bevor wir weitereKlassenvon Funktionemmit Hilfe von Funktionen-undPotenzreihele nie-
ren, soll nochein neueswichtigesKonzepteingefihrt werden,dasdie Analysevon Funktionen
ermoglicht.

2.3.1.SeiD RoderD C.EineFunktionf : D! C hatin (demBeruhrpunkt,
HaufungspunRtx, von D denGrenzwerty,, fallsfur jedeFolge(x,) in D nfxog mit X, ! Xo
furn! 1 qiltf(x,)! yofurn! 1 ,d.h.

lim X, = Xo) lim f(X,) = yo:
n'l n'l
Wir schreibenn diesemFall limy, «, f (X) = VYo.

Man kannaucheine Epsilontik-De nition desGrenzwerteson FunktionenangebenWir for-
muliereneineentsprechend@ussageals Satz.

Satz2.3.2.SeiD C,f : D! CundxBeruhrpunktvonD . Genaudanngilt limy, ,f (x) =
Yo, wenngilt:

Zujedem" > Ogibtesein > 0,sodassfurallex 2 D mitjx Xoj < die Bedingung
Jf (X)  yoj < " erfullt ist. Formaler:

8">09 >08x2D:jx Xoj< ) Jt(X) yg<™

10.11.2004
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Wir prazisiererjetztdie anschaulich&orstellungvon einerFunktion,,ohneSpringé, d.h.einer
Funktion,derenGraphsich ohneUnterbrechungn einemhinmalenlasst,falls der De nitions-
bereichein Intervall ist.

2.3.3.SeiD C. Eine Funktionf : D ! C heil3tstetigin xo 2 D, falls
limy x, f(X) = f(Xo) gilt. Die Funktionf heil3tstetig,falls siein allenx, 2 D stetigist.
In isoliertenPunktenist eineFunktionals stetigde niert.

Beispiele.
@ f :R! R,x7!ax+ bmita;b2 R iststetig.Allgemeiner:polynomialeFunktionen.

(b) Seifurx 2 RdieZahlbxc:= maxftn2 Z:n xg. Die Funktionbc: R! Z,x 7! bxc
ist stetigfurx 2 RnZ. In x 2 Z existiert der Grenzwertder Funktionnicht. Allerdings
kannmaneinseitigeGrenzwertebetrachtenln Analogiezur unterenAbschneidefunktion
(GauRZklammergrklart manaucheineobereAbschneidefunktiomurchdxe := minfn 2

Z:X ng.
(c)f :RnfOg! R,x 7! 1iststetig.Fernerist 0 Berihrpunktvon R n f0g, und esgilt
IimX] Of (X) =1
(d) Esqilt
lim E=O; lim x?=1 ;
x11 X x11

dag@enexistiertfur f (x) := 1=x,x 2 Rnf0g derGrenzwerfiurx ! 0 nicht.
@ f:[01)! [0:1),x7 P Xiststetig.
() Die Funktionexp:C! C,z 7! exp(z) ist stetig.Hierzu:Furz, 2 C,z 2 C gilt
jexpo)(exp(z  zo) 1)]
jexp(zo)jjexp@z  zo) 1:

jexp(z)  exp(zo)j

Isth 2 C, sogilt

o X pnt X jpjn t
o AN i
n=1 ' n=1 ' n=1

jexp(h) 1j =

fallsjhj 1. Somitfolgt firjz z;j 1sogar
jexp(z)  exp(zo)j Jjz  zo) e jexp(zo)j:
Als nachstedetrachterwir Rechenrgeln fur Grenzwerteund EigenschafterstetigerFunktio-

nen.Da die Situationweitgehendcanalogzu dervon Satz2.1.5ist, gebenwir nur exemplarisch
einigeAussageran.
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Satz2.3.4.Seierf;g: D ! C Funktionerundx, einBeriihrpunktvonD  C. Die Grenzwerte
vonf undg in xo mogenexistieren.Seiena; b2 R. Danngilt

(8) limy o (f () + () = limyr o f (X) + limyy x, 9(X);
(b) Iirnx! xo(f (X) g(X)) = Iimx! xof(x) Iirnx! X0 g(X);

(€) limy x,f(x) = a+ bi, limy x,Ref(x)) =a und limy «, Im(f(x)) = b
Nun kannmanaberzustzlichdie Verkettungvon Funktionerbetrachten.

Satz2.3.5.Seienf,; : D;! C,f,:D,! C Funktionemmitf,(D;) D,. Seixq Berihrpunkt
vonD undlimy, ,f1(X) = yo. Seifernery, Berihrpunktvon D, undlimy: , f2(y) = z.
Danngilt IimX! Xof2 fl(X) = Zp.

Beweis. Sei x, ! Xg eine Folge in D;. Dann folgt erstf,(x,) ! Yo und schlie3lich
fo(f1(Xn)) ! 0. [

Satz2.3.6. (a) Seienf;g: D ! C Funktionendiein xo 2 D stetig(stetig)sind.Dannsind
auchf + gundf gin xq stetig(stetig).

(b) Slndfl D! C Undfz D! C Funktionenmitfl(Dl) D,. Seifl in Xo 2 Dy
stetigundf, in f 1(Xg) 2 D, stetig Dannistf, f;in Xq stetig Insbesondexfolgt ausder
Stetigleit vonf ; undf, die Stetigleitvonf, f;.

Beispiele.
(a) Sinda;;h 2 Rund

_ Bt aXx+ 4 apx" .
q(x) = b bxt F BT x 2 D(q):

DabeiseiD(q) := fx2 R:lp+ + h,x™ 6 Og. Dannist g stetigaufD (g).

(b) h(x) := P X2+ 1, x 2 R ist stetig.Hierzubeachtedassf (x) := x? + 1, x 2 R stetigist
undebensg(y) := pyf[]ry 0. Fernergilt f (R) [0;1 ) = D(Q).

(c) Die Funktion

x3 1
f(x) := . X2 Rnfl
(%)= T 9
istfurx = 1 nichterklart. Wegen
X3
=x?+x+1 furx61
X 1

kanndie Funktionaberdurchdie Festsetzun§j (1) := 3 stetigin x = 1fortgesetziverden.
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(d) Esgibt verschiedend@ypenvon Unstetigleitsstellerwie:
Pole:limy, 4, f(x) = 1
. f(x) 6 lim,, X f (x)

Oszillationendimy, «, f (x) existiertauchnichteinseitig

Spriunge:lim

X

Beispiel.Betrachtef (x) := sin 1 ,x 6 Oundf (0) = 0.

X 1
Allerdingsgibt esauchviele andereTypenund Mischformenvon Unstetigleiten.
Beispiel.
- 1 x2Q;
Fx) = 0; Xx2RnQ:

DieseFunktionist anjederStelleunstetig.
Beispiel.Seih(x) := x sin % , X 8 0undh(0) := 0. Die DampfungmittelsVorfaktorfuhrtzur
Stetigleit vonh.

Jetztgehenwir naherauf Eigenschaftestetiger~unktionerein. Besonderefteresse/erdienen
dabeidie Zwischenwerteigenschafihd Aussagerzur Annahmevon Maximum bzw. Minimum
sawie zur gleichmaligenStetigleit.

Satz2.3.7.Seif : [a;h ! R einestetige Funktionundy 2 [f (a);f (b)]. Dann gibt esein
X 2 [a; b mitf (x) = v.

Beweis. Wir zeigendenNullstellensatzist f (a) < Oundf (b > 0, danngibt eseinx 2 (a;b)
mit f (x) = 0.
Intenallhalbierungserfahren:Setzem := (a+ b)=2.

Istf (m) = O, sosetzex := m; wir sindfertig;
Istf (m) < O, setzea; := m, b, ;= b
Istf (m) > O, setzea; := a, by := m.

Neuesintenall ist [a;; ] mit f (a;) < O, f (by) > Oundb, a; = (b a)=2, falls mannicht
schonfertig ist. ManwiederholtdasVerfahrenn-mal. Falls maninzwischemichtschonamZiel
angelommenist, erhalt manein Intenall [a,; ] mit f (a,) < 0, f (k) > Oundb, a, =

(b a@=22".Fernerilt [a,; ] [an ;1 1] [a;; ]  [a;b. Esgibtgenaueinx 2 R
mit \
X2 [an; k]
n2N

Esgilta, ! x,k, ! xundfolglich
f(x) = nIlilm f(an) O nIli{ﬂ f() = f(x):

Dieszeigtf (x) = 0. O
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Beispiele.

(a) JedesPolynomp(x) = ag + ayX + + a,x", x 2 Runda, 6 0 mit n ungeradehat
mindestenginereelleNullstelle. Dennwegen

Ili{n p(x)=1 und IIilm p(x)= 1

gibtesa;b 2 R mit p(a) < Oundp(b) > 0. Anwendungvon Satz2.3.7liefert danndie
Behauptung.

KonkretbestimmemannaherungsweiseineNullstellevon
p(x) = 3+ 4x  x%+5x3 8&*+ x°

auf drei Dezimalstellengenau.Hinweis: Nullstellen be nden sich in den Intervallen
[ 0:6; 0:4], [1:2;1:3], [7;8]. Fernerist die Funktionp in denintenallen(1 ;0] und
[6; 1 ) strengmonotonwachsend.

2000 +

1000 +

-1000 +

-2000 +

-3000 +

(b) Existenzeinern-tenWurzel.Seia > Oundn 2 N. Dadie Funktionf : x 7! x" streng
monotonwachsendst auf[0; 1 ) undf (0) = 0 sawie f (x) 'p 1 furx! 1 erfullt, gibt
esgenalweinxg 2 (0;1 ) mitf (xo) = a. Manerklartxo =: ™ a.

StrengmonotoneFunktionerbesitzereineUmkehrfunktion,die zudemimmer stetigist.



15.11.2004

44 KAPITEL 2. KONVERGENZ

Satz2.3.8. Seil einIntervallundf : 1 ! R strengmonotonDanngilt
(a) Die Umkehrfunktionf 1:f(1)! | iststetig

(b) Istf stetig soistf (1) einIntervall.

EinestetigeFunktionmussnichtbeschéanktsein.Wennsiebeschanktist, existiertzwar dasSu-
premum,diesesmussjedochnicht als Funktionswerangenommemverden.EinfacheBeispiele
zeigen,dassdem De nitionsbereicheine entscheidend8edeutungoei der Untersuchungs/on
Beschanktheitund Extremwerterzukommt.

Satz 2.3.9. Jedestetige Funktionf auf einembestirankten,abgestlossenenntervall [a; b ist
bestiranktund besitztein Maximumund ein Minimum,d.h. esgibt X1; X, 2 [a; 0] mitf (x,)
f(x) f(xp)furallex 2 [a;b].

Beweis. SieheVorlesungiir eineBeweisskizzamittels Satz2.1.9(Teilfolgenagument). O

Insbesonderest dasBild eineskompakter(= beschanktenundabgeschlossenehjtervallsunter
einerstetigenFunktionselbstkompakt.

Fur denNachweisder Stetigleit einerFunktionf : 1 ! R,l1 R aneinerStellexy 2 1 istzu
gegebenent > Oein > 0soanzugebendassurx 2 |

Xo Xxj< ) jf(xo) f(x)]
erfullt ist. Dabeiwird vonx, und" abhangen.
Beispiel.Seif : (0;1]! R,x 7! x 1. BeachteFurx; = 5, X2 = gilt

. . . .1
i X = 5 und jf(x1) f(x2)j= -

2.3.10.Seif : 1 ! R, R eineFunktion.Die Funktionf heil3tgleichmaliig
stetig,wenngilt

8">09 >08xy;;x22 1 1jx1 X2j< ) jf(x1) fFf(x2)j<”

Satz2.3.11. Stetige Funktionenauf kompakterintervallensind gleichmafiigstetig

Beweis. Indirekt mit Teilfolgenagument. O

Beispiel.Die Funktionen
f(x):= P 1 x2,x2(0;1),
2X; 0<x %

h(x) = x+2 1<x<1

sindgleichrmaliigstetig,obwohl der De nitionsbereichnichtabgeschlosseist.
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2.4 Funktionenfolgenund -reihen
FureineMengeD C undjedesn 2 N sei
fo,:D! C

eineFunktion,d.h. (f ,) ist eineFolge von Funktionen Fur solcheFunktionenfolgerkannman
verschiedendérten von Kornvergenzbetrachten.

2.4.1. Die Funktionenfolge(f ) konvemiert punktweisegegen eine Funktion f
D! C,fallsfurjedesx 2 D gilt

nI!i{n fo(x) = f(x):

Beispiel.
@) fo(x) = %x, X 2 R korvemiert punktweiseyegendie Nullfunktion.

(b) fo(x) = (1+ x?) 1 x 2 R konvemiert punktweisegegendie Funktion

8 .
< 1 x<1
f(x)=_  1=2, jxj=1,
0 jxj> 1
Die Grenzfunktionist unstetig.
(©) 8
20, x 0
fa(x) = M x 2 (0; 1=n);
0, x  1=n:

Dannkorvemiertf,, punktweisegegenf 0.
Wir betrachtemuneinenrestriktverenKornvergenzberiff.

2.4.2. Fur einebeschéankteFunktionf : D ! C wird die Supemumsnornjf jj
erklartdurch

jifjia = supfjf(x)j:x2Dg:

Der (Supremums-)AbstarziveierbeschankterFunktionenf ;g : D !  Cistdannerklartals

it g =supjf(x) g(x)j:x2Dg:
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Man stellt leicht fest, dassbeschankte Funktionenf ;g : D | C die folgendenBedingungen
erfullen:
It +gija difiia +idiis;
Bt =0 0t 2C
jfjjl: =0, f(x)=0 furallex2 D:
DieseEigenschaftesind geradekennzeichnenéiir eineNorm. Hier gilt zudem
it g 0ifiy Jigis
2.4.3. EineFunktionenfolgdf ;) aufD kornvemgiert gleichmal3ig(in der Supemums-
norm) gegenf : D ! C,wennjjf, fjj. ! Ofurn! 1.
Veranschaulichung "-Schlauchumf .

Offenbargilt genaudannjjf, fjj; ! Oftrn! 1 ,wenneszujedem" > Oeinng2 N gibt
mit jf,(x) f(x)] " furallex 2 D. Hier hangtny alsonichtvonx 2 D ah Insbesondere
erhalt mandie punktweiseKonvergenz.Der nachfolgendesatzgibt ein Cauchy-Kriteriumfur
gleichmalBigeKonvergenzan.

Satz2.4.4.Die Funktionenfolg(f ,) aufD konvemgiert genaudanngleichmallig wennzujedem
"> 0einng 2 N existiert,sodassfur allen;m ng gilt jjf, fnjjz

Beispiele.
(a) fn(x) == MLx, x 2 [0; 1] korvemiertgleichmaRiggegenf (x) = x, da
n+1 1 1

X X = =X —.
n n n

(b) f.(x) = x",x 2 0;% korvemiertgleichmaRiggegenf (x) = 0, dajx" 0j jxj"
(c) fa(x) = x",x 2 [0; 1] konvemiert punktweisegegen

0; x2[0;1);

T = 1, x=1;

abernichtgleichnmaf3ig.Insbesonderest f unstetig.

(€)

8
20, x O

fa(x) = M x 2 (0; 1=n);
"0 x  1=n:

Danngilt zwar punktweiseKorvergenzvonf,, gegenf 0, aberkf, fk=n! 1.
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Satz 2.4.5. Die Funktionenfolg (f,) stetiger Funktionenkonvemiere gleichmaliig gegen eine
Funktionf . Dannist f stetig

Beweis. Seixp 2 D und" > 0. Furn  ng gilt dannjjf, fjj;  "=3.Daf,, stetigist, gibt
esein > 0,sodassfurx 2 D mitjx  Xgj gilt jfno(x)  fn,(X0)j "=3. Dannfolgt fur
X2 D mitjx Xgj :

JE() £ (Xo0)] JFO) () + JTng(X)  Frg(X0)j + jfng(X0) T (Xo)]

Ut Tnolis + g+ 0ifn,  fll

Dieszeigtdie Stetigleit vonf . O

In naheligendenVeiselasstsich zu einerFolge (f ,) von Funktionenmit gemeinsamernde -
nitionsbereichetzt eine Funktionenreiheerklaren.Darunterverstehtmandie Funktionenfolge
(sn) mit

Sy = fi; n 2 No:
k=0

Fur (sh) kannmanwieder punktweiseKornvergenzund gleichmalRigeKornvergenzbetrachten.
AusserdemasstsichdasCauchy-Kriteriumvon Satz2.4.4auf Funktionenreiheiiibertragenim
Fall von gleichmaRigerKorvergenzverwendemandiejj jj; -Norm.

P
2.4.6. Eine Reihe Lo be von beschankten Funktionenf, : D ! C heilt
gleichmaRigabsolutkorvergent, falls  _, jif«jjx korvermgiert.

Naturlich impliziert gleichmaRigabsoluteKonvergenzdie gleichmaligeKonvergenz.insbeson-
deregqilt dasfolgendeMajorantenkriterium.

P
Satz2.4.7. (a) gilt fur die Funktionengihe LO fx auf D die Abstatzungjjf «jj ks
k2 Nound ., «<1,6dannist ,_, f gleichmaRigabsolutkorvemgent.

P
(b) st ﬁzo f« gleichmaRig absolutkonvergent und f stetig fur alle k 2 Ng, dann ist
L, fy stetig

Beweis. (a) folgt leicht ausdem CauchyscherKonvergenzkriteriumund der Dreiecksunglei-
chungfirjj jj. . (b) erralt manausSatz2.4.5 O

Beispiele.
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(a) Die Reihe

X X
f(x):= @

korvemgiert fur alle x 2 R absolut,aberauf keinemintervall I mit 0 2 | gleichmalig.
Dennfurx 6 0 gilt

s ixj _ s 1 n

i — i
L (1+ x2) 1X] L 1+ X2 J Jl 1+1X2

1+ x2 1+ x2
X = —.
IX] 2 iX]

Esqilt f (0) = 0. Die Reihekonvemiertaufl nichtgleichmallig,da

1+ x?
f(x) = XX . x60, f(0)=0
gilt, d.h.f in O unstetigist.
(b) Die Reihe
X
konvemiertgleichnafligaufR, da
){\| 1 n 1 1 N+1
sn(x) = x? 5 =X L
=0 1+ x 1 Trx?
1 1 N+1
— 2 1+x2
= X 2+x2
1+x2
!
X1+ x?) 1 Nt ; XL+ X3
T 2+ x2 1+ x2 T2+ %2
furallex 2 R unddamit
s (X) X2(1+ X2) _ X2(1+ X2) . 1 N+1
N 2+ x2 2+ X2 1+ x2
X2(1+ x?)
2+ x3)(1+ (N + 1)x3)
x? 1

T+ (N+1)x2 N+1
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Die Reihekonvergiertauchabsolutdafir x 6 0O gilt

X X2 1 !
h(x) := — - =x* 1
oo (LX) 1+ x2

= 1+ x4

sawie h(0) = 0. Somitist h istin 0 unstetig.Damitkornveriertdie Reihe
X X2

2
oo (L4 x2)

P
nicht gleichméRig. Insbesonderéann die Reihe *_, ( 1)"x?(1+ x?) " dann auch nicht
gleichmaligabsolutkornvergieren. 18.11.2004

2.4.1 Potenzreihen
Potenzreihesind spezielleFunktionenreihend.h. manbetrachteFunktionender Form
fr(x) = a (X Xo)*

fur ein festesxg 2 C (mannenntx, die Entwicklungsstelleunday 2 C furallek 2 N. Die

Partialsummen
xn

si(X) = a(x  Xo)"
k=0
sind dannPolynome Es geriigt, fur die folgendenBetrachtungemenFall xo = 0 zu betrach-
ten,derallgemeinerall lal3tsich daraufleicht zurickfuhren.Wir halteneinigewichtige Eigen-
schafternvon Potenzreiheriest. Der Limes SuperioreinerFolge ist der grof3teGrenzwerteiner
konvergentenTeilfolge (auchunendlichist alsLimeszugelassen).

P
Satz 2.4.8. Zu jeder Potenzeihe i:o ax* gibt eseineeindeutigbestimmtezahlr 2 [0;1 ]
derart, dassgilt:

(a) Die Potenzeihekorvemiert fur alle x mit jxj < r. Siekonvemiert gleichmalligabsolutin
jedemkompakterileilintervall von( r;r).

(b) Die Potenzeihedivemgiert fur x mitjxj > r.
(c) Esgilt
. . 1
r= limga jagjk
Beweis. Esgeltejxj=r < q< 1, d.h.nachDe nition
jagkixj<q  fark Ko
Dannfolgt
jadixi  d kK ko:
Somitfolgt (a) ausSatz2.4.7(a). Fernerfolgt ausjxj=r > 1, dassxjjaj*™ 1 fir unendlich
vielek 2 Ng gilt, d.h.a,x* 6! Oftrk ! 1 .Dieszeigt(b). Damitist auch(c) bewiesen. [
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Beispiele.
(a) Die Reihe
b
kxX
k=1
1
korvemiertunderfullt r = limy, ki = 1. Furx = 1hatmanDivemenz.

P
(b) Die Reihe ., ( 1) ix¥ hatr = 1. Firx = 1 hatmanKorvergenzfurx = 1 liegt
Divergenzvor.

P
(c) Gilt fur die Potenzreihe acxk schlieRlicha, 6 Oundc := lim; a:‘fl > 0, soistc
derKonvemgenzradiuslerReihe.

P P
d) Sind 1, a(x xp)und ,_, b(x Xo)*Potenzreiherdiebeidefurjxj < r korver
gieren,sokonvergiertauch

s s s
(a+ h)(x  Xo)* = a(x  Xo)*+ bo(x  Xo)*
k=0 k=0 k=0
sowie I I
s

X K R K
Ch(X  Xo)" = ax(X  Xo) b(X Xo)*
n=0 k=0 k=0

wobeic, = agh, + a1b, 1 + + ayhy gilt. (Beispiel:ax = 1undb, = k, alsoc, =
O+ 1+:::+n)

P P
(e) Mit |, ax®furjxj < ristauch |, ,kax® ! furjxj < r korvergent.
Satz2.4.9. Seien
X k >4 k
f(x)=  a(x X9 gx)=  b(x Xo)
k=0 k=0

zweiPotenzeihendieflrjx Xoj < r korvemieren.Sei(xy) eineFolgemitx, ! Xxgfurk! 1
undxy 6 Xg flr k 2 No. Gilt f (xx) = g(xk) fur allek 2 No, sofolgtf (x) = g(x) fur alle x mit
X  Xoj <.

Beweis. Zunachstgilt
a0 = (xo) = lim f(x) = lim g(x) = g(xo) = by;
d.h.ag = . Also gilt

s
ay (X Xo)k 1= b (x Xo)k !
k=1 k=1

furx = Xk, k 2 No. Nunkannmanwie obenfolgern,dassa; = by gilt, u.s.w O
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Spaterwerdenwir der FragenachgehenyanneineFunktionals Potenzreihelaigestelltwerden
kannbzw. wannundwie siesichdurchPolynomeapproximiereriasst.

Beispiele.
(1) Binomialreihe.Furx 2 C undn 2 N gilt

X n
(1+ x)" = X
k=0

Wir erklarennunallgemeinfr 2 Cundk 2 N

( 1 C k+1,

kK ~ ki g TF
Dannkorvergiertdie Reihe
X
‘ pak furjzi< 1, 2R
k=0
Dennfalls 2 N ist, gilt
e 270 (_k+*DC KW
o 2K ( k+ 1) k+1
= L g izt i
K+ 1 k+1 k+1
Furjzj < 1kannman
b3
1+ 2) = pal
k=0 K
zeigen.Soerhalt manetwafurjzj < 1.
— 1 1, 1, 5,
Irz=1l+32 271" &
(2) Die Reihen
oy (1
cogz) := 2 und  sin(z) = — gt
oo (2n)! o (@n+ 1)
kornvemierenfur allez 2 C. DasQuotitentenkriteriunliefert etwa
( 1)n+1 Z2(n+1) (2n)! _ jZZj 0

(n+ 1) ( 1)"z>  (2n+ 1)@2n+ 2) !

furn! 1.
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(3) Die Reihe
XD
k+1
k=0
korvemgiertfirjzj < 1sowiefurz = 1. Mankannfirrjzj < 1 zeigen
b3 ( 1)k
In(1+ z) = z<*;

o Kt 1

wobeiln (spater)als Umkehrfunktionder Exponentialfunktiorerklart wird.

2.4.2 SpezielleFunktionen

Wir beginnenmit einerersterDiskussiordertrigonometrischefrunktionerunddesZusammen-
hanganit der ExponentialfunktionDie (komplexe) Exponentialfunktion

exp:C! G, z 7! exp(z)
ist stetigunderfullt
exp(z + w) = exp(z)exp(w); exp(z) = exp(z)

furallew;z 2 C. Fernergilt die Restgliedabscitzung

XSk
exp2) = gt (@)
k=0
I'n+1(2)] 27" furizi 1+
J n+1 J (n+ 1)| J J 21

da

X jzk _ gt R (+ DY n
k! (n+ 1)! K!
k=n+1

jrn+l (Z)J

k=n+1
jzjn+1 R 1 knit ijjn+1
(n+ 1)! " (n+ 1)

k=n+1

Furx 2 R ist zurachstexp(x) = €*. Man zeigtdiesmit Hilfe der Funktionalgleichungchritt-
weisefirx 2 N, x 2 Z, x 2 Q undschlie8lichfur x 2 R. Fernergilt furz = x + iy mit
X;y2 R

exp(z) = e'exp(iy);  jexp(iy)j=1  jexp(2)j= €
wegen

1= exp(0) = exp(iy + iy) = exp(iy)exp(iy) = exp(iy)exp(iy) = jexp(y)j*:
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Schlief3lichkannmanauchallgemeindie Darstellung

n

exp(z)=nl!ilm 1+; ; z2C

bewveisenwobeianstellevonn! 1 auchallgemeiner

. zr
exp(z) = rI!|1m 1+ -

mitr 2 R gilt. Furx > 0 gilt die Umformung

r=x" X

exp(x) = Iim 1+ 5 "= 4im 1+ -
p( ) - r!l F - r!l =X
I
1 r=x’ X
- H - = X.
= rI!|1m 1+ " e = exp(1)*:

Diesfolgt dannaberauchfirx = Qundx < O.
ReelleExponentialfunktion

Wir betrachtenetzt
exp:R! R; x7!exp(x)= €

Fur diereelleExponentialfunktiorgeltensinngenéRdie obigenEigenschafte(Stetigleit, Funk-
tionalgleichung,Restgliedabscitzung,Darstellungals Folgenlimes).Zusatzlich ist sie streng
monotonwachsendindbildet R auf (0; 1 ) bijektiv ah Hierzu: Seiy > x, d.h.y = x + h mit
h > 0. Dannfolgt wegenexp(h) > 1 aus

1= exp(0) = exp(h)exp( h);
dassexp( h) 2 (0;1). Fernergilt
exp(y) = exp(x)exp(h) > exp(x):
Wegenexp(x) 1+ x furx > 0undsomit

1 1
0< exp( X)_exp(x) T+ ' x>0

gilt
Illlm exp(x)=1 und Ililm exp(x) = 0:

Zwischenwertsatand strengeMonotoniesowie Stetigleit der Exponentialfunktiorzeigen,dass
die Abbildungexp: R! (0;1 ) bijektiv ist.

Umkehrfunktion: Logarithmus
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Daexp: R! (0;1 ) bijektiv ist, existiert die Umkehrfunktion
n:(0;1)! R; y7!'In(y);
die ebenéllsbijektiv, stetigundstrengmonotonwachsendst. Sieerfullt die Funktionalgleichung
In(a bh=In(a)+ In(b); a;b> 0:

Diesfolgt ausder Funktionalgleichundiir die Exponentialfunktion. 22.11.2004

2.4.10.Seia > 0. Dannerklarenwir
a = e"® = exp(xin(a)); x2R:

DieseDe nition ist auchfiir x 2 C sinnvoll. Die FunktionR ! (0;1 ), x 7! a* heil3tPotenz-
funktionzur Basisa.

Mankanna* fura> 0,x 2 R auchdirekterklaren,indemmana* schrittweisdirx 2 Z,x 2 Q
undx 2 R de niert. Dieseverschiedenedugangesindwiederumkonsistent.

Lemma 2.4.11.Fura> Oundaé listx 7! a,R ! (0;1 ) strengmonotonundbijektiv. Es

giltfurx;y 2 R
a’V=aa und av¥=(a’:
Beweis. Esqilt
(aX)y — (exln a)y = g/ (enay _ erxina — gxy)ina — gxy

und
ax+y — e(x+y)|n a— exIn atylna — exIn aeylna - axay:

Fura> listx 7! a* strengmonotonwachsendfir a < 1 strengmonotonfallend.

2.4.12.Die Umkehrfunktionder Potenzfunktiorzur Basisa > 0;a 6 1 heil3tLoga-
rithmuszur Basisa, d.h.
log,: (0;1)! R; x7!log,x:

Esgilt somitfury > Oundx 2 R:
a%%Y =y und log,(a) = x:
Fernerhatmanfir x;y > 0 (fur Nachweisesiehedie Vorlesung)

log,(xy) = log, x + log,y; log,(x¥) = ylog, x:
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Mit Hilfe von

log, x
log, a
kannmanLogarithmenzu verschiedeneBasenleicht ineinandemumrechnenSpeziellgilt also
(In = log,)

log, x = fura;b;x > 0

loa. x = Inx
%X= ha
Trigonometrische Funktionen
Furz 2 C hattenwir erklart
b3 ( 1) b3 ( 1"
— 2n. H — 2n+1.
cosz ) (2n)!z ; sinz ) 7(2n+1)!z ;
n=0 n=0
Damitfolgt
Xk X ik X iy2k+
exp(iz) = (iz)© _ (iz) N (iz)

N S TR ¢ ]

k=0

P 2k e 2k+1
= 1)kék),+i ( 1)k7(2f(+ o

k=0 ) k=0 )

= cosz+ isinz:

Satz2.4.13.Fur allez 2 C gilt
exp(iz) = cosz + isinz:
Insbesondererhalt manfurz = x + iy, x;y 2 R:
exp(z) = € (cosy + isiny):

Fernerfolgtfirn 2 N undx 2 R (die FormelvondeMoivre)

X0
cognx) + i sin(nx) = E ik sin(x) cog ¥(x):
k=0

Beweis. Wegen
cognx) + isin(nx) = €™ = ()" = (cogx) + i sin(x))"
folgt die verbleibenddehauptunglurchEntwicklungderrechtenSeite. O

Wir kdbnnennuneineReiheweitererFolgerungerfesthalten:
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Aus derFormelvon de Moivre folgt etwa durchVemleichderRealteile

¢ |
cosfix) = o ( 1)*sin*(x) co *(x):
k=0
Spezielletwa
cog3x) = cos(x) 3sin?(x) cosk):
Aus
(2cosg))" = & +e X "
_ X E dkxg i(n K)x
k=0
- X 2k nyx
k=0

folgt wiederumdurchVemgleichderRealteile

X n
2" cos'(x) = K cos((2k  n)x):
k=0

Spezielletwa
2°cos(x) = 2cos(X) + 10cos(X) + 20cos):

Ahnliche Aussagerkannmanfir denSinuszeigen.
(cosy)? + (siny)? = 1,y 2 R wegen

1= jexp(iy)j® = cogy + sinfy:
Esfolgtjcosyj 1,jsinyj 1fury2 R.
AdditionstheoremeFir x; y 2 R gilt

cogx +vy) cosxcosy sinxsiny;

sin(x + y)

sinx cosy + cosx siny
wegen

cos + y) + i sin(x + y) = V) = gy

(cosx + isinx)(cosy + isiny)

(cosxcosy sinxsiny) + i(sinx cosy + cosx siny):
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cos(0)= 1,sin(0) = 0,coq x) = cosx,sin( X) = sinx.
Alsoistcosin ( ;") furkleines" > 0 positv. Man de niert

=2minfx 0:cosx = 0g:

Aufgrundder Abschatzungerfir alternierenddReihenerhalt manfor jxj 2 3:

X2 ) %2 x2 x4
5 CcosX 1= ( 1)°
n=1

+
(2n)! 2 ' 24

Die Einschankungx] Zp 3istdurchdie geforderteMonotonie

2n+2 I 2
X 2n): = X 1 forn 1
(2n + 2)! x2n (2n+ 1)(2n + 2)
d.h.x?=3 4) 1, jX] 2p§erzwungen.
Daherfolgt
2 2 4 .
1 XE cosx 1 X? + %; 1Xj Zp 3

Wegenl % > Ofurjxj < P 2und1 % + % < Oftrxg = £ 2 (p 2; 2IO 3) hatcosin [IO 2, 8]
die erstepositive Nullstelle,d.h.

2:828= 2IO 2 1—56 = 32

Wegensinx  x X fiurx  Ofolgt sinx > O firx 2 (O;pé). Aus8=5 < | 6 erfalt man

sin 5 > O,d.h.abersinE = 1. Fernergilt

in =sin —+ — = sin— — + —sin== 0
Sin Sin 5 > S|n2C052 COSZSII"I2 0

Wegen
cos > X = 0+ sin > sin(x) = sin(x)

istdannsin(x) > Ofirx 2 (0; ). DurchUberleggungerdiserArt ertialt mandenfolgenderSatz.

Satz2.4.14.Fur sin; cosgeltendie folgendenAussagen.

(@) sinx > Oftrx 2 (0; ),sinx < Ofarx 2 ( ;2 );cosx > Ofurx 2 O;5 [ 37;2 :

cosx < Ofurx 2 ;3 .

(b) fx2 R:sinx=0g= Z,fx2R:cosx=0g= 5+ Z.

= COSX,CO0S X+ = = SinX.

(c) sin x+ 5

2



58 KAPITEL 2. KONVERGENZ

(d) cossinsind2 -periodisd.

Speziellgilt
€ =—exp(i )=cog )+isin( )= 1L

2.4.15.Die FunktionenTangensund Cotangensverdenerklart durch

_ o sin(x) . 2k+1 .
tan(x) = cosE)’ X2 Rn > k22 ;
cot(x) := COS). x2 Rnfk :k2Zg:

sin(x) '

Additionstheoremefiir tan und cot lassensich auf die Additionstheoremefurr sin und cos
zuriickfuhrenund werdenin denUbungenbesprochenDie Winkelfunktionensind nicht global
umkehrbardasieals periodischd=unktionemicht globalinjektiv sind. Allerdingsist

h [

2'2
strengmonotonwachsendnit Umkehrfunktion

h i

arcsin: [ 1;1]! — =
[ L1] 55

sin: [ 11, X 7! sin(x)

y 7! arcsin(y):
Um die Monotonieeinzuseherkannmanwie in derVorlesungoeschriebewrorgehenoder

Ty sin Xy

sin(x) sin(y) = 2cos X >

(vegleiche Ubungsaufgab@?2 (a)) sawie dasVorzeichemerhaltenvon sin und cosverwenden.
Fernerist

cos: [0; ]! [ 1;1] X 7! cogx)
strengmonotonfallendmit Umkehrfunktion

arccos:. [ L1;1]! [O; ] y 7! arccody):

Die strengeMonotoniekannmanaufdie der Sinusfunktiorzuriickfuhrenoderauf ahnlicheWei-
sewie beisin direktbegriinden Analogist

tan : ' R, X 7! tan(x)

2'2

strengmonotonwachsendnit Umkehrfunktion

arctan: R'! y 7! arctan(y):

22
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Beachteetwa _
sin(x_y) . .
cosf) coqy)’ 2'2

sodassdie Monotonievon tanausdemVorzeichererhaltenvon sin, cosfolgt. Schlieflichist

tan(x) tan(y)= Xy 2

cot: (0; )! R; X 7! cot(x)
strengmonotonfallendmit Umkehrfunktion

arccot: R! (0O; ); y 7! arccot(y):

Anwendung. Schwingerund Schweben.

Die Funktion
y(t) = Acogq!'t+"'); t2R

beschreibeineharmonisch&chwingungMannenntA  0die Amplitude,! dieKreisfrequenz
(! > 0)," denPhasenwin&l (die Phase)T := 2 =! die Schwingungsdauer = £ = - die
(Kreis)frequenz.

Wir zeigenzurachst,dassdie SummegleichfrequenteharmonischeSchwingungerst wieder
eineharmonisch&chwingung.

Hierzuseieny;(t) = Ajcog! t+ ';),i = 1;:::;n gegebenDanngibtesA 0," 2 ( ; ]
mit !
X
yi (t)=Acos{t+"');
i=1
wobeiA eindeutigbestimmtist undebensd , fallsA > 0. Hierzu:

X X X
Ajcog!t+ ") (Ajcos j)cosl t) (Ajsin' j)sin(! t)

Acos cosft) Asin' sin(!t);

wobei
X
a::= A;cos ; = Acos;

X
b:= A;isin' ; = Asin"

Also mussA = P a’+ ¥ sein.Fallsa= b= 0, soistA = Ound' beliebig.Sonstist' durch

a._ cos"; E = sin'
A ; A

eindeutigbestimmt.Umgelehrtist mit dieserWahl von A; ' obigesGleichungssystererfullt
(Zeigerdiagramm!).
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Jetztseienallgemeineunterschiedlich&requenzezugelassebeiallerdingsgleicherAmplitu-
deA > 0,d.h.
f(t)= Acog!t)+ Acosf,t+"'); 11> 1,

Dannfolgt mit Hilfe von Ubungsaufgab&2 (a)

f(t) = A 2 cos ——"— cos -

I
=
(@]
o
(9]

Hyperbelfunktionen
In gewisserAnalogiezu denWinkelfunktionenerklart man

X
sinh : R! R; X7!e?‘7e
2
cosh : R! [L1): x7!ex%
tanh : R! ( 1;1); X7!e"7e
e“+ex
e€+e”
coth : R! (1 ; 1 1,1); 7N —
( LWL) X7 o

Man erhalt dannals Umkehrfunktionerdie sogenannteAreafunktionen

p___
arsinh : R! R; y7!'In(y+ vy2+1)

arcosh : [L,1)! R; y7! In(y+py2 1)

1 1+y

. . | . | _ -7

artanh : ( 1;1)! R; y7! 2In 1y
1 y+1
. . . I . I _ .
arcoth : (1 ; D[ XL1)! R, yT7! 2In y 1

Hierfur geltenauchwiedereinfacheAdditionstheoreme.
Polynome

Polynomesindbesonderginfachgebautd-unktionendie aberwiederdazudienenkdonnen an-
dereFunktionemaherungsweiseu beschreiben.

2.4.16.EineFunktionp: R! R heil3treellesPolynomvomGradn, falls

X
p(x) =  ax’; x2R
k=0
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Zwei Polynomesindgenaudanngleich,wennsiedieselberKoefzienten besitzer(allgemeiner:
Identitatssatz).

Hornerschema.Die Berechnungon Funktionswertererfordert2zn 1 Multiplikationenundn
Additionen(und ZwischenspeicherBei demfolgendenVerfahrengeriigenn Multiplikationen
undn Additionen:

P(X) = X(X(:::(X(X(anX + @8y 1) + @ 2) + @ 3) i)+ @)+ &
Alsofurx = xo undh, 1 := a, gilt
h 2= b Xo+ @ 1
th 3= b 2Xot &y 2

b= IpXo + @
b= bixo+ &
) P(Xo) = koXo + ao:
Erklartman
P 1(X) = b X" T+ + bx+ by
sogilt

PO) = (x - X0)Pn 3(0) * Pl

=Io

Man kanndiesiterieren

P 1(X) = (X Xo)pn 2(X) + ri;  r1= pn 1(Xo):

Also folgt
p(x) = (X X)((X Xo)pn 2(X)) + (X  Xo)pn 1(Xo) + P(Xo0)
= (X X0)?Pn 2(X) + (X Xo)r1+ o
X
= (X Xo)*
k=0
Beispiel.

p(x) = 3x* 2x3+5x2 7x 12 Xo = 2
) k=3 b=4b=13=19r,=p(2)=19 2 12= 26
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Daherist
Ps(X) = 33+ 4x% + 13 + 19

Fernererhalt mandurchlterationdesVerfahrens

p(x) = 3(x 2"+ 22(x 2)*+ 65(x 2)*+ 85(x 2)+ 26

Dasebenbeschrieben¥erfahrenerlaubtinsbesondereine Polynomdvision durchx  xo mit
Rest.Allgemeinergilt die folgendeAussage.

Satz 2.4.17. Seienp;q Polynomevom Grad n, m 2 N mit m n. Dann gibt es eindeutig
bestimmtdolynomem; r mitgrad(r) < grad(q) (oderr = 0) undp= mq+ r.

Beweis. Eindeutigkeit: Seienauchm® r°mit p = m%+ r®undgrad(r9 < grad(q) oderr®= 0.
Dannfolgt

my+ r°=mg+r) (M® m)gq=r r®

Wegengrad(r r% < grad(q) undgrad((m® m)g) grad(qg), fallsm® m 6 0, folgt
m°= m unddamitr®= r.
Existenz: Sei
X _ xn .
p(x)= ax; gx)= bx
i=0 i=0
mita, 6 0, b, 6 0. Dannhat

p(x) %x“ m g(x)

Gradkleinergleichn 1. Mit vollstandigerinduktionfolgt

PR B M) = Q) + 1)
wobeigrad(r) < grad(q) oderr = 0. Dieszeigt

an
Xnm

PO = () + - q(x) + r(x):

Beispiel.
2x*+ x3+ x+3):(x2+x 1=2* x+3
x4+ 2x3  2x?)
X3+ 2x2+ x+ 3’
( x3 x?+x)
X2+ 3

(3x?+ 3x  3)
33X+ 6
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Also gilt:
24+ X3+ x+3= (x°+x 1)(2x* x+3) 3x+6:

EntwederausSatz2.4.17oderals Folge der UberlggungerzumHornerschemarhilt man, falls
Xo eineNullstellevon pist, dass

p(X) = (X Xo)pn 1(X)

mit grad(p) = n 1 gilt. JedesPolynomn-ten Gradeshatalsohdchstens Nullstellen.Allge-
meinergilt derfolgendeFaktorisierungssat@Eundamentalsatzer Algebra).

P
Satz2.4.18. (a) JedeskomplexePolynomp(z) = = ,_, &z* mitn 2 N, a 2 C unda, 6 0
kanngestiriebenwerdenals

P2)=an(z w)' (z wi)*
mit paarweiseverschiedenerwy;:::;wg 2 C, "q;:::; k2 Nund ' ; + + k=n.
(b) FurreellePolynome(d.h.ax 2 R, a, 6 0) gilt
P2) = an(x b))t (x B) O+ ax+ d) (X + ex+ do)

mit paarwelseversdwledenenbl """ b 2 R, 1:ii;r 2 Nundg;d 2 R sowie
ki;::::ks 2 N, wobei

1t o+ 2kt + k) =

Beweis. (b) folgt aus(a) wegenp(z) = 0, p(z) = 0. O

Beispiel.Seiw := %p§(1+ i). Dannhatx* + 1= OdieLosungerx = w, W unddamit

x*+ 1 (X+wW)(x WwW)(x+W(x W)

[(x+w)(x+wW)] [(x w)(x W)

(x2 P o+ 1)(x? + P o+ 1):

Bei der Integrationstheoriaverdenwir spatestensviederauf Polynomezu sprecherkommen,
wenn das Verfahrender Partialbruchzerlgung fur gebrocherrationale Funktionenbehandelt
wird.

Abschlie3endsoll kurz erklart werden,wie manein Polynomp vom Gradn mit p(x;) = y; far
i = 0;:::;n ndet zuvorgegebenerDaten(x;;y;), i = 0;:::;n beipaarweiseserschiedenen
Xo;:i1; xn Esgibt offenbargenauein solchesPolynom.

Fur die Existenzkannmanverschieden8egrindungerangeben:
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1. De niere (nachLagrange)

(X Xo) (X Xi)- (X Xn)

Li(X)z(Xi Xo) (X Xi)- (X Xn); =0
und
L(X) = Lo(X)yo+  + Ln(X)¥n:
WegenL,(xj) = j folgt die Behauptung.
2. De niere (nachNewton)
Pr(X) = ot (X Xo)+ 20X Xo)(X Xg)+ i

+ n(x XO)(X Xl) (X Xn 1):
Losedannsukzessie dasGleichungssystem
Yo= o
yi= ot 1(X1 Xo)

Y= ot 1(X2 Xo)t+ 20X2 Xo)(X2 Xi)

Yn= ot 1(Xn Xo)*+ + n(Xn  Xo) (Xn  Xn 1):

Mit Hilfe von Polynomenkann man stetige Funktionenbeliebig gut approximierenGenauer
beschreibtliesenSachwerhaltderfolgendeExistenzsatz.

Satz2.4.19.Seif :[a;b! R einestetige Funktionund” > 0. Danngibt esein Polynomp, so
dasgf (x) p(x)] " furallex 2 [a;b] gilt.



Kapitel 3
Differ entiation

In diesemKapitelwird eineEinfuhrungin die Differentialrechnungon Funktionereinerreellen
VariablengegebenMan kannauchFunktionenf : C ! C im Hinblick auf ihre Differenzier
barkeit untersuchenHierbeiergebensich abersoviele interessanteeuePranomenedassdies
Gegenstanceinereigenervorlesungiiber, Funktionentheorieseinsollte.

3.1 Grundlagen

Auf denBegriff desDifferentialsoderder Ableitung einer Funktionwird manauf verschiede-
ne Weisegefuhrt. Die Stichworte ,, Tangentensteigufig,, Momentangeschwindigkt‘, , Appro-
ximationersterOrdnung gebendaraufeinigeHinweisebzw. erinnernan die ausder Schulzeit

vertrauterMotivationen.

3.1.1.EineFunktionf : (a;b) ! R bzw (nachC) heil3tdifferenzierbaranderStelle
Xo 2 (a;b), fallsderGrenzwert

i 00 T _ L fo*h) f(xo)
xI' xo X Xg h! 0 h

existiert. Man bezeichnetlieserWert mit f {x,) undnenntihn die Ableitungvonf anderStelle
Xo. Die Funktionf hei3tdifferenzierbaiauf (a;b), falls sieanjederStellex, 2 (a;b) differen-
zierbarist. Die hierdurchbestimmteFunktionf ©: (a;b) ! R, x 7! f{x) heiRtdie Ableitung
vonf .

Man kanndie Differenzierbarkit auchin etwasandereiVeisebeschreiberSeienhierzuc(x,) 2
R (bzw 2 C)undR : R! R (bzw nachC) eineFunktionmit

f (Xo+ h) = f (Xo) + c(Xo)h + R(h)jhj; (3.1.1)
derartdasdimy, o R(h) = 0. Dannfolgt

f(Xo+ h) f(Xo)
h

. L jhj .
lI]l!m0 = tl1|!mo c(Xo) + R(h)F = ¢(Xo);

65
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d.h.f qxo) existiert und f qxo)
erklarenwir

C(Xp). Ist umgelehrtf an der Stelle x, differenzierbarso

8
< fborh) 100l fqye) h6 O
0 h=0:

Dannist R stetigin 0 und (3.1.]) ist erfullt. Man verwendegelegentlichauchr (h) := R(h)jhj
anstellevon R(h) undfordertdannr (h)=jhj ! Ofarh! O.

R(h) :

3.1.2. Eine Funktionf : (a;b) ! R heil3tn-mal differenzierbamlander Stellexq 2
(a;b), fallsf furein” > Qauf(xqg ";Xo+ ") (n 1)-maldifferenzierbarstunddie(n 1)-te
Ableitungf (™ Y anderStellex, differenzierbaist. (Hierbeiistf © := f ) Istf auf(a;b) n-mal
differenzierbarsoschreibtmanf (™ := (f ™ Y)%fir die n-te Ableitungvonf .

Beispiele.
(@) f (x) = ¢,x 2 R. Dannistf® 0.
(b) f(x) = x",x 2 R(n 2 N). Danngilt wegen

X 1
X" xp=(x xo) xx§'?
i=0
sofort .
n n X
IimX Xo _ xixn i 1= 0 L
- 00 - 0 .

(c) Fur die Untersuchungler Exponentialfunktiorkbnnenwir die Funktionalgleichunger-

wenden:
. exp(x+ h) exp(x) _ . exp(h) 1
rLI!mo h - rlwlimo exp(x) h
R ot
= exp(x) r|1|!m0 n!
n=1

exp(x)

wegender gleichmaRigenKorvergenzder Reihe.Wir erhaltenalsoexp® = exp, d.h. die
Exponentialfunktiorstimmtmit allenihren Ableitungenuberein.

(d) Furdie Untersuchungler Sinusfunktionauf Differenzierbarkit verwenderwir dasAddi-

tionstheorem:
. sin(x+ h) sinx) _ . . cogh) 1 sin(h)
}I1|!mo h = }I1|!mo sln(x)T + cos@<)T

sin(x) 0+ cosk) 1= cogXx):
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Hierbeihabenwir verwendetdass

. sin(h) _ . . ha
r|1|!m0 h r|1|!m0 ( 1) @n+ 1) 1)'
n=
und % -
._cogh) 1 . N
r|1|!m0 B r|1|!m0n= 1 2n)! 0

gilt wegendergleichmaligenKornvergenzderReihen Auf ahnlicheWeiseerhalt man
cod= sin:

Man kanndiesallerdingsauchauscogx) = sin x ableiten.

2
Arbeitet manmit der Funktionx 7! €%, x 2 R und untersuchtderenDifferenzierbarkit, so
erhalt mandie Aussagervon Beispiel (d) als Spezialéll. Zunachstgilt namlichfur f (x) := e,
x 2 R, dasd {x) = ie™ wegen

B e|(x+h) eix o eph 1
fqx) = rI]llm0 . = rI]llm0
)4 H n 1 )
= & i(lh) =ie* 1=ie”
n!
n=1

Satz3.1.3.Seif : R! C gegebendurchf = u+ iv mitreellwertigen Funktioneru; v. Genau
dannist f differenzierbaran der Stellexy, 2 R, wennu undv in X, differenzierbarsind. In
diesentall gilt

fqx0) = uYxo0) + ivYxo):

Beispiel.Wir habenexp(ix) = cogx) + isin(x). Daf : x 7! exp(ix) differenzierbaist, sind
diesauchcos,sinund '
ie™ = fqx) = cod(x) + i sin(x):

Wegen _
ie™ = icosk) sin(x)
erhalt manalso
co¥= sin und sin’= cos:

Umdie Differenzierbargit vonzusammengesetzt&uninktioneruntersucheau konnenyerwen-
detmaneineReihevon Rechenrgeln.

Satz 3.1.4. Die Funktionenf ;g : (a;b ! C seienan der Stellex, 2 (a;b) differenzierbar
Danngilt
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(a) f + gistdifferenzierbarin xo und
(f + 9)(x0) = f Ax0) + g¥x0);
(b) (f 9) istdifferenzierbarin xo und
(f 9)x0) = f Ax0)g(x0) + f (x0)gYx0):
(c) Istg(xo) 6 O, soist% in Xo differenzierbarund

f O(X): f Ax0)a(x0)  f (X0)gYX0).
g 9(X0)? '

Beweis. Fur (b) verwendanan

F)a(x)  f(x0)a(xo) = (F(X) f(x0))a(x) + f(x0)(a(x) 9(X0)):

Fur (c) beachtananzunachst:

11 _ g g(xo).
a(x)  9g(xo) 9(x)9(Xo)
woraus o
1 (xo) = g4xo)
g 9(X0)?
folgt. Zusammemit (b) fur f é folgt (c). O
Beispiele.
(@) Sei
_ 53 o
f(x)= —z 1 X 6 1.
Danngilt
Yx) = (15x2 1)(x2 1) (5x® x+ 3)X
) (x2 1)
_ 15t 15¢? X2+ 1 Ax*+ X2 6X
) (x2 1)
o Bx* 14 ex+ 1
) (x2 1y
(b) Furdie Tangensfunktiomrhalt man
o= SN ° coscos sin( sin)  cog+si? 1

cos cog co% cos’
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Um auchFunktionenwie D
f(x)=sin(x*> " x); x>0

differenziererzukdnnenperdtigenwir nochzweiweiterenutzlicheSatze die Verkettungenson
Funktionenund Umkehrabbildungeibetrefen.

Zunachsthaltenwir fest, dasseinean der Stellex, differenzierbard-unktionin xo auchstetig
ist, da

xllin)z
im f(x) f(Xo)

= i
x! Xo X Xo

F(x) f(xo)
X

Jm (f(x) T (xo)) Xo

(X Xo)
lim (x xo) = fqxo) 0= 0:

Satz3.1.5.Seif : (a;b ! R differenzierbarin xo 2 (a;b) undg: (c;d) ! R differenzierbar
inf (Xxo) 2 (c;d) sowieim (f) (c;d). Dannistg f in Xq differenzierbarund

(g f)Axo) = g¥f (x0)) fUx0):
Beweis. NachVoraussetzungibt esFunktionenR;; R, mit Ry(h) ! Oftrh! OundR,(k) !
Oofurk! Osowie
f (Xo+ h) f (Xo) + f {xo)h + Ra(h)jhi;

a(Yo) + 94yo)k + Ra(K)jkij;

9(yo + k)

wobeiyy = f (Xo). Einsetzeremibt
g f(xot+h)

g(f (xo + ) = g(f (xo) + [ o) "{‘ZRl(h)jW)

k
a(Yo) + 9qyo)(f Axo)h + R1(h)jhj) + Ro(K)jK]
a(Yo) + 9Yyo)f (xo)h + glyo)Ra(h)jhj + R(K)jki

d(yo) + 9Xyo)f Axo)h + g¥yo)R1()jhj + Ra(k) fAxo) + Rl(h)j% jhj

ihi
h

g(yo) + gXf (xo))f Axo)h +  gYYo)R1(h) + Ro(k) f Ax0) + R1(h) jhj:

Nunist fqxg) + Rl(h)% in h beschanktfurh 6 Oundh! 0) k! O0,sodass

im - FyoRu) + Ro(k) T90) + Rt = 0

Dieseibt die Behauptung. O



70 KAPITEL 3. DIFFERENTIATION

Satz3.1.6.Seif : (a;b) ! (c;d) bijektiv, xo 2 (a;b) undf {xo) 6 0. Dannistf *: (c;d)!
(a;b) inyg = f (Xo) differenzierbarund

— 1 .
(f Do) = m-

Beweis. Setzex = f 1(y), f(x)=y.Dannfolgt

- fNy) f Myo) _ X Xo
MY o = MR fxo)
_ o O fxo) 7
x! Xo X Xo
= (f9xo) %

dax! X, y! yoaufgrundderStetigkeitvonf in xo undderStetigleitvonf liny,. O

Beispiele.
(@ In9x) = ,x > 0, denn
1 _ 1 _1
expIn(x)) ~ exp(in(x))  x’
(b) Seia> Oundf (x) = a*, x 2 R. Danngilt wegenf (x) = exp(x In(a)), dass

fqx) = exp(x In(a)) In(a) = a* In(a):

InYx) =

(€) f(x) = xn = exp(In(x)), x > Oalso

1 11 111 1 .
fqx) = exp ﬁIn(x) ST X=X L

Dies kannmanaucherhalten,indemmanf als Umkehrfunktionvon x 7! x" auffasst.
Allgemeinererhalt manabersofurx > Ounda 2 R mit g(x) = x? sogar

gx)=a x* % x>0
(d) Furf (y) = arcsin(y) mitf *(x) = sin(x) folgt

1 1 1 1
fqy) = p

D D

cosk) ' 1 sink(x) | 1 sir(arcsiny)) 1 y2

wobeix 2 d.h.cosk) > 0gilt. Ahnlich folgt

77

1
arccod(y) = p——:
1 y?
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(e) Furf (y) = arctan(y) erhalt man

11
1+ tan?(x) 1+ y?

fqy) = 0g(x) =

tano( )

(f f(x) = x*, x> 0. Zunachstschreibtmanf (x) = exp(xIn(x)), dannerhalt man

f qx) = exp(xIn(x))  In(x) + x % = (1 + In(x))x*:

(g) Seiy(t) = Asin(!t+ '),t 2 R. Danngilt
yR) +12y(t) =0 t2R:
Die Gesamtheitder Funktionen,die diese “Dif ferentialgleichung’erfullt, bildet einen

zweidimensionaleiektorraumwie wir nochsehenwerden.

01.12.2004

3.2 Mittelwerts atzeund Anwendungen

Wir beginnenmit Mittelwertaussagemiesesind Ausgangspunkiiir weitegehendénwendun-
genauf GrenzwertbestimmungeKurvendiskussiomnddenSatzvon Taylor.

Satz3.2.1. Seif :[a;b! R stetigunddifferenzierbarauf (a;b). Danngibt esein 2 (a;b)

it f(b f
=10 f@,

EinenSpezialéll dieserAussageertalt man,falls f (a) = f (b) gilt. In diesemFall gibt esein
2 (a;b), sodasd in dasMaximumoderdasMinimum annimmt.Danngilt aber(im Fall des
Maximumsetwa)
f() f(x

X

0 far > X

und
f(x) f()

X

0 fur x>

Dannmussaberf { ) = 0 gelten.Zum BeweisdesallgemeinerfFallesbetrachtanan

f(b f(a)
b a

Danngilt h(a) = f (a) = h(b) undeineAnwendungder AussagedesSpezialéllesfur h liefert
die Behauptung.

h(x) = f (x) (x a):

Als Folgerungerhalterwir die nachsteAussage
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Korollar 3.2.2. (a) Seif : [a;h ! R stetigund differenzierbarauf (a;b). Istf ° > 0 auf
(a;b), soist f strengmonotonwacdsend.Ist f ° < 0 auf (a;b), soist f strengmonoton
fallend.Ferneristf © 0 genaudann,wennf monotorwacsendst, etc.

(b) Istf® Oauf(a;b), soist f konstant.
Beweis. Seif °> Oauf(a;b). Seia x <y b Danngilt furein 2 (x;y)
fly) f(x)
y X
d.h.f (y) > f (x). O

=f9)> 0

Satz3.2.3.Seierf;g: [a;b]! R stetigunddifferenzierbarauf(a;b). Esgelteg®6 0auf(a;b).
Danngibtesein 2 (a;b) mit
f(h f(@)_ ).

o) 9@ o)

Beweis. Betrachtedie Hilfsfunktion

f(b f()

=10 5H o

(9(x)  g(a):
U

Die Differentialrechnundberuhtauf Grenzwertbetrachtungendererseitskann man hau g
Grenzwertevon Funktionermit Hilfe hohererAbleitungendieserFunktionerbestimmen.

Beispiele.Die folgendenAussagerhabenwir teilweise schonheigeleitetund folgen ausder
ReihendarstellunderjeweiligenFunktionen.

im sin(x) =1 lim cos@l 1 _ };
xI' 0 X x! 0 X 2

Wir werdenjetzteineallgemeineMethodezum Nachwe|$olcherGrenzwertaussagémreitstel-
len.

Satz3.2.4.Seiernf;g: (a;b) ! R differenzierbarEsgelte
limf (x) = lim g(x) = 0;g(x) 6 0;9Yx) 6 0;x 2 (a;b):
X#a X#a

Danngilt q
fAx) _ F(x) _
o - ¢ Mgy T ©
Analogesgilt furx " b, x ! 2 (a;b),x! 1 ,x! 1 .AnalageAussaenerhalt manaud
dann,wennlim f (x) = limg(x) = 1 , etc.



3.2. MITTELWERTSATZE UND ANWENDUNGEN

Beweis. Seif (a) := g(a) := 0. Dannfolgt furx 2 (a;b):

fO)_ T f@ _ fYy)

= - fiir ei )
g(x) 9x) 9@ ) ureiny 2 (a;x)

Also folgt q
. f(x) . fHy)
lim —= = lim —= = c:
xia g(x)  vra g1y)
Beispiele.
(@)
im sin(x) - lim cosk) =1
xI' 0 X xr'o 1
cogx) 1 . sin(x) _ . cogx) 1
x' 0 X2 - >|<I!mo 2 >|<I!mo 2 2
(b)
im 1 i X §|n(x) _ lim — 1 cosk)
xI 0 sin(x) X xI'0 X sin(x)  x!' osin(x) + x cogx)
. sin(x) _0_
= lim cogx) + cogx) xsin(x) 2 0
(c) Sei > 0. Danngilt
fimx In () = lim &) = m NX)
x! 0 x! 0 x!' 0 X
1
= lim — X = |m & =o
x!' 0 x 1 x!' 0
(d)
. ax . 1
xI!|1rn 1+ ~ = )I/l!m0(1+ ay)v

1
= i —In(1+
yl!m0 exp y n(l+ ay)

= exp ||mw
yl 0 Yy

a

= exp limEY = exp(a):
plm= p(a)




74 KAPITEL 3. DIFFERENTIATION
(e) Fura;b> 0qilt

X
Iim — = lim = |im
x!1 xb x!1 x!1 1

(¢]
ol
x
ol
|
=

|

Satz3.2.5.Seif : (a;b) ! R differenzierbarund
fqx) = f (x) furallex 2 (a;b):
Dannexistiertein 2 Rmitf (x) = e*,x 2 (a;b).

Beweis. Wir betrachten
g(x):=f(x)e *; x2(a;h):

Danngilt furx 2 (a;b):
o) = fqx)e X +f(x)( e X = f (e *+f(x)( )e * =0
Aus g’ O folgt aberg(x) = fur eineKonstante 2 R undalle x 2 (a;b). Dies zeigt

schlieBlichf (x) = e* furx 2 (a;b). O

Schlieflichkannmanmit Hilfe desMittelwertsatzesuf einfacheWeisenitzliche Ungleichun-
genableiten.

Beispiel.

(@) Furx > 0gilt

X
l< In(1+ x) < x:
DennnachdemMittelwertsatzgibtesein0< < x mit

1 <In(1+x) In(1) 1
x+1 X 1+

< 1

(b) Furallex > 0qilt

1
1+ x< 1+ =x;
2

da

Y P 1
1+ x 1< E[al?(1+x 1)

furein 2 (1;1+ x).
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3.3 Taylorentwicklung und Extrema

In diesemAbschnittwird untersuchtunterwelchenBedingungereine Funktionf als Potenz-
reihedarstellbaiist. Falls diesmoglichist, d.h.fallsf einePotenzreihést, istf im Innerendes
De nitionsbereichsstetig.Wir zeigenscharfer, dassd sogardifferenzierbarstundwie die Ablei-

tungberechnetverdenkann.Allgemeinergilt die folgendeAussageiberdie Differenzierbarkit

von Funktionenreiherglie wir in dieserAllgemeinheitnicht beveisenwerden.

Satz3.3.1. Sei(f ,) eineFunktionenfolg auf[a; b]. Esgelte
(a) f, istauf[a; b differenzierbarfir allen 2 N,
(b) (fn(xo)) istkonvergentfir einxqg 2 [a;h),
(c) (f9) korvemiert gleichmaRigauf[a; b.
Danngilt
() (f,) konvemiertauf([a;b] gleichmalig,

(i) f = limny f, istauf[a;l differenzierbarundf °= lim,, f?

n-

Wir werdendiesenSatznicht beweisen weisenaberinsbesonderdaraufhin, dassdie Voraus-
setzungb) sehrschwachist. AndererseitkannmanVoraussetzungr) nichtabschvéchen.

Beispiel. Seif ,(x) = %sin(nzx), x 2 R. Dannkorvemiert(f,) gleichmaRiggegenf 0. Es
gilt f °(x) = ncogn?x), n 2 N, aberf ? korvemgiertankeinerStellevon R.

Die AussagalesSatzedibertagtsichnatirlich sofortauf Funktionenreihen.

Beispiel. Seietwa
b3
f(x)= ( 1)"x>; ixj < 1L
n=0

Danngilt f (x) = (1 + x2) ®furjxj < 1. Fernerist

)4 n 2n 1 2X
d.h.alsNebenegebnisfolgt
X X
n 2n 1 _ .
( D)"nx = 7(14_ X272

n=1

Derfolgendewichtige Spezialall von Satz3.3.1ist leicht direkt beweisbar 06.12.2004
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P
patz 3.3.2. Ist i:o a,xX eine Potenzeihe mit Korvergenziadiusr > 0, soiist f (x) :=

i:o ax* in (' r;r) beliebigoft differenzierbar Die Reihe _, kax* ! ist ebenfallseine

auf( r;r) konvergentePotenzeiheund

b3
fAx) = kax*

k=1
(Analag gilt diesfur eineEntwidklungsstelle<p 2 R).
Beweis. Wegen

lim sup(kjawj)*™* = lim supjaj*™ = lim sup(k?jayj)*™
k!l k!l k!l

P =
haben kax* *und k?ax* 2 denselberKonvergenzradius wie f . SeijxXoj;jxj < c< r.
Mit zweifacherAnwendungdesMittelwertsatzesolgt

xk  xK
X  Xo

ok 2= kKT ot =k D KF O xd

KC % xof K Zx  Xqj;

wobei ; zwischerx undx, liegen.Damiterhalt man

f) fixo) X w1 XXX (1
TX x| KA = At ke
k=1 k=1
R Xk xk
0 k 1
X  Xo KaXo
k=1
|
” !
k?jajc 2 jx  Xof
k=1
Hierausfolgt die Behauptung. O
Beispiele.
(a) exp’= expfolgt aus
)4 nx" 1 )@ XN 1
exp(x) = ke n 1)!=exp(x):
n=1
(b) Betrachteurjxj < 1
X q o % K %
Xk o= Zxk 1= xk:1 v N1 x)
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Also gilt

1
Ex": In(1 x)+ c:
k=1

Einsetzervonx = 0 emibtc = 0 unddamit

R kadok o :
In(1+ x) = (1 Ex ;X< L
k=1

(c) sin’= cosundcog=  sinkannnunnocheinmalleicht besttigtwerden.

Aus Satz3.3.2folgernwir insbesonderalasseineFunktionf , die einePotenzreihendarstellung
besitzt,beliebigoft differenzierbaist. Wie lassersich nundie Koefzienten der Potenzreihen-
darstellungausdiicken?Seizunachstf ein Polynom,d.h.

X :
f(x)= ax; x 2 R:
j=0

Danngilt ag = f (0), a; = f {0), 2a, = f °00) u.s.w, allgemein
kla, = f ©(0); k=0;:::;n;
sodass

X f k(o)

m xK: X 2 R:

f(x)=

k=0
Auf gleicheWeiseerhalt manallgemeiner

X 10 (x0)

F00 = k!

(x X0 x2R

k=0

fur einbeliebigesxy 2 R alsEntwicklungsstelle.

Auch fur eine beliebigeFunktionf : (a;b) ! R kannmanversuchensie als Summeeines
Naherungspolynomsnd einesRestgliedesu schreibenSei hierzuf zumindest(n + 1)-mal
differenzierbarDannexistiert

X 10 (x0)

m (X Xo)* x2R:

Tof (x):=
k=0

Diesist ein Polynomvom Gradhochstens und
f(x)= Tof (X)+ Ru(x):

Die erstem Ableitungernvonf undT,}f stimmenanderStellex, Ubereinim allgemeinemuss
abernichtR,(x) ! Ofurn! 1 gelten.
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Satz3.3.3.Istf : (a;b ! R (n+ 1)-maldifferenzierbamundx, 2 (a;b).Seip2 f1;:::;n+ 1g.
Danngibteszujedemx 2 (a;b) ein = (X;Xo;p;n) 2 (0;1),sodassfur = (1 )Xo+ X
gilt

f (n+1) ( )

Ra() = s

(X Xo)P(x )"t P (Schbmilch)

Im Spezialéll p= n+ 1erhaltman

Fn ()

Rn(x) = GEE]

(X Xo)"*t: (Lagrange)

Der Spezialaéll p = 1 fuhrtauf

FO ()
n!

Rn(x) = (x xof(x )™ (Cauchy)

Mit Hilfe dieserRestglieddarstellungekann man versuchenden NachweisR,(x) ! 0 far
n! 1 zufuhren,umso
X1 0(x0)

f(x)= Kl

O

k=0

zuerhaltenHatmanbeispielsweisg ) (x)j M furallek 2 No undx 2 (a;b) zurVerfiigung,
sofolgt

iRn(X)j ix X! 0 furn! 1;

M
(n+ 1)!
wie sichausdemQuotientenkriteriunergibt.

Beispiele.

(a) Furexp erhalt man

R xk e x"*
exp(x) = o K HRa(0: Ra(0) = (n+ 1)!
mit = (n;x) 2 [0;jx]], d.h.
ejxjmt
) v or

(b) Die Taylorentwicklungvonsin,cosumO ergibt zwangséu g die gevohnteReihendarstel-
lung.

(c) Wir betrachteri (x) = In(1 + x), jxj < 1. Induktiv folgt

fOX) = DX Yk 1)@+x) % k2N
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also
x 1
(Mo = (D px
k=1

Furj j < jxj < 1gilt dannaufgrundder CauchyscheRestglieddarstellungux, = Ound

p= 1,dass
- o D D A I xiooxio "
RebI= 5 T 18 10 T 34 1 5]
ij H -n|
1 ijJXj 0
furn! 1 ,da -
X
0 — Xj:
1] X
Ista > 0 beliebig,soerfullt
X_a 1 a_1+x i< 1
Tar1 271 x M
unddaher
3 5
In(a)=|ni+);:ln(1+x) In1 x)=2 x+§+X€+:::

(d) Seijetztf (x) = (1 + x)@ mit jxj < 1undfestema 2 R. Durch vollstandigelnduktion
besttigtman

H“u):k!i(1+xfk; K 2 No;

d.h.f ®(0) = k! } . Hierausfolgt also

a_Xn a k .
a1+ x)?= K X+ Rp(X):

k=0

Zur Abschatzungvon R, (x) wird wiederdie allgemeineRestgliedformemit p = 1 ver-
wendetd.h.

fODOx(x )" a (n+ Dx(x )"
n! T n+1 1+ )+t oa

JRn (X)]

a (n+1x x "

n+1 (1+ )& 1+
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Hieristj j < jxj < 1,d.h.jx=(1+ )! 3 C. Wie unter(c) erralt manalso
a
IR ' + 1)C jxj":
JRn(X)] n+ 1 (n+ 1)C jxj

DasQuotientenkriteriuniefert die KorvergenzderrechtenSeitegegenNull, sodassauch
Ron(x)! Ofurn! 1 (jxj < 1). Dahererhalt man

X a
(1+ x)%= . X< jixj< 1
k=0
Beispiel.Furjxj < 1qilt
— ! L, 1 1,
1+x=1+ 2 x+ ? + = 1+ X oXxXS+
X 1 X 5 X X g~

Abschliel3endgyebenwir noch an, wie man mit Hilfe von Taylorentwicklungerein einfaches
Kriterium fur lokale Extremaaufstellerkann.

Satz3.3.4.Seif :[a;h! R n-malstetigdifferenzierbarundx, 2 (a;b). Esgeltef ®)(xq) = 0
furk=1;:::;n  lundn 2 sowief (M(xq) 6 O.

(a) Ist n geradg sohatf in X, ein lokalesExtremum:fiir f (M (x,) > 0 ein lokalesMinimum,
fur f M (x,) < 0 einlokalesMaximum.

(b) Istnungerade sohatf in xq keinlokalesExtremum.

Beweis. NachSatz3.3.3qilt

X 1 f (k)(xo)hk .\ f(”)(Xo + h) -

fxo+ )= K| ni

k=0
NachVoraussetzungilt also
(n)
f(xo+ h) = f (xo) + f(xg—fh)h”:
Fur hinreichendkleinesjhj hatf (M (xy+ h) dasselb&/orzeicherwie f (M (x,). 0

Beispiel.Seif (x) = x* + %xz + cosx, X 2 R. Esqilt
fUx) = 43+ x  sinx); fO%) = 1%+ 1 cosk);: %) = 24x + sin(x)

und
f @ (x) = 24+ cosk):
Also ist
fq0)=fR0)=f°%®)=0 und f©@(0)=25>0
Daherhatf in O einlokalesMinimum.
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3.4 Anwendungen

In diesemAbschnittwerdeneinigeAnwendungerder Methodenund Aussagerer Differential-
rechnungvorgestellt.

3.4.1 NewtonVerfahren

Zu einergegebenerdifferenzierbarefrunktionsoll eineNullstelle berechnetverden.Leitidee:
Sei Xq eine Startstellelm Kurvenpunkt(xo; f (Xg)) wird die Tangentebestimmt.Der Schnitt-
punktderTangentamit derx-Achseermibt die nachsteStellex; . Dadie Tangentenfunktiodurch

g(x) = f(Xo) + f AxXo)(X  Xo); x2 R

gegebernist, ermalt man

— f (Xo) .
X1 = %o fAXo)"
DasVerfahrenkannmandannmit x; fortsetzen. 08.12.2004
Satz 3.4.1. Seif eine zweimalstetig differenzierbae Funktionauf | = [xo r;Xo + r] mit
f{x) 6 Oftirx 2 1. EsgebeeineZahl0 < K < 1 mit
f (x)f ) § f (Xo) :
W K farallex 21 und FQxo) @ Kr:
Dannhatf genaueineNullstellex 2 |. Die Folge
f(xn)
= ; 2N
Xn+1 Xn fO(Xn) n 0
korvemgiert gegenx undmit M := minfj f {x)j : x 2 | g gilt
. if (Xn)j
ix, I (),

Fur jedeKonstanteC 0 mit

maxfj f °¢x)j : x 2 [a;blg
2minfj f (x)j : x 2 [a;blg

gilt
Xne1 Xj C(xn  X)% n2N:

Beweis. Man wendetdenBanachscheRixpunktsatzauf

f(x) .

g(x) == x W,
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an. Die Voraussetzungehier egeben,dassder Banachsché&ixpunktsatzangevendetwerden
kann.Sogilt etwa

FOOFAx)  F)f%Rx) _ 1 00f )

jg(x)j= 1 = K< 1;
iglo) (F )2 (F)?
also
jax)  9(@j=jgV)iix zi Kijx zj; X;z2 |
undferner
ja(x)  Xof Ja(x) 9(Xo)j + j9(X0)  Xoj
. . f (Xo) o
Kjx Xoj + xo) Kr+ (@1 K)r=r;
d.h.g: 1 ! 1. Damitfolgt ausdemBanachschefixpunktsatzdie Korvergenzder Iteration

gegendie Losungx derGleichungx = g(x) (d.h.aberf (x) = 0). Fernergilt
ifxa) fi=if(x0)i minfif {x)j:x21gixn Xj:

Fur eineKonstanteC, die wie in der FormulierungdesSatzeggenvahltwird, gilt

0=f(x)=f(xa) + fAx)(Xx xp)+ %f )xn %)%
wobei 2 (a;b), d.h.

fxa) . 1f9)
fQxn) 2T %xp)

Xn+1 X = Xp (Xn  X)%

unddamit
Xner Xj C(xn  X)%
[l

Bemerkung Istr > 0 hinreichendklein undxg hinreichenchaheanderNullstellex, sogibt es
stetseinK mit dengeforderterEigenschafter®NachVoraussetzungibt esja Konstanten ;
mit

it 4% : it °x)j x21:
Furr 2=(2 ) erhalt manalso

f (x)f °Ux)

, . 1
TFQ? — maxjf(x)j:x21g >

da
fj=Jf(x) f(xj jx xj 2r:
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Dannfolgt
f (Xo) . 1
—jX X —r;
f C(XO) J o)

fallsjxo X] r=(2 ).
Beispiele.
1. Manlosedie Gleichung «
> sin(x) = O; X2 R:
Eine Losungist X, = 0. Wegen der Spiggelsymmetriekann man sich auf x 0 be-
schianken.Esqilt
£ sin(x)
9(x) T cosx
unddamitfirxg = 2 sukzessi
X1 = g(Xo) 1;900995594 X3 = g(x2) = 1,895494267

X2 = g(x1) 1;,895511645 X4 = g(X3) = 1;895494267
2. Die Gleichung
e * = sin(x); X2 R

hat unendlichviele LosungenBei der Anwendungdes Newton-Verfahrensist also die
Wahl desStartwerteentscheidendindereBeispiele,die diesbeleuchtengibt esin den
Ubungen.

3.4.2 Taylorentwicklung

Fur denStaudruclkp aneinemFlugzeuggilt

P _ 10, 7 _ A2 : _ 1o
Sl 1 M7+ R0 x= "M%
wobei = 1;4(in Luft), M = ¥ (Machsche&ahl,v = Fluggeschwindigeit, c = Schallgeschwin-
digkeit), pp normalerLuftdruck. Firf (x) = (1+ x) =@ ) gilt dannmit einem 2 (0; 1)

1
f = 1+ + - 1 1+ — 2,2
(x) 1 X 51 1 ( X)T X
1 2 1 )
= 1+ + - = "1+ 2
T Xtor 1 A 0TX
—_ 1 M2+ 1 (2 1) 1+ 1M2 31 i 1 2M4
- 2 2 (1 )2 2 2

1 0;7M?+ 0;315(1+ 0;2M?) >*M*:
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3.4.3 Differentialgleichungen

(1) SeiU einefesteSpannungJ (t) die Stromsérke zur Zeit t, R derWiderstanddesStromkrei-
sesL seinSelbstinduktions&efzient. Danngilt

RJ=U L J¢

Diesist einelineare(inhomogenepifferentialgleichungrsterOrdnung.Die MengederL dsun-

genbildet eineneindimensionaleraf nen Raum (spezielleLosungplus ein eindimensionaler

Losungsraunder zugeldrigenlinearenDifferentialgleichundR J = L J9. Einespezielle
U

LOsungistJo = 5. BetrachtealsoJ (t) = % + f (t). Danngilt

R %+ Rf(t)=U L fq), fqt) = ?f(t):
Also folgt mit einerbeliebigenKonstanten 2 R, dass

f()y= ettt t O

d.h. U
. Rt. .
J(t) = R + el t O
Die Anfangsbedingung(0) = Oliefert = 2, d.h.
_ U Ry . .
J(t) = R 1 e ; t O

(2) Ein Korperder Massem falle in einemzahenMedium. Fur denLuftwiderstandgilt

1
)

mit ¢, = 0;4 (Widerstandsbeiwert), = 1; 25kg=m? (DichtederLuft), A = Querschnittsache
desKorpers.Danngilt die Differentialgleichung

2

FL cw A V2= k v

mvi)=m g F., m{t)=m g k v(t)? t 0

Diesist einenichtlineareDifferentialgleichungEsgeltev(0) = 0. Damitgelangtmanzu

mv{t) 1 vq(t) -
mg Kk v(t)? ’ g 1 ngV(t)z
s
oA o ke
, kgl zn2 = z(t) = g—mV( ):

Nun gilt wegen

artanhqx) = T 1x2; jxj<1
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undderKettenrgel r

kmg(artanh 2%t) = 1.
Diesemibt

r

m
— artanh(z(t)) = t + ¢
kg 2rtan (z(1)) Co
Wegenz(0) = Oistcy = 0. Wir erhaltensomit

r

_ kg
artanh(z(t)) = Et
r |
_ kg
) z(t) = tanh Ht
r___ r o !
) v(t) = %tanh —gt ;o ot O

Wegentanh(x) ! 1fuarx!

1 gelangtmanzuderGrenzgeschwindight (t! 1)
r_
_ mg,
Vi = K-
Ist s(t) die zuriickgelgte Wegstrecle, d.h.v(t) = sqt), s(0) = 0, soerhalt man
|

r -
s(t)=%|ncosh @t; t O

Fuark ! 0, d.h.furvernachassigbarehuftwiderstandgehtdie letzte Gleichunguberin
1
t) = Zgt%
s(t) = S0t
da
ncosh K h Tk Py
min cos =t sin ot ot
i =mim, T
: k
cosh It
: 9 kg
r 7.1 sinh 2t
= m =t=lm—p——
m 2k k
T
lrﬁr_. cosh 9t 1
= mz —t —tlim
2 m




86 KAPITEL 3. DIFFERENTIATION

3.4.4 Differentialgleichungund Potenzreihenansatz

Wir illustrierendie Methodean zwei Beispielen.

Beispiel1l. GesuchseieineLdsungvon
Xy 2y(x) = 0
Ansatziy(x) = a xX,x 2 R, wobeia 2 R eineKonstantdst. Einsetzeremibt
ax®’k(k  1)xk 2 2axk =

oderk(k 1) = 2,fallsa6 0. Alsomussk = 2oderk = 1gelten.

Im allgemeinenist esnatirlich nicht moglich, y(x) alsPolynomzu wahlen.Deshalbbetrachten
wir nuneinenallgemeinerensatz.

Beispiel 2. Wir bestimmernetztzwei (l.u.) Losungervon

vy 2xyqx) 2y(x)=0, x2R
mit demPotenzreihenansatz "
y(x) = axk
k=0

Unterder AnnahmeeinespositvenKonvergenzradiugerhalterwir fur geeignetex 2 R

X X
yix) = kax* L yR®x) = k(k  Dax* ?
k=1 k=2

unddurchEinsetzerin die Differentialgleichung
X X
k(k 1)ax* 2 2kax® 2 axf=0;
k 2 k 1 k 0

EinfacheUmformungfuhrt auf die aquivalenteGleichung
X
[(k+ 2)(k+ Dane  (2k + 2)a]x* = 0;
k 0

d.h.

2 = A ; k 2 No:

k+ 2

Wahltmanalsoay; a; beliebig,soist a, furk 2 rekursv festgelgt. Mit a; = 1;a; = 0 etwa
erhalt man 1

ax+ = 0 und ax = Pk

k2 No:
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Diesergibt

|
y(x) = mxzn = e; X2 R:
n=0

Die Wahlag = 0, a; = 1fuhrtdaggenauf

ax =0 und axs« =

35 0 (2k+ 1);

also
(x) = X 2 x**. X 2R:
y 0 35 i (2k+ 1) ’ '
AuchdiesePotenzreih&orvergiertauf ganzR undlostobigeDifferentialgleichung. 13.12.2004

3.4.5 Extremalprobleme
(1) DerWirkungsgrad = (P) einesTransformatorsei

P

C+ P+ kP2’ P>0

(P)=

wobeiP die abggebend_eistungundc;k > 0 Konstantersind. Bei welcherLeistungist der
Wirkungsgradamgrof3ten“EinfacheDifferentiationergibt

(c+ P+ kP? P(1+ 2kP)
(c+ P + kP?)2

c kP2
(c+ P+ kP?)?’

P)

P>0:

Mit Py = P c=khatman {P) > OfiirP < Py und YP) < OfirP > Py.AlsoistPy die
gesuchtd.eistung.

(2) FermatschePrinzip

Von einemPunktA ausgehenddsicht treffe auf eine Grenz acheundwerdedort sore ektiert
odergebrochendassesschlie3lichzu einemPunktB gelangt.Seienc;; ¢, die Lichtgeschwin-
digkeitenin denbeidenMedien.DasLicht wahltdabeinachFermatdenWeg (Re exionspunkt),
fur dendie Gesamtlaufzeion A nachB minimalwird. WaslaR3tsichuberdie Re exionswinkel
sagen?

SeienA% B die FuRpunktevon A; B auf der Grenz acheunda := jAAY, b := jBBY, | :=
jABY. Dannsinda;bund" festeGroRen,variabelist x 2 [0;L]. Man kannandererseitauch
denWinkel alsVariablenehmenDannist 2 [0; o] mittan( o) = =a. DerWinkel ermibt
sichdannaustan( ) = ( x)=h Aus

S S
- CZ = _£

C = ;
! ty to
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folgt p
N 2
T():i+%= a N B+ (C atan( )):
cC G ccos() C
Wegen
a sin( ) a . 1
T = = 2 atan p
i ccod( ) cco( ) ( () 2 P+ C atan( ))?
ergibt T{ ) = 0die Bedingung
sin()_ =~ atan( ) - x _sin( ).
G o B+ ( atan( )2 © S C

Damiterhalterwir dasRe exions-/Brechungsgesetz

sin() _ ¢
sin() ¢

(3) Regressionsgerade

Zun Paaren(x;;y;) 2 R? (Messpunktenyoll eineGeradey(x) = ax + bsobestimmtwerden,
dasgdie SummederquadratischeAbweichungerderPunktevonder Gerademminimal wird. Es

soll also
xn

F(ab:= (axi+b y)% (a;b) 2 R?
i=1
minimiertwerden. Angenommenegin Minimum wird in (ao; ) angenommerDannmussa 7!
F(a;ky) in agundb 7! F (ap; b) in by minimal werden Folglich mussgelten

pd
0= %(ao;tb)= 2(apXi + by Yi)X;

i=1

und
xn

3
0= @(ao;b)) = 2(@X%i+ by y) 1=0:
i=1
Hierausfolgt dasLineareGleichungssystem

Xi ag+ nhp= Yis

i=1 i=1

ausdemsichap; by eindeutigbestimmerassenMan kannnachweisendasg ag; by) wirklich zu
einemMinimum fuhrt.



Kapitel 4

Integration

Der Integralbeyriff und die Technik des Integrierenssind von ebensogroRerBedeutungwie
die Differentialrechnunglntegrale spielennicht nur bei der Berechnungron Flacheninhalten,
Voluminaoder Kurvenlangeneine wichtige Rolle, sondernsie tretenbei der Berechnungvon
physikalischerGrolenwie Enegie, Tragheitsmomenindinsbesondera der Elektrodynamik
auf. Hau g werdenauchMittelwerte mit Hilfe von Integralengebildet.Schlief3lichist fur die
Stochastikder Integrationsbgriff entscheidendziel diesesKapitelsist es,denRiemannschen
Integralbeyriff mitsamtseinenAnwendungenn denGrundiigendarzustellen.

4.1 Grundlagen

Seif : [a;b ! R einebeschénkte (nichtnegative) Funktion. Leitvorstellungbei den nach-
folgendenUberleggungerist die naherungsweisBeschreibing desFlacheninhaltgwischender
x-Achseund dem Graphenvon f als Vereinigungvon RechtecksinhalteriZu [a; ] betrachten
wir hierfur (Unter)Teilungspunkte

a= Xg< X1 < X5< < Xy = b:

JZjj = maxtx; X 1:i=1::0n0
Furjedes i 2 [X; 1;Xi] gilt dannmit
m; ;= infff (xX) : x 2 [Xj 1;Xi]lg; M; = supff (X) : X 2 [Xj 1;Xilg

die Ungleichungsktte
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Mit diesenDatenbildenwir

_ X
Sz(f) = Mixi X 1); (Obersumme)
i=1
X
Sy(F):= mi(xi X 1) (Untersumme)
i=1
unddie Riemannsch&ummeS;( ;f) zuderFolge = ( 1;:::; n) vonStitzstellen ; undder
gegebenerPartition Z, d.h.
X
Sz(;f) = fODG X 1): (Riemannsch&umme)

i=1

Offenbargilt dann B
S,(f)  Sz(;f)  Sz(f):

BetrachtemanimmerfeinereZerlegungenZ von [a; b], sowerdendie Untersummeindchstens
groRer die Obersummemur kleiner Dabeiheil3tZ, feineralsZ,, fallsZ,;  Z, gilt. Esstellt

sichdie Frage,ob diesebeidenSummenbei unberenzteVerfeinerunggegeneinengemeinsa-
men Grenzwertkornvergieren.Dies wird sicherlichnicht fur alle Funktionengelten,sollte aber
zumindestur grof3eKlassenvon Funktionerrichtig sein.

SindZq; Z, beliebigePartitionenvon [a; bl undist Z; = Z; [ Z, die gemeinsam&erfeinerung,
sogilt
S, (f) S, (f)  Sz(f) Sz (f)
unddaher
S, (f)  Sz,(f);

d.h. beliebigeObersummeisind stetsmindestenso grol3wie beliebigeUntersummerzu einer
gegebenerunktion.Dahergilt fur

S(f) :=inffS;(f) : Z Zerlegung; (Oberintgral)
S(f) :=supf S, (f) : Z Zerlegungy (Unterintegral)
die Abschatzung
S(f)  S(f):

4.1.1.Seif :[a;b! R beschankt.Mannenntf Riemann-intgrierbar (kurz: “R-
integrierbar” oder einfach nur “integrierbar”), falls S(f ) = S(f) gilt. In diesemFall schreibt
manS(f) := S(f) = S(f ) oderauch

yA b
f(x)dx:= S(f):

a
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Fernersetztman Z. Z.
f(x)dx:= S(f) und f (x)dx:= S(f):
a

—a

Die Funktionf wird alsderIntegranddesintegralsS(f ) bezeichnet.

Man kannzeigendasszujedem” > Oein > 0 existiert mit
Zy
S,(f)> f (x) dx

—a
und Z,

Sz(f) < f(x)dx+"
furalleZ mitjjZj < . FernerhatmandasfolSendeKriterium.
Satz4.1.2. Seif :[a;b! R besd&irankt.Dannsindaquivalent

(a) f istintegrierbar.
(b) Zujedem" > 0 gibt eseineZerlegungZ von|a; b mit
Sz(f) Sy(f)<™

Beweis. (b)) (a):Sei" > 0undZ entsprechendewnahlt. Danngilt
0 S(f) S(f) Sz(f) S,(f)<™

d.h.S(f) = S(f), da" > 0 beliebigwar.
(@) (b):Zu" > OgibtesZ;;Z, mit

§zl(f)<S(f)+§ und S, (f)> S(f) >
FurzZ .= Z,[ Z,gilt dann
0 Sz(f) Sz(f) Sz(f) Sg(f) S(f) s(F)+"="
O

Ist die Funktionf : [a;b] ! R R-integrierbar sonahertsichS;( ;f) fur zunehmendeinere
ZerlggungenZ immermehrdemWert S(f ) an.Hiervon gilt auchdie folgendeUmkehrung.

Satz4.1.3. Die Funktionf : [a;b ! R ist genaudannR-integrierbar, wenneineZahlS 2 R
existiert,sodasseszujedem" > Oein > 0gibtderart, dassfur jedeZerlegungZ von|a; b] mit
JjZjl < undeinebeliebige Wahl von Stiitzstellen zuZ gilt

IS Sz(f)i<™
Insbesondergilt S = S(f).
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Im Fall, dasd integrierbarist, schreibtman

lim Sz( ;f)= S(f):
izit o 2(:1) )
Tatsachlichgeriigtes,fur die IntegralberechnunginespezielleFolgeimmerfeinererZerlegun-
genzu betrachtend.h.
S(f) = lim S, ( ™;f);
n!

wenn (M eineFolgevon StiltzstellerzuZ,, istundjjZ,jj ! Ofurn! 1 erfillt ist.

Beispiel 1. Die Funktionf (x) = x, x 2 [0; 1] ist stetigund damit R-integrierbar wie wir noch
zeigenwerden.Wahlenun

mit (V= X, k= 1;:::;n. Danngilt

Xk 21X 11 1 .
S, (M;f) = o k:ﬁﬁn(r” 1)! > farn! 1:
k=1 k=1

Also erhlt manS(f ) = 1.

Beispiel 2. Die Funktion
0; x2][0; 1]\ Q;
1, x2[0;1]nQ

istauf[0; 1] Uberallunstetigundnicht R-integrierbar Fir jedeZerlegungZ von|[0; 1] gilt namlich

f(x)=

0=S,(f) < S,(f)= L

Ein Nutzenvon Satz4.1.3bestehtdarin, dassmanfir die Berechnungron S(f ) einegiinstige
Unterteilungsfolgavahlenkann.Allerdingswerdenwir spaterganzandereund weitauseffekti-

vereVerfahrenkennenlernenDer haupt&chlicheVorteil ist jedochkonzeptionelleArt, dasich
diverseVorgngein denNatur und Ingenieurwissenschaftenit Hilfe RiemannscheBummen
naherungsweisbeschreibemassenso dassmanim Grenzall zum Riemannscheintegral ge-
langt(vgl. Vorlesung).

Ist die Funktionf zumindessstiickweisehinreichendglatt, sokannmanleicht einenaherungs-
weiseBerechnungnit FehlerabsciitzungangebenSeihierzuetwaf : [a;b]! R zweimalstetig
differenzierbarSetze

i 1 _

xi:=a+t (b a); =St x); =0

Danngilt z, -
F(x)dx = bn—a f(i)+ R (4.1.2)

a i=1
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mit
(b @)

24n2
Insbesondergilt R, ! Ofurn! 1 .Manbezeichne{4.1.]) alsTrapezformelMit Hilfe von
(4.1.7) lasstsichdaslintegral einerglattenFunktionim Prinzip beliebiggenauberechnenZum
Nachweisvon (4.1.7) entwickelt manf in [x; 1;x;Jum ;:

jRnj  maxfi f *{x)j : x 2 [a; blg

1 X
)= ()+ X0 )+ o1® 1+ 0 (x )F
und erhalt so (mit Hilfe von Rechenrgelnfir dasintegral, die in Satz4.1.6 zusammengestellt

sind)

Z, b a Z,
f(x)dx = () . +f9 ) (x §)dx
Xi 1 Xi 1
Z
Y I ) N2 e
+2 Xilf P+ n (x i) dx:
Summatiorergibt 2
b b aX
f)=—= f()+R
a i=1

mit

jRnj n % [‘naxfjfofx){jz: X 2 [a b]? %’(x D20
=M

_ Mn _ (b a °_ (b a?
T 6 2 2n _M24n2'

Beispiel.Essoll
73

X2 dx
2
berechnetverden.Aufgrund unseremumerischerNaherungerhaltenwir mit n = 10undden

Stitzstellen 1 = 2,05 , = 2;15 ;10 = 2,95, dass

73

2 - 3 2 . 2 . 2 . 2
xcdx = T(2’05+2’15+ +2,95)+ R
2
= 6;33250+ R
mit 23 28
iRj ( g 0; 00083

24 1
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Daandererseit§ (x) = $x* eineStammfunktiorzuf (x) = x? ist, errélt manexakt

73

Frage. WelcheFunktionensind R -integrierbar?Eine vollstandigeAntwort ist bekannt Es stellt
sichherausdasseineR-integrierbareFunktion, nicht zu viele* Unstetigleitsstellerhabendarf.
Genauegilt (ohneBeweis,abermit genaueretErlauterungemn derVorlesung):

Satz4.1.4. Eine bestirankteFunktionf : [a;b] ! R ist genaudannR-integrierbar, wenndie
Menge der Unstetigleitsstellervonf eineNullmeng ist (d.h. zujedem" > 0 lassensich die
Unstetigleitsstellerdurch endlich oderabzihlbare viele Intervalle der Gesamtinge hochstens'
Uubededen).

Insbesonderést eine beschéankte Funktion R-integrierbar falls sie hbchstensabzhlbarviele
Unstetigleitsstellerhat. Wir zeigennur denfolgendenwichtigenSpezial&ll.

Satz4.1.5.Istf :[a;b! stetigodermonotondannistf R-integrierbar.

Beweis. Seif stetigund” > 0. Dannistf auchgleichmaligstetig.Esgibt alsoein > 0, so
dassausjx yj< folgt

it fWi< g
WahleeinebeliebigeZerlegungZ von[a; b mitjjZjj < . Danngilt

Mimiba

undsomit
xn

Sz(f) S;(f)=  Mi m)(xi X 1) ="
i=1
Seinunf monotonwachsendDanngilt fur einebeliebigeZerlegungZ wegen

Mi m=1f(x) Ff(xi 1),

dass

_ X xo
Sz(f) S;(f) = (Mi m)(x % )= (FC) FOG )X xi 1)

i=1 i=1
(Fxi)  fOq D)iizii= (b f@)iiZi:
i=1

In beidenFallenist fur einegeeignet&ZerlegungZ alsoS; (f) S, (f) beliebigklein, sodass
die Behauptung@usSatz4.1.2folgt. O
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Seiwiederf :[a;bh! R eineintegrierbare~unktion.Dannerklarenwir
Z a Z a Z b
f(x)dx=0 und f(x)dx = f (x) dx:

a b a

OhneBeweis haltenwir die folgendenwichtigen (elementarenkigenschafterdes Riemann-
Integralsfest.

Satz4.1.6. Seil einkompaktesntervall, 2 R.Seienf;g:1 ! R integrierbar. Danngilt:
(1) f;gsindaufallen Teilintervallenvonl integrierbar. (Eine Umkehrunggilt ebenfalls.)

(2) f + gund f sindintegrierbar und

7Zb Zb Zb
(f + g)(x)dx = f(x)dx+ g(x)dx;
Zb Zb
(f)x)dx = f (x) dx:

(3) Istf  gbzwf < g

Zb Zb Zb Zb
f (x) dx g(x) dx  bzw f(x)dx<  g(x)dx:

a a a a

Ausm f M mitKonstanterm; M folgt

7Zb
m(b a) f(x)dx. M(b a):

a

@) f g,jfj,f";f sindintegrierbarundmit C := supfj f (x)j : x 2 [a;b]g gilt

Zb Zb
f (x) dx jf(x)jdx C(b a):
a a
(5) Fura< c< bgilt
Zb Zc Zb

f(x)dx= f(x)dx+ f(x)dx:
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Als Folgerungerhalt manleicht die nachsteAussagedie manals Mittelwertsatzder Integral-
rechnung bezeichnetFur eine austihrlichere Diskussiondes Zusammenhangsnit dem Zwi-
schenwertsatfiir stetigeFunktionenund demMittelwertsatzder Differentialrechnungiberden
Hauptsatder Differential-und Integralrechnungiehedie Vorlesung.

Satz4.1.7. Seif : [a;b ! R stetigundg : [a;b] ! R integrierbar mit g(x) > O fur alle
x 2 [a;b). Danngibtesein 2 [a;b] mit

Zb Zb
(fo(x)dx=1() g(x)dx:

a a

Beweis. Sei
m = infff (x) :x 2 [a;blg; M := supff(x) :x 2 [a;blo:
Danngilt
mg f g Mg
undfolglich
Zb Zb Zb
m  g(x) dx f(x)g(x)dx M  g(x)dx;
a a a
d.h.
R
f (X)g(x) dx
a .
g(x) dx
a
Daf stetigist, folgt die BehauptungausdemZwischenwertsatz. O

Als direkte Konsequenxon Sat#.1.7 erhalt manfir einestetigeFunktionf : [a;b] ! R mit
m f M,dass
/b
f(x)dx="f( )b a)

furein 2 [a;b].

Der Hauptsataler Differential-und Integralrechnunggdemwir unsnunzuwendenstellt einer
seitsdie Verbindungzwischenden Operationerdes Differenzierensind desIntegrierensher,
andererseitsvird er sichalsnutzlichesHilfsmittel fir die Berechnungon Integralenerweisen.
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Satz4.1.8.Seif :[a;b]! R stetig DannistF :[a;h! R,

X
F(x):= f(t)dt

differenzierbarundF°= f .

Beweis. Seix 2 (a;b). Danngilt mitm f M, dass

Zh

%(F(X +h) F(X)) = f (t) dt:

o

X

Daf anderStellex stetigist, gilt jf (t) f(x)j < " furjx tj < .Somiterhaltmanfirjhj <

Fix+h) F(x) Tl ol
X + X
o f(x) = h f(t)dt n f (x) dt
+ h
L Z
= 5 (@M f)at
X
1. : , .
joJ)H_ h xjmaxfjf(t) f(x)j:t2][x;x+ h]g
wasdie Behauptundeweist. O

4.1.9.Seif : [a;b ! R einegegebenerunktion.Eine FunktionF : [a;b ! R
heisstStammfunktiorzuf , fallsF°= f gilt.

SindF; undF, Stammfunktionewonf , sogilt F; = F, + ¢ mit einerKonstanterc 2 R. 20.12.2004

Satz4.1.10.Istf :[a;b! R stetigundF eineStammfunktioronf, sogilt

Zb
f(tydi= F(b F(a):
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R
Beweis. SetzeG(x) := f (t) dt. Dannist auchG eineStammfunktiorvonf ,d.h.G = F + c.

WegenG(a) = 0gilt F(?i) + ¢c= OunddamitG(b) = F(b) F(a). 0

Beispiel.Seif (t) = 1furt Oundf (t) = 1flrt < 0.DannistF (x) = x Stammfunktiorzu
f joo:1 ), d.h.
X
f(t)dt=x; x O

0

AndererseitsstF (x) = x Stammfunktioreuf j 1 ., d.h.

X
f(t)dt= x; X < 0

Damitfolgt insgesamt
X
f (t) dt = jxj; X2 R:
0
Wir haltenabschlielRendochfest, dasssichdie Integrierbarleit einerbeschanktenFunktionf

undderWertdeslintegralsnichtandernwennmanf anendlich(sogarabzhlbarvielen) Stellen
beliebigabandert(soferndie Funktionbeschanktbleibt).

4.2 Integrationsmethoden

In diesemAbschnittwerdeneinigesystematischintegrationstechnignvorgestellt.
Unbestimmtesintegral - Stammfunktion

Aufgrund des Hauptsatzesst klar, dassman ein Integral sofort berechnerkann, sobaldeine
Stammfunktiordesintegranderbekanntst. Hau g ndet mandie Notation

v
F(x)= f(t)dt

fur eine Stammfunktionvon f und nenntdie rechteSeiteauchunbestimmtesntegral. Zu vie-
len elementarerrunktionenkann man eine Stammfunktionin Tabellennachschlageondermit
mathematischeBoftwarebestimmenassenDer NachweisdurchDifferentiationist dannmeist
einfach.
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Beispiele.
f(x) F(x)
x2 (a6 1) XA
1(x60) Injxj
el e
a(a>0,a6 1)| pigd
sin(x) cogx)
cogx) sin(x)
—Cos%(x) tan(x)

Beispiel. Es soll eine Stammfunktionzu f (x) = 3e* + 7sin(x) bestimmtwerden.Mit der Li-
nearifitdeslintegralsund ausobigerTabellegevinnt man
Z Z Z
(€' + 7sin(t))dt=3 €dt+ 7 sin(t)dt= 3¢ 7cos):

In derLiteraturwird hau g aufderrechtenSeitenocheinelntegrationslonstantenotiert.
Substitutionsmethode

Als UmkehrungderKettenrgel erhalt man

Satz4.2.1.Seif :[c;d]! Rstetigund' :[a;b! [c;d] stetigdifferenzierbarDanngilt

Z Zb
f@)ydt= (' (x)" 4x)dx:

" (®) a

Beweis. SeiF eineStammfunktiornvonf . Danngilt

Z(0)
fdi=F(C (B) F( (a):

' (a)
AndererseitsstF ' eineStammfunktioreuf ' ' %aufgrundderKettenrgel,also

Zb
f ') dx=F ' F '(a):
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Beispiele.

(1) Essoll eineStammfunktiorberechnetverdenzuf (x) = 2x sin(x? + 3), d.h.essoll das
unbestimmtdntegral 7

2x sin(x? + 3) dx
,berechnétwerden Hierzusetztman' (x) = x?+ 3anmit' {x) = 2x, d.h.

Z Z
2x sin(x? + 3) dx

" %) sin(* (x)) dx
Z0)

= sint)dt = cog" ()):
"0)

AlsoistF(z) = cosf? + 3) eineStammfunktionyie manauchdirekt besttigt.

(2) Manberechnenitz = ' (x) = 4x?+ 9,d.h.' {x) = 8x
Z 1Z
(4x2 + 9)°2x dx 7 (" (x)* Yx) dx

y4Q)
1
tidt= ' ()*
6 U
0

N

1
ﬂ3(4z2 +9)*+ C;

wobei C eineKonstantast. Formal nicht ganzkorrekt, aberdafur sehrsuggesti, ist die
folgendeDarstellungderselberRechnungSubstituierez = 4x? + 9, d.h.dz = 8x dx in

Z z

1 1 1
(4x?+ 9¥*2xdx = Zz32dz= —z*= 1—6(4x2 + 9)*:

6

(3) Mit derSubstitutiont ( ) = 3+ 1erhaltman

72 2
d = ?Z = In(2) 3= In(9):

0 1

Bislanghabenwir Satz4.2.1im wesentlichervon rechtsnachlinks angevandt.Man kannaber

auchdie umgelehrteRichtungnutzen Dazumussmanaberdie Umkehrbarleit der Substitution
prufen.
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Beispiel. Mit der Substitutionz = 2 erhalt man
9 Z3 Z3

dz 2 1
xP3 - 1y 972 1 g d
4 2 2
Z3 Z3
= 2 1d 2 %d =2[E 2[n(1+ )3
2 2
4
= 2 2In 3

Hierbeiliegt genauefolgendeallgemeineGrundformder Substitutionsrgel zugrunde:
Seif :[c;d]! R stetigund' :[a;b! [c;d] bijektivundstetigdifferenzierbarDanngilt
Zd tZMd)
f(z)dz= for) Y)dt
c " o

Beispiele. Bei den folgendenBeispielenist jeweils noch eine Integrationslonstantehinzu-
zufugen.

(1) Fura;b2 Runda 6 0gilt
Z Z

cogax + b dx = c:os(z)%1 dz= gsin(z) = gsin(ax + b

mitax+ b= z,dz = adx.

(2) Allgemeiner:istf stetigundF eineStammfunktiorzuf , danngilt
V4

f(ax+ bdx = gF(ax+ b):

Sogilt etwaauch
Z

(ax + b) dx=( +ll)a(ax+ b ** fur 6 1,a60
oder
’ dx —}In'ax+bj-
ax+b al '

(3) Essollencog und sin? integriert werden.Um mit der Substitutionsrgel zum Erfolg zu
gelangenyerwendetmanzurachst

cog(x) = %(1+ cog2x)); sin*(x) = %(1 cog2x));
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soerhalt man
Z

cog(x) dx %(x + sin(x) cosk));

Z

sin?(x) dx %(x sin(x) cogx)):

(4) BeiderBerechnunglerKreis achetritt dasintegral

71
| =2 pl X2 dx

auf. Substituierex = cogt),t 2 [0; |:

il 20
- 2 Pieax=2 pm( sin(t)) dt
1
V4
2 sin(t) sin(t) dt
0

[t sin(t) cost)], =

Arbeitetmanmit variablenGrenzenso ndet manallgemeiner

Z
_ 1 p—
1 x2dx= = 1 x2 arccogx)

N

(5) Mit Hilfe derSubstitutionx = cosH(t) erhalt mananalog

Zpi 1 P——
X? 1dx=§ X x? 1 arcosix) ; x 1

undmit X = sinh(t)

y4
—— 1 P—— :
X2 + 1dX=§ X X2+ 1+ arsinf(x) ; x2R:

DieskannmanumgelehrtdurchDifferentiationleicht besttigen.

(6) Mit Hilfe von
£ fo(—)() dx =
f(x)

kannmaneineReihevon Integralenberechnen:

Injf (x)j+ C
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@ ‘ in(x)
sin(x
= = Ini i
tan(x) dx c0%) dx njcosk)j;
(b) furaé O; suzbstituierezurﬁchstax = 2z: 2
dx 2 dz _ 2 dz
sinax) a sin2z) a 2sin(z) cog2)
Z Z
_ 1 dz _1 dz
a sg‘sg cog(z) a tan(z)cog(2)
= }In'tanz' = }In tan glx
_q al 1= a 2
(7) Fara;b> Oerhaltmanmitz = 2x
ro_
‘ dx a ‘ dx _1 'ilz dz
a+be - 2 " a b 1+2

pl— arctan bx
ab a

(8) Man kannaucheinfachegebroch%nrationalléunktionennittelsSubstitutiorintegrieren:
+ X
a+ 2ox+ o OF
Strateie:
(1) SchreibedenZahlerals AbleitungdesNenners
(2) Spaltedasintegral auf
(3) Integrieregetrennt.

Wir zeigendies nur exemplarischda einerseitsComputersoftwre zur Verfugungsteht,
welcheStammfunktionein diesenFallenproblemlodiefert, andererseiteineeinmalbe-
kannteallgemeing~ormeldurchDifferentiationleicht bestatigt werdenkann.

Z Z

X 7 T 3(2x+4) 13 _

i+ ax+ 57 X2+ 4X + 5 (Schritt1)
Z
3 2X+ 4 dx
== — 1 _ hritt2
2 x2+4x+5dx 3 X2+ 4x+ 5 (Schritt2)
Z

_ 3, ., dx .

= Eln (X + 4x + 5) 13 m (SChl’Itt3)

= gln (x?+ 4x + 5) 13arctan(x + 2):
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2212.2004 Wir werdenspaternocheinmalauf dieseMethodein systematischéeiseeingehen.
Partielle Integration
Die RegelderpartiellenintegrationstellteineUmkehrungderProduktrgel derDifferentialrech-
nungdar.
Satz4.2.2.Seienu; v : [a;b ! R stetigdifferenzierbae FunktionenDanngilt

Zb Zb
u(x)vYx) dx = [u(x)v(x)12 uyx)v(x) dx:

Beweis. Die Funktionu(x)v(x) ist eine Stammfunktiorvon (u(x)v(x))° sodassgilt
Zb
(UEOV(x)) %dx = [u(x)v(x)]2:

Die Produktrgel derDifferentialrechnungjefert nundie Behauptung. O

Wie Satz4.2.2zwecknél3igeingesetziverdernkann,siehtmanambesteranhand/on Beispielen.
Beispiele.

(1) Furx > Ounda6 1ermltman

Z Xa+1 1 Z Xa+1 1

a —_ a —_
Rex! 1) =g av1 YT g1 MO g
u

(2) Manverwendenunu(x) = arcsin(x), v{x) = 1
Z

arcsin(x) dx = xarcsin(x) p%dx
X

. P—
xarcsin(x) + 1 x2

(3) DurchzweimaligeAnwendungderProduktrgelfolgt (b6 0)
Z Z

1 a
ax ai — T b ax
I{eﬁ} Fl—q(zbﬁ dx = be cospx) + 5 1€} Fgf(zb_x; dx
VO U1 %
Z
= }eax cogbx) + 8 g sin(bx) —2 €™ sin(bx) dx:
b P 2 '
Hierausfolgt schlieflich
z

e sin(bx) dx = (asin(bx) bcogbx)):

e’
az+ b
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(4) Furn 2 N erhalt manzurachstdie Rekursionsgleichung
4 4
x"e“dx = x"& n x" le‘dx

unddarausschlie3lichmit vollstandigennduktion
|
x"efdx =& x"+ ( 1Kk! ‘ x" K

k=1

Analogerhalt manbeispielsweise

Z Z
x"sin(x)dx = x"cogx)+n x" !cosk) dx;
Z Z
x"cogx)dx = x"sin(x) n x" lsin(x) dx;
Z Z
(ING)"dx = x(In(x)" n  (In(x))" tdx:

(5) IntegraledesTyps

Z
cos'(x) dx
kannmanmit partiellerintegrationbehandeln
Z Z
cod(x)dx = cod Y(x) cosk) dx

Z

Z

d.h. 7 L . 7
cod'(x) dx = = cod *(x)sin(x) +

Alternativ dazuhattenwir gezeigt,dass

2" cos'(x) =
k=0

E cog(2k  n)x)

gilt. Die rechteSeitedieserGleichunglasstsichaberproblemlosintegrieren.

cod (x)sin(x)+ (n 1) cog ?(x)sin?(x) dx

cod Y(x)sin(x)+ (n 1) cof (1 cog(x))dx;

cod ?(x)dx:

105
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(6) KombinationverschiedeneMethoden(diesesBeispielwurde obenschoneinmal disku-
tiert):
Z Z
arcsin(x) dx = arcsin(x) 1dx
z 1 P——
= X arcsin(x) xpﬁ dx = xarcsinx) + 1 X2

(7) Eskonnennatirlich auchverschieden#ethodenzumZiel fuhren:

Z Zp D Z 2
1 x2dx = 1 x2 1dx=x 1 x2+ pﬁdx
X
Z Z
P—— dx P——
= x 1 X2+ p— 1 x2dx
1 x2

Z

— 1 P—— .
) p1 X2 dx > xpl x2 + arcsin(x) + C:

Obenhattenwir diesedntegral mittels Substitutionbehandelt.

Partialbruchzerlegung

EinegrofReKlassevon Integrandenist durchdie gebrochen-rationalefunktionengegebenMan
kann beispielsweiseauchdannzu dieserFunktionenklassgelangenwenn es zurachstnicht
danachaussieht.

Beispiel.Betrachtedie Substitutiore* = t, In(t) = x in

Z Z Z
e3x (eX)Z t2
dx= —=——¢€‘dx= dt:
e 1 (e9)? 1 t2 1
Der Integrandrechtslasstsichauchschreiberals
t2 1 1 1 1
=1 =1+ —
t2 1 t2 1 2 t 1 t+1'°
unddaherfolgt
Z
t2 1 1t 1
dt = t+ zInjt 13 hjt+j+C=t+=In — +C
Z 1 it it "t 1
1 e 1
= €+ ZIn + C:
2 e+1

Wir untersuchemunsystematiscldie Integrationvon Funktionender Form

F() ax)’

p; g rationaleFunktionen.
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1. Sduritt. Istgrad(p)  grad(q), sokannmaneinePolynomdvision durchiihrenund erhalt so

p(x) _

POY _ pxy + H).
o(x)

f(x) = Ok

h(x)

wobeih ein Polynomist (dasleicht integriertwerdenkann)undr 2 R[x] mit m := grad(r) <
grad(q) =: n.
2. Sdrritt. Man bestimmtalle (komplexen) Nullstellenvon g undgewinnt damitdie Zerlegung

ax)=c (x D ¢ (x N c60

mit 1;:::; N 2 Cokyiiiiky 2 Noundki+  + ky = n. HieraudeitetmaneineDarstellung
derForm
Y N o
gx)=c  (x )k X2+ x+
j=1 j=1
abmit ;; j; ; 2 R, wobeidie Polynomex? + ;x + ; nullstellenfreiseien Eventuellliegtq

schonin dieserFormvor.

3. Sdritt. Man machtdenAnsatz
) _ M AL L A Ak ]
a(x) o X (xg)? (x o

S . : . : , :
Bjix+ Cj1 N Bjox + Cj2 P Bjm, X+ Cjm,

2 . . 2 . )2 2 . \m;

X+ X+ (x2+ X+ ) (x2+ jx+ ;)M

i=1

mit nochzu bestimmendeionstanter\;;; B;;; C;;. Dieseerhalt manzumBeispiel,indemman
mit demHauptnennemultipliziert undeinenKoefzientenvergleichdurchfihrt oderdurchEin-
setzerspeziellenWerte.Man kannzeigendassder AnsatzimmerzumErfolg fuhrt.

4. Scritt. Manintegriertdie einzelnerSummandendie von der Form

A und Bx+ C
(x ) (C+ X+ )

sind,wobeix?+ x+ > Ofurallex 2 R gilt. Hierfur gilt

z dx ( Injx I k=1
(X )k k—llﬁ, k 2
sowie
ZBX7+C dx = E]n(xz + X+ ) + M arctanpzx-'-i
Xe+ X+ 2 4 2 4 2
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undfark 2
Bx+ C dx = B + C B ‘ dx .
(x2+ x+ )7 2k 1)(x2+ x+ 2k1 2 (x2+ x+ K
wobeimandasletztelntegral rekursv abarbeiterkann,da
Z
dx
(X2+ X + )k
1 2X + z dx
+2(2k 3)

Tk D@ 2 (x@+ x+ K1

Die erforderlichenNachweisesind elementamit Hilfe der schonbereitgestellterHilfsmittel
durchfihrbar(bzw. durchTestmittels Differentiation).

(X2+ X + )k 1

Beispiel1. Wir betrachten

3 2 +
F(x) = 2x° X 10x 19:

X2+ x 6
Zunachstfolgt mit Polynomdvision
3 2
2x° X 10><+19=2X 34 _5x+1 :
X2+ Xx 6 X +x 6

Wegenx?+ x 6= (x 2)(x+ 3) erhalt man
bx+ 1 _ A, N A,
X2 X 6 X 2 x+3°
DiesfuhrtaufA; = 11=5undA, = 14=5, d.h.

5x+1 _11 1 14 1
X2+ X 6 5x 2 5x+3

5+ 1= Ai(x+ 3)+ Ax(x 2):

Beispiel2. Wir betrachten

x3 10?2+ 7x 3
X4+ 2x3 2x2 6x+ 5

f(x) =

Man ndet
x*+ 23 2x* 6x+5=(x 1)*(x*+ 4x + 5);

sodassmandenAnsatz

A A Bx+ C
f (X) - 11 + 12 +
x 1 (x 12 x2+4x+5

macht.Man ndet schliel3lichA;; = 0;7;A1,= 0;5B = 1,7,C = 4. Furdielntegration
desletztenSummanderwrhalt man(s.o.)

0;85In(x? + 4x + 5)  7;4arctan(x + 2):

Als Beispielefur weitereKlassengeschlossemtegrierbaref~unktionengeberwir nochan:
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Rationale Funktionenvon trigonometrischenFunktionender Form R(sin(x); cogx))
konnenmit der Substitutiont = tan(x=2) aufgebrochenrationaléorm gebrachtverden.

Fur FunktionenderForm R(e*) verwendemandie Substitutiont = €*.

Durchgeeignet&ubstitutionertkannmanauchverschieden&lassenvonrationalenFunk-
tionenvon Wurzelausdickenvereinfichen.

Ein allgemeingultigesRezeptexistiert allerdingsnicht!

4.3 Integration von Reihen

Im Rahmender Differentialrechnundpattenwir schondie Vertauschbamit von Differentiation
undLimesuntersuchtlst etwa eine Funktionenfolggf ,,) gegebendie gleichmalRiggegeneine
Funktionf korvemiert, so mochtemanwissen,ob ausder Differenzierbarkit aller f , die Dif-

ferenzierbarkit von f folgt und ob dannauchf © = lim f 9 gilt. Wir hattengesehengassman
tatsachlichdie gleichmaRigeKorvergenzvon (f %) fordernmuss.Nun stellt sich die Frage,ob
(bzw. unterwelchenVoraussetzungemntegrationundLimesvertauschtverdenkonnen.

Satz4.3.1. Seif, : [a;b] ! R eineRiemann-intgrierbare Funktionfir alle n 2 N. Die Folge
(f, korvemiere gleichmaliggegenf : [a;b]! R. Dannistaucdhf Riemann-intgrierbar und

Zb Zb
f(x)dx = Iilm fn(x) dx:
n!

a a

Beweis. Daf, beschanktistundjjf, fjj; ! Ofurn! 1 ,istauchf beschankt.Fernerhat
f hochstenabzhlbarviele Unterstetigleitsstellengdaf in xo 2 [a; b] stetigist, wennf , in X
stetigistfurallen 2 N. Hierbeiwird benutztdasseineabzhlbareVereinigungvon abzhlbaren
MengenwiedereineabzhlbareMengeist. Schlie3lichgilt jjf,, fjj; < "=(b a) furn ng
unddaher

Zb Zb Zb
f (x) dx fn(x) dx JF(x) fha(x)jdx
a a a
Zb

jifn il dx<™

Dieszeigtauchdie Konvemgenzaussage. O

Beispiele.
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1. Betrachtg, : [ 1;1]! R mit

2n+1 n2X2+ (n2+ 4)Xn.

Esqilt
B n2 , 1n?+4 _
P00 =2 G e 1¥
unddaherfur f (x) := 2x2
1 1 2
H H 2 - 2 N
ifa(x) (X)) 2Xn2+1+2” n2+1+2 0

furn! 1 ,dh.jjf, fjj. ! O Furjedesn 2 N istf, integrierbarundf, ! f
gleichmaRigfuarn ! 1 . Man siehtauchdirekt, dassf integrierbar(sogarstetig) ist.

Fernergilt
z n> 1 1n?+4 1 2
f =2 —+ — I — (n! 1
n(x) dx n2+ 13 22n2+ 1n+1 3( )
0
und
Z1 L Z1
f(x)dx=2 == Ilim f,(x)dx:
3 nu1
0 0

2. Seif,(x) = 2nxe ™* x 2 [0;1]furn 2 N. Danngilt f,(x) ! Ofarn! 1 und
allex 2 [0; 1]. Hierbeiist die Stellex = 0 gesonderkzu betrachtenDie Grenzfunktion
f (x) Oistintegrierbar Gilt soganjjf, fjj; ! 0?Zunachsthabernwir

Z1 Z1 h iy
fo(x)dx=2nxe ™dx= e™® =1 e"
0 0 °
71
f(x)dx = 0;
0
d.h.
Z1 Z1
nI!ilrn fan(x)dx=16 0= f(x)dx:
0 0
Dies zeigt, dass(f ,) nicht gleichmaRiggegenf korvergierenkann.Man beachteetwa,
dass
fo p1: =p%pl—_! 1 (n! 1)
2n e

gilt.
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3. Ist(sy) eineFunktionenreihed.h.

mit integrierbarenFunktionenf;, i 2 N, so ist auchs, integrierbar Falls nun (s,)
gleichmaliggegendie Funktions kornvemiert (jeweils auf einemfestenintervall [a; b)),
dannfolgt
Zb)4 W /b
fi(x)dx = fi(x) dx:
a i=0 i=0 a

Als wichtigen Spezialall von Satz4.3.1 erhalt mandie summandenweisktegrierbarleit von
Potenzreihen.

P
Satz4.3.2. Sei>$o 2 Rund a(x Xo)Xeineauf(xq r;Xo+ r) korvemgentePotenzeihemit
r> 0.Dannist a(x Xo)Xauf[a;b (Xo r;Xo+ r) integrierbarund

Zb 2 W Zb
a(x  Xo)<dx = a. (X Xxo)¥dx:

a k=0 k=0 a

FUr a= Xq, b= x erhalt manspeziell

X a(x ><)"d><=)4 a (x  xo)***
0 K+ 1 0
xo k=0 k=0
Beispiel.
1. Betrachte
)4 X|
g(x) = @; x2( 22):

Offenbarist( 2; 2) dasKorvergenzinterall vong. Als eineStammfunktiorG vong erhalt

man

ZX )4 1 ZX . )4 Xi+l

— 4 - - i —
G(x)= gtjdt= 2 t'dt= (| 1)|22|

0 =1 0

2. Aus
1 X
= x'; xXj<1
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erhalt mandurchintegration

X
1 R il
I T
0 1=
d.h.
Xy,
In(1+ x) = mx"'l; jixj < 1
Differentiationdaggenfuhrtauf
1 X o
W = IX 1; J1X] <1
i=1
unddamitzu
X X i .
W = X', IXj < 1

Speziellfurx = % ndet manso

Integralberechnungdurch Reihenentwicklung

Im allgemeinenassersichIntegraleselbstbeliebigoft differenzierbareFunktionemicht expli-
zit integrieren,d.h.eineStammfunktionin Form einerelementareirunktionangebenFalls sich
der Integrandjedochin eine Potenzreiheentwickeln lasst,so kann dasintegral mit beliebiger
Genauigleit bestimmiwerden.

Beispiel.

1. Fur die Berechnungon

X
I (x) = pL Xj <1
T o
0
entwickleman
X 1 1, 13, 1365
1 t4) 2= 2 (thk= 1+ Zth+ t8 + 124 o
T 0r= 2 724 246
sodass

|(X):X+1— X_5+ 1_3X_9+ 135 X_13+
2 5 249 246 13
Umil % auf 6 Stellengenauzu berechnengeriigt es,die anggebenerSummanderzu
berucksichtigen.
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2. Die Funktion
X

F(x):= e %dt x2R
0

spieltin der Wahrscheinlichkitstheorieund der Statistikeinewichtige Rolle. Man erhalt

hierfur .
X
P 1 X ( 1)
F(x) = —( tH"dt= T —x**,
) n=0 n! . (2n + 1)n!
alsoetwa
x3 x> x’ x°
F = + +
=x 37i*5 2 7394

Wir erwahnerzum AbschlusgdiesesAbschnittsnochzwei Erganzungen.

Beispieleiner Fourierr eihe

Fur die trigonometrischd&keihe

sin(kx)

X
f(x):= ”

k=1

: X2 R

soll eingeschlossen&xusdruckgefunderwerdenDaf diePeriode2 hatundf (0)=f(2 ) =
0 gilt, kdbnnenwir x 2 (0;2 ) annehmenZunachstist nicht einmal die Konvergenzvon f
offensichtlich.Betrachte

x sin 2ty 1
coskx) = ——2— ; x2(0;2):
K1 sin 3 2

Die Funktionx 7! sin 3 1istaufjedemabgeschIossene‘l’meiIintervallvon(O;2 ) integrier-

barmit Stammfunktion

X
2In tan -
4
Danngilt (Riemannschesemma)
b
_ 2 sin 2l x
im ——=—dx=0
n'1 sin %

2
a

fur jedesTeillintervall [a;b]  (0; 2 ). Dies kannmanauchleicht direkt einsehenindemman
zurachstgeeingepartiell integriert und erstdannzum Limes tibegeht.In jedemFall zeigtdies
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furx 2 (0;2 )
7x
X' sin(k xXo
im S cogkx) dx (4.3.2)
n'l k n'l
k=1 k=1
_ “ sin el x _ Z 1
= lim fdx+ lim —  dx
nil sin % nll 2
— X-
)

Auf der rechtenSeitevon Gleichung(4.3.2 kannman Limes und Integral nicht miteinander
vertauscherDieszeigtalso

x sin(kx) _ X

” 5 x2(0;2):

k=1

Wir werdenspaternocheinmalgenaueauf Fourierentwicklungeringehen.

Taylorformel

Die Frageder Darstellbarkit einer Funktionals Polynommit Restgliedhattenwir im Rahmen
der DifferentialrechnundpehandeltAusgangspunkdort war der Mittelwertsatz Mit Hilfe des
Hauptsatzesler Differential-und Integralrechnungkannmanaucheine alternatve Herleitung
undeineneueDarstellungdesRestgliedgevinnen.

Satz4.3.3.Seif :[a;b! R eine(n + 1)-malstetigdifferenzierbae Funktionundxq 2 (a;b).

Danngilt
X

(x xo)"+$ (x )" ("D (1) dt:

Xo

18 (xo)
k!

f(x) =

k=0

Beweis. DerFall n = listgeradederHauptsatderDI R. Die allgemeineAussagdolgt mittels
vollstandigernduktionundpartiellerintegrationdesRestgliedes. O

Aus derintegralenForm desRestgliedd&kannmandie friherenRestglieddarstellungeableiten.

Schlie3licherklarenwir nochdaslintegral einerkomplexwertigenFunktion.Seialsof : [a;b] !
Cmitf = u+ivundu;v:[a;b! R.DieFunktionf heisstRiemannntegrierbarfallsu und
v Riemannintegrierbarsind.In diesemFall erklart man

Zb Zb Zb
f(x)dx:= uXX)dx+i v(x)dx:
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Man kannnun Aussagendie fur reelwertige Funktionenbewiesenwurden,auchfiur komplexe
Funktionerzeigen.SogeltenbeispielsweisanalogderHauptsatderD | R, die Substitutionsre-
gelunddie Produktrgel. GeradebeiderBetrachtungron Fourierreihersindintegralekomplexer
Funktionemutzlich.

Beispiele.(a) Seif (x) = €*, x 2 Rundk 2 R nf0g. Danngilt

/b
_ Lok Lo ke kay.
f)dx= @ = (" e):

a

(b) Betrachte 8
< 1, x2(0; ),

fx)=. 1 x2( ;0)
' 0 x=0; :

Furk 2 Z istderkomplexe Fourierkoefzient c.[f ] vonf erklartals

Z
olf]:= Zi f(t)e *tdt:

Man erhalt hiercp[f ] = Oundfirk 6 O

T 17
Glf] = — (1) e*dt+— (1) e *idt
2 2
0
_ 1 1 kto , + L1 ikt
S R S B vl L
= o lik @ & e* +1)

1 .
T(1 cosk )):

Die komplexe Fourierreihezuf ist erklartals

X .
Ck[f ]elkx:

k2z

Eine solcheDe nition ist allgemeinerfur jede integrierbareFunktion moglich. Allerdings ist
dieseReihezurachstlediglich als Folge von Partialsummerzu verstehenlm hier betrachteten
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Fall erralt manfurx 2 ( ; ) sogarKorvergenzgegenf (x) mit

X |
o [f &

k2z

f(x)

X
= off]+  G[f1€+ c [fle **
k2N
X 1 K x 1 ik x
= —c (1 cogk )€ — (@ cosk )e
k2N

X 1 cosk )

- feikx e ikX?

{z

=21 sin(kx)

k2N

X 2
= — (L cogk ))sin(kx)

k2N
4 X sin((2n + 1)x)
n+1

k2 Ng

Man beachtedasd eineungeradd-unktionist. Entsprechentretennur Sinusfunktionenn der
Fourierentwicklungronf auf.

4.4 UneigentlichteIntegrale.

Bislangwurdenlintegrale beschankterFunktionenf : [a;b] ! R auf kompakteninternvallen
betrachtet.
Beispiel (1) Die Funktionf (t) = e ', t  0ist auf jedemIntenall [0; x], x > O integrierbar

wobei
X

f()dt=[ e'P=1 e~
0
gilt. Also existiertderGrenzwert

7x
im f({)dt=Ilm@ e*) =1
x11 x11
0
Diesgibt Anlasszu derDe nition
A Pt

e 'dt:= lim e 'dt
x!11
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(2) Die Funktionf (t) = (1 t) %2,t 2 [0;1)istaufjedemkompakteriTeilintervall [a;b]  [0; 1)
integrierbar Sogilt etwa
70

p%dt:[ PT =2 2

1 b=21 "1 B:

0
Somitexistiertder Grenzwert
/b
. 1 ) p—
lim plztdt = Ill)m(Z(l 1 b)=2

b'1
0

De nition. Istdie Funktionf :[a;b) ! R aufjedemTeilintervall [a;x] [a;b) integrierbarund
existiertder Grenzwert

/X
Ii[rtl) f (1) dt;
a
soerklartman
ys) g
f(t)dt:=Ilim f(t)dt
x"b
a a

Hierbeiist zugelasserjassb= 1 oderf auf[a;b) unbeschanktist. In diesemFall bezeichnet

R
man f (t) dt alsuneigentlichesintegral. Analogde niert man

a

70 2
f(ydt und  f(O)dt

at at
Beispiele.(1) Sei > 1,t > 1. Danngilt
2 Zb

X_im x dx=lim 2 CHNN
X bl T op1 1 1 B 1
1 1
(2
A /0 Zb
dt = lim idt+ lim ——dt
1+ 2 a#1l 1+ t2 bi1 1+ t2
1 a 0

a!Iilm (arctan(0) arctan(a)) + bI!ilrn (arctan(b) arctan(0))

= 0 0=

o+ —
2 2
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3 -
pidt = lim pidt = lim arcsinb) = =:
1 2 b1 1 t2 b1 2

0 0

R
(4) Dasuneigentlichdntegral cogt) dt existiertnicht,dasin(t) furt! 1 nichtkornvemiert.

0
Es stellt sich nun die Frage,welcheRechenrgeln fur uneigentlichentegrale geltenund unter
welchenVoraussetzungesie existieren.Zunachstiiberleggt mansich, dassVersionerder Linea-
ritatseigenschafter Produkt-und der Substitutionsrgel gelten.

Dannist zu fragen,unterwelchennotwendigerbzw. hinreichenderBedingungeruneigentliche
Integraleexistieren.

Satz4.4.1. Seif : [a;b ! R aufjedemkompaktenTeilintervall [a;x] [a;b) integrierbar.
Dannsindaquivalent:

R
(@ f(t)dtexistiert;

a
(b) Zujedem" > O existierteinc 2 [a;b), sodassfir alle x; y 2 (c;b) gilt

Zy
f()dt <™

Beispiel.Wir zeigendie Korvergenzvon

2 sin(t) gt =
t -2

0
Mit demCauchy-KriteriumausSatz4.4.1lerhalt manfur0 < x < y, dass

Zysin(t) oo cogt) ’ Yl cogt) at

t t t2

X
X X

7 .
cogt) ¥, 7 jcosp)j

t t2
X
Zy
1 1 1 2
—+ -+ —dt= -
X Yy t2 X

X

Istdie Funktionf :[a;b) ! R in Satz4.4.1nichtnegatv, sofolgt ausderBeschanktheitsbedin-

gung 2

f(ydt C  firx 2 [a;b);
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dass(b) unddamit(a) in Satz4.4.1erfullt ist. Im allgemeinenFall kann manzumindesinoch

R R
folgern,dassausderExistenzvon  jf (t)j dt dievon f (t) dt folgt mit

a a
2 2

f (t) dt if (1) dt:
a a

Diesfuhrtzu einemMajorantenkriterium.

Satz4.4.2.Seiernf ;g :[a;b) ! R aufjedemkompakterieilintervall integrierbar.

R R
(@) lIstjf (x)] g(x) furx 2 [a;b) undexistiert g(x) dx, soauch f (x) dx, undesgilt

a a
p.4 2
Jf (X)) dx g(x) dx:
a a
(b) Sindf, g positv undgilt
lim w =
¢ bg(t) '

R R
sohaben f(t)dtund g(t) dt gleichesKonvergenz\erhalten.

a a

Beispiel.Sei > Ound

NachweisderKonvergenz:

Z1 Z1
e't ldt t ldt<1;
0+ 0+
2 2
e't 'dt Const t 2dt<1:

1 1

Die Existenzdesuneigentlicherntegralsfolgt somitausSatz4.4.2.
Die Gammafunktiorstehtin engemZusammenhanmit Fakultaten.Esgilt namlich

(x+1)=x(x);x>0
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unddahemwegen (1) =

unddaher

Fernergilt

undsomit
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lauch( n+ 1)= n!firn 2 Ng. Hierzu:furO< a< 1< b< 1 gilt

Zb Zb
e'tdt=[ e 't*P+x e 't* dt
1 1
Zb ., 2
lim e 't*dt= =+ x e 't* ldt;
b1 e
1 1
Z1 Z1
e'tdt=1[ e 'L+ x e 't* 'dt
a a
Z1 .z
e 'tXdt= St X e 't* ldt:
0 0+

Diesgibt nachZusammensetzeatie Behauptung.

Beispiel. SeiL einunendlichlanger dunnerLeiter mit derLadungsdichte proLangeneinheit.
In einemPunktP im AbstandR vonL soll die Feldstrke E berechnetverden Aus Symmetrie-
grundenist dieseorthogonakur RichtungdesLeiters.Mit denBezeichnungeder Skizzeerhalt

man

Wegen

folgt

E?_

E, = COE( ) E
s

= CcoS

4 "or2 ()

4 scos( ).

4 "RZ
cos() = piR
- T+ R?

sR3 R

= - = - S:
4 "oR2 2+ R2® 4 To(s?+ R
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Summatiorund s! O fuhrenauf

4 R Za 1
E, = .| ds= ——R Iim pids
7 4 "o r? 4"y al <2+ R2
1 a
S a
= —Rlim p— = Iim p—
4", a1 R? g2+ R? 2 "oRal a2+ R?
= 2 IIOR'

4.5 Anwendungen

Die Integralrechnungeihat zahlreicheAnwendungenn der Mathematikund denNaturwissen-
schaftenWir geberhiervon einigeKostproben.

4.5.1 Parameterintegrale

Hau g hangenintegralenichtnurvondenintegrationsgrenzeab,sonderreusatzlichvoneinem
ParametedesintegrandenSeialsoetwal einIntervall und

fifabxl ! R;(x;t) 7! f(x;t)
eineFunktion.Wennfurt 2 | die Funktion
[a;h ! R;x 7! f(xt)
integrierbarist, dannexistiert

Zb
F():= f(x;t)dx:

WelcheEigenschaftebesitztF ?

Anmerkungen: Stetigleitin R? undpartielle Differentiation(sieheVorlesung).

Satz4.5.1.(a) Istf :[a;h] 1! Rstetigdannistl ! R,t7! F(t) stetig
(b)Istf :[a;b 1! Rstetigund@@f (x; 1) stetigauf[a;b] |, dannist F differenzierbamit
Zb

Fqt) = gf (x; 1) dx:

a
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Beispiel.Seif (x;t) := 2e*,x  1,t 2 Rnf0g. Dannist
72
F(t) := %e’“ dx; t60
1
wohlde niert undstetig.Fernererralt man
22 22
Fqt) = %%(eﬂ)dx: et dx = ¢ n et;
1 1
obwohl F nicht, geschlossemtegriert werdenkann.

Beispiel.Seit Oundx 0. Setze
f(x;t) = x' = exp(tin(x)):
Die Funktionf istauf(0;1 ) [0;1 ) stetig.Setze

71
Fa(t) =  x'dx; a> O
a
Danngilt
xt+t 1
Fa(t) = = 1 a*ty:
a(t) t+1, t+ l( )

Die partielleAbleitung
gf (x;t) = In(x)exp(tin(x)) = In(x)x

iststetigauf(0;1 ) [0;1 ). Dahergilt einerseits
/71
FAt) = In(x)x"dx:

Andererseitgolgt auchdirekt

In(@a*t(t+ 1) (1 a*')

Fa(0) = 1y ,

t>0:

Hierausleitetmanab,dass 1
R 0, — .
RO e

Dannfolgt aberauch
71

In(x)x" dx = 1

(t+ 1)’
0+
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4.5.2 Gaul3schedntegral
Mit Hilfe derErgebnissausAbschnitt4.5.1soll dasintegral

A
e Zdz
0
berechnewerden.
Wir betrachterdie Funktion
2t (1+ x2)t?
F(t) = de; t2R:
0
Man erhalt
71
Fqt) = 2te X dx
0
/71
= 2% eXdx; xt=1z
0
Zt
= 2" eZdz
0
Die Funktion 0 - 1,
G(t) = 5 e ”dA ; t2R
0
erfullt

Zt
Gt)= 2 eZdz e =Fqu):

0

123

Dahergilt F(t) = G(t) + cfurt 2 R undeineKonstantee 2 R. AusF (0) = ; undG(0) = 3

folgt c = 0. Dieszeigtalso
0 1,

@Zt 22 d A Zl e (l+ X2)t2 d 2 R
e Z = — ——qax; t .
4 1+ x2
0 0

Wegen
Zl e (1+X2)t2 )
de e 1 ofurt! 1

folgt
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Als weiteresBeispielbetrachtermwir allgemeiner

2
J):= e *costx)dx; t2R:

1

Diesesintegral tritt bei derWarmeleitungn einemunbegrenztendiinnenhomogenerstabauf.
Die zulassiggwarum?)Differentiationunterdemintegral ergibt

A
Jq) = e **x sin(tx) dx

undmit partiellerintegrationschlief3lich

Jq) = %tJ (t), 29t +tI(t)=o:

P

WegenJ(0) = = erhalt manaus

Z 391 !
t
0 0

gerade

InJ(z) InJ(0)= 2742) J(z):p_e T

Dieszeigtalso

A
e ** costx) dx = P e 7; t2R:




4.5. ANWENDUNGEN 125

4.5.3 Mittelwerte

DurchU(t) = Upcog! t),t 2 R werdeeineWechselspannunign zeitlichenVerlaufbeschrie-
ben.HieristUy > Ound! = 2 f . Derzeitgleich ie3endeStromin einerSchaltungseivonder

Forml (t) = lqco! t+' o),t 2 Rmitly > OundderPhasewerschieling’' . Die quadratischen
Mittelwertesind

0 . 7 1 1
U= @? U(t)?dtA ; (effektive Spannung)
0
0 . 7 1.
| = @T | (H)2dtA (effektiver Strom)

0

wobeiT = 2 =! die Periodendauest. Wegen
Z

cog(t) dt = %(x + sin(x) cogx))

erlaltmanmitz= 1t

1 z 1 Z 1 27 dz
2 — 2 — 2
= u)?dt = ?UO cog(! t)dt= TU0 co§(z)!—
0 0 0
= U—g}[l T+ sin(! T) cog! T)]
I T2 ' '
_ U
= -
P~ P~
DieszeigtU = -2U, undanalogfolgt I = -Z1,. Die MomentanleistunglesSchaltkreisesst

gegebendurch
P(t) = U(@)I(t) = Upl:cost t)cosl t+'); t2R;
die mittlere Leistung(Wirkleistung)ist

Z
P=2 Pt

Mit Hilfe von
2cos(t+ ' )coslt)=coq2!'t+ ')+ cog' )
erhalt man L
P(t) = Uploz(cos(2 t+ ') + cos( ))

| {z-
ul
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undsomit
Ul OZT Z ’
P = T@ cos(2t+ ' )dt+ cos  dtA
0 0
= Ul cog' ):

Der Faktorcos( ) heisstl_eistungséktor.

4.5.4 Fourierr eihen

Fur einebeliebigoft differenzierbard-unktionf hattenwir die Gultigkeit derBeschreilbngder
Form .

f(x)=  a(x X)X (4.5.3)
mit geeigneterKoefzienten untersuchtEs;tct)alltesich herausdass
_ F0(xo).
kt
geltenmuss falls (4.5.3 gilt. Die Funktionen
X7 (X X)X

konnenals Basisfunktionerangesehewerden.
Wir verfolgennunfolgendeZiele:

k2N

Beschreilnng periodischeiorgange
moderateDifferenzierbarkitsvoraussetzungean f

Trigonometrisché&unktionenals Basisfunktionen.

Ohne Beschankungder Allgemeinheitkann 2 als Perioderdingeangenommenverden.lm
folgendenwerdendie Orthogonaliétsrelationetiir die trigonometrische®asisfunktionen

sin(nx) und cogmx); n;m2 N
wichtig sein,d.h.

8

1Z < 0 n6m

— cognx)cosfmx)dx= 1, n=m> 0
"2, n=m=0;
8

1Z < 0 n6m;

= sin(nx)sin(mx)dx=_ 1, n=m> 0,
0 n=m=0;

Z

1 sin(nx) cosmx) dx = O:
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Man kanndiesaufdie Untersuchungon

Z
} einx eimx dx

zuriickfuhren(Ubung) oderaberdirektagumentieren.
Gesuchtverdenjetzt Koefzienten ay; b, sodassfir eine(2 )-periodisché=unktionmoglichst
gilt

f(x) = + (a, cognx) + b, sin(nx)): (4.5.4)

a X
2 n=1
EinesolcheReihebezeichnetmanalsreelletrigonometrischdreihe.

Wie hangendie Koefzienten a,; b, vonf ab?

Nimmt manan,dasddie Reihegleichmaligkonvergiert, sokannmanmit Hilfe obigerOrthogo-

nalitatsrelationerzeigen,dass

Z
an[f] = 1 f (x) cosfix) dx; n 2 Np; (4.5.5)

Z

Bf1= = f(x)sin(x)dx;. n2 N (4.5.6)

gilt. Man nenntdieseZahlendie Fourierkoefzienten vonf .
Die BeantwrtungderfolgendenFragenist nicht ganzeinfach:

Furwelchex 2 R korvemiertdie Fourierreihg4.5.4 einerFunktionmit denKoefzienten
aus(4.5.5und(4.5.9?

UnterwelchenVoraussetzungeumndin welchemSinn konvergiert die Fourierreihevon f
gegenf ?

Tatsachlichbetrachtetnanhau g auchandereKornvergenzartemalspunktweiseodergleichmaf3i-
geKornvemgenz.

SeiR[ ; ] die Mengealler (2 )-periodischenFunktionenf : R ! R, dieauf[ ; ]
Riemann-intgrierbarsind. Mit f (x5) bzw. f (x,) wird der rechtsseitigebzw. der linksseitige
Grenzwertvonf in Xo bezeichnet.

Satz4.5.2.Seif 2 R[ ; ]einestickweisdifferenzierbae Funktion fur dief (x5 ) undf (x,)
existiere. Dann korvemiert die (reelle komplee) Fourierreihnevon f an der Stellexo gegen

2(F (xg) + T (%))
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Beispiel.Seif 2 R[ ; ]erklart(furh > 0) durch
8
< h; x2(0; );

f(x) = 0 x=0;

' h; x2 ( ;0):

Daf ungeradest, gilt a,[f ] = Ofurn 2 No. Fernerist

1ZO 1Z
if] = — ( h)sin(nx)dx+ — hsin(nx) dx
0

= L(1 cos( n)) L(cos(n) 1)
n n
2h N

= =@ (1

_ 0; ngerade

- 4h - nungerade.

Dasliefert 2
F(x) = ﬁ sin((2n + 1)x) <2 R:

2n+ 1 ’

n=0
Dieshattenwir friuherschontiberdie komplexe FourierDarstellungerhalten.

Merkr egeln:

Jeglatterdie Funktionf ist, destoschneller/besseast die Konvergenzordnung

f gerad® hJf]= 0,
f ungeradg aff]= 0.

Man rechneteicht nach(Ubung),dassgilt
1
Coff ] = éao[f]
undfurk 2 ZnfOgundx 2 R

a[f 1€¥% + ¢ ([fle ** = a[f ]coskx) + h[f ]sin(kx):

(Diesschlie3tdenFall k = 0 eigentlichmit ein.)
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4.5.5 Kurvenlange,Wegintegral, Ausblicke

Untereinerparametrisierteiurve im R" versteherwir eineAbbildung
! RY 70 (1) = (o) a(t)T
Eine parametrisiert&urveist alsozu unterscheidemonihrer Spug d.h.von derMenge
f (t):t2]a;bjg= Bid( ) R"

Wasist die Langevon ?

Idee: Man approximiert die Kurve durch einen Polygonzug.Hierzu sei Z = ftg =
a;ty; 1ty = bgeineZerlegungvon|a;b] und
X

Lz()= 1 () (G i

wobeifiirx 2 R"

gesetzwird. Esliegt dannnahe,
L():=supfLz( ):Z Zerlegungvon|a;hblg

zu erklaren, falls die rechteSeiteendlichist. In diesemFall nenntman rekti zierbar. Die

parametrisiert&Kurve heisststetigdifferenzierbarfalls die Koordinatenfunktioneny;:::; ,
alle stetigdifferenzierbasind. Man setztdann
0 0 1
i(t)

%) = @

: ; t2 [a;b:
(1)

Satz4.5.3.Ist :[a;b]! R" stetigdifferenzierbardanngilt

7b 20y b
L()= i Widt= ( dt)* dt
=1

a a 1=
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Begrundung. Fur eineapproximierend&ummezur Partition Z erhélt man,fallskZ k klein ist,

i (t) (t i = y ()t 1)?
i=1 i=1  j=1

w U

A S U RIS
i=1  j=1
w U

=TT oy oty D2 )
i=1 j=1
)(\I .. e . .

§Wit o) =S 9)

i=1
7b

! i i dt:

Beispiele.(1) DieKreislinieS' = fx = }! 2 R*:xf+ x5 = 1glasssichmit :[0;2 ]! S,
t 7! (coqt);sin(t)) parametrisiereriMlan ertalt so
_ sin(t) _ oA
L( )= cost) dt= 1dt=2:
0 0
Allgemeinerkannmanauch | [0; to] betrachtenDabeiemibt sichderZusammenhangwischen

analytischeundgeometrischebe nition derWinkelfunktionen.
(2) Schraubenliniégm R® mitr;c> 0 (fest).Fur

r cost)
[0;2 1! R t7! @rsint) A
ct
erhalt man
0 1
V4 r sin(t) £ D D
L()= @ rcogt) A dt= r2+ c2dt=2 r2+ cZ
0 Y 0

(3) Spezialéll (Kurve alsGraph):Seif :[a;b! R stetigdifferenzierbarDannde niert

t

‘[a;b! R% Ot 7! ()
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eineKurve. Somitgilt

Zb L Zb D
L()= dt = 1+ (fqt))2dt:
() (20 (F)

a a
Man kanneineReihevon geometrischenndphysikalischerGrofRendie raumlicheObjektebe-
treffen, unter speziellenSymmetrieannahmeauf eindimensionalé€sroRenzurickiihren.Dies
erlaubtin speziellenFallen eine Vermeidungder Differential-und Integralrechnungn hdher
en DimensionenIm allgemeinenst jedocheine Weiterentwicklungder Analysiserforderlich,
um den Anforderungender Anwendungsgebietgerechtzu werden.Insbesonderenussdazu
zunachstdie Lineare Algebra entwickelt werden.Ein Beispiel,in dem eine Reduktionnoch

moglichist, ist durchKurvenintegralegegeben.

Motivation. Ein Punktteilcherbewegt sich unterdemEin uss einesKraftfeldes.Der Weg des
Teilchenswird in Abhangigleit von einemParametei(Zeit) beschriebemurcheine parametri-
sierteKurve

fasB! RY; 7 (b):

DasKraftfeld F ist gegebendurcheineAbbildung
F:R"! R" x7!F(x);

die jedemRaumpunkik 2 R" einenKraftvektorF (x) 2 R" (stetig)zuordnet.
WelcheArbeit E wird andemTeilchenverrichtet?

Ei = (@ 1)) @) (o)
hE( () A it 4 w);
wobeih; i daseuklidischeSkalarprodukin R" ist,d.h.furx;y 2 R" sei

X
h; yi = XiYi:
i=1
Damitfolgt
Xy b\ _
E Ei hE( (1) At it to);
i=1 |i:l {Z }
=S, (FF ;%)
wobei

F ; 3:[af! R
stetigist. Also gelangtmanschliel3lichzu
Zb

E= H (t); Q)idt



132 KAPITEL 4. INTEGRATION

Beispiele.(a) Sein = 2 und

F:R?! R% n Y
X
sawie
2'2 ’ sin(t)
Man erhalt
_sin(t) a sin(t)
F o (t)= cost) und  qt) = cogt)
d.h.
o (t); Qi = sin(t) cod(t)= 1
und
22
W (t); qidt=
(b) Seinun 0o 1 0 1
X 4xyz
F:R! R @QyA71@ 7z A:
7 x2y?2
Wir betrachterzwei Kurven
0 1
t
101! R Ot @2 A
1
und 0 1
t

,1[01]! R t7 @t A
1

die jeweils (0; 0; 1) und(1; 1; 1) verbindenEsfolgt
o .10 1

zZ ZL 4 1
e .(t); tidt = H@ 1 A; @2t Ajdt
0 0 t6 0
71

43 + 2tdt = [t* + t3)5 =
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sowie
- 2 0 42 10 . 1
W Lt); idt = HQ 1 A;@1Ajdt
0 0 t 0
71
2 7
= (4t + 1)dt = 3

0

In diesemFall hangtdasWegintegral nicht nur von denEndpunktensonderrauchvom betrach-
tetenWeg ah

(c) SeilL ein geraderstromdurch osseneteiter mit Stromsérke 1. Die RichtungdesStromes
falle mit derz-Achsezusammenk-ur daserzeugteMagnetfeldd gilt

0 1
y
(X y;z) = | VY )éA; (x;y) 6 (0;0):
Fur festesr > O sei
r cost)
[0:2 1! R t7! @rsint) A
2y
Danngilt
0 1 O 1
Z z sin(t) sin(t)
(), idt = | r—zrr@ cost) A;r@ cost) Aidt
0 0 Zo O
2

| (sin?(t) + cog(t)) dt
0
= 21:

Flachenbeechnungin der Ebene
(1) Polarloordinaten
SeiM  R? gegebendurch

M = ft(r(" ) cos( );r(" )sin(" )) : 12 [0;1]" 20,2 ]g;

wobeir : [0;2 ]! [0;1 ) stetigseiundr(0) = r(2 ) erfulle. Dannist derFlacheninhalA(M )
vonM gerade
2

AM) = % r(" )?d:
0
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Begrindung:BetrachteZ = fO="¢;" 1;:::;" n = 2 gunddie Naherungssumme
X
AT i )
i=1
wobeiT(" ;' i 1) dasvonO,r(" i Hu(' i 1) undr(’ j)u(’ ;) aufgespannt®reieckist. Hierbei
ist

u( ) := (coq" );sin( )):
Danngilt, fallskZ k klein ist,

ACTC ') = 5rC o DrC )sint s ' )

%r(' D2 L

Man gelangtalsozu

X
rCD%Ci i )= S(r()%;

i=1

A(M)

sodasdurjjZjj ! 0dieBehauptundolgt. EinelokaleVersiondieserFlachenformesollin den
Ubungendiskutiertwerden.
(2) Etwasallgemeinerseinun

x(t)
y(t)
eine stickweisestetig differenzierbargarametrisierté&k urve, die tiberschneidungsfresei, d.h.

(t) 8 (s) furs 6 t mit Ausnahmevons;t 2 fa;bg. Danngilt fur dievon berandetélache

A()

‘[a;p! R% Ot 7! mit (a) = (b

/b

ACY=S @yt y(xT) d

a
Hinweis (sieheVorlesung)aufdenJordanscheKurvensatz.

Beispiel.(a) Eine parametrisiert&urve (Kardioide)seigegebendurch
r(')=al+cog)); "' 2[02]:
Danngilt

2 , 2
a
a*(1+ cog' ))%d' = >

>
I

(1+ 2cos( ) + cog(' )) d'
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(b) EineEllipseE (a; b) seiparametrisierturch
x(t) = acogt);y(t) = bsin(t);t 2 [0;2 ] (Randkune)

Dannerhalt man
12
> (acost)bcoqt) bsin(t)( asin(t))) dt

0

A(E(a;b)

1 2

— 1dt = :

2ab dt ab
0

VolumenberechnungeinesRotationskorpers
Die Funktionf : [a;b] ! [0;1 ) seistetig. Durch Rotationum die x-Achseerhalt manden
Rotationskrper
M =f(xy;2) 2R :x 2 [aby?+ 2> f(x)%g
mit demVolumen
Zb
V(M) = f (t)2dt:

Mantel acheeinesRotationskorpers
Seif wie zuwor gegebenGenmal3Skizzeerhalt man

s= P X2+ y2

x|

f %)

) s= P 1+ fqx)?2 x:

Naherungsweiskst
X p—
Oo(M) 2 f(xi) 1+f9x)? x
i=1

unddamitschlie3lich
/b

P
oOM)=2 f(x) 1+ fqx)2dx:
a
Beispiel. Seif (x) = sin(x), x 2 [0; ]. Dannberechnemanfir denvonf erzeugterRotati-
onslorperM :
z Zz
VIM)=2 f(x)?dx=2 2 siri(x)dx= 4
0 0

NI
N
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Fur die Ober acheerhalt man

Z P
2 sin(x) 1+ cog(x)dx
0

O(M)

Zz
P
= 4 sinx) 1+ cog(x)dx; cosk)=z
0
71
= 4 P 1+ z2dz
0

zP !

1 P
= 4 = 1+22+ Zn(z+ 1+ 22
- = )

= 4 %(p§+ In(1 + pé))

2 (p§+ In(1 + IOé));

wobeifir die Herleitungder viertenGleichungdie Substitutionz = sinh(t) verwendetverden
kann.
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Kapitel 6

Lineare Algebra

Der folgendeAbschnittgibt den Teil desBuches[15] wiedet der Vektorenim R? undim R3
behandelzusammemmit einer geeigenterzusatzstrukturSkalarprodukt) Das entsprechende
Materialist nur zu Referenzzweakn zur Verfugunggestellt.

Wir werdenin der Vorlesungdagegeberauf andere Weisevorgehen.
LesenSiedenfolgendenAbschnitt alsoauf gar keinenFall schonjetzt durch!

6.1 L.A. ala Meyberg/Vachenauer

6.1.1 Die Ebene

Wir habenzwei zweidimensional®©bjekte
R?2 und EbeneE = Zeichenebene

DiesebeidenObjektewollen wir in Zusammenhangringen.DazukannmandasKartesische
Koordinatensystem(Reré Descartes,1596—165b6gnutzend.h.

Man gibt denPunktO vor,

nimmt eine Zahlengeradedie x-Achse so dassihr Nullpunkt mit demPunktO Uberein-
stimmt.

Nundrehtmandie x-AchsegegendenUhrzeigersinrum 90° underhalt die y-Achse

Fur einenbeliebigenPunktPy 2 E fallt mandasLot aufdie x- unddiey-Achseunderhalt
die x-Koordinate xo unddie y-Koordinate yo von Py. Man schreibt

P = (Xo;Yo):
Der PunktO = (0; 0) hei3tUrsprung.

139
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Durchdiesesvorgeherhabenwir einebijektive Zuordnungvon PunktenP 2 E undZahlenpaa-
ren(x;y) 2 R? erhaltenMan kannalsoTeilmengerim R? alsPunktmengein E veranschauli-
chenund Gebietein E mit Hilfe von Gleichungerbeschreiben.

Seil Rundf :1 ! R eineFunktion.Die Menge
G =f(xjy);x21;y=1(X)g
heil3tGraph der Funktion f .

SeiC E eineKurvein E, versehemit einemKartesischerKoordinatensystentei
X = (x;y) ein Punktauf der Kurve C. Falls man genaufur die Punkteauf C eine
Abhangigleit F (x; y) = 0 aufstellerkann,d.h.

C=10xy) F(xy) = 0g;
dannheil3t F (x; y) = Odie Gleichungder Kurve C undC heil3tdie L d5sungsmengealer
GleichungF (x;y) = O.
6.1.1(Winkel). Ein Winkel enstehtdurch DrehungeinesZeigers umeinenPunktder Ebene

Die Lange deszugehorigenEinheitskeisbayenssei . Wir nennen dasBogenmalfdvon
wenndie Drehungin positiverRichtung(gegenUhrzeigersinn)erfolgte Falls die Drehung
im Urzeigersinnerfolgte ist ~ dasBogenmal3.

Ein Winkel habedas Gradmaf3( ) . Das Bogenmald desWnkels errechnetsich
durch:

‘=@()

Im Weiterenwerdenwir immermit demBogenmalarbeiten.

6.1.2(Sinus, Cosinus). Auf demEinheitskeis drehemaneinenZeiger um denWnkel . Da-
durch zeigtder Zeiger auf den PunktP. Die Koordinatenvon P werden mit cos und sin
bezeitinet.DaderWnkel 2 R beliebigist, erhaltenwir die Funktionen:

cos:R! [ 1;1]: 7! cos Cosinusfunktion;
sin:R! [ 1;1]: 7! sin Sinusfunktion :

Der Zeiger habenundie Lange r. Nadh einer DrehungumdenWinkel  zeigter auf denPunkt
Q = (a;b). Dieserhatdie Koordinaten

a=rcos ;
(6.1.1)
b= rsin
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DieseGleichungenkannmanaud schreibenals

cos =
(6.1.2)
sin =

Slo o

Esliege ein Dreied vor mit den Seitena;b;c.  seider von b und c eingesdlossenéhMnkel,
ebenso voncunda, vonaundh.

6.1.3(Cosinussatz).Esqgilt:
=0+ 2bccos :

6.1.4(Sinussatz).Esqilt:

DrehungdesKoordinatensystems:Sei(x; y) ein Kartesische&oordinatensystenbasKo-
ordinatensystenx® y9 entsteheaus(x;y) durch Drehungum den Ursprungum den Winkel

Satz 6.1.5. Hat ein PunktX 2 E im ursprunglichenSystendie Koordinaten(Xo;Yo) undim
gedrehtenSystendie Koordinaten(xJ; y9) sogeltendie Transformationsformeln:

Xo=x3cos  yJsin ;
_ (6.1.3)

Yo = X3sin + yJcos ;

X9 = XpCO0S + yosin ;
(6.1.4)

YO= XoSin + ypcos :

Satz6.1.6.Seid: E! E :(x;y) 7! (x%y9 eineDrehungder EbeneumdenWnkel umden
Ursprung Danngilt:

x°= xcos  ysin ;

y°= xsin + ycos :

6.1.2 Der Raum

Ahnlich wie im Abschnittl.3kannmandenR? unddenAnschauungsraum® miteinandeiden-
ti zieren.
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Ein KartesischesK oordinatensystemim Raumbestehtausdrei sichin einemPunktO
rechtwinkligschneidendedahlengeraderdie ein Rechtssysterhilden.Mannenntsiedie
X-,y-, Z-Achsen.(,Rechtssystetnbedeutetin derxy—Ebeneentstehidie y—Achsedurch
Drehungder x—Achseum 90 entggendemUhrzeigersinnEbensobei der (x; z)— und
der(y; z)—Ebene).

Die Koordinatenebenensind die durchzwei AchsenaufgespannteBEbenenMan nennt
sieauchdie (x; y)-, (x; 2)- und(y; z)-Ebenen.

6.1.7(Vektoren). SeienP; Q Punkteim RaumR. Esgibt genaueineParallelverschiebungdes
Raumesdie P auf Q abbildet.Diesewird mit PQ bezeitinetund heilt,, Vektor von P nach

Q.
Unteer wird z.B.der PunktS auf T abgebildet,d.h.
P!Q = SIT X
Alsostellenzweigleichlangg, gleichgerichtete, Pfeilé denselbernvektordar.
Man schreibt oft kiirzera = P!Q .

| | |
6.1.8. Seiena = PQ undbd = QR \ektoen.Die zuPQ umgkehrte Parallel-
verschielung QPI bezeiQnenwir mit a. Die Parallelverschiebung die durch nacheinander

AusfihrenvonPQ undQR entstehtpbezeibenwir mita+ Bundnennersie Summeder Vek-
torena undmb.

EsgeltenfolgendeRechenrgein:

a+0=a;
a+( a)=0;
(6.1.5)
a+ b=D+ a;
at+ (b+ € = (a+ D+ €:
Die DifferenzzweierVektorenwird erklartdurch:
a b:=a+( b (6.1.6)

|
De | 6.1.9. Die Langebzw die Norm eines\Vektosa = PQ ist die Lange der Strede
P Q. Man schreibtdafur jaj bzw kak.

I
Fur denNullvektor © := PP setzerwir kok := 0.



6.1. LA. ALA MEYBERG/VACHENAUER 143

6.1.10.Sei 2 R; := fx 2 R; x 0gunda ein Vektor Dannbezeitinetmanmit
a denjenign\ektor der dieselbeRichtungwie a hat, aberdie —fachelLange. Mannennt a
das -facheskalare Vielfachevona. Sei < 0, dannsetzerwir

a:= (j ja)
Fur alle Vektorena;bundalle ; 2 R geltenfolgendeRechenrgeln:
(a=( )a
(a+D= a+ Db (6.1.7)
( + )a= a+ a
k ~k=j jkak

(6.1.8)
ka+ tk kak + kibk

Ein Vektormit Norm 1 heif3tEinheitsvektor. Seia 6 0 ein Vektor, dannist

-8
8 = ek

ein Einheits\ektor.

6.1.11. Der Raumseimit einemkartesisbenKoordinatensysteraersehenDie drei
Einheitsvektagn in positiver x-, y- und z-Richtung werden mit €;; €, und €; bezeitinet. Wr
nennene;; &; ;) einekartesischeBasis

|
SeiA = (a;; a; a3) einPunktim Raum.DerVektora = OA heil3tOrtsvektor desPunkts
A.

Man siehtleicht, dassa eindeutigzerlegbarist als Summe:
a= q€ + ae + azes!

Mannennta;, i = 1;2; 3, die Koordinaten desVektorsa unda;e, i = 1;2;3; die Kom-
ponentenvonain Richtung €.

Fur einfesteskartesische&oordinatensysterschreibtmanabkiirzend:

0 1
a

I
a= @a, A = (a;aa3)" a= OA = g€ + aye + age; (6.1.9)
as

fallsA = (al; ap, ag).
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|
Im allgemeinenFalla = PQ mit P = (pg;p2;p3) undQ = (ox; op; &) habenwir die
Koordinatendarstellung

0 1
o pl

a= PQ @p pA (6.1.10
&G Ps

Aus(6.1.9, (6.1. 1Q,ermltmanle||c_htd|e Koordinatendarstellunigir Summerundskalare

Vielfache Seia = _, a6,b= -, be und 2 R danngilt:
x3
a+t+b= (a+h)e;
i=1
(6.1.1)
x3
a= ( a)e:
i=1
e P,
Aus (6.1.9 unddemSatzdesPythagoragmibt sichfura= ., ae:
q___
kak= aZ+ aj+ a3 (6.1.12

6.1.3 Produkte

6.1.12(Winkel zwischenVektoren). Seiena; B von Null verschiedeneVektoenund seiP ein
beliebiger Punktin Raum,an demmanbeideVektorenabtragt. Dannist der kleinere der positiv
gemessenewinkel, dendie , Pfeile” a undbim SdeitelP bilden,der Winkel zwischena und
B. Man schreibt] (a;1). Der sode nierte Winkel hat die folgendenEigenstaften:

0 ] (&b ;
| (&b =] (ba);

] (a;ta)=0 fallst > 0; (6.1.13
] (a;ta) = fallst < O;
1( &b = ] (&D):

6.1.13. Man nennta orthogonal zub wenn] (a;8) = - undsdreibta ? B Es

bestehtie folgendeKornvention: Fir alle Vektoena gilt a ? 0. a undD heiRenparallel, wenn
a;b6 Ounda = tamiteinemt 2 R.
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6.1.14.DasSkalarprodukt & DzweierVektorena undbist de niert durch

o o= kak Kk cos] (a;D) fallsa6 0" b6 0;
0 falsa=0_b= 0:
Fure;i = 1;2; 3, gilt:
& § = j ] =123; (6.1.19

wobeidasKr onecker Symbol j de niert ist als

~_ 0 fallsi 6 j ;
U1 fallsi=

(LeopoldKronecler, 1821-1891)
P
Seia= >, asg; danngilt:
a = kakcos] (a;e) = a &;

unddemzufolge

x3
a= (a g)8: (6.1.19
i=1
EsgeltenfolgendeRechenrgeln:
a) a b="> a;
b) (8) b=a (D= (a D;
C) (a+h e€=a e€+D € (6.1.19
d) ab=0, a?hb;
e) kak = pﬁ:

Aus(6.1.19 b) & c) folgt:
(et + it b)) (vt it i)
= 1 M F Il g oty Wy
XX

= i jUiVj:
i=1 j=1

(6.1.17



146 KAPITEL 6. LINEARE ALGEBRA

Aus(6.1.17%, (6.1.194 unddenKoordinatendarstellungen

x3 x3
a=  af; b= he
i=1 i=1
erhalt man:
x3
a b= ab;
i=1 (6.1.189
q
kak = a2+ aj+ a3 :
ab
cos| (&b = fallsa;p6 0; (6.1.19
kak Ktk
cos|] (a;&) = P & fallsag O: (6.1.29

ai+ as+ a3

Satz6.1.15. Seiena; b 6 0 Vektoen. Dannbesitzta eineorthogonale Zerlegung langsh, die
gegebenist durch

a= ay + 4, (6.1.2)
wobei
Kik? (6.1.29
8 = a &

Hierbei zeigta, in Richtungbunda, stehtsenkedt auft. 4, heil3t Projektion vona auf .

6.1.16(Vektorprodukt). Seiena;DzweiVektoen.DasVektorprodukt a Bist der Vektor mit
denEigensthaften:

l)a D=0 fallsa = 0 oderb= 0odera parallel zubist,
2) sonstista DBderjenige Vektor

a) dersenkedt aufa undbsteht,
b) mitdem(a;b;a D) ein Redtssystenbildet,

c) desserBetrag gleich demFlacheninhaltdesvona, Daufgespannteiarallelogramms
ist.
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Fur die kartesischemBasis\ektorengilt:
€ -6 &=€6 €=0;
& ©=6= (& €);

(6.1.23
& &=e= (& €);
& e=6= (6 &)
EsgeltenfolgendeRechenrgeln:
a a=0;
(6.1.29
a b= (b a);
(@ D)=(a) b=a ( D);
a (b+e)=(a D)+ ((a €); (6.1.25
a+h e=(a €)+ (b e€);
ka Tk?= kak’ktk* (a D)?: (6.1.29
Aus (6.1.25 und(6.1.29 folgt:
0O 1 0 1 O 1
a bl a2b3 a3b2
@a,A @pA = @z abA : (6.1.29
az m aty  ahy
(6.1.27 impliziert:
a (b €)=(a )b (a D)e: (6.1.28
Aus (6.1.298, (6.1.2]0 und (6.1.22 folgt, dassdie zuD orthogonaleKomponentegegeben
ist durch: 1
=—>b (a D): 6.1.2
&= b (@ D) (6.1.29

6.1.17. Seiena, D und € Vektoen. Das Spatprodukt dieser\Vektoren ist de niert
durch:
[abe]l=a (b €):

Satz6.1.18.Der vondenVektoena, D unde aufgespanntdlarallelepid (Spat)hat dasVolumen
V=iabe]:
: P 3 P 3 P 3
Seiena= [, a&, b= ., bheunde= ., c¢e.Dannfolgtaus(6.1.27 und(6.1.19
[abie] = a(bCs  bsC) + ax(lser  biGs) + as(bic,  byoy)
= det(a;b;e) : (sieheKapitel 6)

(6.1.30
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6.2 Vektorraume

WozusindVektoriaumenitzlich?

6.2.1 Beispiele
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