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Kapitel 0

Einleitung

Inhalt. Die Vorlesunggibt eineEinführungin grundlegendemathematischeBegriffe, Aussagen
undMethoden.DabeiwerdenThemenderAnalysis(Grenzwert,Stetigkeit, Dif ferentiation,In-
tegration,Potenzreihen)undderLinearenAlgebra(Gleichungssysteme,Matrizen,Vektorr̈aume,
Determinanten)behandelt.

Übungen.Diesebilden einenwesentlichenBestandteilder Vorlesung.Jeweils mittwochswer-
denvier Übungsaufgabenin derVorlesungausgegeben,die innerhalbeinerWochezubearbeiten
sind.Ein Ziel derBescḧaftigungmit denAufgabenist dieErarbeitungundVertiefungderInhalte
derVorlesung.Zugleichkönnendie ÜbungsaufgabenderSelbstkontrolledienen.In denMontag
bis Mittwoch(eventuellauchDonnerstag)statt�ndendenÜbungsgruppenwerdenLösungender
Aufgabenbesprochen.Eineaktive BeteiligungamGeschehenin denÜbungenist ausdr̈ucklich
erwünschtbzw. erwartet.Die Einteilungin die Übungsgruppenwird amEndedererstenVorle-
sungswocheaufderHomepagezurVorlesungzu �nden sein.

Literatur . Begleitendzur Vorlesungwird voraussichtlichein Skriptumzur Verfügunggestellt
und regelmäßigaktualisiert.Hier �nden sich auchHinweiseauf eineReihevon Lehrb̈uchern
zu Themender Vorlesung.Die Lektüre desSkriptumskannabernicht denBesuchder Vorle-
sungersetzen.InsbesonderewerdenmancheErklärungenundNachweisenur in der Vorlesung
angegeben(oderumgekehrt).

Klausur. Gegenstandder am11. Märzstatt�ndendenKlausurist der gesamteVorlesungsstoff.
DerTyp derKlausuraufgabenwird ählichdemderÜbungsaufgabensein.
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2 KAPITEL 0. EINLEITUNG

Anmeldung zu den Übungen
Mathematik für Ingenieureund Inf ormatik er I

im WS 2004/2005bei HD Dr. Daniel Hug

Bitte machenSiefolgendeAngabenzu IhrerPerson:
(bittedeutlich lesbar, gegebenenfalls in Blockschrift)
Vorname: Nachname:

Matrik elnummer:

Studienfachund angestrebter Abschluss:

� InformatikBachelor
� InformatikLehramt
� MikrosystemtechnikDiplom
� anderesFachbzw. Abschluss:

Fachsemesterzahl:
Termine der Übungsgruppen:

Montag Dienstag Mittw och
9–11Uhr 9–11Uhr 9–11Uhr
11–13Uhr 11–13Uhr

16–18Uhr
18–20Uhr 18–20Uhr 18–20Uhr

TragenSie bitte drei verschiedeneWunschtermineausdieserListe ein (Bei-
spiel:Di 16–18):
1. Wunsch

2. Wunsch

3. Wunsch
SiekönneneinenTermineintragen,andemSienicht andenÜbungenteilneh-
menkönnen.
KeineZeit



Kapitel 1

Grundlagen

Ein wesentlichesZiel diesesKapitelsist es,verschiedeneSchlussweisen,Begriffe undBezeich-
nungen,die im Weiterenben̈otigt werden,zude�nierenundeinzuf̈uhren.Vielesist dabeibereits
ausderSchulebekannt.Insbesonderesoll eineKlarstellungundVereinheitlichungderNotation
erreichtwerden.

1.1 Aussagen,Mengenund Abbildungen

De�nition 1.1.1.EineAussageist einsinnvollessprachlichesGebilde,dasentweder“wahr” oder
“f alsch”ist.

Beispiele.“Morgenist Dienstag”,“Es regnet,undwennesregnet,wird die Straßenass”,“5 ist
einePrimzahl”.KeineAussagein unseremSinnist “Die wirtschaftlicheLagein Deutschlandist
gut”. Die zweiteAussageist offenbargleichwertigzu “Es regnetunddieStraßewird nass”.

Um mit Aussagensinnvoll, in eindeutigerWeiseundrechnerischumgehenzu können,müssen
logischeVerkn̈upfungenvon Aussagengeeigneterklärt werden.Diese(ein- odermehrstelligen)
Verkn̈upfungenwerdenin Wahrheitstabellende�niert. SindA; B Aussagen,sogibt esbeispiels-
weiseNegation : A, KonjunktionA ^ B, Alternative/DisjunktionA _ B, ImplikationA ) B,
ÄquivalenzA , B . Der Wahrheitswertder zusammengesetztenAussageist folgendermaßen
festgelegt:

A B : A A ^ B A _ B A ) B A , B (: A) _ B
W W F W W W W W
W F F F W F F F
F W W F W W F W
F F W F F W W W

DerWahrheitswertvon(: A) _ B in derletztenSpalteergibt sichdabeiausdenvorherigenFest-
legungenundist keineneueDe�nition. AndererseitshättemandenWahrheitswertderAussage
A , B auchde�nierenkönnenalsdenWahrheitswertderAussage(A ) B) ^ (B ) A).

3



4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

HatmanzweiAussagenA undB, soerklärtman“entwederA oderB” durch

(A ^ (: B)) _ ((: A) ^ B):

Eine Aussage,die bei jederWahl der Wahrweitswerteihrer Komponentenwahr ist, heißteine
Tautologie. EineAussage,die bei jederWahl derWahrweitswerteihrer Komponentenfalschist,
wird als Kontradiktion (Widerspruch)bezeichnet.Für aussagenlogischeVerkn̈upfungengelten
eineReihevon Rechenregeln,durchdie derUmgangmit mathematischenAussagenerstprakti-
kabelwird. Die folgendenRegelnsindin diesemSinnalsoTautologien,wobeiA; B ; C Aussagen
sind:

� GesetzvomausgeschlossenenDritten:A _ (: A) (Konvention:Klammerkannentfallen).

� GesetzvonderdoppeltenVerneinung:A , : (: A).

� Kommutativgesetze:

A ^ B , B ^ A;

A _ B , B _ A;

(A , B) , (B , A):

� Assoziativgesetze:

A ^ (B ^ C) , (A ^ B) ^ C;

A _ (B _ C) , (A _ B) _ C;

(A , (B , C)) , ((A , B) , C):

� Distributivgesetze:

A ^ (B _ C) , (A ^ B) _ (A ^ C);

A _ (B ^ C) , (A _ B) ^ (A _ C):

� RegelnvonDeMorgan:

: (A ^ B) , : A _ : B ;

: (A _ B) , : A ^ : B :

� Kontraposition:

(A ) B) , (: B ) : A)
h

, (: A _ B)
i
:
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� Transitivität:

(A ^ B) ^ (B ^ C) ) (A ^ C)

((A ) B) ^ (B ) C)) ) (A ) C):

Nicht stetswahrunddamitkeineTautologie ist jedochdie Aussage

(A _ B) ^ (B _ C) ) (A _ C):

DieseAussageist andererseitsauchkeineKontradiktion.

De�nition 1.1.2. Eine Aussageformist ein sinnvolles sprachlichesGebilde,die formal wie ei-
ne Aussageaussieht,alsoentweder“wahr” oder“f alsch” ist, abereineodermehrereVariable
entḧalt. Eine Variableist dabeieineLeerstellein einemlogischenodermathematischenAus-
druck,in die einkonkretesObjektauseinemzulässigenObjektbereicheingesetztwerdenkann.

Beispiel.Die Aussageform“x ist eine ungeradeZahl” entḧalt die Variablex. Ein zulässiger
Objektbereichwäreetwax 2 N, nichtdagegenx 2 R.

Für Aussageformenschreibenwir im folgendenhäu�g A(x) oderB(x; y), wobei x bzw. x; y
die jeweiligenVariablenbezeichnen.Aussageformenmit gleichemzulässigenoderauchmit ver-
schiedenemObjektbereichlassensichmiteinanderwie Aussagenverkn̈upfen.Ob die Aussage-
form durchEinsetzenverschiedenerObjektewahr oderfalschwird, hängtdabeinaẗurlich von
demgewähltenObjektab. Ist eineAussageformA(x) für jedesx auseinemzulässigenObjekt-
bereichM einewahreAussage,sosagtman,dassA(x) für alle x 2 M gilt. Unabḧangigdavon,
obA(x) für ein/allex 2 M wahroderfalschist, kannmannaẗurlich dieAussage“A(x) ist wahr
für alle x 2 M ” bzw. “f ür allex 2 M gilt, dassA(x) wahrist” betrachten.Manschreibthierfür

8 x 2 M : A(x):

DasSymbol8 bezeichnetmanalsAllquantor, die vorangehendeAussagewird alsAll-Aussage
bezeichnet.Sieist genaudannwahr, wennA(x) wahrist für alle x 2 M , d.h.sieist genaudann
falsch,wennA(x) für einx 2 M falschist, d.h.wenneseinx 2 M gibt, für dasA(x) falschist.
DiesführtunszumBegriff derExistenzaussageunddesExistenzquantors. Ist eineAussageform
A(x) für ein x auseinemzulässigenObjektbereichM einewahreAussage,so sagtman,dass
A(x) für ein x 2 M gilt. Unabḧangigdavon, ob A(x) für ein/allex 2 M wahroderfalschist,
kannmannaẗurlich dieAussage“A(x) ist wahrfür einx 2 M ” bzw. “esgibt einx 2 M , für das
A(x) wahrist” betrachten.Man schreibthierfür

9 x 2 M : A(x):

DasSymbol9 bezeichnetmanalsExistenzquantor, dievorangehendeAussagewird alsExistenz-
Aussagebezeichnet.Sie ist genaudannwahr, wennA(x) wahr ist für ein x 2 M , d.h. sie ist
genaudannfalsch,wennA(x) für alle x 2 M falschist.

Zusammenfassendgeltendie folgendenTautologien:
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: (8x 2 M : A(x)) , (9x 2 M : : A(x))

: (9x 2 M : A(x)) , (8x 2 M : : A(x))

AnstattdieseÜberlegungenabstraktweiterzuf̈uhren,werdenwir sienachfolgendimmerwieder
mit entsprechendenErläuterungenverwenden.

Beispiel.Es soll die mathematischeNegationder umgangssprachlichenAussage“Alle Arbeit-
nehmer, die monatlichmindestens300Euroverdienenoderin mehralseinemArbeitsverḧaltnis
stehen,bezahlenLohnsteuer”gebildetwerden.HierzuseiM die MengederArbeitnehmer. Für
x 2 M seien

A(x) = “x verdientmonatlichmindestens300Euro”;

B(x) = “x stehtin mehralseinemArbeitsverḧaltnis”;

C(x) = “x bezahltLohnsteuer”:

DannkannobigeAussagein derForm

8x 2 M : [(A(x) _ B(x)) ) C(x)]

formuliertwerden.Diesläßtsichäquivalentschreibenin derForm

8x 2 M : [: (A(x) _ B(x)) _ C(x)] :

Als Negationerḧalt mansomit

9x 2 M : [(A(x) _ B(x)) ^ : C(x)] :

Hierbei habenwir dasGesetzvon der doppeltenVerneinungund die Regel von De Morgan
verwendet.Umgangsprachlicherḧalt manalsNegationalsodie Aussage“Es gibt einenArbeit-
nehmer, der mindestens300Euromonatlichverdientoderin mehralseinemArbeitsverḧaltnis
steht,deraberkeineLohnsteuerbezahlt”.

De�nition 1.1.3. EineMenge ist eineZusammenfassungvon bestimmtenwohlunterschiedenen
ObjektenunsererAnschauungoderunseresDenkenszu einemGanzen.(Georg Cantor, 1845–
1918.BegründerderMengenlehre,ca.1875)

Bezeichnungen:

� ObjektederMengenheißenElemente.

a 2 A; a ist ElementvonA ;

a 62A; a ist keinElementvon A :
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� BeschreibungeinerMengedurchAufzählenihrerElemente.
Bsp.M = f 1; 2; 3; 4g.

� BeschreibungeinerMengeX durchAngabeeinerde�nierendenEigenschaftE:

X := f x : x hatdieEigenschaftEg:

� Die leereMenge ; entḧalt keinElement.

� A heißtTeilmengevonB, wennjedesElementvon A aucheinElementvon B ist

A � B ,
�
a 2 A ) a 2 B

�
:

� Die GleichheitzweierMengenA; B ist erklärt durch

A = B , (A � B ^ B � A):

� A heißtechteTeilmenge von B, in ZeichenA $ B oderauchA � B , wennA � B gilt
undesein b2 B gibt mit b62A.

� Zwei MengenA; B heißendisjunkt, wennsiekeingemeinsamesElementhaben.

� Ist M eineMenge,sonenntmanP(M ) := f A : A � M g die Potenzmenge von M . Dies
ist alsodieMengeallerTeilmengendergegebenenMengeM . Insbesonderegilt ; 2 P(M )
undM 2 P(M ).

De�nition 1.1.4(Mengenoperationen).SeienA; B ; C; M Mengen,seiC � M . Dannde�nie-
renwir folgendeVerkn̈upfungen:

Durchschnitt A \ B := f x : (x 2 A) ^ (x 2 B)g;
Vereinigung A [ B := f x : (x 2 A) _ (x 2 B)g;
Differenz AnB := f x : (x 2 A) ^ (x 62B)g;
SymmetrischeDifferenz A 4 B := (A n B) [ (B n A) ;
Komplement C{ := f x 2 M : x 62Cg:

WährendbeiA \ B ; A [ B ; AnB; A 4 B keine
”
Grundmenge“ M vorliegenmuss,insbesondere

für A; B auchverschiedeneGrundmengenvorliegenkönnen,ist C { von M abḧangig.

AusdenRechengesetzenfür logischeVerkn̈upfungenergebensichjetztRechengesetzefür Men-
gen.Nebenden offensichtlichenKommutativ- und Assoziativgesetzenerwähnenwir nur die
DistributivgesetzeunddieDeMorganschenRegelnfür MengeA; B ; C:

A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C);

A [ (B \ C) = (A [ B) \ (A [ C);

(A \ B){ = A{ [ B { ;

(A [ B){ = A{ \ B { :
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Die obigenerstenMengenoperationenunddie zugeḧorigenRechenregeln lassensich teilweise
verallgemeinernauf Familienvon Mengen,d.h.auf Mengensysteme,die mit einerIndexmenge
I indiziert sind.Ist zu i 2 I jeweilsA i eineMenge,soerklärtmanbeispielsweise

[

i 2 I

A i := f x : (9i 2 I : x 2 A i )g und
\

i 2 I

A i := f x : (8i 2 I : x 2 A i )g:

� Die ProduktmengeA � B zweierMengenA; B ist de�niert durch

A � B := f (a;b) : (a 2 A) ^ (b2 B)g;

d.h. sie ist die Mengeder geordnetenPaare.Statt(a 2 A) ^ (b 2 B) wie obenschreibt
manhäu�g kürzera 2 A; b2 B.18.10.2004

� A � B ist eineneueMenge.Zwei Elemente(a;b); (c;d) sindgleich,in Zeichen(a;b) =
(c;d), genaudannwenn(a = c) ^ (b= d).

� Analogde�niert manfür mehrereMengenA i ; i = 1; : : : ; n,

A1 � � � � � An = f (a1; : : : ; an) : ai 2 A i ; i = 1; : : : ; ng :

(a1; : : : ; an ) heißt geordnetesn-Tupel. FallsA1 = � � � = An = A schreibtman

An statt A � � � � � A| {z }
n� mal

De�nition 1.1.5. SeienA; B Mengen.Eine Funktion oder Abbildungvon A nachB ist eine
Teilmengef derProduktmengeA � B derart,dasszu jedemx 2 A genauein y 2 B existiert
mit (x; y) 2 f . EineFunktionwird alsobeschriebendurchein Tripel (A; B ; f ).

MankanndenBegriff einerRelationeinführenundRelationenmit speziellenEigenschaftenstu-
dieren.HierzugeḧoreninsbesondereOrdnungsrelationenund Äquivalenzrelationen. Auch eine
FunktionkannmandannalseineRelationmit zus̈atzlichenEigenschaftenansehen.

Bezeichnungen:

� Statt(x; y) 2 f schreibtmany = f (x) oderf : A ! B ; x 7! f (x). Man nennty = f (x)
denFunktionswertvonf anderStellex.

� A heißtDe�nitionsbereich vonf , in ZeichenD(f ) := A. B heißtderZielbereich vonf .

� SeiC � A. Dannist dasBild vonC unterf de�niert durch

f (C) := f f (x) : x 2 Cg:

Insbesondereheißtf (A) Wertebereich vonf oderdasBild von f .



1.2. ZAHLBEREICHE 9

� EineFunktionf : A ! B heißt

surjektiv , f (A) = B ;
injektiv , 8x1; x2 2 A : (x1 6= x2 ) f (x1) 6= f (x2)) ;
bijektiv , injektiv undsurjektiv :

� Ist f : A ! B bijektiv, dannist dieUmkehrabbildungf � 1 de�niert als

f � 1 := f (f (x); x) : x 2 Ag:

� Die identischeAbbildungist gegebendurch

id : A ! A; x 7! x:

� GleichheitvonzweiAbbildungen.Seienf : A ! B undg : C ! D zwei Abbildungen.
Danngilt:

f = g ,
�
(A = C) ^ (B = D) ^ (8x 2 A : f (x) = g(x))

�
:

� Die RestriktioneinerFunktionf : A ! B aufA0 � A ist de�niert durch:

f jA 0 := f (x; f (x)) : x 2 A0g = f \ (A0 � B ) :

� Sindf : X ! Y undg : Y ! Z Abbildungen,sowird die Abbildungg � f : X ! Z er-
klärtdurch(g� f )(x) := g(f (x)) für x 2 X . Mannenntg� f dieVerkettung(Komposition)
vong undf .

Ist f : X ! Y eineAbbildung,soist dieUmkehrabbildungf � 1 nurdannde�niert, falls f bijek-
tiv (oderzumindestinjektiv) ist. Man kannallerdingsf � 1 als eineAbbildungvon Teilmengen
vonY aufTeilmengenvonX auffassenundfür B � Y dasUrbild vonB unterf erklärendurch

f � 1(B ) := f x 2 X : f (x) 2 Bg:

1.2 Zahlbereiche

Bezeichnungen:

N = f 1; 2; 3; : : : g natürliche Zahlen

N0 = N [ f 0g

Z = f : : : ; � 3; � 2; � 1; 0; 1; 2; 3; : : : g ganzeZahlen

Q =
n m

n
: m; n 2 Z; n 6= 0

o
rationale Zahlen

R reelleZahlen
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1.2.1 Natürliche Zahlen

Die naẗurlichenZahlenlassensichaxiomatischeinführen(PeanoscheAxiome), indemmanfor-
dert,daßeseineMengeN0 gibt mit denfolgendenEigenschaften:

(P1) 0 2 N0;

(P2) esgibt eineinjektiveFunktion� : N0 ! N0;

(P3) esgilt 0 =2 � (N0);

(P4) für jedeTeilmengeA � N0 gilt: aus

(0 2 A) ^ 8n 2 N0 : (n 2 A ) � (n) 2 A)

folgt
A = N0:

Mannennt� dieNachfolgerfunktion.Auf derGrundlagedieserAxiomekannmanallebekannten
Strukturenauf N0 wie die Addition + , dieMultiplikation � unddieOrdnungsrelation� erklären
undderenwohlbekannteEigenschaftenbeweisen.DabeistütztmansichlediglichaufdieAxiome
und allgemeinelogischeSchlußweisen.Natürlich ist dannn + 1 := � (n) erklärt. Besonders
nützlich ist dabeidie Eigenschaft(P4),die manals Beweisprinzipder vollständigenInduktion
bezeichnet.

VollständigeInduktion.

AussagenoderEigenschaftenkönnenvonElementeneinerMengeA abḧangen,z.B.

8n 2 A : E(n) :

Beispiel.E(n): Die Summedererstenn naẗurlichenZahlen(beginnendmit 1) ist

n(n + 1)
2

:

Falls A von der Form A = f n0; n0 + 1; : : : g � Z ist, kannmandenWahrheitsgehaltsolcher
Aussagenhäu�g mit vollständigerInduktionbeweisen.Hierbeigehtmanwie folgt vor:

1) Induktionsbeginn: Manzeigt,dassE(n) für n = n0 gilt.

2) Induktionsschritt: Für beliebigesn � n0 setztman die Gültigkeit von E(n) voraus
(Induktionsvoraussetzung)undleitet darausdieGültigkeit von E(n + 1) her.
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Danngilt E(k) für alle k � n0.

DasBeweisprinzipdervollständigenInduktionkannmanleicht mittels (P4) rechtfertigen.Ne-
bendieserGrundformdesBeweisprinzipsgibt eseineganzeReihevon Varianten,die wir ge-
gebenenfalls sp̈ater teilweisenochkennenlernenwerden.Wir illustrierendie Nützlichkeit der
BeweismethodeaneinigenBeispielen.

Beispiele.

� Esgilt für n 2 N:

1 + : : : + n =
n(n + 1)

2
:

� Bernoulli–Ungleichung(JacobB., 1654–1705):

8h 2 (� 1; 1 ) 8n 2 N : (1 + h)n � 1 + nh:

Beweis. Für festes,aberbeliebigesh > � 1 zeigtmandieBehauptungdurchvollständigeInduk-
tion übern 2 N. Für n = 1 gilt sogarGleichheit.Esgeltenundie Aussagefür ein n 2 N. Dann
folgt

(1 + h)n+1 = (1 + h)(1 + h)n � (1 + h)(1 + nh)

= 1 + nh + h + nh2

= 1 + (n + 1)h + nh2

� 1 + (n + 1)h:

Wo wurdeh > � 1 undwo die Induktionsvoraussetzungverwendet?

� Auf dervollständigenInduktionberuhtauchdasVerfahrenderDe�nition durch Rekursion.

� Seia 2 R n f 0g. Die Potenzenan , für n 2 N0 sindde�niert durch:

1. a0 := 1,

2. an+1 := an � a.

� Sein 2 N0. Dannist n! sprich:n Fakultät de�niert als:

1. 0! := 1,

2. (n + 1)! := (n + 1)n!.

� Summen-undProduktzeichen. Seienai 2 R, m � n 2 N0, i = m; : : : ; n. Dannde�nieren
wir:

nX

i = m

ai := am + am+1 + � � � + an ;

nY

i = m

ai := am � am+1 � � � � � an :
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Oderetwaspräziser, sodassderrekursiveCharakterderDe�nition deutlichwird:

mX

i = m

ai := am ;
n+1X

i = m

ai :=
� nX

i = m

ai

�
+ an+1 ; n � m:

� Esgilt die Ungleichung:
�
�
�

nX

i = m

ai

�
�
� �

nX

i = m

�
�ai

�
� :

Beweis. SieheVorlesung.Beachtehierbei,dassmannebendemInduktionsbeginnn = 1 für den
InduktionsschlussauchnochdieAussagefür n = 2 bereitstellenmuss.

� Für die endlichegeometrischeReihe(geometrischePartialsumme)gilt:

nX

i =0

qi =
1 � qn+1

1 � q
; fallsq =2 f 0; 1g:

Beweis. SieheVorlesung.

De�nition 1.2.1. Eine Permutationist einebijektive Abbildung einerendlichenMengeA auf
sichselbst.Die MengederPermutationenderMenge[n] wird mit Sn bezeichnet.

De�nition 1.2.2.EineMengeM heißtn-elementig,fallseseinenaẗurlicheZahln 2 N undeine
Bijektion vonM auf[n] gibt.Mannenntn dieAnzahlderElementevonM (dieKardinaliẗatvon
M ) undsetztjM j = n. EineMengeM heißtendlich,falls sien-elementigfür einn 2 N ist.

Man kannzeigen,dassdie AnzahlderElementeeinerendlichenMengeM eindeutigbestimmt
ist.

Satz1.2.3. Zu jedern-elementigenMengegibt esgenaun! Permutationen.

Beweis. Siehedie Vorlesungfür zwei anschaulichereDarstellungendesBeweises.Hier eine
formalereDarstellungeinesArguments,dasebenfalls angegebenwurde.Es gen̈ugt zun̈achst,
jSn j = n! zuzeigen.

Für n = 1 ist die Aussageklar. Angenommen,esgilt jSn j = n!. Für � 2 Sn+1 undi 2 [n + 1]
setze

Sn+1 (i ) := f � 2 Sn+1 : � (n + 1) = ig:

Danngilt diedisjunkteZerlegung

Sn+1 =
n+1[

i =1

Sn+1 (i ): (1.2.1)

Für i 2 f 1; : : : ; n + 1g sei(i; n + 1) die Permutation(Transposition),die i undn + 1 vertauscht
undalleanderenElementefestläßt.Mansiehtleicht,dassdieAbbildung

Sn+1 (i ) ! Sn ; � 7! (i; n + 1) � � j [n]
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eineBijektion ist. Daherfolgt jSn+1 (i )j = jSn j = n!. Somiterḧalt manaus(1.2.1)

jSn+1 j =
n+1X

i =1

jSn (i )j = (n + 1) � n! = (n + 1)!;

wasdieBehauptungbeweist.
20.10.2004

De�nition 1.2.4. Für n; k 2 N0 mit 0 � k � n ist derBinomialkoef�zient
� n

k

�
de�niert durch

�
n
k

�
:=

n!
k!(n � k)!

=
n(n � 1) � � � (n � k + 1)

k!
:

Für k = 0 ist dasProduktim Zählerauf derrechtenSeiteleerundalsEinszu interpretieren.

Für Binomialkoef�zienten gilt die leichtnachzurechnendeRekursionsformel
�

n + 1
k

�
=

�
n

k � 1

�
+

�
n
k

�
(1.2.2)

undfolgendeRechenregeln:
�

n
k

�
=

�
n

n � k

�
;

�
n
0

�
=

�
n
n

�
= 1;

�
n

n � 1

�
=

�
n
1

�
= n :

Satz1.2.5.Sein 2 N0 undk 2 f 0; : : : ; ng. EineMengemit n Elementenbesitzt
� n

k

�
verschiedene

k-elementigeTeilmengen.

Beweis. Seia(n; k) die Anzahlderk-elementigenTeilmengeneinern-elementigenMenge.Sei
k � 1. Die Mengederk-elementigenTeilmengenvon [n + 1] ist die disjunkteVereinigungder
Mengederk-elementigenTeilmengenvon [n] undderMengeder(k � 1)-elementigenTeilmen-
genvon [n] vereinigtmit f n + 1g. Also gilt

a(n + 1; k) = a(n; k) + a(n; k � 1):

Die Behauptungfolgt nun mittels vollständigerInduktion bez̈uglich n. (Detailsgibt es in der
Vorlesung.)

Mit Hilfe von (1.2.2) kannmandie Binomialkoef�zienten nur durchAddition rekursiv berech-
nen.Manerḧalt dasPascalscheDreieck (BlaisePascal,1623–1662):

1
� 0

0

�

1 1
� 1

0

� � 1
1

�

1 2 1
� 2

0

� � 2
1

� � 2
2

�

1 3 3 1
� 3

0

� � 3
1

� � 3
2

� � 3
3

�
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Satz1.2.6(BinomischeFormel). Für reelleZahlenx; y 2 R undn 2 N0 gilt:

(x + y)n =
nX

k=0

�
n
k

�
xn� k yk :

Beweis. Wir verwendenvollständigeInduktion nachn. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.Wir
nehmenan,daßdie Aussagefür ein n 2 N gezeigtist. Dannfolgt:

(x + y)n+1 = (x + y)n(x + y)

=
nX

k=0

�
n
k

�
xkyn� kx +

nX

k=0

�
n
k

�
xkyn� ky

=
nX

k=0

�
n
k

�
xk+1 yn� k +

nX

k=0

�
n
k

�
xkyn� k+1

=
n+1X

`=1

�
n

` � 1

�
x` yn+1 � ` +

nX

`=0

�
n
`

�
x` yn+1 � `

=
n+1X

`=1

�
n + 1

`

�
x` yn+1 � ` +

�
n
0

�
x0yn+1

=
n+1X

`=0

�
n + 1

`

�
x` yn+1 � ` :

DiesbeendetdenInduktionsbeweis.

Ein alternativerkombinatorischerBeweisfür x; y 2 R verwendet,daß

(x + y)n = (x + y) � � � (x + y)
| {z }

n� Faktoren

=
nX

k=0

a(n; k)xkyn� k

gilt, wobei a(n; k) gleich ist der Anzahl von Möglichkeitenausdenn-Faktorendiejenigenk-
Faktorenauszuẅahlen,bei denenx ausgewähltwird.

1.2.2 Erweiterung desZahlbereichs

Die ganzenZahlen

Ausgehendvon dennaẗurlichenZahlenmit denPeanoschenAxiomen kannmandenZahlbe-
reich sukzessiv erweitern.Indemmanzu jedemn 2 N0 ein additivesInverseserklärt, gelangt
manzun̈achstzudenganzenZahlen.Um dieganzenZahlenzukonstruieren,kannmanzun̈achst
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Paarenaẗurlicher Zahlenbetrachtenund gewissePaare“identi�zieren”, d.h. man erklärt für
(m; n); (p;q) 2 N0 � N0 eine“Relation” durch

(m; n) � (p;q) :, m + q = n + p:

DannbildetmanKlassen

[(m; n)] := f (p;q) 2 N0 � N0 : (p;q) � (m; n)g:

Mankannnunin naheliegenderWeiseeineAddition erklären,die dieAddition vonN0 fortsetzt:

[(m; n)] + [(p;q)] := [(m + p;n + q)]:

Hierbei ist die Wohlde�niertheit dieserFestlegungzu zeigen.Für die Multiplikation legt man
entsprechendfest

[(m; n)] � [(p;q)] := [(mp + nq; mq + np)]:

Auf dieseWeisewird (Z; +) zueineradditivenkommutativenGruppe, (Z; + ; �) wird einkommu-
tativer Ringmit Eins. Dabeientsprichtn 2 N gerade[(n; 0)] unddasadditive Inversehierzuist
[(0; n)], für dasmankürzer� n schreibt.Auch die Ordnungsrelation� läßtsichauf die ganzen
Zahlenwie gewünschtfortsetzen.

Die rationalen Zahlen

Ein ähnlichesKonstruktionsprinzipkannverwendetwerden,um die rationalenZahlenausden
ganzenZahlenzu erzeugen.Auf dieseWeiseerḧalt man einenKörper, d.h. eine Struktur, in
der man wie gewohnt rechnenkann. Insbesondereexistiert zu x 2 Q n f 0g ein eindeutiges
multiplikativesInverses.Fernerkannmandie OrdnungsrelationvonZ aufQ fortsetzendurch

a
b

�
c
d

:, a � d � c � b; a;c 2 Z; b;d 2 N:

Man erḧalt soeinevollständige, re�exive, transitive, antisymmetrischeRelation(Totalordnung),
die dar̈uberhinausmit der Addition und der Multiplikation vertr̈aglich ist. Seienx; y; z 2 Q.
Danngilt

x � y ) x + z � y + z;

x � y ^ 0 � z ) x � z � y � z:

DasTripel (Q; + ; �) zusammenmit � ist danneinangeordneterKörper.

Die reellenZahlen

Die reellenZahlenlassensichdurchein allgemeineresVervollständigungsprinzipausdenratio-
nalenZahlengewinnen.Ein De�zit der rationalenZahlenist nämlich,daßbeispielsweiseeine
GleichungderForm

x2 = 2 mit x 2 Q
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keineLösunghat,obwohl esrationaleZahlengibt, derenBetragbeliebignahebei 2 liegt. Die
reellenZahlenfüllen alsogewissermaßendie “vorhandenenLücken”. Wir werdeneinenbeque-
merenWeg beschreitenund die reellenZahlenaxiomatischeinführen.Man fordert hierzudie
ExistenzeinerMengeR, auf der zwei Operationen+ ; � sowie eineRelation� (bzw. < ) de�-
niertsind.WeiterhinmüssendieKörperaxiome,geeigneteOrdnungsaxiomeunddasVollständig-
keitsaxiomerfüllt sein.Die Körperaxiomesichern,dassmanwie gewohntaddieren,subtrahieren,
multiplizierenunddividierenkann.Die Ordnungsaxiomesichern,dassmanzweibeliebigereelle
ZahlenderGrößenachvergleichenkann,d.h.esgilt immergenaueinederMöglichkeiten:

x < y ; x = y ; y < x :

Man schreibt
x � y , (x < y) _ (x = y) :

Die Ordnungsrelation� ist kompatibelmit denOperationen+ ; �; insbesonderegilt:

x � y ^ a � b ) a + x � b+ y ;

x � y ^ a � 0 ) a � x � a � y ;
(1.2.3)

x � y , � y � � x ;

0 < x � y , 0 < 1
y � 1

x :
(1.2.4)

De�nition 1.2.7. SeiS � R. S heißtnach obenbeschränkt, wenneseineZahl b 2 R gibt, so
dass

8x 2 S : x � b:

Man nenntbeineobereSchrankevonS.

� Analogde�niert mandie Begriffe nach untenbeschränktunduntereSchranke.

� S heißtbeschränkt, falls S eineobereundeineuntereSchrankebesitzt.

Vollständigkeitsaxiom. Jedenachobenbeschr̈ankte,nichtleereMengereeller Zahlenbesitzt
einekleinsteobereSchranke.

Beispiel.In Q ist dasVollständigkeitsaxiomnichterfüllt. Hier besitztetwa

f x 2 Q : x2 � 2g

keinekleinsteobereSchranke.Insbesonderegibt eskeinerationaleZahlx 2 Q mit x2 = 2. Dies
kannmanmit Hilfe einesindirektenBeweiseseinsehen.Wärex = p

q mit p;q 2 N und(o.B.d.A.)
teilerfremdenZahlenp;q, sowürdezun̈achstp2 = 2q2 folgen.Dannist 2 j p2 unddamit2 j p.
Also ist p = 2k für ein k 2 N. Hierausfolgt aber4k2 = 2q2 unddamitq2 = 2k2. Also erḧalt
man2 j q2, d.h.2 j q. DieswidersprichtderTeilerfremdheitvonp undq.
Wir haltenfernerfest:In R hatf x 2 Q : x2 � 2g gerade

p
2 alskleinsteobereSchranke.
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� Die durchdasAxiom gesichertekleinsteobereSchranke s einerMengeS ist eindeutig
bestimmtund wird Supremumvon S (s = supS) genannt.supS kann charakterisiert
werdendurchdieEigenschaft

8 " > 0 9 x 2 S : s � " < x � s:

� Analogerklärtmanbei Beschr̈anktheitnachuntendasIn�mum einerMenge.

Auf Q geltendie Körper– undOrdnungsaxiome,abernicht dasVollständigkeitsaxiom.R ist die

”
kleinste“ vollständigeErweiterungvonQ.

De�nition 1.2.8. Der Betrag jaj einerreellenZahla 2 R ist de�niert durch

jaj =

(
a falls a � 0;

� a falls a < 0:

� AusderDe�nition ergebensichfolgendeRechenregeln:

�j aj � a � jaj; j � aj = jaj;

jabj = jajjbj;
�
�
�
a
b

�
�
� =

jaj
jbj

fallsb6= 0;

jaj � b , � b � a � b:

� Hierausfolgt dieDreiecksungleichung. Für a;b2 R gilt:

ja + bj � jaj + jbj : (1.2.5)

� Seiena;b2 R. Dannbeschreibtja � bj denAbstandderPunktea undbaufderZahlenge-
raden.Für a;x 2 R; " > 0 gilt:

ja � xj � " , a � " � x � a + "

De�nition 1.2.9(Inter valle). Seiena;b2 R mit a < b. Dannde�niert man:

[a;b] := f x 2 R : a � x � bg abgeschlossenesIntervall;

(a;b) := f x 2 R : a < x < bg offenesIntervall:

� analog:halboffeneIntervalle (a;b]; [a;b)

� Eswird abk̈urzendgeschrieben

(�1 ; a] := f x 2 R : x � ag;

(b;1 ) := f x 2 R : x > bg usw.;

R = (�1 ; 1 ) :

Hinweis: Die Symbole� 1 dürfennichtalsZahlenverstandenwerden.

� DasoffeneIntervall (a � "; a + ") heißt" –Umgebungvon a.
25.10.2004
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1.2.3 KomplexeZahlen

In R läßtsichzwar die Gleichungx2 = 2 lösen,nicht dagegendie Gleichungx2 + 1 = 0. Im
allgemeinenmußeineGleichungderForm

nX

i =0

ai x i = 0

mit Koef�zienten ai 2 R keineLösungx 2 R besitzen.DieserUmstandgibt Anlaß zu einer
erneutenErweiterungdesZahlbereichs.Wir betrachtenjetzt dieMenge

C := f (x; y) : x; y 2 Rg

der komplexenZahlenund erklärenhieraufeineAddition und eineMultiplikation in folgender
Weise.Für z = (x; y) 2 C undw = (u; v) 2 C sei

z + w := (x + u; y + v) und z � w := (xu � yv; xv + yu):

Man stellt dannfest,dassmanin (C; + ; �) wie gewohnt rechnenkann,da (C; + ; �) ein Körper
ist. Allerdingsläßtsichdie AnordnungvonR nichtaufC fortsetzen.

Speziellfür x; u 2 R erḧalt manso

(x; 0) + (u; 0) = (x + u; 0) und (x; 0) � (u; 0) = (xu; 0);

sodassmanauff (x; 0) : x 2 Rg wiederdiegewohnteAdditionundMultiplikation erḧalt.Ferner
setztmanzurAbkürzung

i := (0; 1):

Danngilt
i2 = (0; 1) � (0; 1) = (� 1; 0) = � (1; 0);

wenn� z dasadditive Inversezu z 2 C bezeichnet.Fernererḧalt manwegen(0; 1) � (y; 0) =
(0; y) gerade

(x; y) = (x; 0) + i � (y; 0):

Identi�ziert manalsofür x 2 R die komplexe Zahl (x; 0) mit x sowie entsprechenddie Menge
f (x; 0) : x 2 Rg � C mit R, sogelangtmanzudersuggestiverenBeschreibung

C = f x + iy : x; y 2 Rg:

Ist z = x + iy mit x; y 2 R, so nenntmanx = Rez denRealteilvon z und y = Im z den
Imaginärteil von z. (Die x-AchseheisstauchreelleAchseund die y-Achseimaginäre Achse.)
Verwendetmandie Beziehungi 2 = � 1, sokannmanmit denkomplexenZahlenwie gewohnt
rechnen.Zus̈atzlich ist aberauchdie Gleichungz2 + 1 = 0 lösbar, undzwar durchz = i und
durchz = � i . Wegen

(x + iy ) � (u + iv ) = xu + ixv + iyu + i 2yv = (xu � yv) + i (xv + yu)

erḧalt mannachtr̈aglicheineErklärungfür dieDe�nition derMultiplikation.

Wir halteneinigeRechenregelnfest.Seihierbeiz = x + iy undw = u + iv :
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� z � w = (x � u) + i (y � v).

� “Die Zahl i � z gehtausz durchDrehungum � =2 hervor”. Hierzubeachtemanzun̈achst,
dass

i � z = (0; 1) � (x; y) = (� y; x)

gilt. Fasstmandannz = (x; y) alseinenVektorin R2 auf,sogilt

� �
x
y

�
;
�

� y
x

��
= 0 und det

� �
x
y

�
;
�

� y
x

��
= x2 + y2 � 0:

� Die Potenzenzn sindrekursiv de�niert durch:

z0 := 1; zn := zzn� 1 ; n 2 N :

Erklärt manz� 1 für z 2 C n f 0g alsdasmultiplikativ Inversezu z undz� n := (z� 1)n , so
kannmanauchin C die vonR bekanntenRechengesetzefür Potenzenveri�zieren.

� Seiw 6= 0. Danngilt

w� 1 =
u

u2 + v2
� i

v
u2 + v2

=
u � vi

(u + vi )(u � vi )
:

Hierausfolgt

z
w

:= z � w� 1 = w� 1 � z =
xu + yv
u2 + v2

+ i
yu � xv
u2 + v2

: (1.2.6)

Beispiel.
1

2 � i
=

2 + i
(2 � i )(2 + i )

=
2 + i

5
=

2
5

+
1
5

i:

De�nition 1.2.10.Seiz = x + iy . Die zuz konjugiertekomplexeZahl z ist de�niert durch:

z := x � i y :

� Wir habenfolgendeRechenregelnfür z; w 2 C:

z + w = z + w; zw = z w;
� z

w

�
=

z
w

; falls w 6= 0

und
z = z; Rez = 1

2(z + z); Im z = 1
2i (z � z):
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� DerBetrag jzj vonz = x + iy ist de�niert als:

jzj :=
p

x2 + y2 : (1.2.7)

EsgeltendieRechenregeln:

jzj =
p

zz ; jzj = jzj

und

jzwj = jzj jwj;
�
�
�
z
w

�
�
� =

jzj
jwj

; fallsw 6= 0:

Fernergilt Rez � jzj für z 2 C. Hierausfolgt die Dreiecksungleichung

jz + wj � jzj + jwj:

Nachweis.Esgilt

jz + wj2 = (z + w)(z + w) = zz + zw + wz + ww

= jzj2 + jwj2 + zw + wz

= jzj2 + jwj2 + 2Re(zw)

� jzj2 + jwj2 + 2jzwj = jzj2 + jwj2 + 2jzjjwj

= (jzj + jwj)2:

Die DreiecksungleichungkanndurchvollständigeInduktionauf n Summandenverallge-
meinertwerden

�
�
�

nX

i =1

zi

�
�
� �

nX

i =1

jzi j : (1.2.8)

Satz 1.2.11(QuadratischeGleichungen). Die Gleichungx2 + 1 = 0 hat in R keineLösung.
Allerdingssindx1;2 = � i Lösungenin C. Allgemeinersei

ax2 + bx+ c = 0;

mit a;b;c 2 R, a 6= 0 einequadratischeGleichung. Dannsinddie Lösungengegebendurch:

x1;2 = �
b

2a
�

1
2a

p
b2 � 4ac ; (1.2.9)

wobeid := b2 � 4acdie Diskriminanteist. Im Falle d < 0 setzenwir
p

d := i
p

� d.
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Seiena;b;c 2 R unda 6= 0. Danngilt für x 2 C:

ax2 + bx+ c = 0 , x2 +
b
a

x +
c
a

= 0 ,
�

x +
b

2a

� 2

=
b2

4a2
�

c
a

,

8
>>><

>>>:

x +
b

2a
= �

p
b2 � 4ac

2a
; falls b2 � 4ac � 0;

x +
b

2a
= �

p
� (b2 � 4ac) i

2a
; falls b2 � 4ac < 0:

Beispiele.

(a) Ist z 2 C mit z2 = � 1, sofolgt z = i oderz = � i . Seinämlichz = a + bi mit a;b 2 R.
Danngilt

� 1 = z2 = (a + bi)2 = a2 � b2 + 2abi

, (a2 � b2 = � 1 ^ 2ab= 0)

, (a = 0 ^ (b= 1 _ b = � 1)) , z = i _ z = � i:

Analoggehtmanvor, wennmandie Lösungenvon z2 = 5 � 12i , z 2 C bestimmenwill.
HierzuverwendetmandenAnsatzz = a + ib mit a;b2 R undlöst

a2 � b2 = 5 ^ 2ab= � 12:

(b) Die Lösungvon z2 � 8z + 65 = 0, z 2 C ist gegebendurch

z = 4 �
p

16� 65 = 4 �
p

� 49 = 4 � 7i:

(c) Wir lösenjetzt
z2 � (3 + 5i )z � 16+ 4i = 0; z 2 C:

Formel (1.2.9) gilt auchnochfür komplexe Koef�zienten, wie die Herleitungzeigt.Wir
gebeneineentsprechendedirekteHerleitungan.ÄquivalentzuobigerquadratischerGlei-
chungist

�
z �

3 + 5i
2

� 2

= 16� 4i +
�

3 + 5i
2

� 2

,
�

z �
3 + 5i

2

� 2

= 12+
7
2

i:

Also erḧalt man

z =
3 + 5i

2
�

r

12+
7
2

i;
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wobeimanfür die Wurzel nocheineDarstellungder Form a + bi mit a;b 2 R angeben
kann:

a2 � b2 + 2abi = 12+
7
2

i , a2 � b2 = 12^ 2ab=
7
2

, a2 �
�

7
4a

� 2

= 12^ 2ab=
7
2

, a4 � 12a2 �
�

7
4

� 2

= 0 ^ 2ab=
7
2

:

Manerḧalt alsozun̈achstalsLösungderbiquadratischenGleichung:

a2 = 6 �

r

36+
49
16

= 6 �
1
4

p
625= 6 �

25
4

:

Wegena 2 R folgt a = � 7
2 undb= � 1

2 . Also erḧalt man

z =
3 + 5i

2
�

�
7
2

+
1
2

i
�

;

d.h.z = 5 + 3i oderz = � 2 + 2i .



Kapitel 2

Konvergenz

Der Konvergenzbegriff ist von entscheidenderBedeutungfür die Mathematikund ihre Anwen-
dungen.Er ermöglicht es,die anschaulicheVorstellungdesbeliebiggenauenAnnähernseiner
Größeaneineanderezupräzisieren.Begriffe wie Stetigkeit,Dif ferenzierbarkeit unddieIntegra-
tion beruhenganzwesentlichauf Konvergenzbetrachtungen.Andererseitserfordernauchviele
Funktionenwie sin, exp, log Grenzwertbildungen.Will manetwa sin(37� ) berechnen,sonützt
eineDe�nition dessin am Einheitskreisnur wenig.Entscheidendist vielmehr, dassmaneine
analytischeDe�nition dessin angebenkann,dieesermöglicht,beliebigeWertevonsin beliebig
genauin kurzerZeit zu berechnen.EinesolcheBerechnungsvorschrift ist in Computernimple-
mentiert.

2.1 Folgen

EineFolgeist eineFunktionmit speziellemDe�nitionsbereich,nämlichN, N0 odereineandere
abz̈ahlbareMenge.

De�nition 2.1.1. SeiM eineMenge.EineFolge in M ist eineAbbildung' : N ! M .

Häu�g schreibtmanan := ' (n) und stellt die Folge in der Form (an )n2 N dar. Wir betrachten
zun̈achstdie FälleM = R oderM = C.

Beispiele.

� an = 1 für allen 2 N;

� an = in , n 2 N; also:i; � 1; � i; 1; i; � 1; : : : ;

� an = 1
n , n 2 N;

� an =
�
1 + 1

n

� n
, n 2 N;

� an = 3 + 
 � n3, n 2 N (
 2 C fest);

23
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� die rekursiv de�nierte Folge

xn+1 = q � xn � (1 � xn ); n 2 N;

wobei q 2 (0; 4) eineKonstanteist, beschreibtnachVorgabeeinesStartwertesdie Ent-
wicklungeinesdiskretenbiologischenSystems(Bakterien;Modell nachP. Verhulst).

� xn+1 = x2
n +2
2xn

, n 2 N undx1 := 1.
27.10.2004

Folgen könnenganzunterschiedlichesVerhaltenzeigen.Zur Beschreibung diesesVerhaltens
dienendie folgendenBegriffe.

EineFolge(an )n2 N in R heißt

� – monotonwachsend,falls an+1 � an für allen 2 N gilt.

– monotonfallend,falls an+1 � an für allen 2 N gilt.

– strengmonotonwachsend,fallsan+1 > an für allen 2 N gilt.

– strengmonotonfallend,fallsan+1 < an für allen 2 N gilt.

– monoton,falls siemonotonwachsendoderfallendist.

� – nachobenbeschr̈ankt, falls esein c 2 R gibt, so dassfür alle n 2 N gilt an � c;
formaler:9 c 2 R 8 n 2 N : an � c.

– nachuntenbeschr̈ankt,falls: 9 c 2 R 8 n 2 N : an � c.

– beschr̈ankt,falls: 9 c 2 R 8 n 2 N : jan j � c. DieseDe�nition ist auchfür Folgenin
C sinnvoll.

Beispiel.Die rekursiv de�nierte Folge

xn+1 =
x2

n + 2
2xn

; n 2 N0; x0 = 2

ist monotonfallend und nachuntenbeschr̈ankt durch
p

2. Hierzu: Zunächstsieht man (mit
vollständigerInduktion), dassxn > 0 für alle n 2 N0 gilt. Dann erḧalt man xn �

p
2 für

n 2 N0. Dennx0 = 2 �
p

2. Fernerfür n � 0:

xn+1 �
p

2 =
x2

n + 2
2xn

�
p

2 =
x2

n + 2 � 2
p

2xn

2xn
=

(xn �
p

2)2

2xn
� 0:

Schließlichgilt

xn+1 � xn ,
x2

n + 2
2xn

� xn , x2
n � 2:
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De�nition 2.1.2. Eine Folge (an )n2 N in R (oderC) konvergiert gegendenGrenzwerta 2 R
(odera 2 C), falls zu jedem" > 0 ein n0 = n0(" ) 2 N existiert, so dassfür alle n 2 N mit
n � n0 gilt jan � aj < " ; formaler:

8 " > 09 n0 2 N 8 n � n0 : jan � aj < ":

EineFolge(an )n2 N heißtkonvergent,falls eseineZahl a gibt, sodassa Grenzwertvon (an )n2 N

ist. Die Folge(an )n2 N heißtNullfolge, falls sie0 alsGrenzwerthat.

In der Regel ist esnicht einfach,Grenzwertevon Folgenallein mit Hilfe der De�nition zu be-
stimmenundzuveri�zieren.

Beispiele.(a) limn!1
n

n+1 = 1. ZumNachweis:
�
�
�
�

n
n + 1

� 1

�
�
�
� =

�
�
�
�
n � n � 1

n + 1

�
�
�
� =

1
n + 1

< ";

fallsn > " � 1 � 1. Schonwesentlichkomplizierterwäreeinexpliziter Nachweisim Fall derFolge

an =
2n2 � 3n + 1

�
p

2n2 + 17
; n 2 N:

(b) Seiq 2 (0; 1). Wir behauptenlimn!1 qn = 0. Nachweis:Wegenq� 1 > 1 gibt esein x > 0
mit q� 1 = 1 + x. Danngilt wegen(1 + x)n � 1 + nx:

jqn j = jqjn =
1

(1 + x)n
�

1
1 + nx

< ";

fallsn > 1
x

�
1
" � 1

�
.

(c) Zur Warnungsolltendie folgendenBeispieledienen:

lim
n!1

� p
n + 1 �

p
n

�
= lim

n!1

� p
n + 1 �

p
n

� � p
n + 1 +

p
n

�

� p
n + 1 +

p
n

�

= lim
n!1

1
� p

n + 1 +
p

n
� = 0

undmit ähnlicherSchlussweise

lim
n!1

� p
n2 + n � n

�
=

1
2

:

Wir haltendie folgendenEigenschaftenkonvergenterFolgenfest.

Satz2.1.3. (a) Der GrenzwerteinerkonvergentenFolge (an ) ist eindeutigbestimmtundwird
mit limn!1 an bezeichnet(Schreibweise:an ! a [f ür n ! 1 ]).



26 KAPITEL 2. KONVERGENZ

(b) EinekonvergenteFolge ist beschränkt.

Beweis. (a) Wähle" := ja � aj=2 > 0, falls a 6= a Grenzwertevon (an )n2 N sind.Danngibt es
ein n1 2 N mit

jan1 � aj < " und jan1 � aj < ";

d.h.

ja � aj = ja � an + an � aj

� ja � an j + jan � aj

< 2" = ja � aj;

ein Widerspruch.

(b) Zu " = 1 gibt esein n0 2 N mit jan � aj < 1 für n � n0, falls a derGrenzwertvon (an )n2 N

ist. Also folgt
jan j � maxf 1 + jaj; ja1j; : : : ; jan0 � 1jg:

Einebeschr̈ankteFolgemussnaẗurlich nicht konvergieren.

Beispiel.an = (� 1)n , n 2 N.

Für FolgenreellerZahlenkönnenwir nützlicheKonvergenzkriterienangeben.

Satz2.1.4. (a) EinemonotoneFolge(an ) reellerZahlenist entwederunbeschränktoderkon-
vergent.

(b) Seien(an ); (bn ); (cn ) FolgenreellerZahlenmit an � bn � cn für (schließlich) alle n 2 N.
Gilt a = limn!1 an = limn!1 cn , sogilt auch limn!1 bn = a.

(c) Ist (an ) eineNullfolgeund(bn ) einebeschränkteFolge, dannist (anbn ) eineNullfolge.

Beweis. (a) Man siehtleicht, dassim Fall einernachobenbeschr̈ankten,monotonwachsenden
Folge(an )

a := supf an : n 2 Ng = lim
n!1

an

gilt.

(b) Sei" > 0. Für n � n0 gilt dann

a � " < an � bn � cn < a + ";

alsojbn � aj < " .
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Die Nützlichkeit von Satz2.1.4illustrierendie folgendenBeispiele.

Beispiele.

(a) Die rekursiv de�nierte Folge

xn+1 =
x2

n + 2
2xn

; n 2 N0; x0 = 2

ist konvergentaufgrundvon Satz2.1.3. Ihr Grenzwertfür n ! 1 ist
p

2.

(b) Die Folge

sn =
nX

i =0

1
i !

; n 2 N

ist monotonwachsend.Sie ist auchnachobenbeschr̈ankt.Wegeni ! � 2i � 1 für i � 1 ist
nämlich

sn � 1 +
nX

i =1

1
2i � 1

= 1 +
n� 1X

j =0

1
2j

= 1 +
1 �

�
1
2

� n

1 � 1
2

� 3:

Folglich existiert limn!1 sn 2 R, undwir setzen

e := lim
n!1

sn = 2; 71828182845904: : : :

Die Folge sn konvergiert sehrraschgegen ihren Grenzwert.Beispielsweiseerḧalt man
schons13 = 2; 7182818284. Bildet mandie Differenze� sn , sokannmanabscḧatzen

0 � e � sn = lim
N !1

NX

i = n+1

1
i !

� lim
N !1

NX

i = n+1

�
1
2

� i � 1

= lim
N !1

N � 1X

j = n

�
1
2

� j

= lim
N !1

"
1 �

�
1
2

� N

1 � 1
2

�
1 �

�
1
2

� n

1 � 1
2

#

= 2 � 2
�

1 �
�

1
2

� n �
=

�
1
2

� n� 1

:

(c) Die Folge an =
�
1 + 1

n

� n
, n 2 N konvergiert ebenfalls, da sie monotonwachsendund

nachobenbeschr̈ankt ist. Man kannferneran ! e für n ! 1 zeigen.Allerdingsist die
Konvergenzhierwesentlichlangsamer. Sohatmanetwa

an =

(
2; 718254646; n = 105;

2; 718281828; n = 106:
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Gnauergilt: an =
�
1 + 1

n

� n
, n 2 N ist strengmonotonwachsendund beschr̈ankt. Die

Folgebn =
�
1 + 1

n

� n+1
, n 2 N ist strengmonotonfallendundbeschr̈ankt.Hierzu:

an

an� 1
=

�
1 + 1

n

� n

�
1 + 1

n� 1

� n� 1 =
�

n + 1
n

� n �
n � 1

n

� n� 1

=
�

n2 � 1
n2

� n n
n � 1

=
�

1 �
1
n2

� n n
n � 1

>
�

1 �
n
n2

� n
n � 1

= 1;

da(1 + x)n > 1 + nx für n � 2 undx 2 (� 1; 0). Fernerist

an � a2n =
�

1 +
1

2n

� 2n

=

( �
1 �

1
2n + 1

� � n
) 2

�
�

1 �
n

2n + 1

� � 2

=
�

2n + 1
n + 1

� 2

� 4:

Ähnlich siehtmanein,dassbn monotonfällt. Die Beschr̈anktheitvonbn ist offensichtlich,
alsoinsbesonderean � bn � b1 � 4, n 2 N. Wegenbn = an

�
1 + 1

n

�
konvergieren(an )

und(bn ) gegendenselbenGrenzwert,vergleicheSatz2.1.5.

(d) Seian = n
2n , n 2 N. Danngilt limn!1 an = 0. Diesfolgt aus0 � n

2n � 1
n für n � 4 und

Satz2.1.4(b).

Die folgendenRechenregeln für konvergenteFolgensindhäu�g dasentscheidendeHilfsmittel,
umin konkretenFällendieKonvergenzeinerFolgenachzuweisenundihrenGrenzwertzu�nden.

Satz2.1.5. Seien(an ), (bn ) konvergenteZahlenfolgenin R oder in C mit an ! a undbn ! b
für n ! 1 . DannexistierendienachfolgendenGrenzwerte, undesgilt:

(a) lim
n!1

(an � bn ) = a � b;

(b) lim
n!1

(anbn ) = ab;

(c) ist a 6= 0, danngibt esein n1 2 N mit an 6= 0 für alle n � n1 und lim
n!1

bn
an

= b
a ;

(d) lim
n!1

jan j = jaj;

(e) lim
n!1

p
an =

p
a, falls an 2 R undan � 0 für n 2 N.

(f) Sei zn = xn + iyn mit xn ; yn 2 R für n 2 N. Genaudann gilt limn!1 zn = z mit
z = x + iy , wennlimn!1 xn = x undlimn!1 yn = y.
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Beweis. (a) Beachte

jan + bn � (a + b)j = j(an � a) + (bn � b)j � jan � aj + jbn � bj:

(b) Ebensoerḧalt man

janbn � abj = janbn � anb+ anb� abj

= jan (bn � b) + (an � a)bj

� jan jj bn � bj + jan � ajjbj:

(c) Beachte �
�
�
�

1
an

�
1
a

�
�
�
� =

ja � an j
jaan j

:

(d), (e)Man kanndiesdirekteinsehenoderausderStetigkeit (sp̈ater)von j � j bzw. p folgern.

(f) Beachtefür z = x + iy , x; y 2 R:

jxj; jyj � jzj =
p

x2 + y2 � jxj + jyj:

Satz 2.1.6. Seien(an ), (bn ) konvergenteFolgen in R mit an � bn für alle n � n1. Dann gilt:
lim

n!1
an � lim

n!1
bn .

Beweis. SieheVorlesung.

Schließlicherläuternwir nochdenBegriff einerCauchy-Folge. Wenndie Folge (an ) gegena
konvergiert,sogibt eszu " > 0 einn0 2 N mit

n; m � n0 ) jan � aj �
"
2

undjam � aj �
"
2

:

Also
n; m � n0 ) jan � am j � ": (2.1.1)

Die Umkehrunggilt ebenfalls.Falls (2.1.1) gilt, folgt auchdieKonvergenzvon(an ) gegeneinen
Grenzwert.DerVorteil von(2.1.1) ist, dassmandiesenGrenzwertnichtkennenmuss,um(2.1.1)
formulierenzukönnen.

De�nition 2.1.7. Eine Folge (an ) in C heißtCauchy-Folge, falls zu jedem" > 0 ein n0 2 N
existiert,sodassfür n; m � n0 gilt jan � am j � " .
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03.11.2004

Beispiel.Betrachtedie Folge(an ) mit

an =
nX

k=0

(� 1)k 1
2k + 1

:

Für m � n + 1 gilt

jam � an j =

�
�
�
�
�

mX

k= n+1

(� 1)k 1
2k + 1

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

1
2n + 3

�
mX

k= n+2

(� 1)k� n 1
2k + 1

�
�
�
�
�

=
1

2n + 3
�

mX

k= n+2

(� 1)k� n 1
2k + 1

> 0:

Wegen
mX

k= n+2

(� 1)k� n 1
2k + 1

=
�

1
2n + 5

�
1

2n + 7

�
+ � � � � 0

folgt für m � n + 1

jam � an j �
1

2n + 3
:

Esgilt tats̈achlichan ! a = �
4 . Insbesondereerḧalt manjan � � =4j � 1

2n+3 .

Satz2.1.8. EineFolge(an ) in C ist genaudanneineCauchy-Folge, wennsiekonvergentist.

Man kannzeigen,dassdie Vollständigkeit von R dazuäquivalent ist, dassin R jedeCauchy-
Folgekonvergiert, d.h.dazudassSatz2.1.8gilt. Die Vollständigkeit von C wird durchdie ent-
sprechendeEigenschaftde�niert. FernerkannmanauchdenfolgendenSatzzeigen,derzu Satz
2.1.8in engerVerbindungsteht.Wir ben̈otigenhierfür denBegriff einerTeilfolge. Sei(an ) eine
Folge,d.h. ' : N ! C, ' (n) = an . Eine Teilfolge ' von ' ist eineAbbildung ' : M ! C,
wobeiM � N eineunendlicheMengeist. Stellt manM in derFormM = f nk : k 2 Ng dar, so
schreibtmanfür ' auch(ank )k2 N oderkurz (ank ).

Beispiel.DieFolge(an ) mit an = (� 1)n , n 2 N istnichtkonvergent,aberdieTeilfolge(a2n )n2 N,
a2n = 1 für n 2 N sowie die Teilfolge (a2n+1 )n2 N, a2n+1 = � 1 für n 2 N sindjeweils konver-
gent.Allgemeinergilt derfolgendeSatz.

Satz2.1.9. EinebeschränkteFolge(an ) in C besitzteinekonvergenteTeilfolge.

Beweisidee. Intervallhalbierungsverfahrenin R anwenden.SieheVorlesung.

Anwendung. IterativeLösungvon Gleichungen.SeiI = [a;b] � R ein Intervall undf : I ! I
eineFunktion.Essoll x 2 I bestimmtwerdenmit x = f (x). Mannenntx einenFixpunktvonf .
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Satz2.1.10.Seif : I ! I eineFunktionund� 2 [0; 1) mit

jf (x) � f (y)j � � jx � yj

für alle x; y 2 I . Danngibt esgenauein x 2 I mit x = f (x). Die Folge xn+1 = f (xn ), n 2 N
undx0 2 I beliebigkonvergiert gegenx. Fernergilt

jxn � xj �
� n

1 � �
jx1 � x0j

und
jxn � xj �

1
1 � �

jxn+1 � xn j

für alle n 2 N.

Beweisskizze. Man zeigtzun̈achst

jxn+1 � xn j = jf (xn ) � f (xn� 1)j � � jxn � xn� 1j � � n jx1 � x0j:

Für m > n wendetmandiesdannanauf

jxn � xm j �
m� 1X

i = n

jx i +1 � x i j

�
m� 1X

i = n

� i jx1 � x0j

= � n 1 � � m� n

1 � �
jx1 � x0j

�
� n

1 � �
jx1 � x0j:

De�nition 2.1.11.De�nition derMonotonievon Funktionen...

Beispiel.LösedieGleichung

x =
1
4

x3 +
1
5

; x 2 [0; 1]:

Hierzusei f : [0; 1] ! R, f (x) := 1
4x3 + 1

5 . Da f auf [0; 1] monotonwachsendist undf (0) =
1
5 � 0, f (1) = 9

20 � 1 gilt, hatmanf ([0; 1]) � [0; 1]. Fernerist

jf (x) � f (y)j =
1
4

jx3 � y3j =
1
4

jx � yjj x2 + xy + y2j

�
3
4

jx � yj:



32 KAPITEL 2. KONVERGENZ

Wir beginnendie Iterationmit demStartwert

x0 = 0;f (0) =
1
5

= 0; 2 = x1;

f (x1) =
1
4

�
1
53

+
1
5

=
101
500

= 0; 202= x2;

f (x2) = 0; 2020606::: = x3;

f (x3) = 0; 202062::: = x4:

Die theoretischeAbscḧatzungfür denFehlerausSatz2.1.10ergibt

jx3 � xj �
1

1 � 3
4

� jx4 � x3j = 4 � jx4 � x3j �
8

106
�

1
105

:

-1

-0.5

0

0.5

1

-1 -0.5 0.5 1
x

2.2 Reihen

Eine Reiheist eineFolge (sn ) von Partialsummen,d.h. sn = a1 + � � � + an mit ai 2 C. Falls
die Folge (sn ) konvergiert, so erklärt mandie

”
unendlicheSumme“ a1 + a2 + : : : als diesen

Grenzwert.Reihensindwichtig,davieleFunktionen̈uberihreReihendarstellungerklärtwerden.

De�nition 2.2.1. Sei(an ) eineFolgein C. MannenntdieZahl

sn =
nX

k=1

ak ; n 2 N

die n-tePartialsummederFolge.Die Folge(sn ) heißtunendlicheReiheundwird mit

1X

k=1

ak
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bezeichnet.Ist die Folge (sn ) konvergent,so wird ihr Grenzwerts ebenfalls mit
P 1

k=1 ak be-
zeichnet.Man nenntdanns denWert oderdie Summeder Reiheund sagtdannauch,dassdie
Reihe

P 1
k=1 ak konvergiert.Konvergiert eineReihenicht, soheißtsiedivergent. Im Fall reeller

Reihen(ak 2 R) unterscheidetmanunbestimmteundbestimmte(! �1 ) Divergenz.

Beispiele.

(a) GeometrischeReihe.Seiq 2 C, jqj < 1. Danngilt

nX

k=0

qk =
1 � qn+1

1 � q

undsomit
1X

k=0

qk =
1

1 � q
:

Anwendung: Zahlsysteme.JedereelleZahl x lässtsichin derForm

x = xp � � � x0; y1y2y3 � � �

darstellenmit x i ; yj 2 f 0; : : : ; 9g. Genauerbedeutetdiesim Dezimalsystem

x =
pX

i =0

x i � 10i +
1X

i =1

yi � 10� i :

Die unendlicheReiheist offenbarkonvergent.Anstelleder Basis10 kannmanals Basis
b2 N, b � 2 wählen.Man betrachtetdannunendlicheSummenderGestalt

1X

k= � p

� kb� k ; p 2 N0; � k 2 N0; � k < b:

(b) Teleskopsummen:
1X

k=1

1
k(k + 1)

= 1;

da

sn =
nX

k=1

1
k(k + 1)

=
nX

k=1

�
1
k

�
1

k + 1

�
= 1 �

1
n + 1

! 1:

(c) HarmonischeReihe:
1X

k=1

1
k

ist bestimmtdivergent.
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Dennsn = 1 + � � � + 1
n ist strengmonotonwachsendundunbeschr̈ankt:

s2m = 1 +
1
2

+
�

1
3

+
1
4

�
+

�
1
5

+ � � � +
1
8

�
+ � � �

� � � +
�

1
2m� 1 + 1

+ � � � +
1

2m

�

� 1 +
1
2

+ 2 �
1
22

+ 22 �
1
23

+ � � � + 2m� 1 �
1

2m

= 1 +
1
2

+
1
2

+
1
2

+ � � � +
1
2

= 1 + m �
1
2

:

(d) Mit ähnlicherArgumentationsiehtman,dass

1X

k=1

1
k�

für � � 1 divergiert und für � > 1 konvergiert. Speziell kann man mit zus̈atzlichen
Argumentenzeigen,dass

1X

k=1

1
k2

=
� 2

6
:

(e) Die Konvergenzvon
1X

k=0

1
k!

hattenwir schoneingesehen.

Wir befassenuns jetzt mit Eigenschaftenvon Reihenund Kriterien für derenKonvergenz.
Zunächsterḧalt manunmittelbarausentsprechendenEigenschaftenkonvergenterFolgen:

Satz2.2.2. (a) Seien
P

ak und
P

bk konvergente Reihen(in C) und � 2 C. Dann sindP
(ak + bk) sowie

P
(�a k) konvergent,undesgilt

X
(ak + bk) =

X
ak +

X
bk ;

X
(�a k) = �

X
ak :

(b) Sindak ; bk 2 R undak � bk , sogilt
X

ak �
X

bk :
08.11.2004

Fernerhabenwir ein CauchyschesKonvergenzkriterium.
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Satz 2.2.3. Die Reihe
P

ak mit ak 2 C ist genaudannkonvergent,wennzu jedem" > 0 ein
n0 2 N existiert mit �

�
�
�
�

m+ pX

k= m

ak

�
�
�
�
�

< " für m � n0; p 2 N0:

Hierausfolgt insbesondere, dassbei einerkonvergentenReihe
P

ak die Bedingungan ! 0 für
n ! 1 erfüllt seinmuss(notwendigeBedingung).

De�nition 2.2.4. EineReihe
P

ak heißtabsolutkonvergent,falls dieReihe
P

jak j konvergiert.

AusdemCauchyschenKonvergenzkriteriumfolgertmanmit Hilfe derDreiecksungleichung:

Satz2.2.5. Ist dieReihe
P

ak in C absolutkonvergent,soauch konvergent.

Fernererḧalt manein Vergleichskriterium.

Satz2.2.6. Sei
P

ak eineReihein C. Danngilt:

(a) Ist die Reihe
P

bk mit bk � 0 konvergentundjak j � bk für k � n0, sokonvergiert
P

ak .

(b) Ist die reelleReihe
P

ck mit ck � 0 divergentundck � ak 2 R für k � n0, so ist
P

ak

divergent.

Beispiel.Die Reihe
1X

k=1

(� 1)k 1
k

ist konvergent,abernicht absolutkonvergent.Allgemeinergilt nämlichnachLeibniz für
”
alter-

nierendeReihen“ :

Satz 2.2.7. Die reelle Reihe
P 1

k=0 (� 1)kak konvergiert, falls die Folge (ak) monotonfallend
gegenNull strebt.Fernergilt

un :=
2n� 1X

k=0

(� 1)kak �
1X

k=1

(� 1)kak �
2nX

k=0

(� 1)kak =: vn :

Ist s derGrenzwertderReihe, sogilt
�
�
�
�
�
s �

nX

k=0

(� 1)kak

�
�
�
�
�

� an+1 :
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Beweis. Für n 2 N gilt

un+1 = un + (a2n � a2n+1 ) � un ;

vn+1 = vn � (a2n+1 � a2n+2 ) � vn ;

vn = un + a2n � un ;

vn � un = a2n ! 0 für n ! 1 :

Folglich ist

js � vn j = vn � s � vn � un+1 = a2n+1

js � un j = s � un � vn � un = a2n :

HierausfolgenalleBehauptungen.

Beispiele.

(a) Die Reihe
X

k� 1

1
p

k(k + 1)
divergiertwegen

1
p

k(k + 1)
�

1
k + 1

:

Die Reihe X

k� 1

1
p

k(k2 + 1)
konvergiert,da

1
p

k(k2 + 1)
�

1
k3=2

:

(b) Die Reihe
X

k� 1

k!
kk

konvergiert,da
k!
kk

�
2
k2

für k � 4:

(c) Die Reihe
X

k� 2

(� 1)k 1
ln (k)

konvergiertnachSatz2.2.7.

DagegendivergiertdiealternierendeReihe

1X

k=1

�
(� 1)k� 1

p
k

+
1
k

�
�

X

k� 1

1
k

:

Wir erwähnennochzwei besondersnützlicheKonvergenzkriterien,die auf demVergleich mit
dergeometrischenReiheberuhen.

Satz2.2.8. Die Reihe
P

ak mit ak 2 C ist absolutkonvergent,

(a) falls esein q 2 (0; 1) gibt mit jak+1 j � qjak j für k � k0, oder
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(b) falls esein q 2 (0; 1) gibt mit jak j1=k � q für k � k0.

Beweis. SieheVorlesung.Manbeachte,dass(b) diesẗarkereAussageist, d.h.führteineAnwen-
dungvonKriterium (b) zumErfolg,somussaucheineAnwendungvonKriterium (a)erfolgreich
sein.

Beispiele.

(a) Sei� 2 R undjqj < 1. Dannist
X

k� 1

k� qk konvergent.

Denn: �
�
�
�
ak+1

ak

�
�
�
� =

(k + 1)� jqjk+1

k� jqjk
=

�
1 +

1
k

� �

jqj ! jqj < 1

für k ! 1 .

(b) Die Reihe
P

ak mit

ak =

(
k
2k ; k gerade;

(4k+1 k2)� 1; k ungerade

konvergiertabsolut.Wegenk1=k ! 1 für k ! 1 gilt nämlich

�
k
2k

� 1
k

!
1
2

für k ! 1

und
(4k+1 k2)� 1=k !

1
4

für k ! 1 :

DasQuotientenkriteriumwürdehiernicht zumErfolg führen.

Ergänzung. Esgilt n
1
n � 1, d.h.n

1
n = 1 + rn . Wir zeigenr n ! 0 für n ! 1 . Aus

n = (1 + r n)n �
�

n
2

�
r 2

n =
1
2

n(n � 1)r 2
n

folgt r 2
n � 2=(n � 1) für n � 2, alsodie Behauptung.

Bei derFragederKonvergenzeinerReihekommteszun̈achstauf die ReihenfolgederSumma-
tion an. Ist nämlich � : N0 ! N0 eineBijektion, so ist i.a. mit

P
k ak nicht notwendigauchP

k a� (k) konvergent.Einfacherist dieSituationbei absolutkonvergentenReihen.

Satz2.2.9.Ist
P

k ak absolutkonvergent(in C), soist auch jedeUmordnung
P

k a� (k) konvergent
und X

k

ak =
X

k

a� (k) :
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Esist klar, wie mandie SummezweierReihenzu erklärenhat.Um dasProduktvon Reihenzu
motivieren,betrachtenwir zun̈achstendlicheSummen:

 
kX

i =0

ai

!  
`X

j =0

bj

!

=
kX

i =0

`X

j =0

ai bj =
X

(i;j )2 M

ai bj ;

wobeiM = f 0; : : : ; kg� f 0; : : : ; `g. Bei endlichenSummenist dieSummationsreihenfolgenicht
relevant,beiReihendagegenschon.EinespezielleAbzählungist etwa

X

(i;j )2 M

ai bj =
k+ `X

r =0

X

(i;j )2 M
i+ j = r

ai bj :

Satz2.2.10.Seien
P 1

k=0 ak und
P 1

k=0 bk absolutkonvergenteReihenin C. Für n 2 N setze

cn =
nX

k=0

akbn� k =
nX

i;j =0
i+ j = n

ai bj :

Dannkonvergiert dieReihe
P 1

n=0 cn , undesgilt

1X

n=0

cn =

 
1X

k=0

ak

!

�

 
1X

k=0

bk

!

:

Bemerkung. Tats̈achlichergibt sichunterdenVoraussetzungenvonSatz2.2.8für jedeBijektion
(�; � ) : N0 ! N0 � N0

X

n2 N0

a� (n)b� (n) =

 
1X

k=0

ak

!

�

 
1X

k=0

bk

!

:

Beispiel.Die Reihe
1X

n=0

zn

n!
; z 2 C

konvergiertabsolutfür jedesfestez 2 C. DasQuotientenkriteriumergibt nämlich
�
�
�
�

zn+1

(n + 1)!
n!
zn

�
�
�
� =

jzj
n + 1

� 1=2;

fallsn � n0(z). Wir setzen

exp(z) :=
1X

n=0

zn

n!
; z 2 C:
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Fernergilt für z; w 2 C:

exp(z)exp(w) =

 
1X

n=0

zn

n!

!

�

 
1X

n=0

wn

n!

!

=
1X

n=0

X

i + j = n

zi wj

i !j !

=
1X

n=0

1
n!

 
nX

i =0

�
n
i

�
zi wn� i

!

=
1X

n=0

1
n!

(z + w)n

= exp(z + w):

Diesist dieFunktionalgleichungderFunktionexp : C ! C.

2.3 Grenzwertevon Funktionen und Stetigkeit

Bevor wir weitereKlassenvon Funktionenmit Hilfe von Funktionen-undPotenzreihende�nie-
ren,soll nochein neueswichtigesKonzepteingef̈uhrt werden,dasdie Analysevon Funktionen
ermöglicht.

De�nition 2.3.1. SeiD � R oderD � C. EineFunktionf : D ! C hatin (demBerührpunkt,
Häufungspunkt) x0 von D denGrenzwerty0, falls für jedeFolge(xn ) in D n f x0g mit xn ! x0

für n ! 1 gilt f (xn ) ! y0 für n ! 1 , d.h.

lim
n!1

xn = x0 ) lim
n!1

f (xn ) = y0:

Wir schreibenin diesemFall limx! x0 f (x) = y0.

Man kannaucheineEpsilontik-De�nition desGrenzwertesvon Funktionenangeben.Wir for-
muliereneineentsprechendeAussagealsSatz. 10.11.2004

Satz2.3.2.SeiD � C, f : D ! C undx0 BerührpunktvonD. Genaudanngilt limx! x0 f (x) =
y0, wenngilt:

� Zu jedem" > 0 gibt esein � > 0, sodassfür alle x 2 D mit jx � x0j < � die Bedingung
jf (x) � y0j < " erfüllt ist. Formaler:

8 " > 09 � > 08 x 2 D : jx � x0j < � ) jf (x) � y0j < ":
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Wir präzisierenjetztdieanschaulicheVorstellungvoneinerFunktion
”
ohneSpr̈unge“ , d.h.einer

Funktion,derenGraphsichohneUnterbrechungin einemhinmalenlässt,falls derDe�nitions-
bereichein Intervall ist.

De�nition 2.3.3. Sei D � C. Eine Funktion f : D ! C heißt stetig in x0 2 D, falls
limx! x0 f (x) = f (x0) gilt. Die Funktion f heißt stetig, falls sie in allen x0 2 D stetig ist.
In isoliertenPunktenist eineFunktionalsstetigde�niert.

Beispiele.

(a) f : R ! R, x 7! ax + bmit a;b2 R ist stetig.Allgemeiner:polynomialeFunktionen.

(b) Seifür x 2 R die Zahl bxc := maxf n 2 Z : n � xg. Die Funktionbc : R ! Z, x 7! bxc
ist stetigfür x 2 R n Z. In x 2 Z existiert derGrenzwertderFunktionnicht. Allerdings
kannmaneinseitigeGrenzwertebetrachten.In Analogiezur unterenAbschneidefunktion
(Gaußklammer)erklärt manaucheineobereAbschneidefunktiondurchdxe := minf n 2
Z : x � ng.

(c) f : R n f 0g ! R, x 7! 1 ist stetig.Fernerist 0 Berührpunktvon R n f 0g, und esgilt
limx! 0 f (x) = 1.

(d) Esgilt

lim
x!1

1
x

= 0; lim
x!1

x2 = 1 ;

dagegenexistiert für f (x) := 1=x, x 2 R n f 0g derGrenzwertfür x ! 0 nicht.

(e) f : [0; 1 ) ! [0; 1 ), x 7!
p

x ist stetig.

(f) Die Funktionexp : C ! C, z 7! exp(z) ist stetig.Hierzu:Für z0 2 C, z 2 C gilt

jexp(z) � exp(z0)j = jexp(z0)(exp(z � z0) � 1)j

= jexp(z0)jjexp(z � z0) � 1j:

Ist h 2 C, sogilt

jexp(h) � 1j =

�
�
�
�
�

1X

n=1

hn

n!

�
�
�
�
�

= jhj �

�
�
�
�
�

1X

n=1

hn� 1

n!

�
�
�
�
�

� jhj �
1X

n=1

jhjn� 1

n!
� jhj � e;

falls jhj � 1. Somitfolgt für jz � z0j � 1 sogar

jexp(z) � exp(z0)j � jz � z0j � e � jexp(z0)j:

Als nächstesbetrachtenwir Rechenregeln für Grenzwerteund EigenschaftenstetigerFunktio-
nen.Da die Situationweitgehendanalogzu dervon Satz2.1.5ist, gebenwir nur exemplarisch
einigeAussagenan.



2.3. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 41

Satz2.3.4.Seienf ; g : D ! C Funktionenundx0 einBerührpunktvonD � C. Die Grenzwerte
vonf undg in x0 mögenexistieren.Seiena;b2 R. Danngilt

(a) limx! x0 (f (x) + g(x)) = limx! x0 f (x) + limx! x0 g(x);

(b) limx! x0 (f (x) � g(x)) = limx! x0 f (x) � limx! x0 g(x);

(c) limx! x0 f (x) = a + bi , limx! x0 Re(f (x)) = a und limx! x0 Im(f (x)) = b.

Nunkannmanaberzus̈atzlichdie VerkettungvonFunktionenbetrachten.

Satz2.3.5. Seienf 1 : D1 ! C, f 2 : D2 ! C Funktionenmit f 1(D1) � D2. Seix0 Berührpunkt
von D1 und limx! x0 f 1(x) = y0. Sei ferner y0 Berührpunktvon D2 und limy! y0 f 2(y) = z0.
Danngilt limx! x0 f 2 � f 1(x) = z0.

Beweis. Sei xn ! x0 eine Folge in D1. Dann folgt erst f 1(xn ) ! y0 und schließlich
f 2(f 1(xn )) ! z0.

Satz2.3.6. (a) Seienf ; g : D ! C Funktionen,die in x0 2 D stetig(stetig)sind.Dannsind
auch f + g undf � g in x0 stetig(stetig).

(b) Sindf 1 : D1 ! C und f 2 : D2 ! C Funktionenmit f 1(D1) � D2. Seif 1 in x0 2 D1

stetigundf 2 in f 1(x0) 2 D2 stetig. Dannist f 2 � f 1 in x0 stetig. Insbesonderefolgt ausder
Stetigkeit vonf 1 undf 2 dieStetigkeit vonf 2 � f 1.

Beispiele.

(a) Sindai ; bj 2 R und

q(x) :=
a0 + a1x + � � � + anxn

b0 + b1x + � � � + bm xm
; x 2 D(q):

DabeiseiD(q) := f x 2 R : b0 + � � � + bm xm 6= 0g. Dannist q stetigaufD(q).

(b) h(x) :=
p

x2 + 1, x 2 R ist stetig.Hierzubeachte,dassf (x) := x2 + 1, x 2 R stetigist
undebensog(y) :=

p
y für y � 0. Fernergilt f (R) � [0; 1 ) = D(g).

(c) Die Funktion

f (x) :=
x3 � 1
x � 1

; x 2 R n f 1g

ist für x = 1 nichterklärt.Wegen

x3 � 1
x � 1

= x2 + x + 1 für x 6= 1

kanndieFunktionaberdurchdieFestsetzungf (1) := 3 stetigin x = 1 fortgesetztwerden.
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(d) Esgibt verschiedeneTypenvon Unstetigkeitsstellenwie:

Pole:limx! x0 f (x) = �1

Spr̈unge:limx! x �
0

f (x) 6= limx! x+
0

f (x)

Oszillationen:limx! x0 f (x) existiertauchnichteinseitig

Beispiel.Betrachtef (x) := sin
�

1
x

�
, x 6= 0 undf (0) = 0.

Allerdingsgibt esauchviele andereTypenundMischformenvonUnstetigkeiten.

Beispiel.

f (x) =
�

1; x 2 Q;
0; x 2 R n Q:

DieseFunktionist anjederStelleunstetig.

Beispiel.Seih(x) := x sin
�

1
x

�
, x 6= 0 undh(0) := 0. Die DämpfungmittelsVorfaktorführt zur

Stetigkeit vonh.

Jetztgehenwir näheraufEigenschaftenstetigerFunktionenein.BesonderesInteresseverdienen
dabeidie ZwischenwerteigenschaftundAussagenzur Annahmevon Maximumbzw. Minimum
sowie zurgleichm̈aßigenStetigkeit.

Satz 2.3.7. Sei f : [a;b] ! R einestetige Funktionund y 2 [f (a); f (b)]. Dann gibt esein
x 2 [a;b] mit f (x) = y.

Beweis. Wir zeigendenNullstellensatz:Ist f (a) < 0 undf (b) > 0, danngibt esein x 2 (a;b)
mit f (x) = 0.
Intervallhalbierungsverfahren:Setzem := (a + b)=2.

� Ist f (m) = 0, sosetzex := m; wir sindfertig;

� Ist f (m) < 0, setzea1 := m, b1 := b;

� Ist f (m) > 0, setzea1 := a, b1 := m.

NeuesIntervall ist [a1; b1] mit f (a1) < 0, f (b1) > 0 undb1 � a1 = (b � a)=2, falls mannicht
schonfertig ist. ManwiederholtdasVerfahrenn-mal.FallsmaninzwischennichtschonamZiel
angekommenist, erḧalt manein Intervall [an ; bn ] mit f (an ) < 0, f (bn ) > 0 und bn � an =
(b� a)=2n . Fernergilt [an ; bn ] � [an� 1; bn� 1] � � � � � [a1; b1] � [a;b]. Esgibt genauein x 2 R
mit

x 2
\

n2 N

[an ; bn ]:

Esgilt an ! x, bn ! x undfolglich

f (x) = lim
n!1

f (an ) � 0 � lim
n!1

f (bn ) = f (x):

Dieszeigtf (x) = 0.
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Beispiele.

(a) JedesPolynomp(x) = a0 + a1x + � � � + anxn , x 2 R und an 6= 0 mit n ungeradehat
mindestenseinereelleNullstelle.Dennwegen

lim
x!1

p(x) = 1 und lim
x!�1

p(x) = �1

gibt esa;b 2 R mit p(a) < 0 undp(b) > 0. Anwendungvon Satz2.3.7liefert danndie
Behauptung.

KonkretbestimmemannäherungsweiseeineNullstellevon

p(x) = 3 + 4x � x2 + 5x3 � 8x4 + x5

auf drei Dezimalstellengenau.Hinweis: Nullstellen be�nden sich in den Intervallen
[� 0:6; � 0:4], [1:2; 1:3], [7; 8]. Fernerist die Funktion p in den Intervallen (�1 ; 0] und
[6; 1 ) strengmonotonwachsend.

-3000

-2000

-1000

0

1000

2000

-4 -2 2 4 6 8

(b) Existenzeinern-tenWurzel.Seia > 0 undn 2 N. Da die Funktionf : x 7! xn streng
monotonwachsendist auf [0; 1 ) undf (0) = 0 sowie f (x) ! 1 für x ! 1 erfüllt, gibt
esgenaueinx0 2 (0; 1 ) mit f (x0) = a. Man erklärt x0 =: n

p
a.

StrengmonotoneFunktionenbesitzeneineUmkehrfunktion,die zudemimmerstetigist.
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Satz2.3.8. SeiI ein Intervall undf : I ! R strengmonoton.Danngilt

(a) Die Umkehrfunktionf � 1 : f (I ) ! I ist stetig.

(b) Ist f stetig, soist f (I ) ein Intervall.

EinestetigeFunktionmussnichtbeschr̈anktsein.Wennsiebeschr̈anktist, existiertzwardasSu-
premum,diesesmussjedochnicht alsFunktionswertangenommenwerden.EinfacheBeispiele
zeigen,dassdemDe�nitionsbereicheineentscheidendeBedeutungbei der Untersuchungvon
Beschr̈anktheitundExtremwertenzukommt.

Satz2.3.9. Jedestetige Funktionf auf einembeschränkten,abgeschlossenenIntervall [a;b] ist
beschränktundbesitztein Maximumundein Minimum,d.h.esgibt x1; x2 2 [a;b] mit f (x1) �
f (x) � f (x2) für alle x 2 [a;b].

Beweis. SieheVorlesungfür eineBeweisskizzemittelsSatz2.1.9(Teilfolgenargument).
15.11.2004

Insbesondereist dasBild eineskompakten(= beschr̈anktenundabgeschlossenen)Intervallsunter
einerstetigenFunktionselbstkompakt.

Für denNachweisderStetigkeit einerFunktionf : I ! R, I � R aneinerStellex0 2 I ist zu
gegebenem" > 0 ein � > 0 soanzugeben,dassfür x 2 I

jx0 � xj < � ) jf (x0) � f (x)j � "

erfüllt ist. Dabeiwird � vonx0 und" abḧangen.

Beispiel.Seif : (0; 1] ! R, x 7! x � 1. Beachte:Für x1 = �
2, x2 = � gilt

jx1 � x2j =
�
2

und jf (x1) � f (x2)j =
1
�

:

De�nition 2.3.10. Sei f : I ! R, I � R eineFunktion.Die Funktionf heißtgleichm̈aßig
stetig,wenngilt

8 " > 09 � > 08 x1; x2 2 I : jx1 � x2j < � ) jf (x1) � f (x2)j < ":

Satz2.3.11.StetigeFunktionenaufkompaktenIntervallensindgleichmäßigstetig.

Beweis. Indirekt mit Teilfolgenargument.

Beispiel.Die Funktionen

� f (x) :=
p

1 � x2, x 2 (0; 1),

� h(x) =
�

2x; 0 < x � 1
2;

� 2x + 2; 1
2 < x < 1

sindgleichm̈aßigstetig,obwohl derDe�nitionsbereichnichtabgeschlossenist.
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2.4 Funktionenfolgenund -reihen

Für eineMengeD � C undjedesn 2 N sei

f n : D ! C

eineFunktion,d.h. (f n ) ist eineFolgevon Funktionen.Für solcheFunktionenfolgenkannman
verschiedeneArtenvon Konvergenzbetrachten.

De�nition 2.4.1. Die Funktionenfolge(f n ) konvergiert punktweisegegen eine Funktion f :
D ! C, falls für jedesx 2 D gilt

lim
n!1

f n (x) = f (x):

Beispiel.

(a) f n (x) := 1
n x, x 2 R konvergiert punktweisegegendie Nullfunktion.

(b) f n (x) = (1 + x2n )� 1, x 2 R konvergiertpunktweisegegendie Funktion

f (x) =

8
<

:

1; jxj < 1;
1=2; jxj = 1;
0; jxj > 1:

Die Grenzfunktionist unstetig.

(c)

f n (x) =

8
><

>:

0; x � 0;

n; x 2 (0; 1=n);

0; x � 1=n:

Dannkonvergiert f n punktweisegegenf � 0.

Wir betrachtennuneinenrestriktiverenKonvergenzbegriff.

De�nition 2.4.2. Für einebeschr̈ankteFunktionf : D ! C wird die Supremumsnormjj f jj 1

erklärt durch
jj f jj 1 := supfj f (x)j : x 2 Dg:

Der (Supremums-)Abstandzweierbeschr̈ankterFunktionenf ; g : D ! C ist dannerklärt als

jj f � gjj 1 = supfj f (x) � g(x)j : x 2 Dg:
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Man stellt leicht fest,dassbeschr̈ankteFunktionenf ; g : D ! C die folgendenBedingungen
erfüllen:

jj f + gjj 1 � jj f jj 1 + jjgjj 1 ;

jj �f jj 1 = j� j � jj f jj 1 ; � 2 C;

jj f jj 1 = 0 , f (x) = 0 für allex 2 D:

DieseEigenschaftensindgeradekennzeichnendfür eineNorm.Hier gilt zudem

jj f � gjj 1 � jj f jj 1 � jj gjj 1 :

De�nition 2.4.3. EineFunktionenfolge(f n ) aufD konvergiert gleichmäßig(in derSupremums-
norm) gegenf : D ! C, wennjj f n � f jj 1 ! 0 für n ! 1 .

Veranschaulichung. "-Schlauchumf .

Offenbargilt genaudannjj f n � f jj 1 ! 0 für n ! 1 , wenneszu jedem" > 0 ein n0 2 N gibt
mit jf n (x) � f (x)j � " für alle x 2 D. Hier hängtn0 alsonicht von x 2 D ab. Insbesondere
erḧalt mandie punktweiseKonvergenz.Der nachfolgendeSatzgibt ein Cauchy-Kriteriumfür
gleichm̈aßigeKonvergenzan.

Satz2.4.4.Die Funktionenfolge(f n ) aufD konvergiert genaudanngleichmäßig, wennzujedem
" > 0 einn0 2 N existiert,sodassfür alle n; m � n0 gilt jj f n � f m jj 1 � " .

Beispiele.

(a) f n (x) := n+1
n x, x 2 [0; 1] konvergiertgleichm̈aßiggegenf (x) = x, da

�
�
�
�
n + 1

n
x � x

�
�
�
� =

�
�
�
�
1
n

x

�
�
�
� �

1
n

:

(b) f n (x) = xn , x 2
�
0; 1

2

�
konvergiert gleichm̈aßiggegenf (x) = 0, da jxn � 0j � jxjn �

1
2n � 1

n .

(c) f n (x) = xn , x 2 [0; 1] konvergiertpunktweisegegen

f (x) =
�

0; x 2 [0; 1);
1; x = 1;

abernichtgleichm̈aßig.Insbesondereist f unstetig.

(c)

f n (x) =

8
><

>:

0; x � 0;

n; x 2 (0; 1=n);

0; x � 1=n:

Danngilt zwar punktweiseKonvergenzvon f n gegenf � 0, aberkf n � f k = n ! 1 .
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Satz 2.4.5. Die Funktionenfolge (f n ) stetiger Funktionenkonvergiere gleichmäßig gegen eine
Funktionf . Dannist f stetig.

Beweis. Seix0 2 D und" > 0. Für n � n0 gilt dannjj f n � f jj 1 � "=3. Da f n0 stetigist, gibt
esein � > 0, sodassfür x 2 D mit jx � x0j � � gilt jf n0 (x) � f n0 (x0)j � "=3. Dannfolgt für
x 2 D mit jx � x0j � � :

jf (x) � f (x0)j � jf (x) � f n0 (x)j + jf n0 (x) � f n0 (x0)j + jf n0 (x0) � f (x0)j

� jj f � f n0 jj 1 +
"
3

+ jj f n0 � f jj 1

� 3 �
"
3

= ":

Dieszeigtdie Stetigkeit von f .

In naheliegenderWeiselässtsich zu einerFolge (f n ) von Funktionenmit gemeinsamemDe�-
nitionsbereichjetzt eineFunktionenreiheerklären.Darunterverstehtmandie Funktionenfolge
(sn ) mit

sn =
nX

k=0

f k ; n 2 N0:

Für (sn ) kannmanwiederpunktweiseKonvergenzund gleichm̈aßigeKonvergenzbetrachten.
AusserdemlässtsichdasCauchy-KriteriumvonSatz2.4.4aufFunktionenreihen̈ubertragen.Im
Fall von gleichm̈aßigerKonvergenzverwendetmandie jj � jj 1 -Norm.

De�nition 2.4.6. Eine Reihe
P 1

k=0 f k von beschr̈anktenFunktionenf n : D ! C heißt
gleichmäßigabsolutkonvergent, falls

P 1
k=0 jj f k jj 1 konvergiert.

Natürlich impliziert gleichm̈aßigabsoluteKonvergenzdie gleichm̈aßigeKonvergenz.Insbeson-
deregilt dasfolgendeMajorantenkriterium.

Satz2.4.7. (a) Gilt für die Funktionenreihe
P 1

k=0 f k auf D die Abschätzungjj f k jj � � k ,
k 2 N0 und

P 1
k=0 � k < 1 , dannist

P 1
k=0 f k gleichmäßigabsolutkonvergent.

(b) Ist
P 1

k=0 f k gleichmäßig absolut konvergent und f k stetig für alle k 2 N0, dann istP 1
k=0 f k stetig.

Beweis. (a) folgt leicht ausdem CauchyschenKonvergenzkriteriumund der Dreiecksunglei-
chungfür jj � jj 1 . (b) erḧalt manausSatz2.4.5.

Beispiele.
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(a) Die Reihe

f (x) :=
1X

n=0

x
(1 + x2)n

konvergiert für alle x 2 R absolut,aberauf keinemIntervall I mit 0 2 I gleichm̈aßig.
Dennfür x 6= 0 gilt

1X

n=0

jxj
(1 + x2)n

= jxj �
1X

n=0

�
1

1 + x2

� n

= jxj
1

1 � 1
1+ x2

= jxj
1 + x2

x2
=

1 + x2

jxj
:

Esgilt f (0) = 0. Die Reihekonvergiertauf I nichtgleichm̈aßig,da

f (x) =
1 + x2

x
; x 6= 0; f (0) = 0

gilt, d.h.f in 0 unstetigist.

(b) Die Reihe

g(x) :=
1X

n=0

(� 1)nx2

(1 + x2)n

konvergiertgleichm̈aßigaufR, da

sN (x) = x2 �
NX

n=0

�
� 1

1 + x2

� n

= x2 �
1 �

�
� 1

1+ x2

� N +1

1 �
�
� 1

1+ x2

�

= x2 �
1 �

�
� 1

1+ x2

� N +1

2+ x2

1+ x2

=
x2(1 + x2)

2 + x2

 

1 �
�

�
1

1 + x2

� N +1
!

!
x2(1 + x2)

2 + x2

für alle x 2 R unddamit
�
�
�
�sN (x) �

x2(1 + x2)
2 + x2

�
�
�
� =

x2(1 + x2)
2 + x2

�
+

1
1 + x2

� N +1

�
x2(1 + x2)

(2 + x2)(1 + (N + 1)x2)

�
x2

1 + (N + 1)x2
�

1
N + 1

:
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Die Reihekonvergiertauchabsolut,dafür x 6= 0 gilt

h(x) :=
1X

n=0

x2

(1 + x2)n
= x2 �

�
1 �

1
1 + x2

� � 1

= 1 + x2;

sowie h(0) = 0. Somitist h ist in 0 unstetig.Damit konvergiertdieReihe
1X

n=0

x2

(1 + x2)n

nicht gleichm̈aßig. Insbesonderekann die Reihe
P 1

n=0 (� 1)nx2(1 + x2)� n dann auch nicht
gleichm̈aßigabsolutkonvergieren. 18.11.2004

2.4.1 Potenzreihen

PotenzreihensindspezielleFunktionenreihen,d.h.manbetrachtetFunktionenderForm

f k(x) = ak � (x � x0)k

für ein festesx0 2 C (mannenntx0 die Entwicklungsstelle)und ak 2 C für alle k 2 N. Die
Partialsummen

sn (x) =
nX

k=0

ak(x � x0)k

sind dannPolynome.Es gen̈ugt, für die folgendenBetrachtungendenFall x0 = 0 zu betrach-
ten,derallgemeineFall läßtsichdaraufleicht zurückführen.Wir halteneinigewichtigeEigen-
schaftenvon Potenzreihenfest.Der LimesSuperioreinerFolge ist der größteGrenzwerteiner
konvergentenTeilfolge (auchunendlichist alsLimeszugelassen).

Satz 2.4.8. Zu jeder Potenzreihe
P 1

k=0 akxk gibt eseineeindeutigbestimmteZahl r 2 [0; 1 ]
derart, dassgilt:

(a) Die Potenzreihekonvergiert für alle x mit jxj < r . Siekonvergiert gleichmäßigabsolutin
jedemkompaktenTeilintervall von(� r; r ).

(b) Die Potenzreihedivergiert für x mit jxj > r .

(c) Esgilt

r =
�

limk!1 jak j
1
k

� � 1
:

Beweis. Esgeltejxj=r < q < 1, d.h.nachDe�nition

jak j
1
k jxj < q für k � k0:

Dannfolgt
jak jj xjk � qk ; k � k0:

Somit folgt (a) ausSatz2.4.7(a). Fernerfolgt ausjxj=r > 1, dassjxjjak j1=k � 1 für unendlich
viele k 2 N0 gilt, d.h.akxk 6! 0 für k ! 1 . Dieszeigt(b). Damit ist auch(c) bewiesen.
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Beispiele.

(a) Die Reihe
1X

k=1

kxk

konvergiertunderfüllt r =
�

limk!1 k
1
k

� � 1
= 1. Für x = � 1 hatmanDivergenz.

(b) Die Reihe
P 1

k=1 (� 1)k� 1 1
k xk hatr = 1. Für x = 1 hatmanKonvergenz,für x = � 1 liegt

Divergenzvor.

(c) Gilt für die Potenzreihe
P

akxk schließlichak 6= 0 undc := limk!1

�
�
� ak

ak +1

�
�
� > 0, so ist c

derKonvergenzradiusderReihe.

(d) Sind
P 1

k=0 ak(x � x0)k und
P 1

k=0 bk(x � x0)k Potenzreihen,diebeidefür jxj < r konver-
gieren,sokonvergiertauch

1X

k=0

(ak + bk)(x � x0)k =
1X

k=0

ak(x � x0)k +
1X

k=0

bk(x � x0)k

sowie
1X

n=0

cn (x � x0)n =

 
1X

k=0

ak(x � x0)k

!

�

 
1X

k=0

bk(x � x0)k

!

;

wobei cn = a0bn + a1bn� 1 + � � � + anb0 gilt. (Beispiel:ak = 1 und bk = k, alsocn =
0 + 1 + : : : + n.)

(e) Mit
P

k� 0 akxk für jxj < r ist auch
P

k� 1 kakxk� 1 für jxj < r konvergent.

Satz2.4.9. Seien

f (x) =
1X

k=0

ak(x � x0)k ; g(x) =
1X

k=0

bk (x � x0)k

zweiPotenzreihen,diefür jx � x0j < r konvergieren.Sei(xk) eineFolgemit xk ! x0 für k ! 1
undxk 6= x0 für k 2 N0. Gilt f (xk) = g(xk) für alle k 2 N0, sofolgt f (x) = g(x) für alle x mit
jx � x0j < r .

Beweis. Zunächstgilt

a0 = f (x0) = lim
k!1

f (xk) = lim
k!1

g(xk) = g(x0) = b0;

d.h.a0 = b0. Also gilt
1X

k=1

ak(x � x0)k� 1 =
1X

k=1

bk (x � x0)k� 1

für x = xk , k 2 N0. Nunkannmanwie obenfolgern,dassa1 = b1 gilt, u.s.w.
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Sp̈aterwerdenwir derFragenachgehen,wanneineFunktionalsPotenzreihedargestelltwerden
kannbzw. wannundwie siesichdurchPolynomeapproximierenlässt.

Beispiele.

(1) Binomialreihe.Für x 2 C undn 2 N gilt

(1 + x)n =
nX

k=0

�
n
k

�
xk :

Wir erklärennunallgemeinfür � 2 C undk 2 N
�

�
k

�
:=

� (� � 1) � � � (� � k + 1)
k!

;
�

�
0

�
:= 1:

Dannkonvergiertdie Reihe

1X

k=0

�
�
k

�
zk für jzj < 1; � 2 R

Dennfalls � =2 N ist, gilt
�
� � �

k+1

�
zk+1

�
�

�
� � �

k

�
zk

�
� =

�
�
�
�
� � � � (� � k + 1)(� � k)

� � � � (� � k + 1)

�
�
�
� jzj

1
k + 1

=
j� � kj
k + 1

jzj =

�
�
�
�

�
k + 1

�
k

k + 1

�
�
�
� jzj ! jzj:

Für jzj < 1 kannman

(1 + z) � =
1X

k=0

�
�
k

�
zk

zeigen.Soerḧalt manetwa für jzj < 1:

p
1 + z = 1 +

1
2

z �
1
8

z2 +
1
16

z3 �
5

128
z4 � : : :

(2) Die Reihen

cos(z) :=
1X

n=0

(� 1)n

(2n)!
z2n und sin(z) :=

1X

n=0

(� 1)n

(2n + 1)!
z2n+1

konvergierenfür alle z 2 C. DasQuotitentenkriteriumliefert etwa
�
�
�
�
(� 1)n+1 z2(n+1)

(2(n + 1))!
(2n)!

(� 1)nz2n

�
�
�
� =

jz2j
(2n + 1)(2n + 2)

! 0

für n ! 1 .
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(3) Die Reihe
1X

k=0

(� 1)k

k + 1
zk+1

konvergiert für jzj < 1 sowie für z = 1. Man kannfür jzj < 1 zeigen

ln(1 + z) =
1X

k=0

(� 1)k

k + 1
zk+1 ;

wobeiln (sp̈ater)alsUmkehrfunktionderExponentialfunktionerklärtwird.

2.4.2 SpezielleFunktionen

Wir beginnenmit einererstenDiskussiondertrigonometrischenFunktionenunddesZusammen-
hangsmit derExponentialfunktion.Die (komplexe)Exponentialfunktion

exp : C ! C; z 7! exp(z)

ist stetigunderfüllt

exp(z + w) = exp(z)exp(w); exp(z) = exp(z)

für allew; z 2 C. Fernergilt die Restgliedabscḧatzung

exp(z) =
nX

k=0

zk

k!
+ rn+1 (z);

jrn+1 (z)j �
2jzjn+1

(n + 1)!
für jzj � 1 +

n
2

;

da

jrn+1 (z)j �
1X

k= n+1

jzjk

k!
=

jzjn+1

(n + 1)!

1X

k= n+1

(n + 1)!
k!

jzjk� n� 1

�
jzjn+1

(n + 1)!

1X

k= n+1

�
1
2

� k� n� 1

=
2jzjn+1

(n + 1)!
:

Für x 2 R ist zun̈achstexp(x) = ex . Man zeigtdiesmit Hilfe derFunktionalgleichungschritt-
weisefür x 2 N, x 2 Z, x 2 Q und schließlichfür x 2 R. Fernergilt für z = x + iy mit
x; y 2 R

exp(z) = exexp(iy ); jexp(iy )j = 1; jexp(z)j = ex

wegen

1 = exp(0) = exp(iy + iy ) = exp(iy )exp(iy ) = exp(iy )exp(iy ) = j exp(iy )j2:
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Schließlichkannmanauchallgemeindie Darstellung

exp(z) = lim
n!1

�
1 +

z
n

� n
; z 2 C

beweisen,wobeianstellevonn ! 1 auchallgemeiner

exp(z) = lim
r !1

�
1 +

z
r

� r

mit r 2 R gilt. Für x > 0 gilt die Umformung

exp(x) = lim
r !1

�
1 +

x
r

� r
= lim

r !1

 �
1 +

1
r=x

� r =x
! x

=

 

lim
r !1

�
1 +

1
r=x

� r =x
! x

= ex = exp(1)x :

Diesfolgt dannaberauchfür x = 0 undx < 0.

ReelleExponentialfunktion

Wir betrachtenjetzt
exp : R ! R; x 7! exp(x) = ex :

Für diereelleExponentialfunktiongeltensinngem̈aßdieobigenEigenschaften(Stetigkeit,Funk-
tionalgleichung,Restgliedabscḧatzung,Darstellungals Folgenlimes).Zus̈atzlich ist sie streng
monotonwachsendundbildet R auf (0; 1 ) bijektiv ab. Hierzu:Seiy > x, d.h.y = x + h mit
h > 0. Dannfolgt wegenexp(h) > 1 aus

1 = exp(0) = exp(h)exp(� h);

dassexp(� h) 2 (0; 1). Fernergilt

exp(y) = exp(x)exp(h) > exp(x):

Wegenexp(x) � 1 + x für x > 0 undsomit

0 < exp(� x) =
1

exp(x)
�

1
1 + x

; x > 0

gilt
lim

x!1
exp(x) = 1 und lim

x!1
exp(x) = 0:

ZwischenwertsatzundstrengeMonotoniesowie Stetigkeit derExponentialfunktionzeigen,dass
die Abbildungexp : R ! (0; 1 ) bijektiv ist.

Umkehrfunktion: Logarithmus
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Daexp : R ! (0; 1 ) bijektiv ist, existiert dieUmkehrfunktion

ln : (0; 1 ) ! R; y 7! ln (y);

dieebenfallsbijektiv, stetigundstrengmonotonwachsendist.Sieerfüllt dieFunktionalgleichung

ln (a � b) = ln (a) + ln (b); a;b> 0:

Diesfolgt ausderFunktionalgleichungfür die Exponentialfunktion. 22.11.2004

De�nition 2.4.10.Seia > 0. Dannerklärenwir

ax := exln (a) = exp(xln (a)); x 2 R:

DieseDe�nition ist auchfür x 2 C sinnvoll. Die FunktionR ! (0; 1 ), x 7! ax heißtPotenz-
funktionzur Basisa.

Mankannax für a > 0, x 2 R auchdirekterklären,indemmanax schrittweisefür x 2 Z, x 2 Q
undx 2 R de�niert. DieseverschiedenenZugängesindwiederumkonsistent.

Lemma 2.4.11.Für a > 0 unda 6= 1 ist x 7! ax , R ! (0; 1 ) strengmonotonundbijektiv. Es
gilt für x; y 2 R

ax+ y = axay und axy = (ax )y :

Beweis. Esgilt

(ax )y = (exln a)y = eyln (ex ln a ) = eyxln a = e(xy )ln a = axy

und
ax+ y = e(x+ y)ln a = exln a+ yln a = exln aeyln a = axay :

Für a > 1 ist x 7! ax strengmonotonwachsend,für a < 1 strengmonotonfallend.

De�nition 2.4.12.Die UmkehrfunktionderPotenzfunktionzur Basisa > 0; a 6= 1 heißtLoga-
rithmuszur Basisa, d.h.

loga : (0; 1 ) ! R; x 7! loga x:

Esgilt somitfür y > 0 undx 2 R:

aloga y = y und loga(ax ) = x:

Fernerhatmanfür x; y > 0 (für Nachweisesiehedie Vorlesung)

loga(xy) = loga x + loga y; loga(xy) = y loga x:
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Mit Hilfe von

loga x =
logb x
logb a

für a;b;x > 0

kannmanLogarithmenzu verschiedenenBasenleicht ineinanderumrechnen.Speziellgilt also
(ln = loge)

loga x =
ln x
ln a

:

TrigonometrischeFunktionen

Für z 2 C hattenwir erklärt

cosz =
1X

n=0

(� 1)n

(2n)!
z2n ; sinz =

1X

n=0

(� 1)n

(2n + 1)!
z2n+1 :

Damit folgt

exp(iz) =
1X

k=0

(iz)k

k!
=

1X

k=0

(iz)2k

(2k)!
+

1X

k=0

(iz)2k+1

(2k + 1)!

=
1X

k=0

(� 1)k z2k

(2k)!
+ i

1X

k=0

(� 1)k z2k+1

(2k + 1)!

= cosz + i sinz:

Satz2.4.13.Für alle z 2 C gilt

exp(iz) = cosz + i sinz:

Insbesondereerhält manfür z = x + iy , x; y 2 R:

exp(z) = ex (cosy + i siny):

Fernerfolgt für n 2 N undx 2 R (dieFormelvondeMoivre)

cos(nx) + i sin(nx) =
nX

k=0

�
n
k

�
i k sink(x) cosn� k(x):

Beweis. Wegen

cos(nx) + i sin(nx) = einx = (eix )n = (cos(x) + i sin(x))n

folgt die verbleibendeBehauptungdurchEntwicklungderrechtenSeite.

Wir könnennuneineReiheweitererFolgerungenfesthalten:
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� AusderFormelvondeMoivre folgt etwadurchVergleichderRealteile

cos(nx) =
bn

2 cX

k=0

�
n
2k

�
(� 1)k sin2k(x) cosn� 2k(x):

Spezielletwa
cos(3x) = cos3(x) � 3sin2(x) cos(x):

Aus

(2 cos(x))n =
�
eix + e� ix

� n

=
nX

k=0

�
n
k

�
eik xe� i (n� k)x

=
nX

k=0

�
n
k

�
ei (2k� n)x

folgt wiederumdurchVergleichderRealteile

2n cosn (x) =
nX

k=0

�
n
k

�
cos((2k � n)x) :

Spezielletwa
25 cos5(x) = 2cos(5x) + 10cos(3x) + 20cos(x):

ÄhnlicheAussagenkannmanfür denSinuszeigen.

� (cosy)2 + (siny)2 = 1, y 2 R wegen

1 = jexp(iy )j2 = cos2 y + sin2 y:

Esfolgt j cosyj � 1, j sinyj � 1 für y 2 R.

� Additionstheoreme:Für x; y 2 R gilt

cos(x + y) = cosx cosy � sinx siny;

sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny

wegen

cos(x + y) + i sin(x + y) = ei (x+ y) = eix eiy

= (cosx + i sinx)(cosy + i siny)

= (cosx cosy � sinx siny) + i (sin x cosy + cosx siny):
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� cos(0)= 1, sin(0) = 0, cos(� x) = cosx, sin(� x) = � sinx.

Also ist cosin (� "; " ) für kleines" > 0 positiv. Man de�niert

� := 2minf x � 0 : cosx = 0g:

AufgrundderAbscḧatzungenfür alternierendeReihenerḧalt manfür jxj � 2
p

3:

�
x2

2
� cosx � 1 =

1X

n=1

(� 1)n x2n

(2n)!
� �

x2

2
+

x4

24
:

Die Einschr̈ankungjxj � 2
p

3 ist durchdie geforderteMonotonie
�
�
�
�

x2n+2

(2n + 2)!
(2n)!
x2n

�
�
�
� =

x2

(2n + 1)(2n + 2)
� 1 für n � 1;

d.h.x2=(3 � 4) � 1 , jxj � 2
p

3 erzwungen.

Daherfolgt

1 �
x2

2
� cosx � 1 �

x2

2
+

x4

24
; jxj � 2

p
3:

Wegen1� x2

2 > 0 für jxj <
p

2 und1� x2
0

2 + x4
0

24 < 0 für x0 = 8
5 2 (

p
2; 2

p
3) hatcosin [

p
2; 8

5]
die erstepositiveNullstelle,d.h.

2:828= 2
p

2 � � �
16
5

= 3:2:

Wegensinx � x � x3

6 für x � 0 folgt sinx > 0 für x 2 (0;
p

6). Aus 8=5 <
p

6 erḧalt man
sin

�
�
2

�
> 0, d.h.abersin �

2 = 1. Fernergilt

sin� = sin
� �

2
+

�
2

�
= sin

�
2

cos
�
2

+ cos
�
2

sin
�
2

= 0:

Wegen

cos
� �

2
� x

�
= 0 + sin

� �
2

�
sin(x) = sin(x)

ist dannsin(x) > 0 für x 2 (0; � ). DurchÜberlegungendiserArt erḧalt mandenfolgendenSatz.

Satz2.4.14.Für sin; cosgeltendie folgendenAussagen.

(a) sinx > 0 für x 2 (0; � ), sinx < 0 für x 2 (� ; 2� ); cosx > 0 für x 2
�
0; �

2

�
[

�
3�
2 ; 2�

�
,

cosx < 0 für x 2
�

�
2 ; 3�

2

�
.

(b) f x 2 R : sinx = 0g = � � Z, f x 2 R : cosx = 0g = �
2 + � � Z.

(c) sin
�
x + �

2

�
= cosx, cos

�
x + �

2

�
= � sinx.
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(d) cos; sin sind2� -periodisch.

Speziellgilt
ei� = exp(i� ) = cos(� ) + i sin(� ) = � 1:

De�nition 2.4.15.Die FunktionenTangensundCotangenswerdenerklärt durch

tan(x) :=
sin(x)
cos(x)

; x 2 R n
�

2k + 1
2

� : k 2 Z
�

;

cot(x) :=
cos(x)
sin(x)

; x 2 R n f k� : k 2 Zg:

Additionstheoremefür tan und cot lassensich auf die Additionstheoremefür sin und cos
zurückführenundwerdenin denÜbungenbesprochen.Die Winkelfunktionensindnicht global
umkehrbar, dasiealsperiodischeFunktionennichtglobalinjektiv sind.Allerdingsist

sin :
h
�

�
2

;
�
2

i
! [� 1; 1]; x 7! sin(x)

strengmonotonwachsendmit Umkehrfunktion

arcsin : [� 1; 1] !
h
�

�
2

;
�
2

i
; y 7! arcsin(y):

Um die Monotonieeinzusehen,kannmanwie in derVorlesungbeschriebenvorgehenoder

sin(x) � sin(y) = 2cos
�

x + y
2

�
sin

�
x � y

2

�

(vergleicheÜbungsaufgabe22 (a)) sowie dasVorzeichenverhaltenvon sin undcosverwenden.
Fernerist

cos: [0; � ] ! [� 1; 1]; x 7! cos(x)

strengmonotonfallendmit Umkehrfunktion

arccos: [� 1; 1] ! [0; � ]; y 7! arccos(y):

Die strengeMonotoniekannmanaufdiederSinusfunktionzurückführenoderauf ähnlicheWei-
sewie beisin direktbegründen.Analogist

tan :
�

�
�
2

;
�
2

�
! R; x 7! tan(x)

strengmonotonwachsendmit Umkehrfunktion

arctan : R !
�

�
�
2

;
�
2

�
; y 7! arctan(y):
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Beachteetwa

tan(x) � tan(y) =
sin(x � y)

cos(x) cos(y)
; x; y 2

�
�

�
2

;
�
2

�
;

sodassdie Monotonievon tanausdemVorzeichenverhaltenvon sin,cosfolgt. Schließlichist

cot : (0; � ) ! R; x 7! cot(x)

strengmonotonfallendmit Umkehrfunktion

arccot : R ! (0; � ); y 7! arccot(y):

Anwendung. SchwingenundSchweben.

Die Funktion
y(t) = A cos(! t + ' ); t 2 R

beschreibteineharmonischeSchwingung.MannenntA � 0 dieAmplitude,! dieKreisfrequenz
(! > 0), ' denPhasenwinkel (die Phase),T := 2� =! die Schwingungsdauer, � = 1

T = !
2� die

(Kreis)frequenz.

Wir zeigenzun̈achst,dassdie SummegleichfrequenterharmonischerSchwingungenist wieder
eineharmonischeSchwingung.

Hierzuseienyi (t) = A i cos(! t + ' i ), i = 1; : : : ; n gegeben.Danngibt esA � 0, ' 2 (� � ; � ]
mit  

nX

i =1

yi

!

(t) = A cos(! t + ' );

wobeiA eindeutigbestimmtist undebenso' , fallsA > 0. Hierzu:
X

A i cos(! t + ' i ) =
X

(A i cos' i ) cos(! t) �
X

(A i sin' i ) sin(! t)

= A cos' cos(! t) � A sin' sin(! t);

wobei

a :=
X

A i cos' i = A cos';

b :=
X

A i sin' i = A sin':

Also mussA =
p

a2 + b2 sein.Fallsa = b= 0, soist A = 0 und' beliebig.Sonstist ' durch

a
A

= cos';
b
A

= sin'

eindeutigbestimmt.Umgekehrt ist mit dieserWahl von A; ' obigesGleichungssystemerfüllt
(Zeigerdiagramm!).
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JetztseienallgemeinerunterschiedlicheFrequenzenzugelassenbeiallerdingsgleicherAmplitu-
deA > 0, d.h.

f (t) = A cos(! 1t) + A cos(! 2t + ' ); ! 1 > ! 2:

Dannfolgt mit Hilfe von Übungsaufgabe22 (a)

f (t) = A � 2 � cos
�

! 1t + ! 2t + '
2

�
cos

�
! 1t � ! 2t � '

2

�

= 2A cos
�

! 1 � ! 2

2
t �

'
2

�
cos

�
! 1 + ! 2

2
t +

'
2

�
:

25.11.2004

Hyperbelfunktionen

In gewisserAnalogiezudenWinkelfunktionenerklärtman

sinh : R ! R; x 7!
ex � e� x

2

cosh : R ! [1; 1 ); x 7!
ex + e� x

2

tanh : R ! (� 1; 1); x 7!
ex � e� x

ex + e� x

coth : R ! (�1 ; � 1) [ (1; 1 ); x 7!
ex + e� x

ex � e� x
:

Man erḧalt dannalsUmkehrfunktionendiesogenanntenAreafunktionen

arsinh : R ! R; y 7! ln (y +
p

y2 + 1)

arcosh : [1; 1 ) ! R; y 7! � ln (y +
p

y2 � 1)

artanh : (� 1; 1) ! R; y 7!
1
2

ln
1 + y
1 � y

arcoth : (�1 ; � 1) [ (1; 1 ) ! R; y 7!
1
2

ln
y + 1
y � 1

:

Hierfür geltenauchwiedereinfacheAdditionstheoreme.

Polynome

PolynomesindbesonderseinfachgebauteFunktionen,die aberwiederdazudienenkönnen,an-
dereFunktionennäherungsweisezubeschreiben.

De�nition 2.4.16.EineFunktionp : R ! R heißtreellesPolynomvomGradn, falls

p(x) =
nX

k=0

akxk ; x 2 R

gilt mit a0; : : : ; an 2 R. AnalogsindbeikomplexenPolynomenak 2 C undx 2 C.
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Zwei Polynomesindgenaudanngleich,wennsiedieselbenKoef�zienten besitzen(allgemeiner:
Identiẗatssatz).

Hornerschema.Die Berechnungvon Funktionswertenerfordert2n � 1 Multiplikationenundn
Additionen(undZwischenspeicher).Bei demfolgendenVerfahrengen̈ugenn Multiplikationen
undn Additionen:

p(x) = x(x(: : : (x(x(anx + an� 1) + an� 2) + an� 3) : : : ) + a1) + a0

Also für x = x0 undbn� 1 := an gilt

bn� 2 := bn� 1x0 + an� 1

bn� 3 := bn� 2x0 + an� 2

...

b1 := b2x0 + a2

b0 := b1x0 + a1

) p(x0) = b0x0 + a0:

Erklärtman
pn� 1(x) := bn� 1xn� 1 + � � � + b1x + b0;

sogilt
p(x) := (x � x0)pn� 1(x) + p(x0)| {z }

=: r 0

Man kanndiesiterieren

pn� 1(x) = (x � x0)pn� 2(x) + r1; r1 = pn� 1(x0):

Also folgt

p(x) = (x � x0)(( x � x0)pn� 2(x)) + (x � x0)pn� 1(x0) + p(x0)

= (x � x0)2pn� 2(x) + (x � x0)r1 + r0

...

=
nX

k=0

r k(x � x0)k :

Beispiel.

p(x) = 3x4 � 2x3 + 5x2 � 7x � 12; x0 = 2

) b3 = 3; b2 = 4; b1 = 13; b0 = 19; r0 = p(2) = 19� 2 � 12 = 26:
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Daherist
p3(x) = 3x3 + 4x2 + 13x + 19:

Fernererḧalt mandurchIterationdesVerfahrens

p(x) = 3(x � 2)4 + 22(x � 2)3 + 65(x � 2)2 + 85(x � 2) + 26:

DasebenbeschriebeneVerfahrenerlaubtinsbesondereeinePolynomdivision durchx � x0 mit
Rest.Allgemeinergilt die folgendeAussage.

Satz 2.4.17. Seienp;q Polynomevom Grad n, m 2 N mit m � n. Dann gibt es eindeutig
bestimmtePolynomem; r mit grad(r ) < grad(q) (oderr = 0) undp = mq + r .

Beweis. Eindeutigkeit: Seienauchm0; r 0mit p = m0q+ r 0undgrad(r 0) < grad(q) oderr 0 = 0.
Dannfolgt

m0q+ r 0 = mq + r ) (m0 � m)q = r � r 0:

Wegengrad(r � r 0) < grad(q) und grad((m0 � m)q) � grad(q), falls m0 � m 6= 0, folgt
m0 = m unddamitr 0 = r .

Existenz:Sei

p(x) =
nX

i =0

ai x i ; q(x) =
mX

j =0

bj x j

mit an 6= 0, bm 6= 0. Dannhat
p(x) �

an

bm
xn� m � q(x)

Gradkleinergleichn � 1. Mit vollständigerInduktionfolgt

p(x) �
an

bm
xn� mq(x) = ~h(x)q(x) + r (x);

wobeigrad(r ) < grad(q) oderr = 0. Dieszeigt

p(x) =
�

~h(x) +
an

bm
xn� m

�
q(x) + r (x):

Beispiel.

(2x4 + x3 + x + 3) : (x2 + x � 1) = 2x2 � x + 3

� (2x4 + 2x3 � 2x2)
� x3 + 2x2 + x + 3

;

� (� x3 � x2 + x)
3x2 + 3

� (3x2 + 3x � 3)
� 3x + 6
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Also gilt:
2x4 + x3 + x + 3 = (x2 + x � 1)(2x2 � x + 3) � 3x + 6:

EntwederausSatz2.4.17oderalsFolgederÜberlegungenzumHornerschemaerḧalt man,falls
x0 eineNullstellevonp ist, dass

p(x) = (x � x0)pn� 1(x)

mit grad(p) = n � 1 gilt. JedesPolynomn-tenGradeshatalsohöchstensn Nullstellen.Allge-
meinergilt derfolgendeFaktorisierungssatz(FundamentalsatzderAlgebra).

Satz2.4.18. (a) JedeskomplexePolynomp(z) =
P n

k=0 akzk mit n 2 N, ak 2 C undan 6= 0
kanngeschriebenwerdenals

p(z) = an (z � w1)`1 � � � (z � wk)`k

mit paarweiseverschiedenenw1; : : : ; wk 2 C, `1; : : : ; `k 2 N und`1 + � � � + `k = n.

(b) Für reellePolynome(d.h.ak 2 R, an 6= 0) gilt

p(z) = an (x � b1)`1 � � � (x � br )` r (x2 + c1x + d1)k1 � � � (x2 + csx + ds)ks

mit paarweiseverschiedenenb1; : : : ; br 2 R, `1; : : : ; ` r 2 N und ci ; di 2 R sowie
k1; : : : ; ks 2 N, wobei

`1 + � � � + ` r + 2(k1 + � � � + ks) = n:

Beweis. (b) folgt aus(a) wegenp(z) = 0 , p(z) = 0.

Beispiel.Seiw := 1
2

p
2(1+ i ). Dannhatx4 + 1 = 0 die Lösungenx = � w, � w unddamit

x4 + 1 = (x + w)(x � w)(x + w)(x � w)

= [(x + w)(x + w)] � [(x � w)(x � w)]

= (x2 �
p

2x + 1)(x2 +
p

2x + 1):

Bei der Integrationstheoriewerdenwir sp̈atestenswiederauf Polynomezu sprechenkommen,
wenn dasVerfahrender Partialbruchzerlegung für gebrochenrationaleFunktionenbehandelt
wird.

Abschließendsoll kurz erklärt werden,wie manein Polynomp vom Gradn mit p(x i ) = yi für
i = 0; : : : ; n �ndet zu vorgegebenenDaten(x i ; yi ), i = 0; : : : ; n bei paarweiseverschiedenen
x0; : : : ; xn . Esgibt offenbargenaueinsolchesPolynom.

Für die ExistenzkannmanverschiedeneBegründungenangeben:
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1. De�niere (nachLagrange)

L i (x) =
(x � x0) � � � (x � x i )_ � � � (x � xn )

(x i � x0) � � � (x i � x i )_ � � � (x i � xn )
; i = 0; : : : ; n

und
L(x) = L0(x)y0 + � � � + Ln (x)yn :

WegenL i (x j ) = � ij folgt die Behauptung.

2. De�niere (nachNewton)

pn (x) = � 0 + � 1(x � x0) + � 2(x � x0)(x � x1) + : : :

� � � + � n (x � x0)(x � x1) � � � (x � xn� 1):

LösedannsukzessivedasGleichungssystem

y0 = � 0

y1 = � 0 + � 1(x1 � x0)

y2 = � 0 + � 1(x2 � x0) + � 2(x2 � x0)(x2 � x1)

...

yn = � 0 + � 1(xn � x0) + � � � + � n (xn � x0) � � � (xn � xn� 1):

Mit Hilfe von Polynomenkannman stetigeFunktionenbeliebig gut approximieren.Genauer
beschreibtdiesenSachverhaltderfolgendeExistenzsatz.

Satz2.4.19.Seif : [a;b] ! R einestetigeFunktionund" > 0. Danngibt esein Polynomp, so
dassjf (x) � p(x)j � " für alle x 2 [a;b] gilt.



Kapitel 3

Differ entiation

In diesemKapitelwird eineEinführungin dieDifferentialrechnungvonFunktioneneinerreellen
Variablengegeben.Man kannauchFunktionenf : C ! C im Hinblick auf ihre Differenzier-
barkeit untersuchen.Hierbeiergebensichabersoviele interessanteneuePḧanomene,dassdies
GegenstandeinereigenenVorlesungüber

”
Funktionentheorie“ seinsollte.

3.1 Grundlagen

Auf denBegriff desDifferentialsoderder Ableitung einerFunktionwird manauf verschiede-
ne Weisegeführt. Die Stichworte

”
Tangentensteigung“ ,

”
Momentangeschwindigkeit“ ,

”
Appro-

ximationersterOrdnung“ gebendaraufeinigeHinweisebzw. erinnernandie ausderSchulzeit
vertrautenMotivationen.

De�nition 3.1.1. EineFunktionf : (a;b) ! R bzw. (nachC) heißtdifferenzierbaranderStelle
x0 2 (a;b), fallsderGrenzwert

lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
h! 0

f (x0 + h) � f (x0)
h

existiert.ManbezeichnetdiesenWertmit f 0(x0) undnenntihn dieAbleitungvonf anderStelle
x0. Die Funktionf heißtdifferenzierbarauf (a;b), falls siean jederStellex0 2 (a;b) differen-
zierbarist. Die hierdurchbestimmteFunktionf 0 : (a;b) ! R, x 7! f 0(x) heißtdie Ableitung
von f .

MankanndieDifferenzierbarkeit auchin etwasandererWeisebeschreiben.Seienhierzuc(x0) 2
R (bzw. 2 C) undR : R ! R (bzw. nachC) eineFunktionmit

f (x0 + h) = f (x0) + c(x0)h + R(h)jhj; (3.1.1)

derartdasslimh! 0 R(h) = 0. Dannfolgt

lim
h! 0

f (x0 + h) � f (x0)
h

= lim
h! 0

�
c(x0) + R(h)

jhj
h

�
= c(x0);

65
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d.h. f 0(x0) existiert und f 0(x0) = c(x0). Ist umgekehrt f an der Stellex0 differenzierbar, so
erklärenwir

R(h) :=

8
<

:

f (x0+ h)� f (x0)
h � f 0(x0); h 6= 0;

0; h = 0:

Dannist R stetigin 0 und(3.1.1) ist erfüllt. Man verwendetgelegentlichauchr (h) := R(h)jhj
anstellevon R(h) undfordertdannr (h)=jhj ! 0 für h ! 0.

De�nition 3.1.2. EineFunktionf : (a;b) ! R heißtn-mal differenzierbaranderStellex0 2
(a;b), falls f für ein " > 0 auf (x0 � "; x0 + ") (n � 1)-maldifferenzierbarist unddie(n � 1)-te
Ableitungf (n� 1) anderStellex0 differenzierbarist. (Hierbeiist f (0) := f .) Ist f auf(a;b) n-mal
differenzierbar, soschreibtmanf (n) := (f (n� 1))0 für die n-teAbleitungvon f .

Beispiele.

(a) f (x) = c, x 2 R. Dannist f 0 � 0.

(b) f (x) = xn , x 2 R (n 2 N). Danngilt wegen

xn � xn
0 = (x � x0)

n� 1X

i =0

x i xn� i � 1
0

sofort

lim
n!1

xn � xn
0

x � x0
=

n� 1X

i =0

x i
0xn� i � 1

0 = n � xn� 1
0 :

(c) Für die Untersuchungder Exponentialfunktionkönnenwir die Funktionalgleichungver-
wenden:

lim
h! 0

exp(x + h) � exp(x)
h

= lim
h! 0

exp(x)
exp(h) � 1

h

= exp(x) lim
h! 0

1X

n=1

hn� 1

n!

= exp(x)

wegender gleichm̈aßigenKonvergenzder Reihe.Wir erhaltenalsoexp0 = exp, d.h.die
Exponentialfunktionstimmtmit allenihrenAbleitungenüberein.

(d) Für die UntersuchungderSinusfunktionaufDifferenzierbarkeit verwendenwir dasAddi-
tionstheorem:

lim
h! 0

sin(x + h) � sin(x)
h

= lim
h! 0

�
sin(x)

cos(h) � 1
h

+ cos(x)
sin(h)

h

�

= sin(x) � 0 + cos(x) � 1 = cos(x):
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Hierbeihabenwir verwendet,dass

lim
h! 0

sin(h)
h

= lim
h! 0

1X

n=0

(� 1)n h2n

(2n + 1)!
= 1

und

lim
h! 0

cos(h) � 1
h

= lim
h! 0

1X

n=1

(� 1)n h2n� 1

(2n)!
= 0

gilt wegendergleichm̈aßigenKonvergenzderReihen.Auf ähnlicheWeiseerḧalt man

cos0 = � sin:

Mankanndiesallerdingsauchauscos(x) = sin
�

�
2 � x

�
ableiten.

Arbeitet manmit der Funktionx 7! eix , x 2 R und untersuchtderenDifferenzierbarkeit, so
erḧalt mandie Aussagenvon Beispiel(d) alsSpezialfall. Zunächstgilt nämlichfür f (x) := eix ,
x 2 R, dassf 0(x) = ieix wegen

f 0(x) = lim
h! 0

ei (x+ h) � eix

h
= eix lim

h! 0

eih � 1
h

= eix �
1X

n=1

i
(ih )n� 1

n!
= ieix � 1 = ieix :

Satz3.1.3. Seif : R ! C gegebendurch f = u + iv mit reellwertigenFunktionenu; v. Genau
dann ist f differenzierbaran der Stellex0 2 R, wennu und v in x0 differenzierbarsind. In
diesemFall gilt

f 0(x0) = u0(x0) + iv 0(x0):

Beispiel.Wir habenexp(ix ) = cos(x) + i sin(x). Da f : x 7! exp(ix ) differenzierbarist, sind
diesauchcos,sinund

ieix = f 0(x) = cos0(x) + i sin0(x):

Wegen
ieix = i cos(x) � sin(x)

erḧalt manalso
cos0 = � sin und sin0 = cos:

Um dieDifferenzierbarkeit vonzusammengesetztenFunktionenuntersuchenzukönnen,verwen-
detmaneineReihevon Rechenregeln.

Satz 3.1.4. Die Funktionenf ; g : (a;b) ! C seienan der Stellex0 2 (a;b) differenzierbar.
Danngilt
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(a) f + g ist differenzierbarin x0 und

(f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0);

(b) (f � g) ist differenzierbarin x0 und

(f � g)0(x0) = f 0(x0)g(x0) + f (x0)g0(x0):

(c) Ist g(x0) 6= 0, soist f
g in x0 differenzierbarund

�
f
g

� 0

(x0) =
f 0(x0)g(x0) � f (x0)g0(x0)

g(x0)2
:

Beweis. Für (b) verwendeman

f (x)g(x) � f (x0)g(x0) = (f (x) � f (x0))g(x) + f (x0)(g(x) � g(x0)) :

Für (c) beachtemanzun̈achst:

1
g(x)

�
1

g(x0)
= �

g(x) � g(x0)
g(x)g(x0)

;

woraus �
1
g

� 0

(x0) = �
g0(x0)
g(x0)2

folgt. Zusammenmit (b) für f �
�

1
g

�
folgt (c).

Beispiele.

(a) Sei

f (x) =
5x3 � x + 3

x2 � 1
; jxj 6= 1:

Danngilt

f 0(x) =
(15x2 � 1)(x2 � 1) � (5x3 � x + 3)2x

(x2 � 1)2

=
15x4 � 15x2 � x2 + 1 � 10x4 + 2x2 � 6x

(x2 � 1)2

=
5x4 � 14x2 � 6x + 1

(x2 � 1)2
:

(b) Für die Tangensfunktionerḧalt man

tan0 =
�

sin
cos

� 0

=
cos� cos� sin(� sin)

cos2
=

cos2 + sin2

cos2
=

1
cos2

:



3.1. GRUNDLAGEN 69

Um auchFunktionenwie
f (x) = sin(x2 �

p
x); x > 0

differenzierenzukönnen,ben̈otigenwir nochzweiweiterenützlicheSätze,dieVerkettungenvon
FunktionenundUmkehrabbildungenbetreffen.

Zunächsthaltenwir fest,dasseinean der Stellex0 differenzierbareFunktionin x0 auchstetig
ist, da

lim
x! x0

(f (x) � f (x0)) = lim
x! x0

�
f (x) � f (x0)

x � x0
� (x � x0)

�

= lim
x! x0

f (x) � f (x0)
x � x0

� lim
x! x0

(x � x0) = f 0(x0) � 0 = 0:

Satz3.1.5. Seif : (a;b) ! R differenzierbarin x0 2 (a;b) undg : (c;d) ! R differenzierbar
in f (x0) 2 (c;d) sowieim (f ) � (c;d). Dannist g � f in x0 differenzierbarund

(g � f )0(x0) = g0(f (x0)) � f 0(x0):

Beweis. NachVoraussetzunggibt esFunktionenR1; R2 mit R1(h) ! 0 für h ! 0 undR2(k) !
0 für k ! 0 sowie

f (x0 + h) = f (x0) + f 0(x0)h + R1(h)jhj;

g(y0 + k) = g(y0) + g0(y0)k + R2(k)jkj;

wobeiy0 := f (x0). Einsetzenergibt

g � f (x0 + h)

= g(f (x0 + h)) = g(f (x0) + f 0(x0)h + R1(h)jhj
| {z }

k

)

= g(y0) + g0(y0)( f 0(x0)h + R1(h)jhj) + R2(k)jkj

= g(y0) + g0(y0)f 0(x0)h + g0(y0)R1(h)jhj + R2(k)jkj

= g(y0) + g0(y0)f 0(x0)h + g0(y0)R1(h)jhj + R2(k)

�
�
�
� f

0(x0) + R1(h)
jhj
h

�
�
�
� jhj

= g(y0) + g0(f (x0)) f 0(x0)h +
�

g0(y0)R1(h) + R2(k)

�
�
�
�f

0(x0) + R1(h)
jhj
h

�
�
�
�

�
jhj:

Nun ist
�
�
�f 0(x0) + R1(h) jhj

h

�
�
� in h beschr̈anktfür h 6= 0 undh ! 0 ) k ! 0, sodass

lim
h! 0

�
g0(y0)R1(h) + R2(k)

�
�
�
� f

0(x0) + R1(h)
jhj
h

�
�
�
�

�
= 0:

Diesergibt die Behauptung.
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Satz3.1.6. Seif : (a;b) ! (c;d) bijektiv, x0 2 (a;b) undf 0(x0) 6= 0. Dannist f � 1 : (c;d) !
(a;b) in y0 = f (x0) differenzierbarund

(f � 1)0(y0) =
1

f 0(x0)
:

Beweis. Setzex = f � 1(y) , f (x) = y. Dannfolgt

lim
y! y0

f � 1(y) � f � 1(y0)
y � y0

= lim
y! y0

x � x0

f (x) � f (x0)

= lim
x! x0

�
f (x) � f (x0)

x � x0

� � 1

= (f 0(x0)) � 1;

dax ! x0 , y ! y0 aufgrundderStetigkeit von f in x0 undderStetigkeit von f � 1 in y0.

Beispiele.

(a) ln0(x) = 1
x , x > 0, denn

ln0(x) =
1

exp0(ln(x))
=

1
exp(ln(x))

=
1
x

:

(b) Seia > 0 undf (x) = ax , x 2 R. Danngilt wegenf (x) = exp(x � ln(a)), dass

f 0(x) = exp(x � ln(a)) � ln(a) = ax � ln(a):

(c) f (x) = x
1
n = exp( 1

n ln(x)) , x > 0 also

f 0(x) = exp
�

1
n

ln(x)
�

�
1
n

1
x

= x
1
n

1
n

1
x

=
1
n

x
1
n � 1:

Dies kannmanaucherhalten,indemmanf als Umkehrfunktionvon x 7! xn auffasst.
Allgemeinererḧalt manabersofür x > 0 unda 2 R mit g(x) = xa sogar

g0(x) = a � xa� 1; x > 0:

(d) Für f (y) = arcsin(y) mit f � 1(x) = sin(x) folgt

f 0(y) =
1

cos(x)
=

1
p

1 � sin2(x)
=

1
p

1 � sin2(arcsin(y))
=

1
p

1 � y2
;

wobeix 2
�
� �

2 ; �
2

�
, d.h.cos(x) > 0 gilt. Ähnlich folgt

arccos0(y) = �
1

p
1 � y2

:
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(e) Für f (y) = arctan(y) erḧalt man

f 0(y) =
1

tan0(x)
= cos2(x) =

1
1 + tan2(x)

=
1

1 + y2
:

(f) f (x) = xx , x > 0. Zunächstschreibtmanf (x) = exp(xln(x)) , dannerḧalt man

f 0(x) = exp(xln(x)) �
�

ln(x) + x �
1
x

�
= (1 + ln(x))xx :

(g) Seiy(t) = A sin(! t + ' ), t 2 R. Danngilt

y00(t) + ! 2y(t) = 0; t 2 R:

Die Gesamtheitder Funktionen,die diese“Dif ferentialgleichung”erfüllt, bildet einen
zweidimensionalenVektorraum,wie wir nochsehenwerden.

01.12.2004

3.2 Mittelwerts ätzeund Anwendungen

Wir beginnenmit Mittelwertaussagen.DiesesindAusgangspunktfür weitergehendeAnwendun-
genaufGrenzwertbestimmungen,KurvendiskussionunddenSatzvonTaylor.

Satz3.2.1. Seif : [a;b] ! R stetigunddifferenzierbarauf (a;b). Danngibt esein � 2 (a;b)
mit

f 0(� ) =
f (b) � f (a)

b� a
:

EinenSpezialfall dieserAussageerḧalt man,falls f (a) = f (b) gilt. In diesemFall gibt esein
� 2 (a;b), sodassf in � dasMaximumoderdasMinimum annimmt.Danngilt aber(im Fall des
Maximumsetwa)

f (� ) � f (x)
� � x

� 0 für � > x

und
f (x) � f (� )

x � �
� 0 für x > � :

Dannmussaberf 0(� ) = 0 gelten.ZumBeweisdesallgemeinenFallesbetrachteman

h(x) := f (x) �
f (b) � f (a)

b� a
(x � a):

Danngilt h(a) = f (a) = h(b) undeineAnwendungderAussagedesSpezialfallesfür h liefert
die Behauptung.

Als Folgerungerhaltenwir dienächsteAussage
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Korollar 3.2.2. (a) Sei f : [a;b] ! R stetigund differenzierbarauf (a;b). Ist f 0 > 0 auf
(a;b), so ist f strengmonotonwachsend.Ist f 0 < 0 auf (a;b), so ist f strengmonoton
fallend.Fernerist f 0 � 0 genaudann,wennf monotonwachsendist, etc.

(b) Ist f 0 � 0 auf (a;b), soist f konstant.

Beweis. Seif 0 > 0 auf (a;b). Seia � x < y � b. Danngilt für ein � 2 (x; y)

f (y) � f (x)
y � x

= f 0(� ) > 0;

d.h.f (y) > f (x).

Satz3.2.3. Seienf ; g : [a;b] ! R stetigunddifferenzierbarauf (a;b). Esgelteg0 6= 0 auf (a;b).
Danngibt esein � 2 (a;b) mit

f (b) � f (a)
g(b) � g(a)

=
f 0(� )
g0(� )

:

Beweis. Betrachtedie Hilfsfunktion

h(x) := f (x) �
f (b) � f (a)
g(b) � g(a)

(g(x) � g(a)):

Die Differentialrechnungberuhtauf Grenzwertbetrachtungen.Andererseitskann man häu�g
GrenzwertevonFunktionenmit Hilfe höhererAbleitungendieserFunktionenbestimmen.

Beispiele.Die folgendenAussagenhabenwir teilweiseschonhergeleitetund folgen ausder
ReihendarstellungderjeweiligenFunktionen.

lim
x! 0

sin(x)
x

= 1; lim
x! 0

cos(x) � 1
x2

= �
1
2

;

lim
x!1

ex

xk
= 1 (k > 0); lim

x!1

ln (x)
x �

= 0 (� > 0):

Wir werdenjetzteineallgemeineMethodezumNachweissolcherGrenzwertaussagenbereitstel-
len.

Satz3.2.4. Seienf ; g : (a;b) ! R differenzierbar. Esgelte

lim
x#a

f (x) = lim
x#a

g(x) = 0; g(x) 6= 0; g0(x) 6= 0; x 2 (a;b):

Danngilt

lim
x#a

f 0(x)
g0(x)

= c ) lim
x#a

f (x)
g(x)

= c:

Analogesgilt für x " b, x ! � 2 (a;b), x ! 1 , x ! �1 . AnalogeAussagenerhält manauch
dann,wennlim f (x) = lim g(x) = 1 , etc.
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Beweis. Seif (a) := g(a) := 0. Dannfolgt für x 2 (a;b):

f (x)
g(x)

=
f (x) � f (a)
g(x) � g(a)

=
f 0(y)
g0(y)

für ein y 2 (a;x):

Also folgt

lim
x#a

f (x)
g(x)

= lim
y#a

f 0(y)
g0(y)

= c:

Beispiele.

(a)

lim
x! 0

sin(x)
x

= lim
x! 0

cos(x)
1

= 1;

lim
x! 0

cos(x) � 1
x2

= lim
x! 0

� sin(x)
2x

= lim
x! 0

� cos(x)
2

= �
1
2

:

(b)

lim
x! 0

�
1

sin(x)
�

1
x

�
= lim

x! 0

x � sin(x)
x � sin(x)

= lim
x! 0

1 � cos(x)
sin(x) + x cos(x)

= lim
x! 0

sin(x)
cos(x) + cos(x) � x sin(x)

=
0
2

= 0:

(c) Sei� > 0. Danngilt

lim
x! 0

x � ln (x) = lim
x! 0

ln (x)
x � �

= � lim
x! 0

� ln (x)
x � �

= � lim
x! 0

�
� 1

x

� � x � � � 1

�
= � lim

x! 0

�
x �

�

�
= 0:

(d)

lim
x!1

�
1 +

a
x

� x
= lim

y! 0
(1 + ay)

1
y

= lim
y! 0

exp
�

1
y

ln (1 + ay)
�

= exp
�

lim
y! 0

ln (1 + ay)
y

�

= exp
�

lim
y! 0

a
1+ ay

1

�
= exp(a):
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(e) Für a;b> 0 gilt

lim
x!1

�
eax

xb

�
=

�
lim

x!1

�
e

a
b x

x

�� b

=

 

lim
x!1

 
a
be

a
b x

1

!! b

= 1 :

Satz3.2.5. Seif : (a;b) ! R differenzierbarund

f 0(x) = �f (x) für alle x 2 (a;b):

Dannexistiert ein 
 2 R mit f (x) = 
 e�x , x 2 (a;b).

Beweis. Wir betrachten
g(x) := f (x)e� �x ; x 2 (a;b):

Danngilt für x 2 (a;b):

g0(x) = f 0(x)e� �x + f (x)( � � )e� �x = �f (x)e� �x + f (x)( � � )e� �x = 0:

Aus g0 � 0 folgt aberg(x) = 
 für eine Konstante
 2 R und alle x 2 (a;b). Dies zeigt
schließlichf (x) = 
 e�x für x 2 (a;b).

Schließlichkannmanmit Hilfe desMittelwertsatzesauf einfacheWeisenützlicheUngleichun-
genableiten.

Beispiel.

(a) Für x > 0 gilt
x

x + 1
< ln(1 + x) < x:

DennnachdemMittelwertsatzgibt esein 0 < � < x mit

1
x + 1

<
ln(1 + x) � ln(1)

x
=

1
1 + �

< 1:

(b) Für alle x > 0 gilt
p

1 + x < 1 +
1
2

x;

da
p

1 + x �
p

1 <
1

2
p

1 + �
(1 + x � 1)

für ein � 2 (1; 1 + x).
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3.3 Taylorentwicklung und Extr ema

In diesemAbschnittwird untersucht,unterwelchenBedingungeneineFunktionf als Potenz-
reihedarstellbarist. Falls diesmöglich ist, d.h.falls f einePotenzreiheist, ist f im Innerendes
De�nitionsbereichsstetig.Wir zeigenscḧarfer, dassf sogardifferenzierbarist undwie dieAblei-
tungberechnetwerdenkann.Allgemeinergilt die folgendeAussagëuberdieDifferenzierbarkeit
vonFunktionenreihen,die wir in dieserAllgemeinheitnichtbeweisenwerden.

Satz3.3.1. Sei(f n ) eineFunktionenfolgeauf [a;b]. Esgelte

(a) f n ist auf [a;b] differenzierbarfür alle n 2 N,

(b) (f n (x0)) ist konvergentfür einx0 2 [a;b],

(c) (f 0
n ) konvergiert gleichmäßigauf [a;b].

Danngilt

(i) (f n ) konvergiert auf [a;b] gleichmäßig,

(ii) f = limn!1 f n ist auf [a;b] differenzierbarundf 0 = limn!1 f 0
n .

Wir werdendiesenSatznicht beweisen,weisenaberinsbesonderedaraufhin, dassdie Voraus-
setzung(b) sehrschwachist. AndererseitskannmanVoraussetzung(c) nichtabschẅachen.

Beispiel.Sei f n (x) = 1
n sin(n2x), x 2 R. Dannkonvergiert (f n ) gleichm̈aßiggegenf � 0. Es

gilt f 0
n (x) = n cos(n2x), n 2 N, aberf 0

n konvergiertankeinerStellevon R.

Die AussagedesSatzes̈ubertr̈agtsichnaẗurlich sofortaufFunktionenreihen.

Beispiel.Seietwa

f (x) =
1X

n=0

(� 1)nx2n ; jxj < 1:

Danngilt f (x) = (1 + x2)� 1 für jxj < 1. Fernerist

f 0(x) =
1X

n=1

(� 1)n2nx2n� 1 = �
2x

(1 + x2)2
;

d.h.alsNebenergebnisfolgt

1X

n=1

(� 1)nnx2n� 1 = �
x

(1 + x2)2
:

Der folgendewichtigeSpezialfall vonSatz3.3.1ist leichtdirektbeweisbar. 06.12.2004
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Satz 3.3.2. Ist
P 1

k=0 akxk eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, so ist f (x) :=P 1
k=0 akxk in (� r; r ) beliebigoft differenzierbar. Die Reihe

P 1
k=1 kakxk� 1 ist ebenfallseine

auf (� r; r ) konvergentePotenzreiheund

f 0(x) =
1X

k=1

kakxk� 1:

(Analog gilt diesfür eineEntwicklungsstellex0 2 R).

Beweis. Wegen

lim sup
k!1

(kjak j)1=k = lim sup
k!1

jak j1=k = lim sup
k!1

(k2jak j)1=k

haben
P

kakxk� 1 und
P

k2akxk� 2 denselbenKonvergenzradiusr wie f . Sei jx0j; jxj < c < r .
Mit zweifacherAnwendungdesMittelwertsatzesfolgt

�
�
�
�
xk � xk

0

x � x0
� kxk� 1

0

�
�
�
� =

�
�k� k� 1 � kxk� 1

0

�
� = k(k � 1)j� jk� 2j� � x0j

� k2ck� 2j� � x0j � k2ck� 2jx � x0j;

wobei� ; � zwischenx undx0 liegen.Damiterḧalt man
�
�
�
�
�
f (x) � f (x0)

x � x0
�

1X

k=1

kakxk� 1
0

�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�

1X

k=1

ak
xk � xk

0

x � x0
� kakxk� 1

0

�
�
�
�
�

�
1X

k=1

�
�
�
�ak

xk � xk
0

x � x0
� kakxk� 1

0

�
�
�
�

�

 
1X

k=1

k2jak jck� 2

!

jx � x0j:

Hierausfolgt dieBehauptung.

Beispiele.

(a) exp0 = exp folgt aus

exp0(x) =
1X

n=1

nxn� 1

n!
=

1X

n=1

xn� 1

(n � 1)!
= exp(x):

(b) Betrachtefür jxj < 1:
 

1X

k=1

1
k

xk

! 0

=
1X

k=1

k
k

xk� 1 =
1X

k=0

xk =
1

1 � x
= � ln0(1 � x):
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Also gilt
1X

k=1

1
k

xk = � ln(1 � x) + c:

Einsetzenvonx = 0 ergibt c = 0 unddamit

ln(1 + x) =
1X

k=1

(� 1)k� 1 1
k

xk ; jxj < 1:

(c) sin0 = cosundcos0 = � sin kannnunnocheinmalleicht besẗatigtwerden.

AusSatz3.3.2folgernwir insbesondere,dasseineFunktionf , dieeinePotenzreihendarstellung
besitzt,beliebigoft differenzierbarist. Wie lassensichnundie Koef�zienten derPotenzreihen-
darstellungausdr̈ucken?Seizun̈achstf einPolynom,d.h.

f (x) =
nX

j =0

aj x j ; x 2 R:

Danngilt a0 = f (0), a1 = f 0(0), 2a2 = f 00(0) u.s.w., allgemein

k!ak = f (k)(0); k = 0; : : : ; n;

sodass

f (x) =
nX

k=0

f k(0)
k!

xk ; x 2 R:

Auf gleicheWeiseerḧalt manallgemeiner

f (x) =
nX

k=0

f (k)(x0)
k!

(x � x0)k ; x 2 R

für ein beliebigesx0 2 R alsEntwicklungsstelle.

Auch für einebeliebigeFunktion f : (a;b) ! R kannmanversuchen,sie als Summeeines
Näherungspolynomsund einesRestgliedeszu schreiben.Sei hierzuf zumindest(n + 1)-mal
differenzierbar. Dannexistiert

�
Tn

x0
f

�
(x) :=

nX

k=0

f (k)(x0)
k!

(x � x0)k ; x 2 R:

Diesist einPolynomvomGradhöchstensn und

f (x) =
�
Tn

x0
f

�
(x) + Rn (x):

Die erstenn Ableitungenvonf undT n
x0

f stimmenanderStellex0 überein.Im allgemeinenmuss
abernicht Rn (x) ! 0 für n ! 1 gelten.
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Satz3.3.3. Ist f : (a;b) ! R (n+ 1)-maldifferenzierbarundx0 2 (a;b). Seip 2 f 1; : : : ; n+ 1g.
Danngibt eszujedemx 2 (a;b) ein � = � (x; x0; p;n) 2 (0; 1), sodassfür � = (1 � � )x0 + �x
gilt

Rn (x) =
f (n+1) (� )

n!p
(x � x0)p(x � � )n+1 � p: (Schl̈omilch)

Im Spezialfall p = n + 1 erḧalt man

Rn (x) =
f (n+1) (� )
(n + 1)!

(x � x0)n+1 : (Lagrange)

DerSpezialfall p = 1 führt auf

Rn (x) =
f (n+1) (� )

n!
(x � x0)1(x � � )n : (Cauchy)

Mit Hilfe dieserRestglieddarstellungenkann man versuchen,den NachweisRn (x) ! 0 für
n ! 1 zu führen,umso

f (x) =
1X

k=0

f (k)(x0)
k!

(x � x0)k

zuerhalten.Hatmanbeispielsweisejf (k)(x)j � M für allek 2 N0 undx 2 (a;b) zurVerfügung,
sofolgt

jRn (x)j �
M

(n + 1)!
jx � x0jn+1 ! 0 für n ! 1 ;

wie sichausdemQuotientenkriteriumergibt.

Beispiele.

(a) Für exp erḧalt man

exp(x) =
nX

k=0

xk

k!
+ Rn (x); Rn (x) =

e� xn+1

(n + 1)!

mit � = � (n; x) 2 [0; jxj], d.h.

Rn (x) �
ejx j jxjn+1

(n + 1)!
:

(b) Die Taylorentwicklungvonsin,cosum0 ergibt zwangsl̈au�g diegewohnteReihendarstel-
lung.

(c) Wir betrachtenf (x) = ln(1 + x), jxj < 1. Induktiv folgt

f (k)(x) = (� 1)k� 1(k � 1)!(1 + x) � k ; k 2 N
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also

(Tn
0 f ) (x) =

nX

k=1

(� 1)k� 1 1
k

xk :

Für j� j < jxj < 1 gilt dannaufgrundderCauchyschenRestglieddarstellungzux0 = 0 und
p = 1, dass

jRn (x)j =
jxjj x � � jn

(1 + � )n+1
=

jxj
1 + �

�
�
�
�
x � �
1 + �

�
�
�
�

n

�
jxj

1 � jxj

�
jxj � j� j
1 � j� j

� n

�
jxj

1 � jxj
jxjn ! 0

für n ! 1 , da

0 �
jxj � j� j
1 � j� j

� jxj:

Ist a > 0 beliebig,soerfüllt

x :=
a � 1
a + 1

; a =
1 + x
1 � x

; jxj < 1

unddaher

ln(a) = ln
1 + x
1 � x

= ln(1 + x) � ln(1 � x) = 2
�

x +
x3

3
+

x5

5
+ : : :

�
:

(d) Sei jetzt f (x) = (1 + x)a mit jxj < 1 und festema 2 R. Durch vollständigeInduktion
besẗatigtman

f (k)(x) = k!
�

a
k

�
(1 + x)a� k ; k 2 N0;

d.h.f (k)(0) = k!
� a

k

�
. Hierausfolgt also

(1 + x)a =
nX

k=0

�
a
k

�
xk + Rn (x):

Zur Abscḧatzungvon Rn (x) wird wiederdie allgemeineRestgliedformelmit p = 1 ver-
wendet,d.h.

jRn (x)j =

�
�
�
�
f (n+1) (� )x(x � � )n

n!

�
�
�
� =

�
�
�
�

�
a

n + 1

�
(n + 1)x(x � � )n

(1 + � )n+1 � a

�
�
�
�

=

�
�
�
�

�
a

n + 1

�
(n + 1)x

(1 + � )1� a

�
�
�
�

�
�
�
�
x � �
1 + �

�
�
�
�

n

:
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Hier ist j� j < jxj < 1, d.h.jx=(1 + � )1� aj � C. Wie unter(c) erḧalt manalso

jRn (x)j �

�
�
�
�

�
a

n + 1

�
(n + 1)C

�
�
�
� jxjn :

DasQuotientenkriteriumliefert dieKonvergenzderrechtenSeitegegenNull, sodassauch
Rn (x) ! 0 für n ! 1 (jxj < 1). Dahererḧalt man

(1 + x)a =
1X

k=0

�
a
k

�
xk ; jxj < 1:

Beispiel.Für jxj < 1 gilt

p
1 + x = 1 +

� 1
2

1

�
x +

� 1
2

2

�
x2 + � � � = 1 +

1
2

x �
1
8

x2 + : : : :

Abschließendgebenwir noch an, wie man mit Hilfe von Taylorentwicklungenein einfaches
Kriterium für lokaleExtremaaufstellenkann.

Satz3.3.4. Seif : [a;b] ! R n-malstetigdifferenzierbarundx0 2 (a;b). Esgeltef (k)(x0) = 0
für k = 1; : : : ; n � 1 undn � 2 sowief (n)(x0) 6= 0.

(a) Ist n gerade, sohat f in x0 ein lokalesExtremum:für f (n)(x0) > 0 ein lokalesMinimum,
für f (n)(x0) < 0 ein lokalesMaximum.

(b) Ist n ungerade, sohat f in x0 kein lokalesExtremum.

Beweis. NachSatz3.3.3gilt

f (x0 + h) =
n� 1X

k=0

f (k)(x0)
k!

hk +
f (n)(x0 + � h)

n!
hn :

NachVoraussetzunggilt also

f (x0 + h) = f (x0) +
f (n)(x0 + � h)

n!
hn :

Für hinreichendkleinesjhj hatf (n)(x0 + � h) dasselbeVorzeichenwie f (n)(x0).

Beispiel.Seif (x) = x4 + 1
2x2 + cosx, x 2 R. Esgilt

f 0(x) = 4x3 + x � sin(x); f 00(x) = 12x2 + 1 � cos(x); f 000(x) = 24x + sin(x)

und
f (4) (x) = 24+ cos(x):

Also ist
f 0(0) = f 00(0) = f 000(0) = 0 und f (4) (0) = 25 > 0:

Daherhatf in 0 ein lokalesMinimum.
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3.4 Anwendungen

In diesemAbschnittwerdeneinigeAnwendungenderMethodenundAussagenderDifferential-
rechnungvorgestellt.

3.4.1 NewtonVerfahren

Zu einergegebenendifferenzierbarenFunktionsoll eineNullstelleberechnetwerden.Leitidee:
Sei x0 eineStartstelle.Im Kurvenpunkt(x0; f (x0)) wird die Tangentebestimmt.Der Schnitt-
punktderTangentemit derx-Achseergibt dienächsteStellex1. DadieTangentenfunktiondurch

g(x) = f (x0) + f 0(x0)(x � x0); x 2 R

gegebenist, erḧalt man

x1 = x0 �
f (x0)
f 0(x0)

:

DasVerfahrenkannmandannmit x1 fortsetzen. 08.12.2004

Satz 3.4.1. Sei f eine zweimalstetig differenzierbare Funktion auf I = [x0 � r; x0 + r ] mit
f 0(x) 6= 0 für x 2 I . EsgebeeineZahl0 < K < 1 mit

�
�
�
�
f (x)f 00(x)

f 0(x)2

�
�
�
� � K für alle x 2 I und

�
�
�
�
f (x0)
f 0(x0)

�
�
�
� � (1 � K )r:

Dannhat f genaueineNullstellex 2 I . Die Folge

xn+1 = xn �
f (xn )
f 0(xn )

; n 2 N0

konvergiert gegenx undmit M := minfj f 0(x)j : x 2 I g gilt

jxn � xj �
jf (xn)j

M
:

Für jedeKonstanteC � 0 mit

maxfj f 00(x)j : x 2 [a;b]g
2minfj f 0(x)j : x 2 [a;b]g

� C

gilt
jxn+1 � xj � C(xn � x)2; n 2 N:

Beweis. Man wendetdenBanachschenFixpunktsatzauf

g(x) := x �
f (x)
f 0(x)

; x 2 I
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an. Die Voraussetzungenhier ergeben,dassder BanachscheFixpunktsatzangewendetwerden
kann.Sogilt etwa

jg0(x)j =

�
�
�
�1 �

f 0(x)f 0(x) � f (x)f 00(x)
(f 0(x))2

�
�
�
� =

�
�
�
�
f (x)f 00(x)
(f 0(x))2

�
�
�
� � K < 1;

also
jg(x) � g(z)j = jg0(� )jj x � zj � K jx � zj; x; z 2 I

undferner

jg(x) � x0j � jg(x) � g(x0)j + jg(x0) � x0j

� K jx � x0j +

�
�
�
�
f (x0)
f 0(x0)

�
�
�
� � K r + (1 � K )r = r;

d.h. g : I ! I . Damit folgt ausdemBanachschenFixpunktsatzdie Konvergenzder Iteration
gegendie Lösung�x derGleichung�x = g( �x) (d.h.aberf ( �x) = 0). Fernergilt

jf (xn) � f (x)j = jf (xn )j � minfj f 0(x)j : x 2 I gjxn � xj:

Für eineKonstanteC, die wie in derFormulierungdesSatzesgewähltwird, gilt

0 = f ( �x) = f (xn ) + f 0(xn )( �x � xn ) +
1
2

f 00(� )(xn � �x)2;

wobei� 2 (a;b), d.h.

xn+1 � �x = xn �
f (xn )
f 0(xn )

� �x =
1
2

f 00(� )
f 0(xn )

(xn � �x)2;

unddamit
jxn+1 � xj � C(xn � x)2:

Bemerkung. Ist r > 0 hinreichendklein undx0 hinreichendnaheanderNullstelle �x, sogibt es
stetseinK mit dengefordertenEigenschaften.NachVoraussetzunggibt esja Konstanten� ; � ; 

mit

� � jf 0(x)j � 
 ; jf 00(x)j � � x 2 I :

Für r � � 2=(2� 
 ) erḧalt manalso
�
�
�
�
f (x)f 00(x)

f 0(x)2

�
�
�
� �

�
� 2

maxfj f (x)j : x 2 I g �
1
2

;

da
jf (x)j = jf (x) � f ( �xj � jx � �xj
 � 2r 
 :
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Dannfolgt �
�
�
�
f (x0)
f 0(x0)

�
�
�
� �



�

j �x � x0j �
1
2

r;

falls jx0 � �xj � � r =(2
 ).

Beispiele.

1. Man lösedieGleichung
x
2

� sin(x) = 0; x 2 R:

Eine Lösungist x0 = 0. Wegen der Spiegelsymmetriekann man sich auf x � 0 be-
schr̈anken.Esgilt

g(x) = x �
x
2 � sin(x)
1
2 � cosx

unddamitfür x0 = 2 sukzessiv

x1 = g(x0) � 1; 900995594; x3 = g(x2) = 1; 895494267;

x2 = g(x1) � 1; 895511645; x4 = g(x3) = 1; 895494267:

2. Die Gleichung
e� x = sin(x); x 2 R

hat unendlichviele Lösungen.Bei der AnwendungdesNewton-Verfahrensist also die
Wahl desStartwertesentscheidend.AndereBeispiele,die diesbeleuchten,gibt esin den
Übungen.

3.4.2 Taylorentwicklung

Für denStaudruckp aneinemFlugzeuggilt

p
p0

=
�

1 +
� � 1

2
M 2

� �
1� �

= 1 �
�
2

M 2 + R2(x); x =
� � 1

2
M 2;

wobei� = 1; 4 (in Luft), M = v
c (MachscheZahl,v = Fluggeschwindigkeit,c= Schallgeschwin-

digkeit), p0 normalerLuftdruck.Für f (x) = (1 + x) �= (1� � ) gilt dannmit einem� 2 (0; 1)

f (x) = 1 +
�

1 � �
x +

1
2

�
1 � �

�
�

1 � �
� 1

�
(1 + � x)

�
1� � � 2x2

= 1 +
�

1 � �
x +

1
2

�
1 � �

2� � 1
1 � �

(1 + � x)
3� � 2
1� � x2

= 1 �
�
2

M 2 +
1
2

� (2� � 1)
(1 � � )2

�
1 + �

� � 1
2

M 2

� 3� � 2
1� �

�
� � 1

2

� 2

M 4

= 1 � 0; 7M 2 + 0; 315(1+ � � 0; 2M 2)� 5;5M 4:
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3.4.3 Differ entialgleichungen

(1) SeiU einefesteSpannung,J (t) dieStromsẗarkezurZeit t, R derWiderstanddesStromkrei-
ses,L seinSelbstinduktionskoef�zient. Danngilt

R � J = U � L � J 0:

Diesist einelineare(inhomogene)DifferentialgleichungersterOrdnung.Die MengederLösun-
gen bildet eineneindimensionalenaf�nen Raum(spezielleLösungplus ein eindimensionaler
Lösungsraumder zugeḧorigenlinearenDifferentialgleichungR � J = � L � J 0). Einespezielle
Lösungist J0 = U

R . BetrachtealsoJ (t) = U
R + f (t). Danngilt

R �
U
R

+ Rf (t) = U � L � f 0(t) , f 0(t) = �
R
L

f (t):

Also folgt mit einerbeliebigenKonstanten
 2 R, dass

f (t) = 
 � e� R
L t ; t � 0;

d.h.

J (t) =
U
R

+ 
 e� R
L t ; t � 0:

Die AnfangsbedingungJ (0) = 0 liefert 
 = � U
R , d.h.

J (t) =
U
R

�
1 � e� R

L t
�

; t � 0:

(2) Ein KörperderMassem falle in einemzähenMedium.Für denLuftwiderstandgilt

FL =
1
2

� � � cw � A � v2 =: k � v2

mit cw = 0; 4 (Widerstandsbeiwert),� = 1; 25kg=m3 (DichtederLuft), A = Querschnitts�̈ache
desKörpers.Danngilt die Differentialgleichung

m � v0(t) = m � g � FL , mv0(t) = m � g � k � v(t)2; t � 0

Diesist einenichtlineareDifferentialgleichung.Esgeltev(0) = 0. Damitgelangtmanzu

mv0(t)
mg � k � v(t)2

= 1 ,
v0(t)

g
�

1 � k
gm v(t)2

� = 1

,
r

m
kg

z0(t)
1 � z(t)2

= 1; z(t) :=

s
k

gm
v(t):

Nungilt wegen

artanh0(x) =
1

1 � x2
; jxj < 1
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undderKettenregel r
m
kg

(artanh � z)0(t) = 1:

Diesergibt r
m
kg

artanh(z(t)) = t + c0:

Wegenz(0) = 0 ist c0 = 0. Wir erhaltensomit

artanh(z(t)) =

r
kg
m

t

) z(t) = tanh

 r
kg
m

t

!

) v(t) =

r
gm
k

tanh

 r
kg
m

t

!

; t � 0:

Wegentanh(x) ! 1 für x ! 1 gelangtmanzuderGrenzgeschwindigkeit (t ! 1 )

v1 =

r
mg
k

:

Ist s(t) die zurückgelegteWegstrecke,d.h.v(t) = s0(t), s(0) = 0, soerḧalt man

s(t) =
m
k

ln cosh

 r
kg
m

t

!

; t � 0:

Für k ! 0, d.h.für vernachl̈assigbarenLuftwiderstand,gehtdie letzteGleichungüberin

s(t) =
1
2

gt2;

da

lim
k! 0

mln cosh
� q

kg
m t

�

k
= m lim

k! 0

sinh
� q

kg
m t

�
p g

m t 1
2
p

k

cosh
� q

kg
m t

�

= m

r
g
m

t
1
2

lim
k! 0

sinh
� q

kg
m t

�

p
k

= m
1
2

r
g
m

t

r
g
m

t lim
cosh

� q
kg
m t

�
1

2
p

k

1
2
p

k

=
1
2

gt2:
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3.4.4 Differ entialgleichungund Potenzreihenansatz

Wir illustrierendie MethodeanzweiBeispielen.

Beispiel1. GesuchtseieineLösungvon

x2y00(x) � 2y(x) = 0:

Ansatz:y(x) = a � xk , x 2 R, wobeia 2 R eineKonstanteist. Einsetzenergibt

ax2k(k � 1)xk� 2 � 2axk = 0

oderk(k � 1) = 2, falls a 6= 0. Also mussk = 2 oderk = � 1 gelten.

Im allgemeinenist esnaẗurlich nicht möglich,y(x) alsPolynomzu wählen.Deshalbbetrachten
wir nuneinenallgemeinerenAnsatz.

Beispiel2. Wir bestimmenjetzt zwei (l.u.) Lösungenvon

y00(x) � 2xy0(x) � 2y(x) = 0; x 2 R

mit demPotenzreihenansatz

y(x) =
1X

k=0

akxk :

UnterderAnnahmeeinespositivenKonvergenzradiuserhaltenwir für geeignetex 2 R

y0(x) =
1X

k=1

kakxk� 1; y00(x) =
1X

k=2

k(k � 1)akxk� 2;

unddurchEinsetzenin dieDifferentialgleichung

X

k� 2

�
k(k � 1)akxk� 2

�
�

X

k� 1

2kakxk � 2
X

k� 0

akxk = 0:

EinfacheUmformungführt aufdie äquivalenteGleichung

X

k� 0

[(k + 2)(k + 1)ak+2 � (2k + 2)ak ] xk = 0;

d.h.

ak+2 =
2

k + 2
ak ; k 2 N0:

Wählt manalsoa0; a1 beliebig,soist ak für k � 2 rekursiv festgelegt. Mit a0 = 1; a1 = 0 etwa
erḧalt man

a2k+1 = 0 und a2k =
1
k!

; k 2 N0:
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Diesergibt

y(x) =
1X

n=0

1
n!

x2n = ex2
; x 2 R:

Die Wahla0 = 0, a1 = 1 führt dagegenauf

a2k = 0 und a2k+1 =
2k

3 � 5 � : : : � (2k + 1)
;

also

y(x) =
1X

k=0

2k

3 � 5 � : : : � (2k + 1)
x2k+1 ; x 2 R:

AuchdiesePotenzreihekonvergiertauf ganzR undlöstobigeDifferentialgleichung. 13.12.2004

3.4.5 Extr emalprobleme

(1) DerWirkungsgrad� = � (P) einesTransformatorssei

� (P) =
P

c + P + kP2
; P > 0;

wobei P die abgegebeneLeistungund c;k > 0 Konstantensind.Bei welcherLeistungist der
Wirkungsgradamgrößten?EinfacheDifferentiationergibt

� 0(P) =
(c + P + kP2) � P(1 + 2kP)

(c + P + kP2)2

=
c � kP2

(c + P + kP2)2
; P > 0:

Mit PM =
p

c=khatman� 0(P) > 0 für P < PM und� 0(P) < 0 für P > PM . Also ist PM die
gesuchteLeistung.

(2) FermatschesPrinzip
Von einemPunktA ausgehendesLicht treffe auf eineGrenz�ächeundwerdedort sore�ektiert
odergebrochen,dassesschließlichzu einemPunktB gelangt.Seienc1; c2 die Lichtgeschwin-
digkeitenin denbeidenMedien.DasLicht wähltdabeinachFermatdenWeg (Re�exionspunkt),
für dendieGesamtlaufzeitvonA nachB minimalwird. WasläßtsichüberdieRe�exionswinkel
sagen?

SeienA0; B 0 die Fußpunktevon A; B auf der Grenz�ächeund a := jAA 0j, b := jBB 0j, l :=
jA0B 0j. Dannsind a;b und ` festeGrößen,variabelist x 2 [0; L]. Man kannandererseitsauch
denWinkel � alsVariablenehmen.Dannist � 2 [0; � 0] mit tan(� 0) = `=a. DerWinkel � ergibt
sichdannaustan(� ) = (` � x)=b. Aus

c1 =
s1

t1
; c2 =

s2

t2
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folgt

T(� ) =
s1

c1
+

s2

c2
=

a
c1 cos(� )

+

p
b2 + (` � a tan(� ))2

c2
:

Wegen

T0(� ) =
a
c1

sin(� )
cos2(� )

+
� a

c2 cos2(� )
2(` � a tan(� ))

1

2
p

b2 + (` � a tan(� ))2

ergibt T0(� ) = 0 die Bedingung

sin(� )
c1

=
` � a tan(� )

c2

p
b2 + (` � a tan(� ))2

=
` � x
c2 � s2

=
sin(� )

c2
:

Damiterhaltenwir dasRe�exions-/Brechungsgesetz

sin(� )
sin(� )

=
c1

c2
:

(3) Regressionsgerade

Zu n Paaren(x i ; yi ) 2 R2 (Messpunkten)soll eineGeradey(x) = ax + bsobestimmtwerden,
dassdieSummederquadratischenAbweichungenderPunktevonderGeradenminimalwird. Es
soll also

F (a;b) :=
nX

i =1

(axi + b� yi )2; (a;b) 2 R2

minimiert werden.Angenommen,ein Minimum wird in (a0; b0) angenommen.Dannmussa 7!
F (a;b0) in a0 undb7! F (a0; b) in b0 minimalwerden.Folglich mussgelten

0 =
@F
@a

(a0; b0) =
nX

i =1

2(a0x i + b0 � yi )x i

und

0 =
@F
@b

(a0; b0) =
nX

i =1

2(a0x i + b0 � yi ) � 1 = 0:

Hierausfolgt dasLineareGleichungssystem
 

nX

i =1

x2
i

!

a0 +

 
nX

i =1

x i

!

b0 =
nX

i =1

yi x i ;

 
nX

i =1

x i

!

a0 + nb0 =
nX

i =1

yi ;

ausdemsicha0; b0 eindeutigbestimmenlassen.Mankannnachweisen,dass(a0; b0) wirklich zu
einemMinimum führt.



Kapitel 4

Integration

Der Integralbegriff und die Technik des Integrierenssind von ebensogroßerBedeutungwie
die Differentialrechnung.Integralespielennicht nur bei der Berechnungvon Flächeninhalten,
VoluminaoderKurvenl̈angeneinewichtige Rolle, sondernsie tretenbei der Berechnungvon
physikalischenGrößenwie Energie,Trägheitsmomentundinsbesonderein derElektrodynamik
auf. Häu�g werdenauchMittelwertemit Hilfe von Integralengebildet.Schließlichist für die
Stochastikder Integrationsbegriff entscheidend.Ziel diesesKapitels ist es,denRiemannschen
Integralbegriff mitsamtseinenAnwendungenin denGrundz̈ugendarzustellen.

4.1 Grundlagen

Sei f : [a;b] ! R eine beschr̈ankte(nichtnegative) Funktion.Leitvorstellungbei den nach-
folgendenÜberlegungenist die näherungsweiseBeschreibungdesFlächeninhaltszwischender
x-Achseund demGraphenvon f als Vereinigungvon Rechtecksinhalten.Zu [a;b] betrachten
wir hierfür (Unter)Teilungspunkte

a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn = b:

Man nenntZ = f x0; x1; : : : ; xng eineZerlegung(Partition) von [a;b] mit Feinheit(Norm)

jjZ jj := maxf x i � x i � 1 : i = 1; : : : ; ng:

Für jedes� i 2 [x i � 1; x i ] gilt dannmit

mi := inf f f (x) : x 2 [x i � 1; x i ]g; M i := supf f (x) : x 2 [x i � 1; x i ]g

die Ungleichungskette

mi � f (� i ) � M i :

89
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Mit diesenDatenbildenwir

SZ (f ) :=
nX

i =1

M i (x i � x i � 1); (Obersumme)

SZ (f ) :=
nX

i =1

mi (x i � x i � 1) (Untersumme)

unddieRiemannscheSummeSZ (� ; f ) zuderFolge� = (� 1; : : : ; � n ) vonStützstellen� i undder
gegebenenPartitionZ , d.h.

SZ (� ; f ) :=
nX

i =1

f (� i )(x i � x i � 1): (RiemannscheSumme)

Offenbargilt dann
SZ (f ) � SZ (� ; f ) � SZ (f ):

BetrachtetmanimmerfeinereZerlegungenZ von [a;b], sowerdendie Untersummenhöchstens
größer, die Obersummennur kleiner. DabeiheißtZ2 feineralsZ1, falls Z1 � Z2 gilt. Esstellt
sichdie Frage,ob diesebeidenSummenbei unbegrenzterVerfeinerunggegeneinengemeinsa-
menGrenzwertkonvergieren.Dieswird sicherlichnicht für alle Funktionengelten,sollte aber
zumindestfür großeKlassenvonFunktionenrichtig sein.

SindZ1; Z2 beliebigePartitionenvon [a;b] undist Z3 = Z1 [ Z2 die gemeinsameVerfeinerung,
sogilt

SZ1
(f ) � SZ3

(f ) � SZ3 (f ) � SZ2 (f )

unddaher
SZ1

(f ) � SZ2 (f );

d.h.beliebigeObersummensindstetsmindestenssogroßwie beliebigeUntersummenzu einer
gegebenenFunktion.Dahergilt für

S(f ) := inf f SZ (f ) : Z Zerlegungg; (Oberintegral)

S(f ) := supf SZ (f ) : Z Zerlegungg (Unterintegral)

die Abscḧatzung
S(f ) � S(f ):

De�nition 4.1.1. Sei f : [a;b] ! R beschr̈ankt.Man nenntf Riemann-integrierbar (kurz: “R-
integrierbar” odereinfachnur “integrierbar”), falls S(f ) = S(f ) gilt. In diesemFall schreibt
manS(f ) := S(f ) = S(f ) oderauch

Z b

a
f (x) dx := S(f ):
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Fernersetztman Z b

a

f (x) dx := S(f ) und
Z b

a
f (x) dx := S(f ):

Die Funktionf wird alsderIntegranddesIntegralsS(f ) bezeichnet.

Man kannzeigen,dasszu jedem" > 0 ein � > 0 existiertmit

SZ (f ) >
Z b

a

f (x) dx � "

und

SZ (f ) <
Z b

a
f (x) dx + "

für alleZ mit jjZ jj < � . FernerhatmandasfolgendeKriterium.

Satz4.1.2. Seif : [a;b] ! R beschränkt.Dannsindäquivalent

(a) f ist integrierbar.

(b) Zu jedem" > 0 gibt eseineZerlegungZ von[a;b] mit

SZ (f ) � SZ (f ) < ":

Beweis. (b) ) (a):Sei" > 0 undZ entsprechendgewählt.Danngilt

0 � S(f ) � S(f ) � SZ (f ) � SZ (f ) < ";

d.h.S(f ) = S(f ), da" > 0 beliebigwar.

(a) ) (b): Zu " > 0 gibt esZ1; Z2 mit

SZ1 (f ) < S(f ) +
"
2

und SZ2
(f ) > S(f ) �

"
2

:

Für Z := Z1 [ Z2 gilt dann

0 � SZ (f ) � SZ (f ) � SZ1 (f ) � SZ2
(f ) � S(f ) � S(f ) + " = ":

Ist die Funktionf : [a;b] ! R R-integrierbar, so nähertsich SZ (� ; f ) für zunehmendfeinere
ZerlegungenZ immermehrdemWertS(f ) an.Hiervon gilt auchdie folgendeUmkehrung.

Satz4.1.3. Die Funktionf : [a;b] ! R ist genaudannR-integrierbar, wenneineZahl S 2 R
existiert,sodasseszujedem" > 0 ein � > 0 gibt derart, dassfür jedeZerlegungZ von[a;b] mit
jjZ jj < � undeinebeliebigeWahl vonSẗutzstellen� zuZ gilt

jS � SZ (� ; f )j < ":

Insbesonderegilt S = S(f ).
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Im Fall, dassf integrierbarist, schreibtman

lim
jj Z jj! 0

SZ (� ; f ) = S(f ):

Tats̈achlichgen̈ugt es,für die IntegralberechnungeinespezielleFolgeimmerfeinererZerlegun-
genzubetrachten,d.h.

S(f ) = lim
n!1

SZn (� (n) ; f );

wenn� (n) eineFolgevonStützstellenzuZn ist undjjZn jj ! 0 für n ! 1 erfüllt ist.

Beispiel1. Die Funktionf (x) = x, x 2 [0; 1] ist stetigunddamitR-integrierbar, wie wir noch
zeigenwerden.Wählenun

Zn =
�

0;
1
n

;
2
n

; : : : ;
n
n

= 1
�

mit � (n)
k = k

n , k = 1; : : : ; n. Danngilt

SZn (� (n) ; f ) =
nX

k=1

k
n

1
n

=
1
n2

nX

k=1

k =
1
n2

1
2

n(n + 1) !
1
2

für n ! 1 :

Also erḧalt manS(f ) = 1
2.15.12.2004

Beispiel2. Die Funktion

f (x) =
�

0; x 2 [0; 1] \ Q;
1; x 2 [0; 1] n Q

ist auf[0; 1] überallunstetigundnichtR-integrierbar. Für jedeZerlegungZ von[0; 1]gilt nämlich

0 = SZ (f ) < SZ (f ) = 1:

Ein Nutzenvon Satz4.1.3bestehtdarin,dassmanfür die Berechnungvon S(f ) einegünstige
Unterteilungsfolgewählenkann.Allerdingswerdenwir sp̈aterganzandereundweitauseffekti-
vereVerfahrenkennenlernen.Der haupts̈achlicheVorteil ist jedochkonzeptionellerArt, dasich
diverseVorgngein denNatur- und Ingenieurwissenschaftenmit Hilfe RiemannscherSummen
näherungsweisebeschreibenlassen,sodassmanim Grenzfall zumRiemannschenIntegral ge-
langt(vgl. Vorlesung).

Ist die Funktionf zumindeststückweisehinreichendglatt, sokannmanleicht einenäherungs-
weiseBerechnungmit Fehlerabscḧatzungangeben.Seihierzuetwaf : [a;b] ! R zweimalstetig
differenzierbar. Setze

x i := a +
i
n

(b� a); � i :=
1
2

(x i � 1 + x i ); i = 0; : : : ; n:

Danngilt Z b

a
f (x) dx =

b� a
n

nX

i =1

f (� i ) + Rn (4.1.1)
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mit

jRn j � maxfj f 00(x)j : x 2 [a;b]g �
(b� a)3

24n2
:

Insbesonderegilt Rn ! 0 für n ! 1 . Man bezeichnet(4.1.1) alsTrapezformel. Mit Hilfe von
(4.1.1) lässtsichdasIntegral einerglattenFunktionim Prinzipbeliebiggenauberechnen.Zum
Nachweisvon (4.1.1) entwickelt manf in [x i � 1; x i ] um � i :

f (x) = f (� i ) + f 0(� i )(x � � i ) +
1
2

f 00

�
� i +

� (x)
2n

�
(x � � i )2

underḧalt so (mit Hilfe von Rechenregeln für dasIntegral, die in Satz4.1.6zusammengestellt
sind)

Z x i

x i � 1

f (x) dx = f (� i )
b� a

n
+ f 0(� i )

Z x i

x i � 1

(x � � i ) dx

+
1
2

Z x i

x i � 1

f 00

�
� i +

� (x)
2n

�
(x � � i )2 dx:

Summationergibt Z b

a
f (x) =

b� a
n

nX

i =1

f (� i ) + Rn

mit

jRn j � n �
1
2

� maxfj f 00(x)j : x 2 [a;b]g
| {z }

=: M

1
3

(x � � i )3 jx i
x i � 1

=
M n

6
� 2

�
(b� a)

2n

� 3

= M
(b� a)3

24n2
:

Beispiel.Essoll
3Z

2

x2 dx

berechnetwerden.Aufgrund unserernumerischenNäherungerhaltenwir mit n = 10 und den
Stützstellen� 1 = 2; 05; � 2 = 2; 15; � � � ; � 10 = 2; 95, dass

3Z

2

x2 dx =
3 � 2

10
(2; 052 + 2; 152 + � � � + 2; 952) + R

= 6; 33250+ R

mit

jRj �
2(3 � 2)3

24� 102
= 0; 00083:
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DaandererseitsF (x) = 1
3x3 eineStammfunktionzu f (x) = x2 ist, erḧalt manexakt

3Z

2

x2 dx =
1
3

33 �
1
3

23 =
27� 8

3
=

19
3

= 6 +
1
3

:

Frage.WelcheFunktionensindR-integrierbar?EinevollständigeAntwort ist bekannt.Esstellt
sichheraus,dasseineR-integrierbareFunktion

”
nicht zu viele“ Unstetigkeitsstellenhabendarf.

Genauergilt (ohneBeweis,abermit genauerenErläuterungenin derVorlesung):

Satz4.1.4. EinebeschränkteFunktionf : [a;b] ! R ist genaudannR-integrierbar, wenndie
Menge der Unstetigkeitsstellenvon f eineNullmenge ist (d.h. zu jedem" > 0 lassensich die
Unstetigkeitsstellendurch endlich oderabz̈ahlbarevieleIntervallederGesamtl̈angehöchstens"
überdecken).

Insbesondereist einebeschr̈ankteFunktion R-integrierbar, falls sie höchstensabz̈ahlbarviele
Unstetigkeitsstellenhat.Wir zeigennurdenfolgendenwichtigenSpezialfall.

Satz4.1.5. Ist f : [a;b] ! stetigodermonoton,dannist f R-integrierbar.

Beweis. Sei f stetigund" > 0. Dannist f auchgleichm̈aßigstetig.Esgibt alsoein � > 0, so
dassausjx � yj < � folgt

jf (x) � f (y)j <
"

b� a
:

WähleeinebeliebigeZerlegungZ von [a;b] mit jjZ jj < � . Danngilt

M i � mi �
"

b� a

undsomit

SZ (f ) � SZ (f ) =
nX

i =1

(M i � mi )(x i � x i � 1) = ":

Seinunf monotonwachsend.Danngilt für einebeliebigeZerlegungZ wegen

M i � mi = f (x i ) � f (x i � 1);

dass

SZ (f ) � SZ (f ) =
nX

i =1

(M i � mi )(x i � x i � 1) =
nX

i =1

(f (x i ) � f (x i � 1))( x i � x i � 1)

�
nX

i =1

(f (x i ) � f (x i � 1)) jjZ jj = (f (b) � f (a)) jjZ jj :

In beidenFällen ist für einegeeigneteZerlegungZ alsoSZ (f ) � SZ (f ) beliebigklein, sodass
die BehauptungausSatz4.1.2folgt.
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Seiwiederf : [a;b] ! R eineintegrierbareFunktion.Dannerklärenwir

Z a

a
f (x) dx = 0 und

Z a

b
f (x) dx := �

Z b

a
f (x) dx:

OhneBeweis haltenwir die folgendenwichtigen (elementaren)EigenschaftendesRiemann-
Integralsfest.

Satz4.1.6. SeiI ein kompaktesIntervall, � 2 R. Seienf ; g : I ! R integrierbar. Danngilt:

(1) f ; g sindaufallenTeilintervallenvonI integrierbar. (EineUmkehrunggilt ebenfalls.)

(2) f + g und�f sindintegrierbar und

bZ

a

(f + g)(x) dx =

bZ

a

f (x) dx +

bZ

a

g(x) dx;

bZ

a

(�f )(x) dx = �

bZ

a

f (x) dx:

(3) Ist f � g bzw. f < g

bZ

a

f (x) dx �

bZ

a

g(x) dx bzw.

bZ

a

f (x) dx <

bZ

a

g(x) dx:

Ausm � f � M mit Konstantenm; M folgt

m(b� a) �

bZ

a

f (x) dx � M (b� a):

(4) f � g, jf j, f + ; f � sindintegrierbar undmit C := supfj f (x)j : x 2 [a;b]g gilt
�
�
�
�
�
�

bZ

a

f (x) dx

�
�
�
�
�
�

�

bZ

a

jf (x)j dx � C(b� a):

(5) Für a < c < bgilt
bZ

a

f (x) dx =

cZ

a

f (x) dx +

bZ

c

f (x) dx:
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Als Folgerungerḧalt manleicht die nächsteAussage,die manals Mittelwertsatzder Integral-
rechnungbezeichnet.Fur eine ausf̈uhrlichereDiskussiondesZusammenhangsmit dem Zwi-
schenwertsatzfür stetigeFunktionenunddemMittelwertsatzderDifferentialrechnung̈uberden
HauptsatzderDifferential-undIntegralrechnungsiehedieVorlesung.

Satz 4.1.7. Sei f : [a;b] ! R stetigund g : [a;b] ! R integrierbar mit g(x) > 0 für alle
x 2 [a;b]. Danngibt esein � 2 [a;b] mit

bZ

a

(f g)(x) dx = f (� )

bZ

a

g(x) dx:

Beweis. Sei
m := inf f f (x) : x 2 [a;b]g; M := supf f (x) : x 2 [a;b]g:

Danngilt
m � g � f � g � M g

undfolglich

m

bZ

a

g(x) dx �

bZ

a

f (x)g(x) dx � M

bZ

a

g(x) dx;

d.h.

m �

bR

a
f (x)g(x) dx

bR

a
g(x) dx

� M :

Da f stetigist, folgt dieBehauptungausdemZwischenwertsatz.

Als direkteKonsequenzvon Satz4.1.7erḧalt manfür einestetigeFunktionf : [a;b] ! R mit
m � f � M , dass

bZ

a

f (x) dx = f (� )(b� a)

für ein � 2 [a;b].

Der HauptsatzderDifferential-und Integralrechnung,demwir unsnunzuwenden,stellt einer-
seitsdie VerbindungzwischendenOperationendesDifferenzierensund desIntegrierensher,
andererseitswird er sichalsnützlichesHilfsmittel für die Berechnungvon Integralenerweisen.
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Satz4.1.8. Seif : [a;b] ! R stetig. Dannist F : [a;b] ! R,

F (x) :=

xZ

a

f (t) dt

differenzierbarundF 0 = f .

Beweis. Seix 2 (a;b). Danngilt mit m � f � M , dass

1
h

(F (x + h) � F (x)) =
1
h

x+ hZ

x

f (t) dt:

Daf anderStellex stetigist, gilt jf (t) � f (x)j < " für jx � tj < � . Somiterḧalt manfür jhj < �

�
�
�
�
F (x + h) � F (x)

h
� f (x)

�
�
�
� =

�
�
�
�
�
�

1
h

x+ hZ

x

f (t) dt �
1
h

x+ hZ

x

f (x) dt

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

1
h

x+ hZ

x

(f (t) � f (x)) dt

�
�
�
�
�
�

�
1

jhj
jx + h � xj maxfj f (t) � f (x)j : t 2 [x; x + h]g

� = ";

wasdieBehauptungbeweist.

De�nition 4.1.9. Sei f : [a;b] ! R einegegebeneFunktion.Eine FunktionF : [a;b] ! R
heisstStammfunktionzu f , falls F 0 = f gilt.

SindF1 undF2 Stammfunktionenvon f , sogilt F1 = F2 + c mit einerKonstantenc 2 R. 20.12.2004

Satz4.1.10.Ist f : [a;b] ! R stetigundF eineStammfunktionvonf, sogilt

bZ

a

f (t) dt = F (b) � F (a):
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Beweis. SetzeG(x) :=
xR

a
f (t) dt. Dannist auchG eineStammfunktionvon f , d.h.G = F + c.

WegenG(a) = 0 gilt F (a) + c = 0 unddamitG(b) = F (b) � F (a).

Beispiel.Seif (t) = 1 für t � 0 undf (t) = � 1 für t < 0. Dannist F (x) = x Stammfunktionzu
f j [0;1 ) , d.h.

xZ

0

f (t) dt = x; x � 0:

Andererseitsist F (x) = � x Stammfunktionzu f j (�1 ;0], d.h.

xZ

0

f (t) dt = � x; x < 0:

Damit folgt insgesamt
xZ

0

f (t) dt = jxj; x 2 R:

Wir haltenabschließendnochfest,dasssichdie Integrierbarkeit einerbeschr̈anktenFunktionf
undderWertdesIntegralsnicht ändern,wennmanf anendlich(sogarabz̈ahlbarvielen)Stellen
beliebigab̈andert(soferndie Funktionbeschr̈anktbleibt).

4.2 Integrationsmethoden

In diesemAbschnittwerdeneinigesystematischeIntegrationstechnikenvorgestellt.

UnbestimmtesIntegral - Stammfunktion

Aufgrund desHauptsatzesist klar, dassman ein Integral sofort berechnenkann,sobaldeine
StammfunktiondesIntegrandenbekanntist. Häu�g �ndet mandie Notation

F (x) =
Z

f (t) dt

für eineStammfunktionvon f und nenntdie rechteSeiteauchunbestimmtesIntegral. Zu vie-
len elementarenFunktionenkannmaneineStammfunktionin Tabellennachschlagenodermit
mathematischerSoftwarebestimmenlassen.Der NachweisdurchDifferentiationist dannmeist
einfach.
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Beispiele.
f (x) F (x)

xa (a 6= � 1) 1
a+1 xa+1

1
x (x 6= 0) lnjxj

ex ex

ax (a > 0; a 6= 1) 1
ln( a) a

x

sin(x) � cos(x)

cos(x) sin(x)
1

cos2(x) tan(x)

Beispiel.Essoll eineStammfunktionzu f (x) = 3ex + 7sin(x) bestimmtwerden.Mit der Li-
neariẗat desIntegralsundausobigerTabellegewinnt man

Z
(3et + 7sin(t)) dt = 3

Z
et dt + 7

Z
sin(t) dt = 3ex � 7cos(x):

In derLiteraturwird häu�g aufderrechtenSeitenocheineIntegrationskonstantenotiert.

Substitutionsmethode

Als UmkehrungderKettenregelerḧalt man

Satz4.2.1. Seif : [c;d] ! R stetigund' : [a;b] ! [c;d] stetigdifferenzierbar. Danngilt

' (b)Z

' (a)

f (t) dt =

bZ

a

f (' (x)) ' 0(x) dx:

Beweis. SeiF eineStammfunktionvon f . Danngilt

' (b)Z

' (a)

f (t) dt = F (' (b)) � F (' (a)) :

Andererseitsist F � ' eineStammfunktionzu f � ' � ' 0 aufgrundderKettenregel,also

bZ

a

f � ' (x)' 0(x) dx = F � ' (b) � F � ' (a):
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Beispiele.

(1) Essoll eineStammfunktionberechnetwerdenzu f (x) = 2x � sin(x2 + 3), d.h.essoll das
unbestimmteIntegral Z

2x sin(x2 + 3) dx

”
berechnet“ werden.Hierzusetztman' (x) = x2 + 3 anmit ' 0(x) = 2x, d.h.

Z
2x sin(x2 + 3) dx =

Z
' 0(x) sin(' (x)) dx

=

' (�)Z

' (�)

sin(t) dt = � cos(' (�)) :

Also ist F (z) = � cos(z2 + 3) eineStammfunktion,wie manauchdirektbesẗatigt.

(2) Manberechnemit z = ' (x) = 4x2 + 9, d.h. ' 0(x) = 8x

Z
(4x2 + 9)32x dx =

1
4

Z
(' (x))3' 0(x) dx

=
1
4

' (�)Z

' (�)

t3 dt =
1
16

' (�)4

=
1
16

(4z2 + 9)4 + C;

wobeiC eineKonstanteist. Formal nicht ganzkorrekt,aberdafür sehrsuggestiv, ist die
folgendeDarstellungderselbenRechnung:Substituierez = 4x2 + 9, d.h.dz = 8x dx in

Z
(4x2 + 9)32x dx =

Z
z3 1

4
dz =

1
16

z4 =
1
16

(4x2 + 9)4:

(3) Mit derSubstitution' (� ) = � 3 + 1 erḧalt man

2Z

0

3� 2

� 3 + 1
d� =

9Z

1

dz
z

= ln(z) j91= ln(9):

Bislanghabenwir Satz4.2.1im wesentlichenvon rechtsnachlinks angewandt.Man kannaber
auchdie umgekehrteRichtungnutzen.Dazumussmanaberdie Umkehrbarkeit derSubstitution
prüfen.
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Beispiel.Mit derSubstitutionz = � 2 erḧalt man

9Z

4

dz
1 +

p
z

=

3Z

2

2�
1 + �

d� = 2

3Z

2

�
1 �

1
1 + �

�
d�

= 2

3Z

2

1d� � 2

3Z

2

1
1 + �

d� = 2[� ]32 � 2[ln(1 + � )]3
2

= 2 � 2ln
�

4
3

�
:

Hierbeiliegt genauerfolgendeallgemeineGrundformderSubstitutionsregelzugrunde:

Seif : [c;d] ! R stetigund' : [a;b] ! [c;d] bijektiv undstetigdifferenzierbar. Danngilt

dZ

c

f (z) dz =

' � 1(d)Z

' � 1 (c)

f � ' (t)' 0(t) dt

Beispiele. Bei den folgendenBeispielenist jeweils noch eine Integrationskonstantehinzu-
zufügen.

(1) Für a;b2 R unda 6= 0 gilt
Z

cos(ax + b) dx =
Z

cos(z)
1
a

dz =
1
a

sin(z) =
1
a

sin(ax + b)

mit ax + b = z, dz = adx.

(2) Allgemeiner:ist f stetigundF eineStammfunktionzu f , danngilt
Z

f (ax + b) dx =
1
a

F (ax + b):

Sogilt etwaauch
Z

(ax + b) � dx =
1

(� + 1)a
(ax + b) � +1 für � 6= � 1; a 6= 0

oder Z
dx

ax + b
=

1
a

ln jax + bj:

(3) Es sollencos2 und sin2 integriert werden.Um mit der Substitutionsregel zum Erfolg zu
gelangen,verwendetmanzun̈achst

cos2(x) =
1
2

(1 + cos(2x)); sin2(x) =
1
2

(1 � cos(2x));
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soerḧalt man
Z

cos2(x) dx =
1
2

(x + sin(x) cos(x));

Z
sin2(x) dx =

1
2

(x � sin(x) cos(x)):

(4) Bei derBerechnungderKreis� ächetritt dasIntegral

I = 2

1Z

� 1

p
1 � x2 dx

auf.Substituierex = cos(t), t 2 [0; � ]:

I = 2

1Z

� 1

p
1 � x2 dx = 2

0Z

�

p
1 � cos2(t)( � sin(t)) dt

= 2

�Z

0

sin(t) sin(t) dt

= [t � sin(t) cos(t)]�
0 = � :

Arbeitetmanmit variablenGrenzen,so�ndet manallgemeiner
Z p

1 � x2 dx =
1
2

�
x
p

1 � x2 � arccos(x)
�

:

(5) Mit Hilfe derSubstitutionx = cosh(t) erḧalt mananalog
Z p

x2 � 1dx =
1
2

�
x
p

x2 � 1 � arcosh(x)
�

; x � 1

undmit x = sinh(t)
Z p

x2 + 1dx =
1
2

�
x
p

x2 + 1 + arsinh(x)
�

; x 2 R:

DieskannmanumgekehrtdurchDifferentiationleichtbesẗatigen.

(6) Mit Hilfe von Z
f 0(x)
f (x)

dx = ln jf (x)j + C

kannmaneineReihevon Integralenberechnen:
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(a) Z
tan(x) dx = �

Z
� sin(x)
cos(x)

dx = � ln j cos(x)j;

(b) für a 6= 0; substituierezun̈achstax = 2z:
Z

dx
sin(ax)

=
2
a

Z
dz

sin(2z)
=

2
a

Z
dz

2sin(z) cos(z)

=
1
a

Z
dz

sin(z)
cos(z) cos2(z)

=
1
a

Z
dz

tan(z) cos2(z)

=
1
a

ln j tan zj =
1
a

ln
�
�
�tan

� a
2

x
� �

�
� :

(7) Für a;b> 0 erḧalt manmit z =
q

b
ax

Z
dx

a + bx2
=

Z
dx

a
�

1 +
� q

b
ax

� 2
� =

1
a

r
a
b

Z
dz

1 + z2

=
1

p
ab

arctan

 r
b
a

x

!

:

(8) MankannaucheinfachegebrochenrationaleFunktionenmittelsSubstitutionintegrieren:
Z

� + � x
a + 2bx+ cx2

dx:

Strategie:

(1) SchreibedenZähleralsAbleitungdesNenners

(2) SpaltedasIntegralauf

(3) Integrieregetrennt.

Wir zeigendiesnur exemplarisch,da einerseitsComputersoftwarezur Verfügungsteht,
welcheStammfunktionenin diesenFällenproblemlosliefert, andererseitseineeinmalbe-
kannteallgemeineFormeldurchDifferentiationleichtbesẗatigtwerdenkann.

Z
3x � 7

x2 + 4x + 5
dx =

Z 3
2(2x + 4) � 13

x2 + 4x + 5
dx (Schritt1)

=
3
2

Z
2x + 4

x2 + 4x + 5
dx � 13

Z
dx

x2 + 4x + 5
(Schritt2)

=
3
2

ln (x2 + 4x + 5) � 13
Z

dx
1 + (x + 2)2

(Schritt3)

=
3
2

ln (x2 + 4x + 5) � 13arctan(x + 2):
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Wir werdensp̈aternocheinmalauf dieseMethodein systematischerWeiseeingehen.22.12.2004

Partielle Integration

Die RegelderpartiellenIntegrationstellteineUmkehrungderProduktregelderDifferentialrech-
nungdar.

Satz4.2.2. Seienu; v : [a;b] ! R stetigdifferenzierbareFunktionen.Danngilt

bZ

a

u(x)v0(x) dx = [u(x)v(x)]b
a �

bZ

a

u0(x)v(x) dx:

Beweis. Die Funktionu(x)v(x) ist eineStammfunktionvon(u(x)v(x)) 0, sodassgilt

bZ

a

(u(x)v(x))0dx = [u(x)v(x)]b
a:

Die ProduktregelderDifferentialrechnungliefert nundie Behauptung.

Wie Satz4.2.2zweckm̈aßigeingesetztwerdenkann,siehtmanambestenanhandvonBeispielen.

Beispiele.

(1) Für x > 0 unda 6= � 1 erḧalt man
Z

ln(x)
| {z }

u

xa
|{z}

v0

dx = ln(x)
xa+1

a + 1
�

1
a + 1

Z
xa dx =

xa+1

a + 1

�
ln(x) �

1
a + 1

�
:

(2) Manverwendetnunu(x) = arcsin(x), v0(x) = 1:
Z

arcsin(x) dx = x arcsin(x) �
Z

x
p

1 � x2
dx

= x arcsin(x) +
p

1 � x2

(3) DurchzweimaligeAnwendungderProduktregel folgt (b6= 0)
Z

eax
|{z}

u

sin(bx)
| {z }

v0

dx = �
1
b
eax cos(bx) +

a
b

Z
eax
|{z}

u1

cos(bx)
| {z }

v0
1

dx

= �
1
b
eax cos(bx) +

a
b2

eax sin(bx) �
a2

b2

Z
eax sin(bx) dx:

Hierausfolgt schließlich
Z

eax sin(bx) dx =
eax

a2 + b2
(asin(bx) � bcos(bx)):
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(4) Für n 2 N erḧalt manzun̈achstdieRekursionsgleichung

Z
xnex dx = xnex � n

Z
xn� 1ex dx

unddarausschließlichmit vollständigerInduktion

Z
xnex dx = ex

 

xn +
nX

k=1

(� 1)kk!
�

n
k

�
xn� k

!

:

Analogerḧalt manbeispielsweise

Z
xn sin(x) dx = � xn cos(x) + n

Z
xn� 1 cos(x) dx;

Z
xn cos(x) dx = xn sin(x) � n

Z
xn� 1 sin(x) dx;

Z
(ln(x))n dx = x(ln(x))n � n

Z
(ln(x))n� 1 dx:

(5) IntegraledesTyps Z
cosn (x) dx

kannmanmit partiellerIntegrationbehandeln

Z
cosn (x) dx =

Z
cosn� 1(x) � cos(x) dx

= cosn� 1(x) sin(x) + (n � 1)
Z

cosn� 2(x) sin2(x) dx

= cosn� 1(x) sin(x) + (n � 1)
Z

cosn� 2(1 � cos2(x)) dx;

d.h. Z
cosn (x) dx =

1
n

cosn� 1(x) sin(x) +
n � 1

n

Z
cosn� 2(x) dx:

Alternativ dazuhattenwir gezeigt,dass

2n cosn (x) =
nX

k=0

�
n
k

�
cos((2k � n)x)

gilt. Die rechteSeitedieserGleichunglässtsichaberproblemlosintegrieren.
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(6) KombinationverschiedenerMethoden(diesesBeispielwurdeobenschoneinmaldisku-
tiert):

Z
arcsin(x) dx =

Z
arcsin(x) � 1dx

= x � arcsin(x) �
Z

x
1

p
1 � x2

dx = x arcsin(x) +
p

1 � x2:

(7) Eskönnennaẗurlich auchverschiedeneMethodenzumZiel führen:
Z p

1 � x2 dx =
Z p

1 � x2 � 1dx = x
p

1 � x2 +
Z

x2

p
1 � x2

dx

= x
p

1 � x2 +
Z

dx
p

1 � x2
�

Z p
1 � x2 dx

)
Z p

1 � x2 dx =
1
2

�
x
p

1 � x2 + arcsin(x)
�

+ C:

Obenhattenwir diesesIntegralmittelsSubstitutionbehandelt.

Partialbruchzerlegung

EinegroßeKlassevonIntegrandenist durchdiegebrochen-rationalenFunktionengegeben.Man
kann beispielsweiseauchdannzu dieserFunktionenklassegelangen,wenn es zun̈achstnicht
danachaussieht.

Beispiel.BetrachtedieSubstitutionex = t, ln(t) = x in
Z

e3x

e2x � 1
dx =

Z
(ex )2

(ex )2 � 1
ex dx =

Z
t2

t2 � 1
dt:

Der Integrandrechtslässtsichauchschreibenals

t2

t2 � 1
= 1 +

1
t2 � 1

= 1 +
1
2

�
1

t � 1
�

1
t + 1

�
;

unddaherfolgt
Z

t2

t2 � 1
dt = t +

1
2

ln jt � 1j � ln jt + 1j + C = t +
1
2

ln

�
�
�
�
t � 1
t + 1

�
�
�
� + C

= ex +
1
2

ln

�
�
�
�
ex � 1
ex + 1

�
�
�
� + C:

Wir untersuchennunsystematischdie IntegrationvonFunktionenderForm

f (x) =
p(x)
q(x)

; p;q rationaleFunktionen.
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1. Schritt. Ist grad(p) � grad(q), sokannmaneinePolynomdivisiondurchf̈uhrenunderḧalt so

f (x) =
p(x)
q(x)

= h(x) +
r (x)
q(x)

;

wobeih ein Polynomist (dasleicht integriert werdenkann)undr 2 R[x] mit m := grad(r ) <
grad(q) =: n.

2. Schritt. Manbestimmtalle (komplexen)Nullstellenvonq undgewinnt damitdieZerlegung

q(x) = c � (x � � 1)k1 (x � � 2)k2 � � � (x � � N )kN ; c 6= 0

mit � 1; : : : ; � N 2 C, k1; : : : ; kN 2 N0 undk1+ � � �+ kN = n. HierausleitetmaneineDarstellung
derForm

q(x) = c �
MY

j =1

(x � � j )k j �
LY

j =1

�
x2 + � j x + 
 j

� m j

abmit � j ; � j ; 
 j 2 R, wobeidie Polynomex2 + � j x + 
 j nullstellenfreiseien.Eventuellliegt q
schonin dieserFormvor.

3. Schritt. ManmachtdenAnsatz

r (x)
q(x)

=
MX

j =1

�
A j 1

x � � j
+

A j 2

(x � � j )2
+ � � � +

A j k j

(x � � j )k j

�

+
LX

j =1

�
B j 1x + Cj 1

x2 + � j x + 
 j
+

B j 2x + Cj 2

(x2 + � j x + 
 j )2
+ � � � +

B j m j x + Cj m j

(x2 + � j x + 
 j )m j

�

mit nochzubestimmendenKonstantenA j i ; B j i ; Cj i . Dieseerḧalt manzumBeispiel,indemman
mit demHauptnennermultipliziert undeinenKoef�zientenvergleichdurchf̈uhrt oderdurchEin-
setzenspeziellerWerte.Mankannzeigen,dassderAnsatzimmerzumErfolg führt.

4. Schritt. Man integriertdieeinzelnenSummanden,die vonderForm

A
(x � � )k

und
Bx + C

(x2 + � x + 
 )k

sind,wobeix2 + � x + 
 > 0 für alle x 2 R gilt. Hierfür gilt

Z
dx

(x � � )k
=

(
ln jx � � j; k = 1;

� 1
k� 1

1
(x� � )k � 1 ; k � 2

sowie
Z

Bx + C
x2 + � x + 


dx =
B
2

ln(x2 + � x + 
 ) +
2C � B �
p

4
 � � 2
arctan

2x + �
p

4
 � � 2
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undfür k � 2
Z

Bx + C
(x2 + � x + 
 )k

dx = �
B

2(k � 1)(x2 + � x + 
 2)k� 1
+

�
C �

B �
2

� Z
dx

(x2 + � x + 
 )k
;

wobeimandasletzteIntegral rekursiv abarbeitenkann,da

Z
dx

(x2 + � x + 
 )k

=
1

(k � 1)(4
 � � 2)

�
2x + �

(x2 + � x + 
 )k� 1
+ 2(2k � 3)

Z
dx

(x2 + � x + 
 )k� 1

�
:

Die erforderlichenNachweisesind elementarmit Hilfe der schonbereitgestelltenHilfsmittel
durchf̈uhrbar(bzw. durchTestmittelsDifferentiation).

Beispiel1. Wir betrachten

f (x) =
2x3 � x2 � 10x + 19

x2 + x � 6
:

Zunächstfolgt mit Polynomdivision

2x3 � x2 � 10x + 19
x2 + x � 6

= 2x � 3 +
5x + 1

x2j + x � 6
:

Wegenx2 + x � 6 = (x � 2)(x + 3) erḧalt man

5x + 1
x2 � x � 6

=
A1

x � 2
+

A2

x + 3
, 5x + 1 = A1(x + 3) + A2(x � 2):

DiesführtaufA1 = 11=5 undA2 = 14=5, d.h.

5x + 1
x2 + x � 6

=
11
5

1
x � 2

+
14
5

1
x + 3

:

Beispiel2. Wir betrachten

f (x) =
x3 � 10x2 + 7x � 3

x4 + 2x3 � 2x2 � 6x + 5
:

Man �ndet
x4 + 2x3 � 2x2 � 6x + 5 = (x � 1)2(x2 + 4x + 5);

sodassmandenAnsatz

f (x) =
A11

x � 1
+

A12

(x � 1)2
+

Bx + C
x2 + 4x + 5

macht.Man�ndet schließlichA11 = � 0; 7; A12 = � 0; 5; B = 1; 7; C = � 4. Für die Integration
desletztenSummandenerḧalt man(s.o.)

0; 85ln(x2 + 4x + 5) � 7; 4arctan(x + 2):

Als Beispielefür weitereKlassengeschlossenintegrierbarerFunktionengebenwir nochan:



4.3. INTEGRATION VON REIHEN 109

� RationaleFunktionenvon trigonometrischenFunktionender Form R(sin(x); cos(x))
könnenmit derSubstitutiont = tan(x=2) aufgebrochenrationaleForm gebrachtwerden.

� Für FunktionenderFormR(ex ) verwendetmandie Substitutiont = ex .

� DurchgeeigneteSubstitutionenkannmanauchverschiedeneKlassenvonrationalenFunk-
tionenvonWurzelausdr̈uckenvereinfachen.

� Ein allgemeingültigesRezeptexistiertallerdingsnicht!

4.3 Integration von Reihen

Im RahmenderDifferentialrechnunghattenwir schondie Vertauschbarkeit von Differentiation
undLimesuntersucht.Ist etwa eineFunktionenfolge(f n ) gegeben,die gleichm̈aßiggegeneine
Funktionf konvergiert, somöchtemanwissen,ob ausderDifferenzierbarkeit aller f n die Dif-
ferenzierbarkeit von f folgt und ob dannauchf 0 = lim f 0

n gilt. Wir hattengesehen,dassman
tats̈achlichdie gleichm̈aßigeKonvergenzvon (f 0

n ) fordernmuss.Nun stellt sich die Frage,ob
(bzw. unterwelchenVoraussetzungen)IntegrationundLimesvertauschtwerdenkönnen.

Satz4.3.1. Seif n : [a;b] ! R eineRiemann-integrierbareFunktionfür alle n 2 N. Die Folge
(f n konvergieregleichmäßiggegenf : [a;b] ! R. Dannist auch f Riemann-integrierbar und

bZ

a

f (x) dx = lim
n!1

bZ

a

f n (x) dx:

Beweis. Da f n beschr̈anktist undjj f n � f jj 1 ! 0 für n ! 1 , ist auchf beschr̈ankt.Fernerhat
f höchstensabz̈ahlbarviele Unterstetigkeitsstellen,da f in x0 2 [a;b] stetigist, wennf n in x0

stetigist für allen 2 N. Hierbeiwird benutzt,dasseineabz̈ahlbareVereinigungvonabz̈ahlbaren
Mengenwiedereineabz̈ahlbareMengeist. Schließlichgilt jj f n � f jj 1 < "=(b� a) für n � n0

unddaher
�
�
�
�
�
�

bZ

a

f (x) dx �

bZ

a

f n (x) dx

�
�
�
�
�
�

�

bZ

a

jf (x) � f n (x)j dx

�

bZ

a

jj f n � f jj 1 dx < ":

Dieszeigtauchdie Konvergenzaussage.

Beispiele.
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1. Betrachtef n : [� 1; 1] ! R mit

f n (x) =
2n+1 n2x2 + (n2 + 4)xn

2n(n2 + 1)
:

Esgilt

f n (x) = 2 �
n2

n2 + 1
x2 +

1
2n

n2 + 4
n2 + 1

xn

unddaherfür f (x) := 2x2

jf n (x) � f (x)j � 2x2 1
n2 + 1

+
1
2n

� 4 �
2

n2 + 1
+ 22� n ! 0

für n ! 1 , d.h. jj f n � f jj 1 ! 0. Für jedesn 2 N ist f n integrierbarund f n ! f
gleichm̈aßig für n ! 1 . Man sieht auchdirekt, dassf integrierbar(sogarstetig) ist.
Fernergilt

1Z

0

f n (x) dx = 2
n2

n2 + 1
1
3

+
1
2n

n2 + 4
n2 + 1

1
n + 1

!
2
3

(n ! 1 )

und
1Z

0

f (x) dx = 2 �
1
3

= lim
n!1

1Z

0

f n (x) dx:

2. Sei f n (x) = 2nxe� nx 2
, x 2 [0; 1] für n 2 N. Danngilt f n (x) ! 0 für n ! 1 und

alle x 2 [0; 1]. Hierbei ist die Stellex = 0 gesondertzu betrachten.Die Grenzfunktion
f (x) � 0 ist integrierbar. Gilt sogarjj f n � f jj 1 ! 0?Zunächsthabenwir

1Z

0

f n (x) dx =

1Z

0

2nxe� nx 2
dx =

h
� e� nx 2

i 1

0
= 1 � e� n ;

1Z

0

f (x) dx = 0;

d.h.

lim
n!1

1Z

0

f n (x) dx = 1 6= 0 =

1Z

0

f (x) dx:

Dies zeigt, dass(f n ) nicht gleichm̈aßiggegenf konvergierenkann.Man beachteetwa,
dass

f n

�
1

p
2n

�
=

p
2n

1
p

e
! 1 (n ! 1 )

gilt.
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3. Ist (sn ) eineFunktionenreihe,d.h.

sn =
nX

i =0

f i ; n 2 N

mit integrierbarenFunktionenf i , i 2 N, so ist auch sn integrierbar. Falls nun (sn )
gleichm̈aßiggegendie Funktions konvergiert (jeweils auf einemfestenIntervall [a;b]),
dannfolgt

bZ

a

1X

i =0

f i (x) dx =
1X

i =0

bZ

a

f i (x) dx:

Als wichtigenSpezialfall von Satz4.3.1erḧalt mandie summandenweiseIntegrierbarkeit von
Potenzreihen.

Satz4.3.2. Seix0 2 R und
P

ak(x � x0)k eineauf (x0 � r; x0 + r ) konvergentePotenzreihemit
r > 0. Dannist

P
ak(x � x0)k auf [a;b] � (x0 � r; x0 + r ) integrierbar und

bZ

a

1X

k=0

ak(x � x0)k dx =
1X

k=0

ak

bZ

a

(x � x0)k dx:

Für a = x0, b = x erhält manspeziell

xZ

x0

1X

k=0

ak(x � x0)k dx =
1X

k=0

ak
1

k + 1
(x � x0)k+1 :

Beispiel.

1. Betrachte

g(x) :=
1X

i =1

x i

i22i
; x 2 (� 2; 2):

Offenbarist (� 2; 2) dasKonvergenzintervall vong. Als eineStammfunktionG vongerḧalt
man

G(x) =

xZ

0

gjtj dt =
1X

i =1

1
i22i

xZ

0

t i dt =
1X

i =1

x i +1

(i + 1)i 22i
:

2. Aus
1

1 � x
=

1X

i =1

x i ; jxj < 1
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erḧalt mandurchIntegration

xZ

0

1
1 � t

dt =
1X

i =0

x i +1

i + 1
= � ln (1 � x);

d.h.

ln (1 + x) =
1X

i =0

(� 1)i

i + 1
x i +1 ; jxj < 1:

Dif ferentiationdagegenführtauf

1
(1 � x)2

=
1X

i =1

ix i � 1; jxj < 1

unddamitzu
x

(1 � x)2
=

1X

i =1

ix i ; jxj < 1:

Speziellfür x = 1
2 �ndet manso

1X

i =1

i
2i

= 2:

Integralberechnungdurch Reihenentwicklung

Im allgemeinenlassensichIntegraleselbstbeliebigoft differenzierbarerFunktionennichtexpli-
zit integrieren,d.h.eineStammfunktionin FormeinerelementarenFunktionangeben.Fallssich
der Integrandjedochin einePotenzreiheentwickeln lässt,so kanndasIntegral mit beliebiger
Genauigkeit bestimmtwerden.

Beispiel.

1. Für die Berechnungvon

I (x) =

xZ

0

dt
p

1 � t4
; jxj < 1

entwickleman

(1 � t4)� 1
2 =

1X

k=0

�
� 1

2

k

�
(� t4)k = 1 +

1
2

t4 +
1 � 3
2 � 4

t8 +
1 � 3 � 5
2 � 4 � 6

t12 + : : :

sodass

I (x) = x +
1
2

�
x5

5
+

1 � 3
2 � 4

x9

9
+

1 � 3 � 5
2 � 4 � 6

�
x13

13
+ : : : :

Um I
�

1
2

�
auf 6 Stellengenauzu berechnen,gen̈ugt es,die angegebenenSummandenzu

ber̈ucksichtigen.
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2. Die Funktion

F (x) :=

xZ

0

e� t2
dt; x 2 R

spielt in derWahrscheinlichkeitstheorieundderStatistikeinewichtigeRolle. Man erḧalt
hierfür

F (x) =

xZ

0

1X

n=0

1
n!

(� t2)n dt =
1X

n=0

(� 1)n

(2n + 1)n!
x2n+1 ;

alsoetwa

F (x) = x �
x3

3 � 1!
+

x5

5 � 2!
�

x7

7 � 3!
+

x9

9 � 4!
� � � :

Wir erwähnenzumAbschlussdiesesAbschnittsnochzweiErgänzungen.

Beispieleiner Fourierr eihe

Für die trigonometrischeReihe

f (x) :=
1X

k=1

sin(kx)
k

; x 2 R

soll eingeschlossenerAusdruckgefundenwerden.Daf diePeriode2� hatundf (0) = f (2� ) =
0 gilt, könnenwir x 2 (0; 2� ) annehmen.Zunächstist nicht einmal die Konvergenzvon f
offensichtlich.Betrachte

nX

k=1

cos(kx) =
sin

�
2n+1

2 x
�

sin
�

x
2

� �
1
2

; x 2 (0; 2� ):

Die Funktionx 7!
�
sin

�
x
2

� � � 1
ist auf jedemabgeschlossenenTeilintervall von(0; 2� ) integrier-

barmit Stammfunktion

2ln
�

tan
� x

4

��
:

Danngilt (RiemannschesLemma)

lim
n!1

bZ

a

sin
�

2n+1
2 x

�

sin
�

x
2

� dx = 0

für jedesTeilintervall [a;b] � (0; 2� ). Dies kannmanauchleicht direkt einsehen,indemman
zun̈achstgeeingetpartiell integriert understdannzumLimesübergeht.In jedemFall zeigtdies
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für x 2 (0; 2� )

lim
n!1

nX

k=1

sin(kx)
k

= lim
n!1

xZ

�

nX

k=1

cos(kx) dx (4.3.2)

= lim
n!1

xZ

�

sin
�

2n+1
2 x

�

sin
�

x
2

� dx + lim
n!1

xZ

�

�
�

1
2

�
dx

=
� � x

2
:

Auf der rechtenSeitevon Gleichung(4.3.2) kann man Limes und Integral nicht miteinander
vertauschen.Dieszeigtalso

1X

k=1

sin(kx)
k

=
� � x

2
; x 2 (0; 2� ):

Wir werdensp̈aternocheinmalgenaueraufFourierentwicklungeneingehen.13.01.2005

Taylorformel

Die FragederDarstellbarkeit einerFunktionalsPolynommit Restgliedhattenwir im Rahmen
der Differentialrechnungbehandelt.Ausgangspunktdort war der Mittelwertsatz.Mit Hilfe des
Hauptsatzesder Differential-und Integralrechnungkannmanaucheinealternative Herleitung
undeineneueDarstellungdesRestgliedsgewinnen.

Satz4.3.3. Seif : [a;b] ! R eine(n + 1)-mal stetigdifferenzierbareFunktionundx0 2 (a;b).
Danngilt

f (x) =
nX

k=0

f (k)(x0)
k!

(x � x0)k +
1
n!

xZ

x0

(x � t)n f (n+1) (t) dt:

Beweis. DerFall n = 1 ist geradederHauptsatzderDI R. Die allgemeineAussagefolgt mittels
vollständigerInduktionundpartiellerIntegrationdesRestgliedes.

AusderintegralenForm desRestgliedskannmandie früherenRestglieddarstellungenableiten.

Schließlicherklärenwir nochdasIntegraleinerkomplexwertigenFunktion.Seialsof : [a;b] !
C mit f = u + iv undu; v : [a;b] ! R. Die Funktionf heisstRiemannintegrierbar, falls u und
v Riemannintegrierbarsind.In diesemFall erklärtman

bZ

a

f (x) dx :=

bZ

a

u(x) dx + i

bZ

a

v(x) dx:
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Man kannnunAussagen,die für reellwertigeFunktionenbewiesenwurden,auchfür komplexe
Funktionenzeigen.SogeltenbeispielsweiseanalogderHauptsatzderDI R, dieSubstitutionsre-
gelunddieProduktregel.GeradebeiderBetrachtungvonFourierreihensindIntegralekomplexer
Funktionennützlich.

Beispiele.(a) Seif (x) = eik x , x 2 R undk 2 R n f 0g. Danngilt

bZ

a

f (x) dx =
1
ik

[eik x ]ba =
1
ik

(eik b � eik a):

(b) Betrachte

f (x) =

8
<

:

1; x 2 (0; � );
� 1; x 2 (� � ; 0);

0; x = 0; � :

Für k 2 Z ist derkomplexeFourierkoef�zient ck [f ] von f erklärt als

ck [f ] :=
1

2�

�Z

� �

f (t)e� ik t dt:

Man erḧalt hier c0[f ] = 0 undfür k 6= 0

ck [f ] =
1

2�

0Z

� �

(� 1) � e� ik t dt +
1

2�

�Z

0

(1) � e� ik t dt

= �
1

2�

�
�

1
ik

�
[e� ik t ]0� � +

1
2�

�
�

1
ik

�
[e� ik t ]�0

=
1

2� ik
(1 � eik � � e� ik � + 1)

=
1

� ik
(1 � cos(k� )) :

Die komplexeFourierreihezu f ist erklärt als

X

k2 Z

ck [f ]eik x :

Eine solcheDe�nition ist allgemeinerfür jede integrierbareFunktionmöglich. Allerdings ist
dieseReihezun̈achstlediglich alsFolgevon Partialsummenzu verstehen.Im hier betrachteten
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Fall erḧalt manfür x 2 (� � ; � ) sogarKonvergenzgegenf (x) mit

f (x) =
X

k2 Z

ck [f ]eik x

= c0[f ] +
X

k2 N

�
ck [f ]eik x + c� k [f ]e� ik x

�

=
X

k2 N

�
1

� ik
(1 � cos(k� ))eik x �

1
� ik

(1 � cos(k� ))e� ik x

�

=
X

k2 N

1 � cos(k� )
� ik

(eik x � e� ik x)
| {z }

=2 i sin(kx)

=
X

k2 N

2
� k

(1 � cos(k� )) sin(kx)

=
4
�

X

k2 N0

sin((2n + 1)x)
2n + 1

:

Manbeachte,dassf eineungeradeFunktionist. EntsprechendtretennurSinusfunktionenin der
Fourierentwicklungvon f auf.

4.4 UneigentlichteIntegrale.

BislangwurdenIntegralebeschr̈ankterFunktionenf : [a;b] ! R auf kompaktenIntervallen
betrachtet.
Beispiel (1) Die Funktionf (t) = e� t , t � 0 ist auf jedemIntervall [0; x], x > 0 integrierbar,
wobei

xZ

0

f (t) dt = [� e� t ]x0 = 1 � e� x

gilt. Also existiertderGrenzwert

lim
x!1

xZ

0

f (t) dt = lim
x!1

(1 � e� x ) = 1:

Diesgibt AnlasszuderDe�nition

1Z

0

e� t dt := lim
x!1

xZ

0

e� t dt:
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(2)DieFunktionf (t) = (1� t) � 1=2, t 2 [0; 1) istaufjedemkompaktenTeilintervall [a;b] � [0; 1)
integrierbar. Sogilt etwa

bZ

0

1
p

1 � t
dt = [� 2

p
1 � t]b0 = 2 � 2

p
1 � b= 2(1 �

p
1 � b):

SomitexistiertderGrenzwert

lim
b" 1

bZ

0

1
p

1 � t
dt = lim

b" 1
(2(1 �

p
1 � b)) = 2:

De�nition. Ist dieFunktionf : [a;b) ! R auf jedemTeilintervall [a;x] � [a;b) integrierbarund
existiertderGrenzwert

lim
x" b

xZ

a

f (t) dt;

soerklärtman
b�Z

a

f (t) dt := lim
x" b

xZ

a

f (t) dt:

Hierbei ist zugelassen,dassb = 1 oderf auf [a;b) unbeschr̈anktist. In diesemFall bezeichnet

man
b�R

a
f (t) dt alsuneigentlichesIntegral. Analogde�niert man

bZ

a+

f (t) dt und

b�Z

a+

f (t) dt:

Beispiele.(1) Sei� > 1, t > 1. Danngilt

1Z

1

dx
x �

= lim
b!1

bZ

1

x � � dx = lim
b!1

�
b1� �

1 � �
�

1
1 � �

�
=

1
� � 1

:

(2)

1Z

�1

dt
1 + t2

= lim
a#�1

0Z

a

1
1 + t2

dt + lim
b!1

bZ

0

1
1 + t2

dt

= lim
a!�1

(arctan(0) � arctan(a)) + lim
b!1

(arctan(b) � arctan(0))

= 0 �
�

�
�
2

�
+

�
2

� 0 = �
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(3)
1�Z

0

dt
p

1 � t2
= lim

b! 1�

bZ

0

dt
p

1 � t2
= lim

b! 1�
arcsin(b) =

�
2

:

(4) DasuneigentlicheIntegral
1R

0
cos(t) dt existiert nicht,dasin(t) für t ! 1 nicht konvergiert.

Es stellt sich nun die Frage,welcheRechenregeln für uneigentlicheIntegralegeltenund unter
welchenVoraussetzungensieexistieren.Zunächstüberlegt mansich,dassVersionenderLinea-
ritätseigenschaft,derProdukt-undderSubstitutionsregelgelten.

Dannist zu fragen,unterwelchennotwendigenbzw. hinreichendenBedingungenuneigentliche
Integraleexistieren.

Satz 4.4.1. Sei f : [a;b) ! R auf jedemkompaktenTeilintervall [a;x] � [a;b) integrierbar.
Dannsindäquivalent:

(a)
b�R

a
f (t) dt existiert;

(b) Zu jedem" > 0 existiertein c 2 [a;b), sodassfür alle x; y 2 (c;b) gilt
�
�
�
�
�
�

yZ

x

f (t) dt

�
�
�
�
�
�

< ":

Beispiel.Wir zeigendieKonvergenzvon
1Z

0

sin(t)
t

dt
�

=
�
2

�
:

Mit demCauchy-KriteriumausSatz4.4.1erḧalt manfür 0 < x < y, dass
�
�
�
�
�
�

yZ

x

sin(t)
t

dt

�
�
�
�
�
�

=

�
�
�
�
�
�

�
�

cos(t)
t

� y

x

�

yZ

x

cos(t)
t2

dt

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�

�
cos(t)

t

� y

x

�
�
�
� +

yZ

x

j cos(t)j
t2

dt

�
1
x

+
1
y

+

yZ

x

1
t2

dt =
2
x

:

Ist dieFunktionf : [a;b) ! R in Satz4.4.1nichtnegativ, sofolgt ausderBeschr̈anktheitsbedin-
gung

xZ

a

f (t) dt � C für x 2 [a;b);
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dass(b) und damit (a) in Satz4.4.1erfüllt ist. Im allgemeinenFall kannmanzumindestnoch

folgern,dassausderExistenzvon
b�R

a
jf (t)j dt die von

b�R

a
f (t) dt folgt mit

�
�
�
�
�
�

b�Z

a

f (t) dt

�
�
�
�
�
�

�

b�Z

a

jf (t)j dt:

Diesführt zueinemMajorantenkriterium.

Satz4.4.2. Seienf ; g : [a;b) ! R auf jedemkompaktenTeilintervall integrierbar.

(a) Ist jf (x)j � g(x) für x 2 [a;b) undexistiert
b�R

a
g(x) dx, soauch

b�R

a
f (x) dx, undesgilt

b�Z

a

jf (x)j dx �

b�Z

a

g(x) dx:

(b) Sindf, g positiv undgilt

lim
t ! b

f (t)
g(t)

= � < 0;

sohaben
b�R

a
f (t) dt und

b�R

a
g(t) dt gleichesKonvergenzverhalten.

Beispiel.Sei� > 0 und

�( � ) :=

1Z

0

e� t t � � 1 dt:

NachweisderKonvergenz:

1Z

0+

e� t t � � 1 dt �

1Z

0+

t � � 1 dt < 1 ;

1Z

1

e� t t � � 1 dt � Const:

1Z

1

t � 2 dt < 1 :

Die ExistenzdesuneigentlichenIntegralsfolgt somitausSatz4.4.2.
Die Gammafunktionstehtin engemZusammenhangmit Fakulẗaten.Esgilt nämlich

�( x + 1) = x�( x); x > 0
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unddaherwegen�(1) = 1 auch�( n + 1) = n! für n 2 N0. Hierzu:für 0 < a < 1 < b< 1 gilt

bZ

1

e� t tx dt = [� e� t tx ]b1 + x

bZ

1

e� t tx� 1 dt

unddaher

lim
b!1

bZ

1

e� t tx dt =
1
e

+ x

1Z

1

e� t tx� 1 dt:

Fernergilt

1Z

a

e� t tx dt = [� e� t tx ]1a + x

1Z

a

e� t tx� 1 dt

undsomit
1Z

0

e� t tx dt = �
1
e

+ x

1Z

0+

e� t tx� 1 dt:

Diesgibt nachZusammensetzendie Behauptung.

Beispiel.SeiL ein unendlichlanger, dünnerLeiter mit derLadungsdichte� pro Längeneinheit.
In einemPunktP im AbstandR vonL soll dieFeldsẗarke ~E berechnetwerden.AusSymmetrie-
gründenist dieseorthogonalzurRichtungdesLeiters.Mit denBezeichnungenderSkizzeerḧalt
man

� E? = cos(� )� E

=
� � s

4� "0r 2
cos(� )

=
4� scos3(� )

4� "0R2
:

Wegen

cos(� ) =
R

p
s2 + R2

folgt

� E? =
� � sR3

4� "0R2
p

s2 + R23 =
�

4� "0

R
(s2 + R2)3=2

� s:
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Summationund� s ! 0 führenauf

E? =

1Z

�1

�
4� "0

R
p

s2 + R23 ds =
�

4� "0
R lim

a!1

aZ

� a

1
p

s2 + R23 ds

=
�

4� "0
R lim

a!1

�
1

R2

s
p

s2 + R2

� a

� a

=
�

2� "0R
lim

a!1

a
p

a2 + R2

=
�

2� "0R
:

4.5 Anwendungen

Die IntegralrechnungenhatzahlreicheAnwendungenin derMathematikunddenNaturwissen-
schaften.Wir gebenhiervon einigeKostproben.

4.5.1 Parameterintegrale

Häu�g hängenIntegralenichtnurvondenIntegrationsgrenzenab,sondernzus̈atzlichvoneinem
ParameterdesIntegranden.Seialsoetwa I ein Intervall und

f : [a;b]xI ! R; (x; t) 7! f (x; t)

eineFunktion.Wennfür t 2 I die Funktion

[a;b] ! R; x 7! f (x; t)

integrierbarist, dannexistiert

F (t) :=

bZ

a

f (x; t) dx:

WelcheEigenschaftenbesitztF ?

Anmerkungen: Stetigkeit in R2 undpartielleDifferentiation(sieheVorlesung).

Satz4.5.1. (a) Ist f : [a;b] � I ! R stetig, dannist I ! R, t 7! F (t) stetig.
(b) Ist f : [a;b] � I ! R stetigund @

@t f (x; t) stetigauf [a;b] � I , dannist F differenzierbarmit

F 0(t) =

bZ

a

@
@t

f (x; t) dx:
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Beispiel.Seif (x; t) := 1
x ext , x � 1, t 2 R n f 0g. Dannist

F (t) :=

2Z

1

1
x

ext dx; t 6= 0

wohlde�niert undstetig.Fernererḧalt man

F 0(t) =

2Z

1

1
x

d
dt

(ext ) dx =

2Z

1

ext dx =
e2t � et

t
;

obwohl F nicht
”
geschlossenintegriert“ werdenkann.

Beispiel.Seit � 0 undx � 0. Setze

f (x; t) = xt = exp(tln(x)) :

Die Funktionf ist auf (0; 1 ) � [0; 1 ) stetig.Setze

Fa(t) :=

1Z

a

xt dx; a > 0:

Danngilt

Fa(t) =
xt+1

t + 1

�
�
�
�

1

a

=
1

t + 1
(1 � at+1 ):

Die partielleAbleitung

@
@t

f (x; t) = ln(x)exp(tln(x)) = ln(x)x t

ist stetigauf (0; 1 ) � [0; 1 ). Dahergilt einerseits

F 0
a(t) =

1Z

a

ln(x)xt dx:

Andererseitsfolgt auchdirekt

F 0
a(t) =

� ln(a)at+1 (t + 1) � (1 � at+1 )
(t + 1)2

; t > 0:

Hierausleitetmanab,dass

lim
a#0

F 0
a(t) = �

1
(t + 1)2

:

Dannfolgt aberauch
1Z

0+

ln(x)xt dx = �
1

(t + 1)2
; t > 0:
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4.5.2 GaußschesIntegral

Mit Hilfe derErgebnisseausAbschnitt4.5.1soll dasIntegral
1Z

0

e� z2
dz

berechnetwerden.
Wir betrachtendieFunktion

F (t) =

1Z

0

e� (1+ x2 )t2

1 + x2
dx; t 2 R:

Man erḧalt

F 0(t) =

1Z

0

� 2te� (1+ x2 )t2
dx

= � 2e� t2
t

1Z

0

e� x2 t2
dx; xt = z

= � 2e� t2

tZ

0

e� z2
dz:

Die Funktion

G(t) :=
�
4

�

0

@
tZ

0

e� z2
dz

1

A

2

; t 2 R

erfüllt

G0(t) = � 2

tZ

0

e� z2
dz � e� t2

= F 0(t):

Dahergilt F (t) = G(t) + c für t 2 R undeineKonstantec 2 R. Aus F (0) = �
4 undG(0) = �

4
folgt c = 0. Dieszeigtalso

0

@
tZ

0

e� z2
dz

1

A

2

=
�
4

�

1Z

0

e� (1+ x2 )t2

1 + x2
dx; t 2 R:

Wegen
1Z

0

e� (1+ x2 )t2

1 + x2
dx � e� t2

! 0 für t ! 1

folgt
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1Z

0

e� z2
dz =

p
�

2
:

Als weiteresBeispielbetrachtenwir allgemeiner

J (t) :=

1Z

�1

e� x2
cos(tx ) dx; t 2 R:

DiesesIntegral tritt bei derWärmeleitungin einemunbegrenzten,dünnenhomogenenStabauf.
Die zulässige(warum?)DifferentiationunterdemIntegralergibt

J 0(t) = �

1Z

0

e� x2
x sin(tx ) dx

undmit partiellerIntegrationschließlich

J 0(t) = �
1
2

tJ (t) , 2J 0(t) + tJ (t) = 0:

WegenJ (0) =
p

� erḧalt manaus

zZ

0

J 0(t)
J (t)

dt =

zZ

0

�
1
2

t dt

gerade

ln J (z) � ln J (0) = �
z2

4
) J (z) =

p
� e� z 2

4 :

Dieszeigtalso

1Z

�1

e� x2
cos(tx ) dx =

p
� e� t 2

4 ; t 2 R:
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4.5.3 Mittelwerte

DurchU(t) = U0 cos(! t), t 2 R werdeeineWechselspannungim zeitlichenVerlaufbeschrie-
ben.Hier ist U0 > 0 und! = 2� f . Derzeitgleich�ießendeStromin einerSchaltungseivonder
FormI (t) = I 0 cos(! t+ ' 0), t 2 R mit I 0 > 0undderPhasenverschiebung' . Die quadratischen
Mittelwertesind

U =

0

@1
T

TZ

0

U(t)2 dt

1

A

1
2

; (effektiveSpannung)

I =

0

@1
T

TZ

0

I (t)2 dt

1

A

1
2

; (effektiverStrom)

wobeiT = 2� =! die Periodendauerist. Wegen
Z

cos2(t) dt =
1
2

(x + sin(x) cos(x))

erḧalt manmit z = ! t

1
T

TZ

0

U(t)2 dt =
1
T

U2
0

TZ

0

cos2(! t) dt =
1
T

U2
0

! TZ

0

cos2(z)
dz
!

=
U2

0

! T
1
2

[! T + sin(! T) cos(! T)]

=
U2

0

2
:

DieszeigtU =
p

2
2 U0 undanalogfolgt I =

p
2

2 I 0. Die MomentanleistungdesSchaltkreisesist
gegebendurch

P(t) = U(t)I (t) = U0I : cos(! t) cos(! t + ' ); t 2 R;

die mittlereLeistung(Wirkleistung)ist

P =
1
T

TZ

0

P(t) dt:

Mit Hilfe von
2cos(! t + ' ) cos(! t) = cos(2! t + ' ) + cos(' )

erḧalt man
P(t) = U0I 0

1
2| {z }

U�I

(cos(2! t + ' ) + cos(' ))
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undsomit

P =
UI
T

0

@
TZ

0

cos(2! t + ' ) dt + cos'

TZ

0

dt

1

A

= UI cos(' ):

DerFaktorcos(' ) heisstLeistungsfaktor.

4.5.4 Fourierr eihen

Für einebeliebigoft differenzierbareFunktionf hattenwir die Gültigkeit derBeschreibungder
Form

f (x) =
1X

k=0

ak(x � x0)k (4.5.3)

mit geeignetenKoef�zienten untersucht.Esstelltesichheraus,dass

ak =
f (k)(x0)

k!
; k 2 N

geltenmuss,falls (4.5.3) gilt. Die Funktionen

x 7! (x � x0)k

könnenalsBasisfunktionenangesehenwerden.
Wir verfolgennunfolgendeZiele:

� BeschreibungperiodischerVorgänge

� moderateDifferenzierbarkeitsvoraussetzungenanf

� TrigonometrischeFunktionenalsBasisfunktionen.

OhneBeschr̈ankungder Allgemeinheitkann 2� als Periodenl̈angeangenommenwerden.Im
folgendenwerdendie Orthogonaliẗatsrelationenfür die trigonometrischenBasisfunktionen

sin(nx) und cos(mx); n; m 2 N

wichtig sein,d.h.

1
�

�Z

� �

cos(nx) cos(mx) dx =

8
<

:

0; n 6= m
1; n = m > 0;
2; n = m = 0;

1
�

�Z

� �

sin(nx) sin(mx) dx =

8
<

:

0; n 6= m;
1; n = m > 0;
0; n = m = 0;

1
�

�Z

� �

sin(nx) cos(mx) dx = 0:
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Man kanndiesaufdieUntersuchungvon

1
�

�Z

� �

einx eimx dx

zurückführen(Übung)oderaberdirektargumentieren.
Gesuchtwerdenjetzt Koef�zienten ak ; b̀ , sodassfür eine(2� )-periodischeFunktionmöglichst
gilt

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx)): (4.5.4)

EinesolcheReihebezeichnetmanalsreelletrigonometrischeReihe.
Wie hängendieKoef�zienten an ; bn von f ab?
Nimmt manan,dassdie Reihegleichm̈aßigkonvergiert,sokannmanmit Hilfe obigerOrthogo-
nalitätsrelationenzeigen,dass

an [f ] =
1
�

�Z

� �

f (x) cos(nx) dx; n 2 N0; (4.5.5)

bn [f ] =
1
�

�Z

� �

f (x) sin(nx) dx; n 2 N (4.5.6)

gilt. MannenntdieseZahlendieFourierkoef�zienten von f .
Die BeantwortungderfolgendenFragenist nichtganzeinfach:

� Fürwelchex 2 R konvergiertdieFourierreihe(4.5.4) einerFunktionmit denKoef�zienten
aus(4.5.5) und(4.5.6)?

� UnterwelchenVoraussetzungenundin welchemSinnkonvergiert die Fourierreihevon f
gegenf ?

Tats̈achlichbetrachtetmanhäu�g auchandereKonvergenzartenalspunktweiseodergleichm̈aßi-
geKonvergenz.
Sei R[� � ; � ] die Menge aller (2� )-periodischenFunktionenf : R ! R, die auf [� � ; � ]
Riemann-integrierbarsind. Mit f (x+

0 ) bzw. f (x �
0 ) wird der rechtsseitigebzw. der linksseitige

Grenzwertvon f in x0 bezeichnet.

Satz4.5.2.Seif 2 R[� � ; � ] einestückweisedifferenzierbareFunktion,für dief (x+
0 ) undf (x �

0 )
existiere. Dann konvergiert die (reelle, komplexe) Fourierreihe von f an der Stellex0 gegen
1
2(f (x+

0 ) + f (x �
0 )) .
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Beispiel.Seif 2 R[� � ; � ] erklärt (für h > 0) durch

f (x) =

8
<

:

h; x 2 (0; � );
0; x = 0; �

� h; x 2 (� � ; 0):

Da f ungeradeist, gilt an [f ] = 0 für n 2 N0. Fernerist

bn [f ] =
1
�

0Z

� �

(� h) sin(nx) dx +
1
�

�Z

0

h sin(nx) dx

=
h

n�
(1 � cos(� n� )) �

h
n�

(cos(n� ) � 1)

=
2h
n�

(1 � (� 1)n )

=
�

0; n gerade;
4h
n� ; n ungerade.

Dasliefert

f (x) =
4h
�

1X

n=0

sin((2n + 1)x)
2n + 1

; x 2 R:

Dieshattenwir früherschonüberdie komplexeFourier-Darstellungerhalten.

Merkr egeln:

� Jeglatterdie Funktionf ist, destoschneller/besserist dieKonvergenzordnung

� f gerade) bk [f ] = 0,

f ungerade) ak [f ] = 0.

� Manrechnetleicht nach(Übung),dassgilt

c0[f ] =
1
2

a0[f ]

undfür k 2 Z n f 0g undx 2 R

ck [f ]eik x + c� k [f ]e� ik x = ak [f ] cos(kx) + bk [f ] sin(kx):

(DiesschließtdenFall k = 0 eigentlichmit ein.)
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4.5.5 Kurvenlänge,Wegintegral,Ausblicke

UntereinerparametrisiertenKurve 
 im Rn verstehenwir eineAbbildung


 : [a;b] ! Rn ; t 7! 
 (t) = (
 1(t); : : : ; 
 n(t))T :

EineparametrisierteKurve ist alsozuunterscheidenvon ihrerSpur, d.h.von derMenge

f 
 (t) : t 2 [a;b]g = Bild (
 ) � Rn :

Wasist die Längevon 
 ?
Idee: Man approximiert die Kurve durch einen Polygonzug.Hierzu sei Z = f t0 =
a; t1; : : : ; tN = bg eineZerlegungvon [a;b] und

LZ (
 ) =
NX

i =1

jj 
 (t i ) � 
 (t i � 1)jj ;

wobeifür x 2 Rn

jj xjj :=

 
nX

i =1

x2
i

! 1
2

gesetztwird. Esliegt dannnahe,

L(
 ) := supf LZ (
 ) : Z Zerlegungvon [a;b]g

zu erklären,falls die rechteSeiteendlich ist. In diesemFall nenntman 
 rekti�zierbar. Die
parametrisierteKurve 
 heisststetigdifferenzierbar, falls die Koordinatenfunktionen
 1; : : : ; 
 n

allestetigdifferenzierbarsind.Mansetztdann


 0(t) :=

0

B
@


 0
1(t)
...


 0
n (t)

1

C
A ; t 2 [a;b]:

Satz4.5.3. Ist 
 : [a;b] ! Rn stetigdifferenzierbar, danngilt

L(
 ) =

bZ

a

jj 
 0(t)jj dt =

bZ

a

 
nX

i =1

(
 0
i (t))

2

! 1
2

dt
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Begründung. Für eineapproximierendeSummezurPartitionZ erḧalt man,falls kZk klein ist,

NX

i =1

jj 
 (t i ) � 
 (t i � 1)jj =
NX

i =1

vu
u
t

nX

j =1

(
 j (t i ) � 
 j (t i � 1))2

=
NX

i =1

vu
u
t

nX

j =1


 0
j (�

(j )
i )2(t i � t i � 1)2

=
NX

i =1

vu
u
t

nX

j =1


 0
j (�

(j )
i )2(t i � t i � 1); � (j )

i 2 (t i � 1; t i )

�
NX

i =1

jj 
 0(t i )jj (t i � t i � 1) = SZ (jj 
 0jj )

!

bZ

a

jj 
 0(t)jj dt:

Beispiele.(1) Die KreislinieS1 = f x =
� x1

x2

�
2 R2 : x2

1 + x2
2 = 1g lässtsichmit 
 : [0; 2� ] ! S1,

t 7! (cos(t); sin(t)) parametrisieren.Manerḧalt so

L(
 ) =

2�Z

0










�
� sin(t)

cos(t)

� 






 dt =

2�Z

0

1dt = 2� :

Allgemeinerkannmanauch
 j [0; t0] betrachten.Dabeiergibt sichderZusammenhangzwischen
analytischerundgeometrischerDe�nition derWinkelfunktionen.
(2) Schraubenlinieim R3 mit r; c > 0 (fest).Für


 : [0; 2� ] ! R3; t 7!

0

@
r cos(t)
r sin(t)

ct

1

A

erḧalt man

L(
 ) =

2�Z

0














0

@
� r sin(t)
r cos(t)

c

1

A














dt =

2�Z

0

p
r 2 + c2 dt = 2�

p
r 2 + c2:

(3) Spezialfall (KurvealsGraph):Seif : [a;b] ! R stetigdifferenzierbar. Dannde�niert


 : [a;b] ! R2; t 7!
�

t
f (t)

�
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eineKurve.Somitgilt

L(
 ) =

bZ

a










�
1

f 0(t)

� 






 dt =

bZ

a

p
1 + (f 0(t))2 dt:

MankanneineReihevongeometrischenundphysikalischenGrößen,die räumlicheObjektebe-
treffen, unterspeziellenSymmetrieannahmenauf eindimensionaleGrößenzurückführen.Dies
erlaubtin speziellenFällen eineVermeidungder Differential-und Integralrechnungin höher-
en Dimensionen.Im allgemeinenist jedocheineWeiterentwicklungder Analysiserforderlich,
um den Anforderungender Anwendungsgebietegerechtzu werden.Insbesonderemussdazu
zun̈achstdie LineareAlgebra entwickelt werden.Ein Beispiel, in dem eine Reduktionnoch
möglich ist, ist durchKurvenintegralegegeben.

Moti vation. Ein Punktteilchenbewegt sichunterdemEin�uss einesKraftfeldes.Der Weg des
Teilchenswird in Abhängigkeit von einemParameter(Zeit) beschriebendurcheineparametri-
sierteKurve


 : [a;b] ! Rn ; t 7! 
 (t):

DasKraftfeld F ist gegebendurcheineAbbildung

F : Rn ! Rn ; x 7! F (x);

die jedemRaumpunktx 2 Rn einenKraftvektorF (x) 2 Rn (stetig)zuordnet.
WelcheArbeit E wird andemTeilchenverrichtet?
Wir beginnenmit einerPartitionZ = f a = t0; t1; : : : ; tN = bg undderapproximativenTeilarbeit

� E i = hF (
 (t i � 1)) ; 
 (t i ) � 
 (t i � 1)i

� hF (
 (t i � 1)) ; 
 0(t i � 1)i (t i � t i � 1);

wobeih�; �i daseuklidischeSkalarproduktin Rn ist, d.h.für x; y 2 Rn sei

hx; yi =
nX

i =1

x i yi :

Damit folgt

E �
NX

i =1

� E i �
NX

i =1

hF (
 (t i � 1)) ; 
 0(t i � 1)i (t i � t i � 1)

| {z }
= SZ (hF � 
 ;
 0i )

;

wobei
hF � 
 ; 
 0i : [a;b] ! R

stetigist. Also gelangtmanschließlichzu

E =

bZ

a

hF � 
 (t); 
 0(t)i dt:
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Beispiele.(a) Sein = 2 und

F : R2 ! R2;
�

x
y

�
7!

�
y

� x

�

sowie


 :
h
�

�
2

;
�
2

i
! R2; t 7!

�
cos(t)
sin(t)

�
:

Man erḧalt

F � 
 (t) =
�

sin(t)
� cos(t)

�
und 
 0(t) =

�
� sin(t)
cos(t)

�
;

d.h.
hF � 
 (t); 
 0(t)i = � sin2(t) � cos2(t) = � 1

und
�
2Z

� �
2

hF � 
 (t); 
 0(t)i dt = � � :

(b) Seinun

F : R3 ! R3;

0

@
x
y
z

1

A 7!

0

@
4xyz

z
x2y2

1

A :

Wir betrachtenzweiKurven


 1 : [0; 1] ! R3; t 7!

0

@
t
t2

1

1

A

und


 2 : [0; 1] ! R3; t 7!

0

@
t
t
1

1

A ;

die jeweils (0; 0; 1) und(1; 1; 1) verbinden.Esfolgt

1Z

0

hF � 
 1(t); 
 0
1(t)i dt =

1Z

0

h

0

@
4t3

1
t6

1

A ;

0

@
1
2t
0

1

A i dt

=

1Z

0

4t3 + 2tdt = [t4 + t2]10 = 2



4.5. ANWENDUNGEN 133

sowie

1Z

0

hF � 
 2(t); 
 0
2(t)i dt =

1Z

0

h

0

@
4t2

1
t4

1

A ;

0

@
1
1
0

1

A i dt

=

1Z

0

(4t2 + 1) dt =
7
3

:

In diesemFall hängtdasWegintegralnichtnurvondenEndpunkten,sondernauchvombetrach-
tetenWeg ab.
(c) Sei L ein geraderstromdurch�ossenerLeiter mit Stromsẗarke I. Die RichtungdesStromes
fallemit derz-Achsezusammen.Für daserzeugteMagnetfeld~H gilt

~H (x; y; z) = I �
1

x2 + y2

0

@
� y

x
0

1

A ; (x; y) 6= (0; 0):

Für festesr > 0 sei


 : [0; 2� ] ! R3; t 7!

0

@
r cos(t)
r sin(t)

z0

1

A :

Danngilt

2�Z

0

h~H � 
 (t); 
 0(t)i dt = I

2�Z

0

1
r 2

hr

0

@
� sin(t)
cos(t)

z0

1

A ; r

0

@
� sin(t)
cos(t)

0

1

A i dt

= I

2�Z

0

(sin2(t) + cos2(t)) dt

= 2� I :

Flächenberechnungin der Ebene
(1) Polarkoordinaten
SeiM � R2 gegebendurch

M = f t(r (' ) cos(' ); r (' ) sin(' )) : t 2 [0; 1]; ' 2 [0; 2� ]g;

wobeir : [0; 2� ] ! [0; 1 ) stetigseiundr (0) = r (2� ) erfülle. Dannist derFlächeninhaltA(M )
vonM gerade

A(M ) =
1
2

2�Z

0

r (' )2 d':
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Begründung:BetrachteZ = f 0 = ' 0; ' 1; : : : ; ' N = 2� g unddie Näherungssumme

NX

i =1

A(T(' i ; ' i � 1)) ;

wobeiT(' i ; ' i � 1) dasvon 0, r (' i � 1)u(' i � 1) undr (' i )u(' i ) aufgespannteDreieckist. Hierbei
ist

u(' ) := (cos(' ); sin(' )) :

Danngilt, falls kZk klein ist,

A(T(' i ; ' i � 1)) =
1
2

r (' i � 1)r (' i ) sin(' i � ' i � 1)

�
1
2

r (' i )2(' i � ' i � 1):

Man gelangtalsozu

A(M ) �
1
2

NX

i =1

r (' i )2(' i � ' i � 1) = SZ (r (�)2);

sodassfür jjZ jj ! 0 dieBehauptungfolgt. EinelokaleVersiondieserFlächenformelsoll in den
Übungendiskutiertwerden.
(2) Etwasallgemeinerseinun


 : [a;b] ! R2; t 7!
�

x(t)
y(t)

�
mit 
 (a) = 
 (b)

einestückweisestetigdifferenzierbareparametrisierteKurve, die überschneidungsfreisei,d.h.

 (t) 6= 
 (s) für s 6= t mit Ausnahmevons; t 2 f a;bg. Danngilt für die von 
 berandeteFläche
A(
 )

A(
 ) =
1
2

�
�
�
�
�
�

bZ

a

(x(t)y0(t) � y(t)x0(t)) dt

�
�
�
�
�
�
:

Hinweis(sieheVorlesung)aufdenJordanschenKurvensatz.

Beispiel.(a)EineparametrisierteKurve(Kardioide)seigegebendurch

r (' ) = a(1 + cos(' )) ; ' 2 [0; 2� ]:

Danngilt

A =
1
2

2�Z

0

a2(1 + cos(' ))2 d' =
a2

2

2�Z

0

(1 + 2cos(' ) + cos2(' )) d'

=
a2

2

�
2� +

1
2

2�
�

=
3
2

a2� :
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(b) EineEllipseE(a;b) seiparametrisiertdurch

x(t) = acos(t); y(t) = bsin(t); t 2 [0; 2� ] (Randkurve)

Dannerḧalt man

A(E(a;b)) =

�
�
�
�
�
�

1
2

2�Z

0

(acos(t)bcos(t) � bsin(t)( � asin(t))) dt

�
�
�
�
�
�

=
1
2

ab

2�Z

0

1dt = � ab:

VolumenberechnungeinesRotationskörpers
Die Funktion f : [a;b] ! [0; 1 ) sei stetig.Durch Rotationum die x-Achseerḧalt manden
Rotationsk̈orper

M = f (x; y; z) 2 R3 : x 2 [a;b]; y2 + z2 � f (x)2g

mit demVolumen

V(M ) = �

bZ

a

f (t)2 dt:

Mantel� ächeeinesRotationskörpers
Seif wie zuvor gegeben.Gem̈aßSkizzeerḧalt man

s =
p

� x2 + � y2

� y
� x

� f 0(x)

) s =
p

1 + f 0(x)2 � x:

Näherungsweiseist

O(M ) �
NX

i =1

2� f (x i )
p

1 + f 0(x i )2 � x i

unddamitschließlich

O(M ) = 2�

bZ

a

f (x)
p

1 + f 0(x)2 dx:

Beispiel.Sei f (x) = sin(x), x 2 [0; � ]. Dannberechnetmanfür denvon f erzeugtenRotati-
onsk̈orperM :

V(M ) = 2�

�Z

0

f (x)2 dx = 2� � 2

�
2Z

0

sin2(x) dx = 4�
1
2

�
�
2

= � 2:
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Für die Ober�ächeerḧalt man

O(M ) = 2�

�Z

0

sin(x)
p

1 + cos2(x) dx

= 4�

�
2Z

0

sin(x)
p

1 + cos2(x) dx; cos(x) = z

= 4�

1Z

0

p
1 + z2 dz

= 4�
�

z
2

p
1 + z2 +

1
2

ln(z +
p

1 + z2)
� 1

0

= 4�
1
2

(
p

2 + ln(1 +
p

2))

= 2� (
p

2 + ln(1 +
p

2));

wobei für die HerleitungderviertenGleichungdie Substitutionz = sinh(t) verwendetwerden
kann.
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Kapitel 6

LineareAlgebra

Der folgendeAbschnittgibt denTeil desBuches[15] wieder, der Vektorenim R2 und im R3

behandeltzusammenmit einergeeigentenZusatzstruktur(Skalarprodukt).Dasentsprechende
Materialist nur zuReferenzzweckenzurVerfügunggestellt.

Wir werden in der Vorlesungdagegebenauf andere Weisevorgehen.
LesenSieden folgendenAbschnitt alsoauf gar keinenFall schonjetzt durch!

6.1 L.A. a la Meyberg/Vachenauer

6.1.1 Die Ebene

Wir habenzwei zweidimensionaleObjekte

R2 und EbeneE �= Zeichenebene:

DiesebeidenObjektewollen wir in Zusammenhangbringen.DazukannmandasKartesische
Koordinatensystem(ReńeDescartes,1596–1650)benutzen,d.h.

� Mangibt denPunkt0 vor,

� nimmt eineZahlengerade,die x-Achse, so dassihr Nullpunkt mit demPunkt0 überein-
stimmt.

� Nundrehtmandie x-AchsegegendenUhrzeigersinnum90o underḧalt die y-Achse.

� Für einenbeliebigenPunktP0 2 E fällt mandasLot aufdiex- unddiey-Achseunderḧalt
die x-Koordinate x0 unddiey-Koordinate y0 vonP0. Manschreibt

P = (x0; y0) :

DerPunkt0 = (0; 0) heißtUrsprung.
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DurchdiesesVorgehenhabenwir einebijektiveZuordnungvonPunktenP 2 E undZahlenpaa-
ren(x; y) 2 R2 erhalten.Man kannalsoTeilmengenim R2 alsPunktmengenin E veranschauli-
chenundGebietein E mit Hilfe vonGleichungenbeschreiben.

� SeiI � R undf : I ! R eineFunktion.Die Menge

Gf := f (x; y); x 2 I ; y = f (x)g

heißtGraph der Funktion f .

� Sei C � E eineKurve in E, versehenmit einemKartesischenKoordinatensystem.Sei
X = (x; y) ein Punkt auf der Kurve C. Falls man genaufür die Punkteauf C eine
Abhängigkeit F (x; y) = 0 aufstellenkann,d.h.

C = f (x; y); F (x; y) = 0g;

dannheißt F (x; y) = 0 die Gleichungder KurveC undC heißtdie L ösungsmengeder
GleichungF (x; y) = 0.

6.1.1(Winkel). Ein Winkel � enstehtdurch DrehungeinesZeigers umeinenPunktderEbene.

� Die LängedeszugehörigenEinheitskreisbogenssei`. Wir nenneǹ dasBogenmaßvon � ,
wenndieDrehungin positiverRichtung(gegenUhrzeigersinn)erfolgte. Falls dieDrehung
im Urzeigersinnerfolgte, ist � ` dasBogenmaß.

� Ein Winkel � habedas Gradmaß(� ) � . Das Bogenmaß` desWinkels � errechnet sich
durch:

` =
�

180�
(� )�

� Im Weiterenwerdenwir immermit demBogenmaßarbeiten.

6.1.2(Sinus,Cosinus). Auf demEinheitskreis drehemaneinenZeiger um denWinkel � . Da-
durch zeigt der Zeiger auf denPunktP. Die Koordinatenvon P werden mit cos� und sin�
bezeichnet.Da derWinkel � 2 R beliebigist, erhaltenwir die Funktionen:

cos: R ! [� 1; 1] : � 7! cos� Cosinusfunktion;

sin : R ! [� 1; 1] : � 7! sin� Sinusfunktion :

Der Zeiger habenundie Länge r . Nach einerDrehungumdenWinkel � zeigter auf denPunkt
Q = (a;b). Dieserhatdie Koordinaten

a = r cos� ;

b= r sin� :
(6.1.1)
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DieseGleichungenkannmanauch schreibenals

cos� =
a
r

;

sin� =
b
r

:
(6.1.2)

Es liege ein Dreieck vor mit denSeitena;b;c. � sei der von b und c eingeschlosseneWinkel,
ebenso� vonc unda, 
 vona undb.

6.1.3(Cosinussatz).Esgilt:

a2 = b2 + c2 � 2bccos� :

6.1.4(Sinussatz).Esgilt:

sin�
a

=
sin�

b
=

sin

c

:

� DrehungdesKoordinatensystems:Sei (x; y) ein KartesischesKoordinatensystem.DasKo-
ordinatensystem(x0; y0) entsteheaus(x; y) durchDrehungum denUrsprungum denWinkel
� .

Satz 6.1.5. Hat ein PunktX 2 E im ursprünglichenSystemdie Koordinaten(x0; y0) und im
gedrehtenSystemdie Koordinaten(x0

0; y0
0) sogeltendie Transformationsformeln:

x0 = x0
0 cos� � y0

0 sin� ;

y0 = x0
0 sin� + y0

0 cos� ;
(6.1.3)

x0
0 = x0 cos� + y0 sin� ;

y0
0 = � x0 sin� + y0 cos� :

(6.1.4)

Satz6.1.6. Seid : E ! E : (x; y) 7! (x0; y0) eineDrehungder EbeneumdenWinkel � umden
Ursprung. Danngilt:

x0 = x cos� � y sin� ;

y0 = x sin� + y cos� :

6.1.2 Der Raum

Ähnlich wie im Abschnitt1.3kannmandenR3 unddenAnschauungsraumR miteinanderiden-
ti�zieren.
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� Ein KartesischesKoordinatensystemim Raumbestehtausdrei sich in einemPunkt0
rechtwinkligschneidendenZahlengeraden,dieeinRechtssystembilden.Mannenntsiedie
x-,y-, z-Achsen.(

”
Rechtssystem“ bedeutet:In derxy–Ebeneentstehtdie y–Achsedurch

Drehungder x–Achseum 90� entgegendemUhrzeigersinn.Ebensobei der (x; z)– und
der(y; z)–Ebene).

� Die Koordinatenebenensinddie durchzwei AchsenaufgespanntenEbenen.Man nennt
sieauchdie (x; y)-, (x; z)- und(y; z)-Ebenen.

6.1.7(Vektoren). SeienP; Q Punkteim RaumR. Esgibt genaueineParallelverschiebungdes
Raumes,die P auf Q abbildet.Diesewird mit

� � !
PQ bezeichnetund heißt ”Vektor von P nach

Q“ .

� Unter
� � !
PQ wird z.B.derPunktS aufT abgebildet,d.h.

� � !
PQ =

��!
ST :

Alsostellenzweigleichlange, gleichgerichtete” Pfeile“ denselbenVektordar.

� Manschreibtoft kürzer~a =
� � !
PQ .

De�nition 6.1.8. Seien~a =
� � !
PQ und~b =

� � !
QR Vektoren. Die zu

� � !
PQ umgekehrte Parallel-

verschiebung
� � !
QP bezeichnenwir mit � ~a. Die Parallelverschiebung, die durch nacheinander

Ausf̈uhrenvon
� � !
PQ und

� � !
QR entsteht,bezeichenwir mit ~a + ~bundnennensieSummeder Vek-

toren~a und~b.

� EsgeltenfolgendeRechenregeln:

~a + ~0 = ~a;

~a + (� ~a) = ~0;

~a + ~b= ~b+ ~a;

~a + (~b+ ~c) = (~a + ~b) + ~c:

(6.1.5)

� Die DifferenzzweierVektorenwird erklärt durch:

~a � ~b := ~a + (� ~b) (6.1.6)

De�nition 6.1.9. Die Längebzw. die Norm einesVektors ~a =
� � !
PQ ist die Länge der Strecke

PQ. Man schreibtdafür j~aj bzw. k~ak.

� Für denNullvektor ~0 :=
� � !
PP setzenwir k~0k := 0.
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De�nition 6.1.10.Sei� 2 R+
0 := f x 2 R; x � 0g und~a ein Vektor. Dannbezeichnetmanmit

� ~a denjenigenVektor, der dieselbeRichtungwie~a hat,aberdie � –facheLänge. Man nennt� ~a
das� -facheskalareVielfachevon~a. Sei� < 0, dannsetzenwir

� ~a := � (j� j ~a)

� Für alleVektoren~a;~bundalle � ; � 2 R geltenfolgendeRechenregeln:

� (� ~a) = (� � ) ~a

� (~a + ~b) = � ~a + � ~b

(� + � ) ~a = � ~a + � ~a

(6.1.7)

k� ~� k = j� j k~ak

k~a + ~bk � k~ak + k~bk
(6.1.8)

� Ein Vektormit Norm 1 heißtEinheitsvektor. Sei~a 6= ~0 ein Vektor, dannist

~a0 =
~a

k~ak

ein Einheitsvektor.

De�nition 6.1.11.Der Raumseimit einemkartesischenKoordinatensystemversehen.Die drei
Einheitsvektoren in positiver x-, y- und z-Richtung werden mit ~e1;~e2 und ~e3 bezeichnet.Wir
nennen(~e1;~e2;~e3) einekartesischeBasis.

� SeiA = (a1; a2; a3) einPunktim Raum.DerVektor~a =
� � !
OA heißtOrtsvektor desPunkts

A.

� Mansiehtleicht,dass~a eindeutigzerlegbarist alsSumme:

~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3 :

� Man nenntai , i = 1; 2; 3, die Koordinaten desVektors~a undai~ei , i = 1; 2; 3; die Kom-
ponentenvon~a in Richtung ~ei .

� Für ein festeskartesischesKoordinatensystemschreibtmanabk̈urzend:

~a =

0

@
a1

a2

a3

1

A = (a1; a2; a3)> , ~a =
� � !
OA = a1 ~e1 + a2 ~e2 + a3 ~e3 (6.1.9)

fallsA = (a1; a2; a3).
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� Im allgemeinenFall ~a =
� � !
PQ mit P = (p1; p2; p3) und Q = (q1; q2; q3) habenwir die

Koordinatendarstellung

~a =
� !
PQ =

0

@
q1 � p1

q2 � p2

q3 � p3

1

A : (6.1.10)

� Aus(6.1.9), (6.1.10) erḧalt manleichtdieKoordinatendarstellungfür Summenundskalare
Vielfache.Sei~a =

P 3
i=1 ai~ei ,~b=

P 3
i=1 bi~ei und� 2 R danngilt:

~a + ~b =
3X

i =1

(ai + bi ) ~ei ;

� ~a =
3X

i =1

(� ai ) ~ei :

(6.1.11)

� Aus (6.1.9) unddemSatzdesPythagorasergibt sichfür~a =
P 3

i=1 ai~ei :

k~ak =
q

a2
1 + a2

2 + a2
3 (6.1.12)

6.1.3 Produkte

6.1.12(Winkel zwischenVektoren). Seien~a;~b von Null verschiedeneVektoren und sei P ein
beliebiger Punktin Raum,an demmanbeideVektorenabträgt.Dannist derkleinere derpositiv
gemessenenWinkel, dendie ” Pfeile“ ~a und~bim ScheitelP bilden,der Winkel zwischen~a und
~b. Man schreibt ] (~a;~b). Der sode�nierte Winkel hatdie folgendenEigenschaften:

0 � ] (~a;~b) � � ;

] (~a;~b) = ] (~b;~a) ;

] (~a; t ~a) = 0 falls t > 0;

] (~a; t ~a) = � falls t < 0;

] (� ~a;~b) = � � ] (~a;~b) :

(6.1.13)

De�nition 6.1.13. Man nennt~a orthogonal zu~b wenn] (~a;~b) = �
2 und schreibt ~a ? ~b. Es

bestehtdie folgendeKonvention:Für alle Vektoren~a gilt ~a ? ~0. ~a und~b heißenparallel, wenn
~a;~b6= ~0 und~a = t~a mit einemt 2 R.
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De�nition 6.1.14.DasSkalarprodukt ~a � ~bzweierVektoren~a und~bist de�niert durch

~a � ~b :=

(
k~ak k~bk cos] (~a;~b) falls~a 6= 0 ^ ~b6= ~0;

0 falls~a = ~0 _ ~b= ~0:

� Für ~ei ; i = 1; 2; 3, gilt:

~ei � ~ej = � ij i; j = 1; 2; 3; (6.1.14)

wobeidasKr onecker Symbol � ij de�niert ist als

� ij :=

(
0 falls i 6= j ;

1 falls i = j :

(LeopoldKronecker, 1821–1891)

� Sei~a =
P 3

i=1 ai~ei ; danngilt:

ai = k~ak cos] (~a;~ei ) = ~a � ~ei ;

unddemzufolge

~a =
3X

i =1

(~a � ~ei ) ~ei : (6.1.15)

� EsgeltenfolgendeRechenregeln:

a) ~a � ~b= ~b� ~a;

b) (� ~a) � ~b= ~a � (� ~b) = � (~a � ~b) ;

c) (~a + ~b) � ~c = ~a � ~c + ~b� ~c; (6.1.16)

d) ~a � ~b= 0 , ~a ? ~b;

e) k~ak =
p

~a � ~a :

� Aus (6.1.16) b) & c) folgt:

(� 1~u1 + : : : + � n~un) � (� 1~v1 + : : : + � m~vm )

= � 1� 1~u1 � ~v1 + : : : + � n � m~un � ~vm

=
nX

i =1

mX

j =1

� i � j ~ui ~vj :

(6.1.17)



146 KAPITEL 6. LINEARE ALGEBRA

� Aus (6.1.17), (6.1.14) unddenKoordinatendarstellungen

~a =
3X

i =1

ai~ei ; ~b=
3X

i =1

bi~ei

erḧalt man:

~a � ~b =
3X

i =1

ai bi ;

k~ak =
q

a2
1 + a2

2 + a2
3 :

(6.1.18)

cos] (~a;~b) =
~a � ~b

k~ak k~bk
falls~a;~b6= ~0; (6.1.19)

cos] (~a;~ei ) =
aip

a2
1 + a2

2 + a2
3

falls~a 6= ~0: (6.1.20)

Satz6.1.15.Seien~a;~b 6= ~0 Vektoren.Dannbesitzt~a eineorthogonaleZerlegung längs~b, die
gegebenist durch

~a = ~a~n + ~a~b; (6.1.21)

wobei

~a~b :=
~a � ~b

k~bk2
~b;

~a~n := ~a � ~a~b:

(6.1.22)

Hierbei zeigt~a~b in Richtung~bund~a~n stehtsenkrecht auf~b. ~a~b heißt Projektion von~a auf ~b.

6.1.16(Vektorprodukt). Seien~a;~bzweiVektoren.DasVektorprodukt ~a � ~b ist der Vektormit
denEigenschaften:

1) ~a � ~b := ~0 falls~a = ~0 oder~b= ~0 oder~a parallel zu~b ist,

2) sonstist~a � ~bderjenigeVektor,

a) der senkrecht auf~a und~bsteht,

b) mit dem(~a;~b;~a � ~b) ein Rechtssystembildet,

c) dessenBetraggleich demFlächeninhaltdesvon~a,~baufgespanntenParallelogramms
ist.
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� Für die kartesischenBasisvektorengilt:

~e1 � ~e1 = ~e2 � ~e2 = ~e3 � ~e3 = ~0;

~e1 � ~e2 = ~e3 = � (~e2 � ~e1) ;

~e2 � ~e3 = ~e1 = � (~e3 � ~e2) ;

~e3 � ~e1 = ~e2 = � (~e1 � ~e3) :

(6.1.23)

� EsgeltenfolgendeRechenregeln:

~a � ~a = ~0;

~a � ~b = � (~b� ~a) ;
(6.1.24)

� (~a � ~b) = (� ~a) � ~b= ~a � (� ~b) ;

~a � (~b+ ~c) = (~a � ~b) + (~a � ~c) ;

(~a + ~b) � ~c = (~a � ~c) + (~b� ~c) ;

(6.1.25)

k~a � ~bk2 = k~ak2 k~bk2 � (~a � ~b)2 : (6.1.26)

� Aus (6.1.25) und(6.1.26) folgt:
0

@
a1

a2

a3

1

A �

0

@
b1

b2

b3

1

A =

0

@
a2b3 � a3b2

a3b1 � a1b3

a1b2 � a2b1

1

A : (6.1.27)

� (6.1.27) impliziert:
~a � (~b� ~c) = (~a � ~c)~b� (~a � ~b)~c: (6.1.28)

� Aus (6.1.28), (6.1.21) und(6.1.22) folgt, dassdie zu~b orthogonaleKomponentegegeben
ist durch:

~a~n =
1

k~bk2
~b� (~a � ~b) : (6.1.29)

De�nition 6.1.17. Seien~a, ~b und ~c Vektoren. Das Spatprodukt dieserVektoren ist de�niert
durch:

[~a;~b;~c] := ~a � (~b� ~c) :

Satz6.1.18.Der vondenVektoren~a,~bund~c aufgespannteParallelepid(Spat)hatdasVolumen

V = j[~a;~b;~c]j :

� Seien~a =
P 3

i=1 ai~ei ,~b=
P 3

i=1 bi~ei und~c =
P 3

i=1 ci~ei . Dannfolgt aus(6.1.27) und(6.1.18)

[~a;~b;~c] = a1(b2c3 � b3c2) + a2(b3c1 � b1c3) + a3(b1c2 � b2c1)

= det(~a;~b;~c) : (sieheKapitel6)
(6.1.30)
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6.2 Vektorr äume

WozusindVektorr̈aumenützlich?

6.2.1 Beispiele
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