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Kapitel 0

Einleitung

Gegenstand der Vorlesung werden diskrete Aspekte der Mathematik sein. Hierbei konzen-
trieren wir uns auf die Schwerpunktbereiche Kombinatorik, Algebra und Graphentheorie,
eventuell werden auch einige geometrische Fragen behandelt. Die Vorlesung iiber DAS setzt
die Lineare Algebra I fort und baut auf den Grundkenntnissen auf, die in dieser Vorlesung
erworben wurden.
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Kapitel 1

Kombinatorik

Kombinatorik ist eine mathematische Disziplin, die sich aus der Unterhaltungsmathematik
entwickelt hat. Sie befafit sich mit der Kunst des Abzéhlens, Anordnens und Kombinierens.
Die Kombinatorik hat sich in erster Linie aufgabenorientiert entwickelt und stellt deshalb
auf den ersten Blick eine Sammlung von Rétseln und Einzelproblemen dar. Ein erstes
Lehrbuch stammt von Netto (1901), modernere Darstellungen findet man bei Goulden
(1983), Cameron (1994), Stanley (1997/1999), van Lint (1993/2001), .... Im folgenden
werden einige Methoden und Techniken der Kombinatorik vorgestellt. Kombinatorische
Argumente werden im Verlauf der gesamten Vorlesung eine wichtige Rolle spielen.

1.1 Mengen, Relationen, Abbildungen

Wie schon in der LA T werden Mengen in einem naiven Sinn verstanden und behandelt.

,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlbekannten und wohlunterscheidbaren
Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente der Menge
genannt werden) zu einem Ganzen.“

Spezielle Mengen etwa sind

N = {1,2,3,...}, No:={0,1,2,...},
k] = {1,2,...,k} firkeN, [0]:=0,

P(M) := Menge aller Teilmengen einer Menge M (Potenzmenge).

3
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Fiir Mengen gibt es auch eine Reihe natiirlicher Verkniipfungen. Sind etwa A, B Mengen,
dann erkldrt man

ANB = {x:2x€ ANz € B},
AUB = {z:z€ AVz € B},
A\B = {z:z€ ANz ¢ B},
AAB = (A\B)U(B\A),
AxB = {(z,y):x€ A ye B}

Auflerdem definiert man sowie
ACB:&eVrecA:[lre A=z € B

Eine (binére) Relation zwischen zwei Mengen A, B ist eine Teilmenge R C A x B. Ist
A = B, so wird R C A x A als eine Relation iiber A bezeichnet. Eine solche Relation iiber
A heifit

reflexiv. = Va€ A:(a,a) €R
symmetrisch & Va,be€ A:[(a,b) € R= (ba) € R]
antisymmetrisch < Va,b€ A:[(a,b) € RA(b,a) € R = a =10
transitiv. < Va,b,c€ A:[(a,b) € RA(b,c) € R= (a,c) € R|

linear (total) :& Va,b€ A:[(a,b) € RV (ba) € R].
Ferner heifit eine Relation R iiber A eine
e Quasirelation : < R ist transitiv und reflexiv

e Ordnungsrelation (partielle Ordnung): < R ist transitiv, reflexiv und antisymme-
trisch

e Aquivalenzrelation : < R ist transitiv, reflexiv und symmetrisch.

Beispiele.
(1) A:==R, (z,y) e R 2 <y (partielle Ordnung)

(2) A:=N, (m,n) € R:= m|n (partielle Ordnung). Hierbei bedeutet m | n, daf§
m ein Teiler von n ist, d.h. dafl es ein £ € N gibt mit n = k - m. (Nachweis siehe
Vorlesung!)

(3) A:=P({1,...,100}), (C,D) € R:<= C C D. (partielle Ordnung). Diese Beispiel

kann natiirlich verallgemeinert werden.
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(4) A==R, (z,y) e R: >z —y€Z (Aquivalenzrelation)
[ ]

r,x) € R, dal0=z—x € Z.

(z,2) €
° (x,y)ER/\(y, 2)ER=>2—y€ELANYy—z2€L=>2x—2=2—y+y—2€2%=
(z,2) €

)

o (z,y ER:>x—y€Z:>y—ac€Z:>(y, x) € R.
Sei R eine Aquivalenzrelation iiber A. Fiir z € A setze
[z]g:={y € A: (z,y) € R} C A.

Dann ist
Ap:=A/R:={[z]gp:z € A}

eine Zerlegung (Partition) von A (die von R induzierte Zerlegung von A), d.h.

0, (z,9)¢R,
[x]r = [y]lr, sonst

mRmMR={

und

T€EA

Man bezeichnet [z]g als die Aquivalenzklasse von = modulo R. Ferner wird Ap als die
Menge der Aquivalenzklassen von A modulo R bezeichnet (ebenso als Quotient von A
nach R). Ein Reprisentantensystem fiir R ist eine Teilmenge {z; : i € I} von A mit

i€l
Ist umgekehrt A eine gegebene Menge und
A=A
i€l
eine Partition (d.h. A; N A; =0 fiir ¢ # j), dann wird durch
(z,y) ER:=TFiel: [z € ANy € A
eine Aquivalenzrelation auf A erklirt, die zudem gerade die gegebene Partition induziert.

Beispiel. V' ein Vektorraum, U ein Untervektorraum von V. Fiir z,y € V sei
(z,y) ER:x—yeU.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation. Anstelle von V schreibt man hiufig V/U.
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Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f : A — B von A nach B ist eine Relation R zwischen
A und B mit der folgenden Eigenschaft: zu jedem x € A gibt es genau ein y € B mit
(z,y) € R; zu x € A erklidren wir f(z) := y, falls (z,y) € R. Die somit an eine Abbildung
f gestellten Bedingungen kann man formaler so ausdriicken:

Vee Adye B: (z,y) € R

und
Vee AVy,z€ B:[(z,y) € RA(z,2) € R=y =12z].

Eine Abbildung f : A — B heifit injektiv, falls gilt:
Ve, o' € A: [z #2 = f(z) £ f(2)].
Eine Abbildung f : A — B heifit surjektiv, falls gilt:
Vye B3z € A: f(z) =v.
SchlieBlich heifit eine Abbildung bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Beispiel. Siehe Vorlesung.
Schlielich definieren wir fiir Mengen A, B:

(i) |A| = |B| & Es gibt eine Bijektion f : A — B. In diesem Fall sagt man, da§ A und
B gleichmiichtig sind (die gleiche Kardinalitéit haben).

(ii) Al =n € Ny 1< |A| = |[n]|. Eine Menge A heifit endlich, falls es ein solches n € Ny
gibt.

Man kann zeigen, dafi die natiirliche Zahl n in (ii) durch A eindeutig bestimmt ist. Hier-
zu zeigt man, dafl es keine injektive Abbildung von [n] nach [k] gibt, falls n > k ist
(Schubfachprinzip). Dies folgt mit Hilfe von vollstéindiger Induktion bzw. mit Hilfe des
Wohlordnungssatzes (vgl. Abschnitt 1.2). Die Gleichmichtigkeit im Sinn von Definition (i)
ist eine Aquivalenzrelation. Gilt (i), so nennt man A eine n-elementige Menge.

Beispiel (Ubungen): Sei f : A — B eine Abbildung. Erklire
(z,y) € R(f) =& f(z) = f(y).
Dann ist R(f) eine Aquivalenzrelation auf A. Die Abbildung
fiArp = B, [zlrg = f(2)
ist wohldefiniert und injektiv. Mit

im(f) :={f(a):a € A}
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ist also
f* Ay = im(f),  [zlri) — f(2)
bijektiv. Insbesondere gilt |Agp| = [im(f)].

Fiir Mengen A, B erkldren wir
|A| < |B| :& Es gibt eine injektive Abbildung f: A — B
& A =0 oder es gibt eine surjektive Abbildung g : B — A.
Diese Definition ist konsistent mit der vorangehenden Definition (ii).

Warnung: Bei unendlichen Mengen kann es (auf den ersten Blick) zu Uberraschungen
kommen:

ON := {2,4,6,...}:{2n:n€N};N

aber
2N] = |N],

da ¢ : N — 2N, n — 2n eine Bijektion ist.

Im folgenden befassen wir uns hauptséchlich mit endlichen Mengen.

Lemma 1.1.1. Seien Ay, Ay, A3 endliche Mengen. Dann gilt:
(a) AiNAy=10=|A; UAy| = |A;1] + |As].
(b) AiNA; =0 firi# j=|A1UAyUAs| = |Ai| + |As| + |A3].
(¢) A1 U Ag| + |A; N Ay| = |Aq] + | As].
(d) [A1 x As| = |Aq] - [As].
Beweis. (a) Es gibt Bijektionen
fi:Ar = [n1] und  fo: Ay — [no]

fiir geeignete ny,ny € Ny. Definiere g : A; U Ay — [ng + ng| durch

| A=), x € Ay,
9(@) := { nll + fa(z), =€ A;.

Man bestétigt, dafi g bijektiv ist.
(b) Ubung.

(c) Es gilt
AU Ay = (A \ A)U(As \ A)U(A; N Ay).
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Wegen (b) folgt

Nun gilt
Al — (Al \ AQ)U(Al ﬂ Ag), A2 - (A2 \ Al)U(AQ ﬂ Al)

und daher wegen (a):
|41\ Ao = |A1| — A1 N As]  und  [Ag \ A1] = |Ag] — [A1 N A, (1.1.2)
Einsetzen von (1.1.2) in (1.1.1) ergibt (c).
(d) Notation wie unter (c). Durch
h: Ay x Ay = [m] x [no],  (z,) = (f(2), f2(y))
ist eine Bijektion erkldrt. Ebenso durch
@ :[m] X [no] = [n1-mo],  (47) = j+ (0 — D)na.
Dies zeigt (d). O
Wir besprechen nun kurz zwei niitzliche Prinzipien.

e Doppeltes Abzédhlen. Seien A, B endliche Mengen und R C A x B. Dann gilt
> {beB:(a,b)eR}Y = Y {a€A:(ab) <R}

acA beB

R

Beispiel. Gegeben sei ein konvexes 3-Polytop P mit dreieckigen Seitenflichen. Sei
K = Menge der Kanten von P, F' = Menge der Flichen von P,

R:={(k,f)e KxF:kC f}.

Dann gilt
Yuhex {f€F:(k f)eR} = Yiepl{k € K:(k f) € R}
ZkEKQ = ZfEF3
— 9K = 3|F|
d.h. 2|K| = 3|F]|.

e Schubfachprinzip (pigeon hole principle). Verteilt man n Objekte auf m Fécher mit
n > m, so enthilt ein Fach mindestens 2 Objekte. Formaler: Ist f : A — B eine
Abbildung und |A| > |B|, so gibt es ein b € B mit |f~*({b})| > 2.

Beispiele.
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(1) Unter je 6 natiirlichen Zahlen gibt es zwei, deren Differenz durch 5 teilbar ist.

Hierzu: Seien x4, ..., xs € N diese Zahlen. Sei Z; der Rest, der bei Division von z;
durch 5 entsteht, also 7; € {0, 1,...,4}, d.h. f:{z1,..., 26} = {0,...,4}, 2, —
Z; ist eine Abbildung. Somit gibt es ein 7 € {0,...,4} und 4,5 € {1,...,6} mit
i # j, sodaB f(z;) = f(z;) =r, d.h. aber z; — z; ist durch 5 teilbar.

(2) Unter je 5 Punkten, die in einem Quadrat der Seitenléinge 2 liegen, gibt es zwei
mit Abstand < v/2.
Um das Schubfachprinzip noch etwas zu verallgemeinern, erkliren wir fiir z € R:
lz] = max{n €Z:n <z} (untere GauBklammer)
[z] = min{n € Z:n >z} (obere GauBklammer)

Fiir n € Ny und m € N gilt etwa
QS [2“ < n+m—1.
m m m
Sei ndmlich n =k -m +r mit k € Ny und r € {0,...,m — 1}. Ist » = 0, so folgt

1
=(k+1)— — >k
m m m

[n“ % und n+m—1:km+m—1
m

Ist » > 1, so folgt

n+m-—1

1
[ﬂ:/ﬁd und :k+1+%2k+1.

m m

Satz 1.1.2. Seien A # (0, B endliche Mengen und f : A — B eine Abbildung. Dann gibt
es einb € B mit [f~1({b})| > [|A|/|B]].

Beweis. Andernfalls wire fiir alle b € B

Il < [%] R L
Wegen
A= ey
folgt v
A=l on) < 181 [ H] = -

beB
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ein Widerspruch.
Ein modifiziertes Argument wird in der Vorlesung vorgestellt. 0J

Beispiel. In jeder Menge von 6 Personen gibt es 3 Personen, die sich alle untereinander
kennen oder 3 Personen, die sich alle nicht kennen. Hierbei ist die Relation ,kennen® als
symmetrisch anzunehmen.

Hierzu: Sei P = {py,...,ps} eine gegebene Personenmenge. Das Schubfachprinzip liefert:
Es gilt (a) oder (b), wobei

(a) p1 kennt mindestens 3 = [2] Personen aus {ps, .. .,ps}.
(b) p1 kennt mindestens 3 Personen aus {ps,...,ps} nicht.

Betrachte Fall (a), Fall (b) ist analog zu behandeln. Nach Umbezeichnung kennt p; also
etwa po, p3 und py.

(a1) zwei der Personen in {ps, p3, p4} kennen sich. Dann kennen sich insgesamt 3 Personen
untereinander.

(a2) po,p3,ps kennen sich untereinander alle nicht.

— Ramsey-Theorie

1.2 Vollstindige Induktion

Ein wichtiges Beweisprinzip ist die Beweismethode der vollstindigen Induktion. Sie wird
verwendet, wenn man zeigen will, daf§ alle natiirlichen Zahlen n eine gewisse Eigenschaft
A(n) erfiillen.
Satz 1.2.1. Set M C Ny und ng € Ny. Es gelte

e nge M

eVneN:[neM=n+1¢€ M|
Dann folgt {n e N:n >ng} C M.

Die zweite Bedingung 148t sich auch modifizieren zu

e VneN:[n>nyA{ng,...,n} C M =n+1¢€ M].

Will man also eine Aussage A(n), n € N, fiir n > ng zeigen, so beweist man zunéchst A(ng)
(Induktionsanfang, Induktionsbasis) und verifiziert dann, daf aus der Giiltigkeit von A(n)
die Giiltigkeit von A(n + 1) folgt (Induktionsschritt).
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Aquivalent zu Satz 1.2.1 ist die Aussage, daB es in jeder nichtleeren Teilmenge M C N
ein kleinstes Element gibt (Wohlordnungssatz). Je nachdem welchen logischen Aufbau des
Zahlsystems man gewéhlt hat, ist Satz 1.2.1 ein Axiom oder aber ein Satz.

Beispiele.

(1) A(n):

Z n(n+1), neN

=1

A(1) gilt offenbar. Es gelte A(n). Dann folgt
Zz-Zz-ﬁ- (n+1) 1n(n—i—l)—i—n—i—lzl(n-i—l)(n-l—Q)
2 2 ’

d.h. es gilt auch A(n + 1).

(2) A(n): 2" > n? n >5.
Beachte: A(1) ist wahr, A(2) ist nicht wahr, ebenso nicht A(3), A(4), aber

A(5):2° =32 > 25 =5
Gelte A(n) fiir ein n > 5. Dann folgt

2l =2.9" > mP=n?4+2n+1+n*-2n-1
= (n+1)2+nn—-2)—1
> (n+1)? dan>5>3.

(3) Wéhrend eines Turniers spielen n Mannschaften M, ..., M, ,jeder gegen jeden“
(nicht gegen sich selbst!). Kein Spiel ende unentschieden. A(n): Es gibt eine Reihen-
folge M;,, ..., M;, der Mannschaften, so daf} stets M;, gegen M;  , gewonnen hat.

A(1), A(2) gelten. Es gelte A(m) fiir alle m < n. Betrachte A(n + 1). Sei

I, = {ie{l,...,n}: M; hat gegen M, , gewonnen},
IQ = {1,,7’1,}\11

Nach Induktionsannahme gibt es eine Reihung der Mannschaften M;, ¢ € I, und der
Mannschaften M;, j € I,. Setzt man M, an die ,Stelle des Ubergangs“, so erhilt
man die gewiinschte Reihung. 02.05.03
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Féarbung von Landkarten

Problem. Eine Ebene werde durch Geraden aufgeteilt in Zellen (Ldnder). Wieviele
Farben werden bendétigt, um die Lénder so einfirben zu konnen, dafl keine zwei
Lénder, die eine gemeinsame Grenzstrecke haben (nicht ausgeartet), gleich gefiirbt
sind.

Behauptung. Es geniigen zwei Farben: schwarz und weif}. Sei A(n) die Aussage, daf
eine gewiinschte schwarz-weifl Farbung moglich ist bei Zerlegung der Ebene durch n
(paarweise verschiedene) Geraden.

A(1), A(2) sind klar. Sei A(n) bewiesen und jetzt n+1 Geraden gegeben: g1, ..., gni1-
Sei gn4+1 waagrecht. Die von ¢y, ..., g, erzeugte Zellzerlegung kann mit zwei Farben
wie gefordert gefarbt werden.

Jetzt betrachten wir zusétzlich auch g,.; und die insgesamt erzeugte Zellzerlegung.
Fiir jede Zelle oberhalb von g,,; wechselt man die Farbe, die Zellen unterhalb von
gn+1 behalten ihre Farbe.

Zeige: Man erhilt so eine gewiinschte (zuldssige) Fiarbung.
Seien Z, Z' zwei Zellen mit einer gemeinsamen Kante (Grenze).

Fall 1: Die Grenze der Zellen Z, 7' liegt oberhalb von g,,;. Beide Zellen waren
zunéchst unterschiedlich gefarbt, wechselten beide ihre Farbe, sind also wieder un-
terschiedlich gefirbt.

Fall 2: Die Grenze der Zellen Z, 7' liegt oberhalb von g, . Jetzt behalten die Zellen
ihre unterschiedliche Farbung.

Fall 3: Die Grenze der Zellen Z, 7' liegt auf g,.1. Dann sind Z, Z' bei der Zerle-
gung mittels g,,1 durch Teilung einer Zelle entstanden. Folglich haben Z, Z’ nach
Konstruktion eine unterschiedliche Farbe.

[Bilder nach Beutelspacher, Zschiegner, Seite 34/35].
Rekursive Definition von Funktionen

Satz 1.2.2. Sei A eine beliebige Menge, a € A und ¢ : Ny X A — A eine Funktion.
Dann gibt es genau eine Funktion f : Ny — A mit

(a) f(0) =a,
(b) f(k+1) =k, f(k)).

Der Satz besagt also, dal man durch das Rekursionsschema (a), (b) genau eine Funk-
tion auf Ny erklart. Die Funktion ist nicht explizit definiert, sondern rekursiv, d.h.
man kann die Funktionswerte durch sukzessives Einsetzen ermitteln. Satz 1.2.2 ist
zwar recht einleuchtend, ein vollsténdiger Beweis ist aber nicht so einfach.

Beweis. Die Eindeutigkeit zeigt man durch vollstindige Induktion (Ubung).
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Fiir die Existenzaussage betrachtet man zun#chst die Aussage A(n): Es gibt eine
eindeutig bestimmte Funktion f™ : {0,...,n} — Amit f™(0) = ¢ und f™(k+1) =
o(k, f™)(k)) fiir k=0, ...,n— 1. Fiir weitere Details siehe z.B. Oberschelp, Aufbau
des Zahlensystems, Seite 19 — 25. O

Es ist klar, daf} eine entsprechende Aussage gilt, wenn a;,a2 € Aund ¢ : Ny x AxA —
A gegeben sind. Dann existiert wieder eine Funktion f : Ny — A mit

f(0)=ay, f(1) =az und
f(k+2)=o(k, f(k+1), f(k))-

Dies 148t sich weiter verallgemeinern.

Beispiel. f(n+2) = f(n+1)+ f(n), d.h. p(k,a1,a2) ;= a1+ a9, f(1) =1, f(2) =1
(Startwert n = 1 hier). Die hierdurch erklirte Funktion f : N — R ist die Fibonacci-
Folge (Fibonacci (1175), Sohn des Bonacci), die die Vermehrung von Kaninchen
beschreibt. Im hier vorliegenden Fall kann man tatsédchlich auch eine geschlossene
Formel fiir f(n) angeben, die in den Ubungen bewiesen werden soll:

f(n) = %{B(H\/ﬁ)r— [é(l—ﬁ)}n},nz 1

Herleitung: Die Folgen a(n), n € N, die der Rekursion f(n+2) = f(n+1)+ f(n) fiir
n € N geniigen, bilden einen zweidimensionalen Vektorraum. Ansatz fiir a(n) := o™
mit o € R.

2ad?-—a-1=0=a=L11+Vh),a=11-V5).
Beispiel. f(n) =nf(n—1), f(0) =1, d.h. p(k,a) := (k + 1)a.
= f(n)=nn—-1)---1-f0)=n-(n—-1)---1.

n!:=f(n)=nn-1)---1. Sprich: n-Fakultét

1.3 Abzihlende Kombinatorik

Wir stellen in diesem Abschnitt einige wichtige, elementare Abzdhlmethoden vor.

1.3.1 Einschluf3- A usschluf3-Formel
Beispiel.

L] n:2‘A1UA2‘:‘A1‘+‘A2‘—‘A10A2‘
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o n=23:
‘Al UA2 UA3| - |A1| + ‘Al‘ + |A3‘

— A1 M Ag| — |A1 M Az — |Aa N Az + |A; N Ay N Azl

Satz 1.3.1. Fir endliche Mengen A4, ..., A, gilt

|AjU---UA4,| = Z (—1)H
0£IC[n]

N

el

n

= YUY Aannd,

k=1 1<i1 << <n
Man kann dies auch in der Form

S (=D

IC[n]

=0

N

i€l

schreiben, wenn
(Ai=A1U---UA,
i€

erklart wird.

Beweis von Satz 1.3.1. Durch vollstindige Induktion. Fiir A(1) ist nichts zu zeigen. Die
Aussage A(2) wurde schon in Lemma 1.1.1 (c) bewiesen. Sei A(n) wahr. Dann folgt mit
Hilfe von A(2):

A U---UAq|=[(A1U---UA,) UA, |

= ) EDIFHO A+ [Ana ] = (AN Apgr) U U (A N Ap )|
¢#IC[n] iel

= > (=DM Al + [Anpal = )0 (=D ()(Ai N Ag)
¢#IC[n] iel ¢#IC[n] iel

= > (N4,
¢#IC[n+1] el

wobei die letzte Gleichheit leicht nachzupriifen ist. O
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Beispiel. Man bestimme die Anzahl der n € N mit 11 < n < 99, die weder durch 3 noch
durch 7 teilbar sind. Es gilt:

U:={11,12,...,99}

Ay ={z€eU:3|z},Ay:={x €U : 7|z},

|U| = 89, |A;| =30, |As| =13, |A; N Ay| = 4,

da AyNAy={z€U:21 |z} ={21,42,63,84}. Die Komplementbildung A¢ bezieht sich
nachfolgend auf die Obermenge U, d.h. AS :=U \ A;.

= [A1UA,y| = [U[-[(U\ (AU 4y))|
= |U[—[AT N A3
= [ATNAG = U] —[lAi] 4 [A2] = [A1 N Ay]

= 89—-30—-13+4=50.

Beispiel. Fiir n € N ist die Eulersche Funktion erklirt durch
o(n) :=|{k € [n] : k und n sind teilerfremd}|.

Wir wollen eine Formel zur Berechnung von ¢(n) herleiten. Hierzu gehen wir von der
(eindeutigen) Primfaktorzerlegung von n aus in der Form

n=py--py” mit oy € N
und paarweise verschiedenen Primzahlen py, ..., p,. Erkliare die Mengen

n .
A =A{p;,2pj,...,—pj}, i=1,...,m
Dj

Dann gilt etwa
AN Ay = {p1p2,2p1p2,...,ﬁ,2 'p1p2}

AlﬂﬂA'I‘ = {pl--'p'f"'- L'pl"'p’l‘}’

? p1---Pr

so daf die E-A-Formel ergibt:
p(n) = ]l —[AU---UA|

n n n n , N
=n—-(—-—-++--4+—=—}+(—4+---+ _...+(_1)
4! Dr P1p2 Pr—1Pr P1---Pr
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Etwa:

0(12) = @(2%-3) =12 (1—%) (1—%) =4.

= [{1,5,7,11}|.

1.3.2 Abbildungen und Partitionen
Fiir Mengen A, B definieren wir

Bij(4,B) := Menge der bijektiven Abbildungen A — B
Perm(A) := Bij(4,A)
Inj(A,B) := Menge der injektiven Abbildungen A — B
Sur(A,B) := Menge der surjektiven Abbildungen A — B
Pr(A) := Menge der k-elementigen Teilmengen von A
Abb(A,B) := Menge aller Abbildungen von A — B.

Ferner erkliaren wir fiir z € C, k € Ny:
2 = 2(z—-1)...(z—k+1), k>1,
(Z)Q = 1.

Insbesondere gilt (n), = n! AuBlerdem wird fiir z € C und k£ € N der Binomialkoeffizient

() erklért durch:
(Z) _ Az=1) k'(z —k+1) _ (}?!k’ <g> .

Satz 1.3.2. Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt

(1) [P(A)] = [Abb(A, {0, 1})[ = 2, m := |4

(2) |Abb(A, B)| = n™, m := |A], n:=|B|,

(3) |mj(4, B)| = (n)m,
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(4) |Bij(A, A)| = ml,

0, m#n,
m!, sonst.

(5) |Bij(A, B)| ={
(6) Pe(A)l = (7)-

(7) [Sur(4, B)| = 3Zk_o(=1)* () (n — &)™
Beweis. (1) Sei B C A. Dann definieren wir

1, a€B,

xB € Abb(A, {0,1}) durch xg(a) := {
0, sonst.

Die Zuordnung B +— xp liefert eine Bijektion zwischen P(A) und Abb(A4,{0,1}).
(2)
—_——
|Al-mal

speziell folgt auch die restliche Aussage von (1). (Man kann auch vollstindige Induktion
beziiglich |A| verwenden.)

(3) Sei A ={ay,...,a,}. Dann hat man fiir a; genau m Méglichkeiten, fiir as noch m — 1
Méglichkeiten, .... Genauer kann man wieder mit vollstindiger Induktion beziiglich |A|
argumentieren.

(4), (5) sind klar als Spezialfall von (3), da eine injektive Abbildung einer endlichen Menge
in sich auch surjektiv ist.

(6) Sei k <nund A ={ay,...,a,}. Dann ist
¢: Pp(A) xBij([k]) — Inj([£], 4)
iy, a3}, ) — ([k] A a,.am)
mit 1 <11 < ... <1 < m eine Bijektion, so daf3 also

Pr(A)] - Bij([k])| = [Inj([k], A)l,

|7)k(A)|:n(n—1)"'(n—k+1) _ (n)

d.h.

k! k

05.05.03
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(7) Sei B = {by,...,b,}, sei

M := Abb(A, B) \ Sur(A4, B).

Setze
d.h.
M=MU---UM,.
Es folgt
M| = |[MjU---UM,|
Sy
$#£IC[n] icl
— Z(_l)k+1 Z(n . k)m
k=1 |I|=k
IC[n]
- S (o s
k=1
und damit
Sur(A,B)| = n™+ —1k(n)n—km
|Sur(4, B)| ;( L) )
= ()
k=0
Dies beendet den Beweis. O
Man kann die Beziehung
A
ma= (")

auch auf andere Weise einsehen. Hierzu iiberlegt man sich zun#chst auf kombinatorischem
Weg, daB gilt

Pe([n])] = [Pe-1([n = 1)+ [Pe([n = 1])I, k=1,...,n—1,

sowie

Po([n])] = [Pu(ln])| = 1.
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Dann zeigt man mit Hilfe von vollstdndiger Induktion beziiglich n, dafl
n
Pl = ()

Bemerkungen. Die folgenden Relationen fiir Binomialkoeffizienten kann man leicht
bestitigen. Fiir n, k € Ny gilt:

(Z) = 0 fir k> n, (g)=<2)=1 (7;):<ni1):"
(Z) _ <nfk) wobei (Z)zOfiirk<0,

(nzl) _ (kﬁ1>+<z>’

() = (20 =k

> (1) =

k=0

gilt.

Die zuletzt angegebene Relation kann man auf kombinatorische Weise einsehen oder als
Spezialfall des allgemeinen Binomischen Lehrsatzes, den wir spéiter angeben werden.

Definition. Fiir n, k € Ny erklidren wir
L
Snk - |Sur [n], [k])] = =1 Z ( > — )"

Fiir n < k gilt aufgrund der kombinatorischen Interpretation des nachfolgenden Ausdrucks
auf der linken Seite der Gleichung sofort

J=0

Im folgenden Korollar schreiben wir m A n fiir das Minimum (d.h. die kleinere) der beiden
Zahlen m,n € Ny. Man sieht allerdings leicht ein, da} man anstelle von m A n im Korollar
auch m oder n schreiben kann, da die zusétzlichen Summanden alle ohnehin Null sind.

Korollar 1.3.3. Fir m,n € N gilt
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und

Beweis. Es gilt
= ab(fl ) = Y- (1) Sl )

wobei man die linke Seite so zustande kommt: erst wiahlt man k& Bildelemente aus, auf die
abgebildet werden soll (dies geht auf (Z) verschiedene Weisen), dann betrachtet man alle
surjektiven Abbildungen auf die ausgewihlten Bildelemente.
Die zweite Gleichung folgt, da eine surjektive Abbildung einer Menge auf sich schon bijektiv
ist.

O

Die folgende Aussage sieht man fiir a,c € Ny mit Hilfe eines kombinatorischen Arguments
leicht ein (vgl. Vorlesung). Daraus kann man die allgemeine Aussage erhalten, indem man
verwendet, daf8 zwei Polynome (iiber C) iibereinstimmen, wenn sie fiir alle natiirlichen
Zahlen gleich sind. Wir geben alternativ dazu einen Induktionsbeweis an.

Satz 1.3.4. Fira,ce C, n e Ny qult

S (00 (1)

Beweis. Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist klar. Nun gilt
mittels Induktionsvoraussetzung;:

:z;L::(Z) (n+§—k>

_ nif k +n+1—k a C
B n+1 n+1 E)\n+1—k

k=0
_ e k a c +in+1—k a c
n+1\k/\n+1-—-k% n+1 k)\n+1—k
k=1 k=0
_ ih-ﬁ-l a c +in+1—k a c
c~n+1\h+1 n+1—(h+1) ~ n+l \k/\n+1-k

- a a—1 c - c a c—1
B hon-{—l( h )(n—h)_i_;n—l-l(k)(n—k)
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a a—1+c c a+c—1 at+cfa+c—1
= + =
n—+1 n n—+1 n n+1 n

_ [(a+c
- \n+1)

Dies beendet den Induktionsbeweis. O

Der Spezialfall a = ¢ = n € Ny liefert
() -(7)
e \k S \n)
Satz 1.3.5 (Binomischer Lehrsatz). Fir z,y € C und n € N gilt

(z+y)" = i (Z) AT

k=0

Beweis von Satz 1.3.5. Wir verwenden vollstindige Inkuktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts
zu zeigen. Wir nehmen an, dafl die Aussage fiir ein n € N gezeigt ist. Dann folgt:

@+y)"" = (@+y)"(z+y)

3

Dies beendet den Induktionsbeweis. O

Bemerkungen. (1) Falls z,y € N gilt, dann folgt die behauptete Gleichung mit einem
kombinatorischen Argument: man betrachtet die Menge der Abbildungen von einer n-
elementigen Menge in eine (x + y)-elementige Menge.
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(2) Ein alternativer kombinatorischer Beweis fiir z,y € C verwendet, daf3

@+y)"=@+y) - ([@+y) = Zankmy

n— Faktoren

gilt, wobei a,  gleich ist der Anzahl von Mdoglichkeiten aus den n-Faktoren diejenigen
k-Faktoren auszuwéhlen, bei denen x ausgewahlt wird.

SchlieBlich folgen aus Satz 1.3.5 die Gleichungen

>3 (7)
0= k;(—m (Z)

Um eine Verallgemeinerung von Satz 1.3.5 formulieren zu kénnen, fiihren wir Multinomi-
alkoeffizienten ein. Seien n € Ny, r € N, und k4, ..., k, € Ny. Dann sei

n . kl,"—'kr,, falls k1 + -+ k., = n,
ki,....k.) " 10, sonst.

Im Fall ky + --- + &k, = nist ("
von einer n-elementigen Menge {ay,...,a,} in eine r-elementige Menge {by,...,b,} mit
lo ' ({b;})| = k; fir i =1,...,7r. Um dies einzusehen, verwendet man die einfach nachzu-
rechnende Gleichung

(k. e = () ()07 )

und

) gerade gleich der Anzahl aller Abbildungen ¢

.....

Satz 1.3.6 (Multinomischer (Polynomischer) Satz). Seien r,n € N und z1,...,z, €
C. Dann gilt

n

n

k1yeeshor=0

Beweis. Wir verwenden wieder vollstindige Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist leicht
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einzusehen. Sei die Aussage fiir ein n € N bewiesen. Dann folgt:

ki+1
(1 +- 4 z,)" = E E ( >x’f1---xj” zk
Lo 2t by,
T
S (g )
Vi T
A bk = Ly
=1 ki,ekj—1,kp
’ n
kl k'r
> D 2’
Kl yeesr j=1 (kla 7kJ - 1:' 7kr>
n! & K
1
E kl! . krl (kl + + kr)xl ./,E,r.r

Fqseens
kq+-- +kr n+1

n+1
> (7

k1yeeskr

)x’fl---xf*.
T
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Bemerkung. Man kann auch ein kombinatorisches Argument fiir Satz 1.3.6 angeben.

Mengenpartitionen

Wir hatten schon gesehen, daf} eine Aquivalenzrelation R iiber einer Menge A eine
Partition von A induziert, und umgekehrt. Wird dabei A in k£ Teilmegen zerlegt, so spricht
man von einer k-Partition.

Definition. Sei Sn,k die Anzahl der k-Partitionen einer n-elementigen Menge (Stirlingsche

Zahlen 2. Art). Sei ferner B, die Anzahl der Partitionen einer n-Menge (Bellsche Zahlen).
[Janus Stirling (1692 - 1770), Eric Bell (1883 - 1960)]. Ferner sei Sy := 1 und By := 1

(leere Partition).

EsglltetwaSo—O n>1Sl_1 n > 1; Sk—O k > n; Snnl—(

Snz=3(P([)) —2)=2""~1L,n>1

By =1; By =2; By =5 mit {1,2,3}; {1, 2}{3}; {1}{2, 3}; {1, 3}{2}; {1}{2}{3}.

Lemma 1.3.7. Es gilt S,

= Snr-

n
2

)y n > 1;

9.5.03
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Beweis. Seir < n. Sei Party(A) die Menge der k-Partitionen einer Menge A. Die Abbildung

¢ : Part,[n] x Perm[r] — Sur([n], [r])

(11,...,Ir,o'),_)(f:[n] — [r] >

.’EEI]' —> 0'(])

ist eine Bijektion. Also folgt

was zu zeigen war. O

Satz 1.3.8. FEs qilt
(a) Bpt1 = Zii (")) Bnt1—k-

(b) STH-l,k = kSn,k; + Smk,l.

Beweis. (a) Zu einer Partition von [n + 1] gibt es eine Menge A mit |A| = k, die n + 1
enthélt. Fiir eine solche Menge A gibt es (";’:1) mogliche Wahlen. Bei jeder Wahl erhilt
man auf [n + 1] \ A eine Partition einer (n + 1 — k)-elementigen Menge.

(b) Die Anzahl der k-Partitionen von [n + 1], die {n + 1} enthalten, ist S, ;1. Die Anzahl
der k-Partitionen von [n + 1], die {n + 1} nicht enthalten, ist & - Sy, ;1. O

Beispiel. n = 5, k = 4, Illustration zu Satz 1.3.8 (b):
3-Partitionen von [4] mit {5}:

{1 {2t {34} {5}
{1y {23t {4} {5}
{1y {24}y {3t {5}
{12y {3t {4 {5}
{13 {2t {4} {5}
{14 {2t {3t {5}

4-Partition von [4] mit 5 einsortiert:

{15y {2} {3} {4
{1} {25 {3} {4}
{1 {2t {35} {4}
{1 {2r {3p {45}
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Die Stirlingschen Zahlen zweiter Art sind also explizit gegeben durch

k=0 j=0
m » ]n
B L
pars gt (m = 5)!
Fiir die Bellschen Zahlen gilt nach Definition
Bn = Z Sn,ka
k=0
das heifit aufgrund von Satz 1.3.8
n+1 n+1 n+1
Bn—|—1 = Z Sn—|—1,lc = Z(kSn,k) + Z Sn,k—l
k=0 k=0 k=0

n

= Y (k+1)Sx

k=0

Ferner erhiilt man aus Satz 1.3.8 durch Umindizierung

n+1
n
D M A

k=1
- n
=2 ()5

Die Binomialkoeffizienten (}) kann man im Pascalschen Dreieck anordnen (Blaise Pascal

(1623 - 1662)). Setzt man by, := (%), so gilt néimlich

bnk = bp—1k—1+ bp—1-
Entsprechend kann man wegen

Sk = Sn—1k—1 + kSn_1k

’

ein entsprechendes , Dreieck” fiir die Stirlingschen Zahlen 2. Art aufbauen.

Zahlpartitionen

Ungeordnete Zahlpartitionen. Eine (ungeordnete) Zahlpartition der Zahl m € N ist
eine Darstellung m = my +---4+my mit m; € Nfiir i = 1,..., k, wobei die Reihenfolge der
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Summanden nicht beachtet wird (ungeordnete k-Partition von m), wobei k € Ny beliebig
ist. Daf die Reihenfolge der Summenden nicht beachtet wird, 148t sich etwa dadurch aus-
driicken, dafl man nur solche Zahlen my, ..., my betrachtet, fiir die m; > --- > my gilt.
Wir erkldren fiir m,k € N

Pk ::|{(m1,...,mk)€Nk :m:m1+---+mk,m12---2mk}|

sowie Py :=1, Py := 0 und Py := 0. Also ist P, ; die Anzahl der k-Partitionen von m.
Ferner setzen wir fiir die Anzahl der Partitionen von m:

Pm = in: Pm,k-
k=0

Offenbar gilt P, = 0 fiir £ > m.

Man kann eine k-Partition von m in einem Ferrers- oder Young-Diagramm veranschauli-
chen.

Beispiel: m =10, k=4,10=5+2+ 2+ 1

Im Anschlufl an den folgenden Satz werden wir Young-Diagramme zur Herleitung von
Relationen fiir Partitionszahlen verwenden.

Satz 1.3.9. Firm,k € Ny gilt:
(@) Pp1=Ppm=1firm>1und Py 1 =1 firm>2.
(b) Prn2= %]

(€) Pk =Y 5_o Prkj = Pm—g fiir 2k > m und Ppy < Poye

Als Folge des Satzes erhalten wir etwa
Pm,m_3=P3=3f1'irm26

und
Pm,m,2:P2:2fﬁrmZ4.

Beweis von Satz 1.3.9. (a) m = 2+ 1+ ---+ 1 mit m — 2 Summanden 1 ist die einzige
m — 1 Partition von m.
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(b) Sei m > 2 und m € N. Fiir n € N mit 2

5 <mgiltm=n+m-n,n>m-—n.
Die Anzahl aller solcher Zahlen n ist m — [ ]

<n
= |%]. Fiir m = 0,1 ist die Aussage klar.

(c) Einer k-Partition m = my + - -- + my mit my > --- > my > 1 ordne man m; — 1 >
- > my — 1 zu. Diejenigen Zahlen m; — 1 mit m; —1 > 1 bilden eine Partition von m — &
mit hochstens £ Summanden. Da sich diese Zuordnung umkehren 148t, erhélt man

kA(m—k)

Z Pk

Ist m — k <k, d.h. 2k > m, so folgt

m—k
Pm,k = Z mek,] = I'm—k
Jj=0
Im allgemeinen gilt
m—k
Pm,k S Pm—k,j — I'm—k
=0

O

Fiir Zahlpartitionen gibt es eine Vielzahl von Beziehungen, die sich aus der geometrischen
Interpretation mit Hilfe des Young-Diagramms (Partitionsgraphen) ergeben. Anstelle von
Kiéstchen konnen wir einfacher Knotenpunkte betrachten und so

ersetzen durch

Wir betrachten die Transformation des Partitionsgraphen, die gegeben ist durch den Uber-
gang von horizontalen zu vertikalen Ketten von Knoten:

Beispiel. 24 =7+ 6+4+3+2+ 2 24=6+6+4+3+2+2+1
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Allgemein sieht man aufgrund der betrachteten Transformation, dafl es gleich viele
(ungeordnete) Zahlpartitionen von m mit & Summanden gibt wie Zahlpartitionen von m
mit k als grofitem vorkommenden Summanden.

Als néchstes iiberlegen wir uns die folgende Aussage: Es gibt gleich viele Zahlpartitionen
von n mit k£ ungeraden Summanden wie Partitionen von 3(n — k) mit Summanden aus
der Menge {1,...,k}.

Um dies einzusehen, geht man der Reihe nach so vor:

1. Man streicht im Partitionsgraphen in jeder Zeile den ersten Knoten (mit Anschluf}-
kante). Im so erzeugten Restgraphen hat man in jeder Zeile eine gerade Anzahl von
Knoten.

2. Man bildet einen neuen Partitionsgraphen mit der halben Knotenzahl in jeder Zeile.

3. Man geht von horizontalen zu vertikalen Ketten iiber.

Beispiel:

21=9+5+3+3+1 8=44+2+4+1+1

Geordnete Zahlpartitionen. Eine geordnete Zahlpartition von m € N ist eine Darstel-
lungm =m;+---+my mitm; € Nfiirs = 1,..., k, wobei die Reihenfolge der Summanden
beriicksichtigt wird (geordnete k-Partition von m), wobei k£ € Ny beliebig ist.

Beispiel. 3=3=1+2=24+1=1+1+ 1.

Satz 1.3.10. Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von m € N ist (T,?:ll) fir k € N.

Beweis. Sei m = my + - - - + my, mit m; € N gegeben. Dem k-Tupel (my, ..., my) ordnet
man zu:

a; ‘== My1,03 :=M1 +Mo,...,0_1 =M1+ -+ Mgk_1.
Also gilt

1< <ay<---<ar1 <m-—1.
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Die Zahlen ay,...,a;_1 bilden eine (k — 1)-elementige Teilmenge von {1,...,m — 1}. Die
Umkehrabbildung ordnet aq,...,a5_1 mit 1 <a; < --- < ag_1 < m —1 die Zahlen

myi=ai,meg:=apy—a1 <1,....mp_1:=ap_1 —ap2o>1,my:=m-—my >1
zu. Aufgrund der Bijektivitéit der Zuordnung folgt die Behauptung. 0J
Ubersicht.
Blocke ungeordnet Blocke geordnet
Elemente ununterscheidbar Zahlpartition geordnete Zahlpartition
P j (i)
Elemente unterscheidbar Mengenpartition Surjektion
Sk k'Sm k

Analog unterscheidet man vier verschiedene Arten von Auswahlen von &k Elementen aus
einer m-elementigen Menge. Unter einer Multimenge versteht man dabei eine Menge M =
{a1,..., 0y} zusammen mit einer Abbildung ¢ : M — Ny, wobei ¢(a;) angibt, wie oft a;
gewiihlt wurde. Bei einer k-elementigen Multimenge zu M ist also Y . | ¢(a;) = k gefordert.
Die Anzahl der k-elementigen Multimengen einer m-elementigen Menge ist also gerade
die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer m-elementigen Menge ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge und mit Wiederholungen k-Elemente auszuwéhlen.

Satz 1.3.11. Die Anzahl der k-elementigen Multimengen einer n-elementigen Menge ist
(m-l—k—l)
v )

Beweis. Sei M = {1,...,m} und eine k-elementige Multimenge gegeben durch
1 < ap € a3 < -+ < ap < m. Wir definieren by := ay, by = ay + 1,
bs :==a3+2,....b :=ap+k—1.Dann gilt 1 < by < by < --- < by <m—+k—1. Man
erhilt so eine Bijektion zwischen den k-elementigen Multimengen von {1,...,m} und den
k-elementigen Teilmengen von {1,...,m+k — 1}. O

Alternatives Argument. Die Zahl 1 komme in der Multimenge «; mal vor. Setze §; :=
a; +1 > 1. Dann ist (81, ..., B) eine geordnete k-Partition von k£ + m, da

m

Zﬁi:Z(ai+1):Zai+m:k+m.
i=1

=1 =1

Ubersicht.
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Auswahl ungeordnet Auswahl geordnet
Wiederholungen nicht erlaubt Teilmengen Injektionen
) (m)e = k!(;)
Wiederholungen erlaubt Multimengen beliebige Abbildungen
(m—|—k—1) mk
k

Wir haben Multimengen definiert als ein Paar (M, ) bestehend aus einer Menge und
einer Abbildung mit Werten in Ny. Wir kénnen hierbei etwa M = {A;,..., A} und
Yo, @(A;) = k festlegen. Etwas anschaulicher kénnen wir eine Multimenge iiber dem
Alphabet A;,..., A, auch als eine k-stellige Sequenz von Zeichen aus dem gegebenen
Alphabet mit Wiederholungen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ansehen, d.h.
wir betrachten Sequenzen der folgenden Art:

Schreiben wir fiir jedes Zeichen aus dem Alphabet ein I und trennen wir verschiedene
Zeichen durch ein 0, so wird jede Sequenz obiger Art in eine Sequenz aus m — 1 Zeichen 0
und k Zeichen 1 iibersetzt, wobei die so gewonnene Korrespondenz bijektiv ist. Die Anzahl
aller moglicher Sequenzen ist damit gleich

m+k—-1\ (m+k-1
k U m-1 )
Beispiel. In der Schweiz seien 4 verschiedene Briefmarken mit Wert 10 Rappen im Um-

lauf. Auf wieviele Arten kann man mit solchen Marken ein Briefporto von 50 Rappen
zusammenstellen, wenn von der Reihenfolge des Aufklebens abgesehen wird. Antwort:

(5= () -

Zu n € N bezeichne S,, die Menge der bijektiven Abbildungen von [n| auf sich (symme-
trische Gruppe von Grad n). In der LA I wurde die Gruppe S,, bei der Einfiihrung von
Determinanten untersucht. Fiir o € S,, wurde erklirt:

sgn(o) := H M.

| — 1
1<i<j<n  J

1.3.3 Permutationen

Der Begriff einer Transposition (,, Vertauschung zweier Elemente®) ist ebenfalls aus der LA
I bekannt (vgl. Vorlesung fiir eine kurze Wiederholung). Gezeigt wurde insbesondere:

e sgn: (S,,0) — ({—1,1},-) ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.

sgn(o - 7) = sgn(o) - sgn(7), o,T € Sp.
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e Jede Permutation ist Verkettung von Transpositionen.

e Ist 0 € S, eine Transposition, so gilt sgn(o) = —1.

Darstellungsmoglichkeiten fiir Permutationen:

1/2]3]|4]|5|6]|7]8
o Wertetabelle: ‘
(G)|3]2]4|7|8]5]1]6

e Wort: 32478516

e Funktionsgraph:
Definition. Ist o € S, so ist ein Zyklus von o (der Linge ¢) eine Folge a4, ...,a, von
Zahlen aus {1,...,m} mit

o(a;) =azyq fiiri=1,...,£—1 und o(ay) = ay.

Ein Zyklus der Liange 1 heifit ein Fixpunkt. Jede Permutation 148t sich als Verkettung
von Zyklen schreiben, und zwar bis auf die Reihenfolge der Verkettung in eindeutiger Weise.

Zyklenzerlegung im Beispiel:
(4713)0(586)0(2)
oder als Graph:

Kanonische Schreibweise der Zyklenzerlegung: Beginne jeden Zykel mit dem kleinsten Ele-
ment und den néchsten Zyklus mit dem minimalen verbleibenden Element:

(1347)0(2) 0 (586).

Sei A,, die Menge der geraden Permutationen von S,,, d.h. derjenigen Permutationen o € S,
mit sgn(o) = 1. Dann ist A,, eine Untergruppe von S, (alternierende Gruppe), und es gilt:

Satz 1.3.12. Firn € N gilt |S,| = n! und |A,| = $nl.

Wir bestimmen jetzt die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen (Derangements).
(Einkleidung: Problem der vertauschten Briefe).
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Satz 1.3.13. Sei D,, die Menge der fizpunktfreien Permutationen von {1,...,n}. Dann

gilt
~ (—1)F ~ (—1)F
| Dy, :n!ZT :n!ZT.
k=2 k=0
Insbesondere erhélt man:
o |D1| = 0, ‘DQ‘ = ]_

Beweis. Setze

Dann gilt
|A;| = (n—1)!
|Ai N Al = (n—2)! firi #j,
|4, N---NA;, | = (n—r)firpv. iy,... i € {1,...,n}.

Mit der E-A-Formel erhilt man also:

|Dy| = |Su|—|A1U---UA,|
= nl— ) (-4
¢#£IC[n] i€l
= =30 ()
k=1
_ - G
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was zu zeigen war. U

Permutationen mit Wiederholungen

Eine n-stellige Folge von Zeichen aus dem Alphabet Ay, ..., Ay, in der das Zeichen A; genau
ji mal vorkommt (i = 1,...,k) mit j; € Ny und j; + ...+ jr = n, heifit eine Permutation
mit Wiederholungen der Linge n mit je ji, ..., jx gleichen Zeichen. Sei P,(j1,- .., jx) die
Menge aller solchen Permutationen.

Beispiel. n= 5, k :4, jl = 3, j2 :O, j3 :2, j4 =0:

A Ay A Ay Ag A Ay Ay A A
A Ay Ay A Ag Ay A A A A
A Ay Ay Az A Az A AL Az A
A Ay AL A Ag Ay A Ay A A
A Ay A Az A Ay Ay AL A A

(in lexikographischer Anordnung).

Satz 1.3.14. Firn € N und jy, ..., jx € Ny mit Zle ji =mn gilt

. : n!
Interpretation mit Hilfe von Abbildungen und Beweis siehe Vorlesung.
Die Anzahl der Permutationen von [n] mit der Zyklenstruktur (aq,...,a,) (d.h. mit o;
Zyklen der Linge i), wobei 1oy + 2 + - - - + nay, = n und o; € Ny erfiillt ist, ist

n!

1orqy!- - ponay,!”

Definition. Die Anzahl der Permutationen von m Elementen mit k& Zyklen heifit die
Stirlingsche Zahl erster Art s, . Setze so := 1.

16.5.03
Offenbar gilt Sy, s < spm aufgrund der kombinatorischen Interpretation (oder mittels der
Sétze 1.3.8 und 1.3.15). Auflerdem gilt:

® Spo=0m>1spm=1m2>0; s, =0, k>m.

e Sy =(m—-1,m>1; spm1 = (73)’ m> 1.

Satz 1.3.15. Fir k,n € Ny und n > k gult:

(a) D p_gSnp =1l



34 KAPITEL 1. KOMBINATORIK

(b) Sn+1,k+1 = Sn.k + NS k+1,

(c) 8n,2:(n—1)!(1+%+...+ﬁ).
Beweis. (a) ist klar nach Definition.

(b) Betrachte eine Permutation von [n + 1]. Dann liegt einer der beiden folgenden Fille
vor:

e (n+1) ein Zykel und auf [n] liegt eine Permutation mit & Zyklen vor.

e (n+1) ist kein Zykel. Dann entsteht die Permutation dadurch, dal man n+ 1 in eine
Permutation von [n] mit &+ 1 Zyklen einfiigt. Hierfiir hat man gerade n verschiedene
Moéglichkeiten.

(c) Mit vollstandiger Induktion nach n schlieft man im Induktionsschritt:

Sp+12 = Spa1+nSpa (N >2)

- (n—l)!-l—n(n—l)!(l—i—%—i—---—i— ! )

n—1
= n! 1—|—1+ + ! —l—1
- 2 n—-1 n/)’

Beispiel zu Satz 1.3.15. n =3, k = 2.

1) (23 () (14

23 14) (2
(12 ) @ O
(2) (1)

3
3

B ~— —

2)
24
2 @

(3 4)

Durch 1,z,2%,...,2" und 1,z,2(z — 1),...,z(x —1)---(xr — n + 1) sind zwei Basen des
Vektorraums C, [z] der Polynome iiber C vom Grad < n gegeben. Die Stirlingschen Zahlen
erster und zweiter Art treten (in diesem Zusammenhang) als Eintriige der Basiswechsel-
matrizen auf, wie der nichste Satz zeigt.

Satz 1.3.16. Firn € Ny gilt

und
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Beweis. Die erste Aussage folgt aus Korollar 1.3.3, indem man zunédchst x = m € N wihlt.
Hieraus folgt der allgemeine Fall wie iiblich.

Die zweite Behauptung folgt mit vollstéindiger Induktion nach n. Den Fall n = 0 bestétigt
man leicht direkt. Fiir n = 1 gilt:

z=(-1) 502" +811-7=1.

n—n+1:
n
zx—1)...(v—n+D(x—-n) = (—n)Y (=1)"Fs, 2"
k=0
n n
— Z(_l)n kSn,kx’H_l _ Z(_l)niknsn,km
k=0 k=0
n n—1
— Z(_l)n—ksn,kxlﬂ—l + Z(_l)n_knsn,k+1$k+l
k=0 k=0

(Sno=0,n>1)

n—1
— (_1)n7k8n+1,k+1xk+1 + (_1)nfn Snm xn—|—1
~~

)
k=0 7

n

_ n+l1—k k n+l—(n+1 n+1

= E :(_1) Sn+1,kT +(=1) ( )Sn+1,n+1$
k=1

+(_1)n+170 Sn+1,0 $0

1.3.4 FErzeugende Funktionen und Rekursionen

Bislang sind wir schon einer Reihe einfacher Rekursionen begegnet. In diesem Abschnitt
werden allgemeine Verfahren zur Losung solcher Rekursionen vorgestellt.

Beispiel. Ein 2 x n Rechteck soll mit 2 x 1 Steinen gepflastert werden. Auf wieviele Weisen
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geht dies? Wir bezeichnen die Anzahl mit 7},. Dann folgt

T - = T1=1

T - = Ty =2

T, =1

T; : = 1T3=3

Thgr - Top1=To+Th 1, To=1T1=1,n>1

Satz 1.3.17. Seien ay, as € C nicht zugleich Null und by, b, € C. Die Folge x,,n € Ny, sei
rekursiv definiert durch

Tp = Q1 Tp_1 + A2Tp_9,n > 2 und x1 = by, xg = by.
Sind o, B zwei Lésungen der Gleichung t?* — a1t — as = 0 und

nE, falls o # B,

A=
—bl_aabo, falls o=
sowne
htie falls o £ B,
B .=
bo, falls a = 8,
dann gilt

(An + B)a™, falls o = .
Man kann diesen Satz z.B. induktiv beweisen oder aber mit einem direkten Ansatz dhnlich
wie frither im Fall der Fibonacci-Folge. Anstelle eines solchen Nachweises betrachten wir
die Fibonacci-Folge f,11 = fu + fn1 mit fo = 0, fi = 1. Dann schreiben wir rein formal
eine Summe der Form
Z fnz™ =: F(x)

n€ENg

{ Aao™ — BB", falls o # B,
T, =

und fiihren einige Manipulationen durch:

anxn = 0+1-2+ Z fn+233n_|—2

n€Np n€Nyp

= T+ Z (frg1 + fn)$n+2

n€Ng

= z+2° Z faz™ +x Z foprz™

n€ENp n€Nyg

= o+ 2°F(2) + z(F(z) — fo),
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also

Flo)l-2z—-2%) =2
oder .

Fla) = 1—xz—a?
Nun gilt

1—x—m2:—(x+1+2\/5> ($+1—2\/5)

und folglich (Partialbruchzerlegung)

T _ A B
I—o—a \pp B, s
mit A = % und B = —%. Wegen
1 11 1 1\" . (1)~
T+c cl+2 ¢ Z <—c> v _Z Crt?
erhilt man schlief$lich

Pla) = ((1W% 0" (=) )

= + x
n+1 n+1
o\ (59) (%)
n _1\n { L
N G i G AR
N 1-v3\" (1+\/5)"
nEN 2 2
_ oy (L (1vE) D (1=vE) T L
neN 5 2 \/5 2

Wir haben hier einige Umformungen mit Ausdriicken der Form . a,z" durchgefiihrt,
ohne dabei etwa Konvergenzbetrachtungen auszustellen. Hiufig ist dies auch nicht nétig,
z.B. dann nicht, wenn a,, # 0 nur fiir endlich viele n € N gilt.

Beispiel: Es gilt
(1+2)"(1+2)" =1 +z)"™"

(£6)) (£ - )

oder
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Ausmultiplizieren der linken Seite liefert
m+n m+n
m\ (n ko m-+ny .
(2 ()0) -5 (")
= i+j=k k=0

Durch Koeffizientenvergleich herhilt man hieraus eine Gleichung fiir Binomialkoeffizienten,
die wir frither schon auf andere Weise erhalten hatten.

Formale Potenzreihen
Sei K = Q, R oder C. Eine formale Potenzreihe iiber K ist ein Ausdruck der Form

mit a, € K. Die Menge der formalen Potenzreihen iiber K bezeichnet man mit K[[z]].

Erklidrung. In den Potenzreihen ist x eine Variable und die Zahlen a,, n € Ny, sind die
Koeffizienten, auf die es eigentlich lediglich ankommt. Anstelle von » a,z" konnte man
auch (ay)nen, schreiben. Andererseits ist es oft niitzlich

Az) = Z anx"

n€Ny

als Funktion von x aufzufassen. Dann sind aber Konvergenzbetrachtungen notwendig, die
erst in der Analysis 1 behandelt werden. Man definiert in naheliegender Weise:

[ ]
Z apx" = Z b,x" & a, =b, firn e Ny
n€ENy n€Ny
[ ]
Z anx” + Z by = Z (an + by)x"™
neNy neNy n€ENy
[ ]
A- Z apx™ := Z (Aap)z"
n€Ny n€Ny
[ ]
n
SLTED WSS oY  SEORAFE
neNy n€ENy neNy k=0
[ ]

% Z apx" = Z (n+1)ap12".

n€eNg neNy
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Man sieht leicht ein, dafi (K[[z]],+,-) ein kommutativer (nullteilerfreier) Ring mit
Einselement (d.h. ein Integritétsring) und eine differentielle K-Algebra ist.

Zu einer Folge (a,)neny kann man auch versuchen, eine Funktion
A(z) == E apz"
n€eNg

als Limes von Partialsummen zu erkldren. Man bezeichnet eine solche Funktion, falls
sie existiert, als die erzeugende Funktion zu der gegebenen Folge. Eine auf solche Weise
erkldrte Funktion ist ein prinzipiell anderes mathematisches Objekt als eine formale
Potenzreihe. Insbesondere ist A(z) eventuell nicht fiir alle z € C definiert. Andererseits
ist es oft niitzlich und sinnvoll, beide Betrachtungsweisen parallel zu verwenden und zu
kombinieren. Dies erfordert allerdings weitergehende Kenntnisse aus der Analysis.

Proposition 1.3.18. Ist Y a,z" eine formale Potenzreihe mit ag # 0, so gibt es eine
eindeutig bestimmte formale Potenzreihe ) by,a™ mit

Zanac” . anx” =1.

In diesem Fall heifit > b,2" die multiplikativ Inverse zu » | a,z", fiir die wir auch

1

> apz™
(Sa)”

oder

schreiben.

Beweis. Aus der Bedingung

1 = > aa" ) bua"
S (Zakbk) o

neNy k=0

erhélt man sukzessiv die Bedingungen
aobo = 1, d.h. bo = 1/0,0
a0b1 + a1b0 = 0, d.h. b1 = —albo/ao

n 1 n
> agbu_k =0, dh.b, = ~u > kb, - -
k=0 k=1
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wodurch eine Folge (b,)nen eindeutig bestimmt ist. Diese ist nach Konstruktion die
Koeffizientenfolge der Inversen zu ) a,x™. O

Beispiele. (1) 1 —z = )" a,z"™ mit ag = 1, ay = —1, a; = 0 fiir ¢ > 2. Dann gilt:

1ix:an'

n€eNp

Analog findet man fiir o € C:

1 n._ .n
1_ax:Zax.

neNy

(2) Allgemeiner gilt fiir « € C, m € N:
1 m+n—1\ , .
e = 2 (" e

Denn:

1 my
(1 - ax)™ - (Zaz)

Man kann noch eine Reihe weiterer Operationen auf K{[z]] erkldren (unendliche Summen
bzw. Produkte, Substitution, formale Potenzreihen in mehreren Veréinderlichen) oder spe-
zielle Potenzreihen (Exponentialreihe, Binomialreihe) untersuchen.

Beispiel. Wieviele n-stellige Sequenzen iiber dem Alphabet {0,1,2,3} enthalten das
Zeichen 0 in gerader Anzahl?

Offenbar gilt a; = 3 und @y = 1. Man sieht leicht ein, daf
Upi1 = 3a, + (4" — a,) = 2a, + 4", n€eN,.
Mit
A(z) == Z apz"

neNg
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folgt

Alz) = 1+ Z 2" =1+ Z (2a, + 4™)z" !
neENy n€Ny

|+ 20A(x) + 1—

= TA(z) + 1———

1 -4z’

woraus man

1 1

1 1
A - —sr _ _
@) =0, “31-m 2T =

ableitet. Hieraus gewinnt man

1 n,.n 1 n,.n
Az) = 57%;404 x +§1§)2 ",
d.h. .
= 5(4” +2™).
Offenbar ist es niitzlich, Quotienten von Polynomen in einfacherer Weise als Summe von

Funktionen der Form .

(1 —=~z)r
zu schreiben. Daf} dies stets moglich ist, besagt ein Satz iiber die Partialbruchzerlegung.
Seien hierzu

m k
P(z) = Zbixi, Qz)=1+ Z ¢z’
=0 j=1

Polynome mit b;,c; € C, by, ¢ # 0 und £ > m. Dann gibt es y; € C fiir j = 1,...,r mit

Qz) = (1 — yz)* -+ (1 = )™,

wobei 71, ...,7, paarweise verschieden sind und ki,...,k, € Nmit k; +---+ k., = k. In
dieser Situation findet man eindeutig bestimmte Zahlen f3;; mit

T ki

P(z) _
Q@)_E:E: (1.3.3)

i=1 j=1 1_%

Aus diesem Ansatz kann man die Konstanten (;; z.B. durch Einsetzen gezielter Werte
von z ermitteln, nachdem man zuvor (eventuell) die Gleichung mit dem Hauptnenner
multipliziert hat.

Setzt man jetzt die Entwicklung

1 jtn—1\ , .
(1—7ﬂﬁ__§:( n )%x
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n (1.3.3) ein, so erhélt man

I R

i=1 j=1 n€Ny

S {iiﬁijvﬁ(j+z_l>}x”.

neNg =1 j=1

Da (JJ;ZII) ein Polynom in n vom Grad j — 1 ist, d.h.
j+n-—1 Chm
- ¢
. = QT
(357 =50
mit geeigneten Konstanten ay; (setze zudem ay; := 0 fiir £ > j), erhilt man schlieflich

f - s (S5 | 154

n€eNy =1 £=0

Wir verwenden diese Uberlegungen nun bei der Herleitung eines Losungsverfahrens fiir li-

neare Rekursionsgleichungen endlicher Ordnung. Seien also Konstanten cg, cq,...,c, 1 € C
mit ¢y # 0 gegeben und Anfangswerte ag, ..., ax—1 € C. Dann betrachten wir die Rekursion
(k> 2)
Upig = Colp + C1Qpi1 + *++ + Ch_10nik—1, N € Ny. (1.3.5)
Wir setzen
= Z a,x"
n€ENp

und formen wie folgt um:

-1
Al) = ag+az+--+ap 108+ E A ipx™F
n€eNy

k—1 § : k
= at+ar+---+ap_1x + (Coan + -+ ck_lan+k_1)x"+
n€eNy

= ap+ @+ + a1+
+coxt A(x)
+e7F T A(z) — cragzt Tt

+er® T2 A(x) — cpaprt T — cpar 2t

2 -1
tcp 1TA(T) — Cp100T — Cp_1012% — - - — Cp_1 092"
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Hieraus leitet man schliellich her, daf} gilt:

(1 —cort —cgF - = ck_lx) A(x)
=ay+amz+ -+ ap_12¥ — cragrt T — - — cp_rap_ozt T,
d.h. () ()
A@) =y - e Q(i) (1.3.6)

mit einem Polynom P(x) vom Grad hochstens k£ — 1. Fiir die rechte Seite von (1.3.6)
verwenden wir jetzt eine Darstellung der Form (1.3.4) und setzen diese in (1.3.6) ein. Dies

ergibt
r k;—1
3 = 33 it e
n€Np n€Np i=1 £=0
d.h.
r ki—1
ap = Z Z Bign . (1.3.7)
i=1 (=0

Hierbei sind 7, ', ..., ;! die Nullstellen des Polynoms

k
1—cp 12—+ —cox”,

d.h. 71, ..., sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
tk — Cy — Clt — = Ck_ltk_l,
wobei k; die Vielfachheit von +; sei. Die Folgen

(VY (Y )y« - s (RFTIYY), flird=1,...,7 (1.3.8)

bilden dann eine Basis des Vektorraums aller Folgen (ay,)nen, , fiir die die lineare Rekursion
(1.3.5) erfiillt ist (ohne Anfangsbedingungen), d.h. fiir die gilt

Aptk = Colp + - -+ + Cp—10Qp4—1, N E N().

Die Konstanten S;, in (1.3.7) sind gerade so bestimmt, da8 die Linearkombination der
Basisfolgen in (1.3.7) die Anfangsbedingungen erfiillt. Wir fassen die erhaltenen Ergebnis-
se in einem Satz zusammen, der nun leicht aus den obigen Uberlegungen mit einfachen
Zusatzargumenten folgt (vgl. die Ubungsaufgaben).

Satz 1.3.19. Seien cq,...,cx—1 € C mit cg # 0 und k > 2. Ser V der Vektorraum aller
Folgen (ay)nen mit
Untk = Coly + -+ + Ck 10p4k-1, N E Np.

Dann gilt dim(V') = k. Sind v, . .., die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

tk—Co—Clt—"'—Ckfltk_l, tEC,
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wobei k; die Vielfachheit von v; sei mit ki + ...+ k. = k, dann bilden die Folgen
(njﬂzn)neNoa ]:0,,]{21—1, 7;:1,...,7"

eine Basis von'V.

Beispiel. ag = a1 = 1, apyo = any1 + 2a, + (—1)", n > 0.

Hier ist also £ = 2, wegen des Summanden (—1)" ist die Rekursion allerdings nicht line-
ar. Dennoch lassen sich die wesentlichen Schritte der obigen Herleitung in diesem speziellen
Fall wiederholen. Wir setzen zunéchst

Az) == Z anx".

n€Ny
Dann gilt
Alz) = ao—}-alx—i—Zanx"
n>2
Y (s b 200 (1))
n>2
= l+z+x Z Q12" + 227 Z an—22" "> + Z(_m)n
n>2 n>2 n>2
1
= 14+ x4+ z(A®) —ag) + 222A(z) + —— — 1+,
1+z
also )
A(x)(l—x—2x2):x+1+x
oder
Ax) 1+2z(1+2) 14z +a?
-z —-22)(1+x) (1+2)%(1-2z)
11 +1 1 +7 1
914z 3(1+z)?2 91-22
= -52(-1) x +§Z( . )(-1) x +§Z“
1 n+1 7
= )" (=) + 27 2™
Z[()9+3()+9}x
neNy
Dies zeigt

a, = 52" + (%(n+ 1) — é) (-=1)"

_ 52" + <1n+ 3) (1)
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Nichtlineare Rekursionen

Das Konzept einer formalen Potenzreihe (erzeugenden Funktion) ist auch niitzlich bei der
Untersuchung von nichtlinearen Rekursionen. Wir erldutern dies an Beispielen.

Klammerungen. Eine Rechenmaschine gestatte nur die Berechnung 2-faktoriger
Ausdriicke. Jedes hohere Produkt mufl durch Setzen von Klammern auf diesen Fall
zuriickgefiihrt werden. Auf wieviele Arten kann man bei einem n-faktorigen Produkt bei
gegebener Reihenfolge der Faktoren solche Klammern setzen?

Fiir n = 4 hat man die folgenden Méglichkeiten:

(1g2)as)as;  ((2es)) s (162)(g300);  @1(92(a300)); @1 ((g2q3)qs)).

Sei b, die Anzahl der moglichen ,, Klammerfiguren® bei n Faktoren. Dann gibt es offenbar 23.05.0s
by, - b, Klammerfiguren, bei denen

((h e 'Qk)(QIH—l e 'Qn)

die duflerste Multiplikation ist mit 2 < k < n — 2. Hieraus folgt die Rekursion
n—2
bn = b1+ D Okba +but, n 2> 2.
k=2
Zudem setzen wir by := 0 und b; := 1. Dann erhalten wir auch by = 1 und kénnen schreiben
bn =Y bibug, n>2.
k=0

Um b, explizit zu bestimmen, setzen wir:

B(x) := Z byx".

neNy

Dann erhalten wir

B(z) = Z (Zbkbn—k) z"

neNy k=0

= anxn = Z bn.Tn — bo — bll'
n>2 n€Ng

= ﬁ(x) -7,

d.h.
B(z) - Bz) +z =0



46 KAPITEL 1. KOMBINATORIK

oder
1

B(z) = 3 (1—-+v1-4z),

da wegen by = 0 nur diese von zwei moglichen Losungen zu beriicksichtigen ist.
In den Ubungen wird gezeigt, dafl es genau eine formale Potenzreihe ) a,2" gibt mit

ap > 0, so daB
2
(Z anx"> =1-—4x

erfiillt ist. Diese formale Potenzreihe wurde oben mit v/1 — 4z bezeichnet. Man erhilt dabei
_ i_ 2\ (_q\n.n
V1 — 4z = (1 - 4x) WXN:(”)( 4)"z",
Diese Potenzreihe ist eine spezielle Binomische Reihe. Also folgt
B(z) = = > (5)4%—1)“19&
2 \n

und damit fiir n > 1:

— 1 % n nfl_lé(%_l)(%_n_i_l) n—14n
by = 5(n>4(—1) =3 (—1)" 14

n!
11-3-5---(2n—3)
- - 4
4 2n—1In!
11-2:3-4---(2n—3)(2n—2) .,
- - 4
4 nl2r—1(n — 1)127—1

1 /2n-2\4 1(2n-2
 4\n-1)n n\n-1)
Suchbdume. In einem vollstéindigen Bindrbaum mit Wurzel A\ (leeres Wort) betrachten

wir zusammenhéngende n-elementige Teilbdume mit Wurzel A. Sei D,, die Anzahl solcher
Teilbdume (Suchbdume). Wir wollen D,, bestimmen. Zunichst gilt:

D1:1§
D2:22
D3:5I

Allgemein gilt:

Dn+1 = iDz « Dy
=0
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Behauptung.
1 2n
D, =b,1 = .
T+ ( n )
Wir zeigen die erste Gleichheit mit vollstdndiger Induktion:
n=1: D1 =1= bQ
n—n+1:
Dy = Y DiDp =Y biyibusi
i=0 i=0
n+1 n—+2
= Z bibpto—; = Z bjbnya—;
j=1 7=0
= bn—|—2-
Die zweite Gleichheit hatten wir schon gezeigt. O
Sortierverfahren. Fiir das Sortieren einer Folge M = (z1,. .., 2,) von n Zahlen (beispiels-

weise) gibt es eine Reihe von Algorithmen. Bei ,,Quicksort“ wihlt man eine beliebige dieser
Zahlen aus, etwa die i-te Zahl z;, und zerlegt M in M; und My, wobei M; (bzw. M) die
Zahlen aus M enthilt, die kleiner (bzw. grofier) als z; sind. Fiir diesen Zerlegungsschritt
sind n — 1 Vergleiche erforderlich. Aus programmiertechnischen Griinden fiigt man zu der
gegebenen Menge von Zahlen zwei hinzu, von denen die eine gréfier und die andere kleiner
als alle gegebenen Zahlen ist. Bei der Aufteilung von M werden dann n + 1 Vergleichs-
schritte bendtigt. Nun kann 7 jeden der Werte 1,...,n annehmen. Daher erh&lt man fiir
die mittlere Anzahl @),, von Vergleichen fiir das Sortieren der n-elementigen Menge M die

Rekursionsgleichung

n

Qn = %Z(n +14+ Qi1+ Qni)

i=1

2 n
= 7"»+1+E§1Qi1, n>1
1=

mit (o := 0. Nachfolgend betrachten wir die erzeugende Funktion (formale Potenzreihe)

Q(z) := Z Qnr™.

n€eNg
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Dann gilt:
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Lo@ = Y nQumt

n>1
= Z (n(n -+ 1) +2 Z QZ‘_1> .Z‘n—l
n>1 =1
= Z(n — 1)nz"? 42 Z (Z Qi> "
n>2 n€Ny =0
a2 1 1
N @1—x+2'Q($)‘1—x'

Durch vollstédndige Induktion sieht man, dafl

gilt, so dafl @) eine Potenzreihe mit Konvergenzradius mindestens 1 ist. Daher kann man

Q,<n?> fir n>3

@ auf (—1,1) differenzieren und erhilt fiir ) die Differentialgleichung

mit Q(0) = 0. Wir setzen f(z):= (1 — 2)?’Q(z), f(0) =0, x € (—1,1). Dann erfiillt f die

2 N 2Q(x)

Q'(z) = (s z € (-1,1)

Differentialgleichung
2
! = —_—
fla)=or  F0) =0,
d.h.
f(z) =-2-In(1 —x)
und somit 9
Q) = =yl — 0
Nun gilt
—n(l—x)—Z?—m Zk+1x
k=1 k=0
sowie
1 _ N _ - ¢
Ao ka Z(ﬁ + 1)z
k=1 =0
Also folgt
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Wir schlieflen somit

(+1 1 —k+1
Q, = 2 Z % —9. "k—1+
k+4l=n—1 + k=0 +
~ oS- S (1o ) | - o
P E+1 — k+1

1.3.5 Wachstum von Funktionen

Héaufig ist es nicht nétig oder auch gar nicht moglich, eine explizite Formel fiir das n-te
Glied einer rekursiv definierten Folge anzugeben. Dies ist etwa dann der Fall, wenn man in
erster Linie am Wachstumsverhalten der Folge interessiert ist. In diesem Abschnitt stellen
wir einige wenige grundlegende Fakten zu dieser Thematik zusammen.

Wir betrachten Funktionen f, g : N — C mit endlich vielen Nullstellen.

Definition.
. 1' M = 0
o [ <g:&lim, 9(n)
° f~g:<:>limn_)oo% =1

e 0(g)={f:N=>C:f<g}

Statt f € o(g) schreibt man hdufig f = o(g). Ferner ist f = h+o0(g) zu lesen als f—h € o(g).
Insbesondere hat man

feo(l) & lim f(n)=0,

f€o(n) & lim fn)

n—oo N

=0.

Wir fassen einige einfache Fakten zusammen.

Satz 1.3.20. Die folgenden Aussagen gelten:

a) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

~f<g~g=[f<7.

(c) f
fi<g, f2<9g= aifi+asfs < g fir a; € C, d.h. o(g) ist ein UVR von Abb(N, C).

(a)
(b) < ist eine transitive, irreflexive Relation.
)
(d)
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(e) f<g= fh<gh, f~g= fh~ gh.

Fiir Polynome etwa hat man
f=g & grad(f) < grad(g)

f~g & grad(f) = grad(g), f und g haben im
Absolutbetrag den gleichen Leitkoeffizienten.

Fiir 0 < a < b und 1 < ¢ < d gilt mit der offensichtlichen Interpretation:
const < loglog(n) < log(n) < n* <n® <" <d* <n! < n"
Um eine feinere Unterscheidung durchfiihren zu konnen, fiihrt man auch die folgenden

Klassen von Mengen ein:
fiir eine Konstante C' > 0 }
3

O(g) := {f € ABB(N,C) = [f(n)] < € lg(n) und schlieBlich alle n

d.h.
f€0(g)=3IC >03ny € NVn >ng:|[f(n) < Clg(n)|.
Ferner
Qg) = {f€Abb(N,C) :3C" > 03ny € NVn > ng: C'lg(n)| < [f(n)|}
= {f€Abb(N,C) : g€ O(f)}
und
©(g) == O(g9) N Q(g).

Fiir Polynome etwa hat man

f€O0(g) & grad(f) < grad(g)
feQg) & grad(f) > grad(g)
f€0(g) & grad(f) = grad(g).

Bei asymptotischen Entwicklungen ist die folgende Aussage oft niitzlich:

Satz 1.3.21 (Stirlingsche Formel). Firn € N, n > 2, gilt

Nn\" _©on _
n! =V2mn (—) e2(n-1)
e

mit einer Zahl ©, € (0,1). Insbesondere folgt

n
n! ~V2mn (E) )
e
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Beispiel. Wir hatten in Abschnitt 1.3.3 gezeigt, daf fiir die mittlere Anzahl von Verglei-
chen @, fiir das Sortieren von n Zahlen mittels Quicksort gilt:

Man kann zeigen, dafl

C := lim (H,;1 — In(n)) &~ 0,5772...

n—oo

existiert, d.h. H, 1 < C' +In(n) fiir n € N. Damit folgt

@n € O(nlog(n)).

Im Mittel ist Quicksort also von optimaler Komplexitidtsordnung (beachte hierbei In(n!) =
O(nln(n))).

Beispiele. (1) Die maximale Anzahl B,, der Vergleiche wihrend einer bindren Suche in
einem vorsortierten Feld a[l] < a[2] < ... < a[n] der Grofie n geniigt der Rekursionsglei-
chung

Bn:B[%] +1, n>2 und B; =1.

Man erwartet, dal B, ungefihr gleich logn ist. Genauer gilt
B, = [log,n] +1 € O(logn).
Wegen [logyn] =k + 1 fiir n € {28 +1,...,2%¥"1} geniigt es,
B,=k+2 firne{2F+1,..., 2"} keN,

zu beweisen. Sei zunédchst £ =0, d.h. n =2 und B, = B[%] +1=B1+1=2.Seik>1

und die Behauptung fiir kleinere Werte von k schon bewiesen. Sei n € {2F +1,..., 2~}
Dann folgt
k
ok—1 L1 — 28 +1 < [ﬁ" < ok,
2 2
also

By=Bry+1=(k=1)+2)+1=k+1+1=k+2,

n
2

was die Behauptung durch vollstindige Induktion beweist.

(2) Die Anzahl Vergleiche C,, die ,Mergesort“ benotigt, um ein Feld der Grole n zu
sortieren, erfiillt die Rekursion

Cn:CL%J +C[%‘| +n, n>2, C;=0.

Dann gilt
C,, = n|log, n| + 2n — 282"+ ¢ O(nlogn).
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Im Nachweis zeigt man zunéchst, dafl D,, := C,,1 — C,, — 1 die Rekursion
Dn:DL@J—i-l, n>2 und D; =1
2

erfiillt. Analog zu Beispiel (1) folgt daraus

D,, = |logyn| + 1.

Aus
n—1 n—1
Cn = Ch—Cy :Z(Ck—i—l_ck) :n—1+ZDk
k=1 k=1

= n—-1+ Z (|log, k| +1)

1<k<n

gewinnt man dann die Behauptung.

Eine allgemeine Aussage iiber das Wachstumsverhalten einer rekursiv definierten Funktion
gibt der folgende Satz an. Solche Rekursionen treten hiufig bei Divide and Conquer Verfah-
ren auf, bei denen ein Problem in a Teilprobleme der Grofie n/b aufgeteilt wird. Die Kosten
des Aufteilens und Zusammenfiigens werden in einer Hilfsfunktion f(n) ausgedriickt.

Satz 1.3.22. Seien a > 1, b > 1 Konstanten, und sei f(n) eine schlieflich positive Funk-
tion auf Ny. Die Funktion T : N — R erfiille die Rekursion

T(n) = aT(n/b) + f(n),
wobei n/b als |n/b| oder als [n/b] interpretiert wird. Dann gilt:
(a) T(n) = 0O (n'°&@), falls f(n) = O (n'°&®~¢) fiir ein e > 0,
(b) T(n) = © (n'°&@log(n)), falls f(n) = © (n'°&@),
(c) T(n) = O (f(n)), falls f(n) = Q (n'°&@+<) for some e > 0 und falls zudem a f(n/b) <
cf(n) fir eine Konstante ¢ < 1 und schlieflich alle n € N gilt.
Bemerkungen.

1. In jedem der drei Fille wird das asymptotische Verhalten durch die gréfiere der beiden
Funktionen f(n) bzw. n'°¢(%) bestimmt.

2. Mit den drei Féllen des Satzes werden nicht alle Moglichkeiten abgedeckt, zumal in
Teil (¢) noch Zusatzvoraussetzungen auftreten.

3. Der Beweis des Satzes ist relativ aufwendig, siehe die Seiten 73-84 des Buches [1]
von Cormen, Leiserson, Rivest, Stein, Introduction to Algorithms, MIT Press, 2001.
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Beispiel. (a) In Beispiel (2) oben hatten wir a = 2, b = 2, f(n) = n. Es ist also die
Aussage (b) des Satzes anwendbar.

(b) Hat man eine Rekursion der Form (Multiplikationsalgorithmen fiir n-stellige Zahlen
mittels Divide and Conquer Verfahren fiihren etwa auf eine solche Rekursion)

T(n) =47 (|5 ]) +en,
so ist a =4, b =2 und log, 4 = 2, d.h. es liegt Fall (a) des Satzes vor und wir erhalten
T(n) = O(n?).

Eine Rekursion der Form T'(n) = 37T (|%]) + dn fiihrt dagegen auf T'(n) = O(n'*823) =
O(nh"®).
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