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On aimerait connaitre Go = Gal( QjQ)...

C'est dif cile ! Mais...

P
Chaque forme modulaire f = = | ; and

(propre pour les opérateurs de Hecke et normalisée),
disons de poids k et de niveau N, nous donne une
representation galoisienne impaire et semi-simple

1% :Gg ! GLa(Fp)

t.qg. ¥ et non-rami ée en dehors de Np
et ['arithmétigue de % est re étee dans les @ pour chaque

premier | - Np pour une application xe T:Z3 F,.
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Motivation

Chaque représentation galoisienne impaire, irréductible
Go! GLa(Fp)
provient d'une forme modulaire comme ci-dessus.

Il y a des formules pour le niveau N et le poids K.

Si on sait calculer les coef cients @y, on sait :
calculer des propriétés des % et

veri er la conjecture de Serre.
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Motivation

Notons : La représentation 2 ne depend gue de la réduction

a des coef cients, c.a.d. de la réduction de la forme
modulaire !
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Motivation

Notons : La représentation 2 ne depend gue de la réduction

a des coef cients, c.a.d. de la réduction de la forme
modulaire !

Il y a une théorie en geometrie algebrique de formes

modulaires sur le corps Fp (Sip-N):
les formes modulaires de Katz.

On voudrait faire le calcul des & directement sur Fp, et pas
en caractéristigue zéro !
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La courbe modulaire Y (1)

SLo(Z)nH = Y (1) A"t  Courbes elliptigues / C g=2
2 I4 C=(Z¢+ 2)

Domaine fondamental (Y (1)):
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i 2 p® iapt, P10
1(N):=f 2272 S1,2)j) 28 1% modNg:




La courbe modulaire Y1(N)

i 2 p® iapt, P10
1(N):=f 2272 S1,2)j) 28 1% modNg:

1(N)nH = Yy(N) A" (E=C;P)g=2
S 7' (C=(Z¢+ Z2);1=N)

# E courbe elliptique sur C et

# P 2 E pointd'ordre N.
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La courbe modulaire Y1(N)

i 2 p® iapt, P10
1(N):=f 2272 S1,2)j) 28 1% modNg:

1(N)nH = Yy(N) A" (E=C;P)g=2
¢ 7 (CHZ¢+ Z2);1=N)

#® E courbe elliptique sur C et

® P 2 E pointd'ordre N.

Exemple Y1(5):

Genus: 0

1] 0.456
]
L2 widths: 1, 5, 5, 1
ctive index)
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Courbes modulaires surR

Pour N | 51l y a une courbe projective et lisse sur Z[1=N]
X1(N)zp=Nj

avec partie ouverte Y1(N)zp=nj t.d. Y2(N)zpn=n(C) estla
courbe analytique ci-dessus.

On peut faire des changements de base pour chague
Z[1=N]-algebre R.
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Correspondances de Hecke

T, pour Y1(N)(C):

G ' il “TAA
(E;P) 2 Y1(N) Y1(N) 3 (E=C\;P)




Correspondances de Hecke

T, pour Y1(N)(C):

(E§C|)2 Y1:0(N;1) 3(EPC|)

® - =

G ' EY “TAA
(E;P) 2 Y1(N) Y1(N) 3 (E=C\;P)

Ces correspondances peuvent étre de nies sur Y1(N)gr.
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Correspondances de Hecke

T, pour Y1(N)(C):

® __::::_, ) .'1:.
ol i kY. TAA
(EP) 2 Y1(N) Y1(N) 3 (E=C,:P)

Ces correspondances peuvent étre de nies sur Y1(N)gr.

Via I'image réciproque de , suivie par l'application trace le
long de ® on obtient des opérateurs de Hecke sur des
groupes de cohomologie.
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Formes modulaires de Katz surkR

Il existe une courbe eIIiptiqueOuniverseIIe

M
ER™ %I (N)R:

SOlt !—Yl(N)R = OQ__EIgniv =Y1(N)g -

On dé nit I'espace des formes modulaires de Katz
(parabolique) S(j 1(N); R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

f2H O(Yl(N )R;!_-Eukniv =Y1(N)R)
dont les g-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient a l'aide de la courbe de Tate).

Formes et symboles modulaires mod p —p. 9



Formes modulaires de Katz surkR

Il existe une courbe eIIiptiqueOuniverseIIe

M
ER™ %I (N)R:

SO|t !—Yl(N)R — OQ'_Elgniv =Y. (N)gr *

On dé nit I'espace des formes modulaires de Katz
(parabolique) S(j 1(N); R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

f2H O(Yl(N )R;!_-Eukniv =Y1(N)R)
dont les g-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient a l'aide de la courbe de Tate).

La correspondance de Hecke T, sur Y1(N)r donne
I'operateur de Hecke usuel pour les formes modulaires
(c.a.d. méme action sur les g-développements).
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Formes modulaires de Katz surfF,

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d'une forme modulaire holomorphe (dont
le g-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur Fp,.
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Formes modulaires de Katz surfF,

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d'une forme modulaire holomorphe (dont
le g-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur Fp,.

Pour j 1(N) avec N , 5etpoids k, 2chague forme de
Katz sur Fj, peut étre relevée a une forme holomorphe.

Pour le poids k =1 il y a plus de formes de Katz sur F, que
de formes holomorphes.

Dans le contexte de la conjecture de Serre les formes de
poids 1 sont associées aux représentations qui sont
non-rami ées en p.
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Courbes modulaires
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Vue d'ensemble

Symboles modulaires

Algebres de Heck

Courbes modulaires

Representations
galoisiennes

Formes modulaires
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Eichler-Shimura

On denote par C[X;Y lx; 2 les polyndOmes homogenes de
degré kj 2(sur C). Ecrivonsj = 1(N).

Lisomorphisme d'Eichler-Shimura :

Sk(i ;C) © Sk(i ;C) 2 Hpueli s CIX Y Jk; 2)

2 HL (YiN)(C);"CIX; Y ki 2
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Eichler-Shimura

On denote par C[X;Y lx; 2 les polyndOmes homogenes de
degré kj 2(sur C). Ecrivonsj = 1(N).

Lisomorphisme d'Eichler-Shimura :
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Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
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Eichler-Shimura

On denote par C[X;Y lx; 2 les polyndOmes homogenes de
degré kj 2(sur C). Ecrivonsj = 1(N).

Lisomorphisme d'Eichler-Shimura :

Sk(i ;C) © Sk(i ;C) 2 H(i s CIX; Y i 2)
= H}:olar(Yl(N)(C);"C[X;Y]ki 2")

Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
Hecke sur les deux cotés.

Lisomorphisme d'Eichler-Shimura est compatible avec
I'action de Hecke.

En général, Eichler-Shimura est faux avec Z, ou Fy au lieu
de C.
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Cohomologie de groupes

Lemme de Shapiro :
HG ; V) 2 HY(PSLx(Z); Hom (PSLx(Z);V)):
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_ ig. 1¢ i1.1¢
Solent¥%= “'5 et¢= 75 dans PSLy(Z).

On aPSLy(Z)= aah¢l.

Formes et symboles modulaires mod p —p. 18



Cohomologie de groupes

Lemme de Shapiro :
HG ; V) 2 HY(PSLx(Z); Hom (PSLx(Z);V)):
- i0;1¢ i1;1¢
Solent¥%= “'5 et¢= 75 dans PSLy(Z).
On aPSLy(Z)= aah¢l.
Posons M = Hom, (PSLx(Z); V).

La suite exacte de Mayer-Vietoris donne :

0! MPSR@r MM oMk M1 HYPSLy(Z);M)! O
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Symboles modulaires

Alors, ¢

HY(SRIGY T 2) 2 M= M+ v e
OnaM = R[j nPSL(Z)] - r RIX; Y ki 2.




Symboles modulaires

Alors, ¢

H( S RDGY T 2) 2 M= M4 M e
OnaM = R[j nPSL(Z)] - r RIX; Y ki 2.

On appelle ce module le module des symboles modulaires

(en présentation de Manin) de poids k et de niveau N sur
'anneau R.

Hoar(i s RIX; Y Ii; 2) correspond a un certain sous-espace :
le noyeau de l'application de bord.
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| 'algebre de Hecke

Soit Tk l'algebre de Hecke sur Si(j ; R),
c.a.d. R[Ty; Ty;:::]1 %2 End(S«(j ; R)).
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| 'algebre de Hecke

Soit Tk l'algebre de Hecke sur Si(j ; R),
c.a.d. R[Ty; Ty;:::]1 %2 End(S«(j ; R)).

Eichler-Shimura : S(j ; C) © Sc(i ;C) 2 Hp (i ; CIX; Y 1 2).

(a) Héar(i ; C[X;Y Jk; 2) estun Tc-module dele.
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| 'algebre de Hecke

Soit Tr l'algebre de Hecke sur S¢(j ; R),
c.a.d. R[Ty; Ty;:::]1 %2 End(S«(j ; R)).

Eichler-Shimura : S(j ; C) © Sc(i ;C) 2 Hp (i ; CIX; Y 1 2).

(a) Héar(i ; C[X;Y Jk; 2) estun Tc-module dele.
(b) Héar(i ; C[X;Y ]k; 2) estun Tc-module libre de rang 2.
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Calcul des formes modulaires

Si
(a) Héar(i ; RIX;Y ki 2) estun Tr-module dele et
(b) I'nomomorphisme P
Homg(Tr;R) ! Sk(i 2(N);R); £ 70 1 f(Ta)"
est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,

de Katz si N inversible dans R), c.a.d. que les
g-développements caracterisent les formes modulaires,

alors le calcul de Si(j 1(N); R) se fait en n'utilisant que de
I'algebre linéaire sur R.
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Calcul des formes modulaires

Si
(a) Héar(i ; RIX;Y ki 2) estun Tr-module dele et
(b) I'nomomorphisme P
Homg(Tr;R) ! Sk(i 2(N);R); £ 70 1 f(Ta)"
est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,

de Katz si N inversible dans R), c.a.d. que les
g-développements caracterisent les formes modulaires,

alors le calcul de Si(j 1(N); R) se fait en n'utilisant que de
I'algebre linéaire sur R.

En fait, Tr est determiné par les 8pérateurs Tq1;:::;Tg avec
B la borne de Sturm : B = N2 ~ . (1 7).
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Questions

() Est-ce que H2,(i ; Fo[X;Y Ik 2) est un Tg,-module
dele?

(b) Est-ce que H2, (i ; FplX; Y Ik; 2) est un Tg,-module libre
de rang 27
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Questions

() Est-ce que Hy, (i ; Fp[X; Y Jk; 2) estun Tg,-module
dele?

(b) Est-ce que H2, (i ; FplX; Y Ik; 2) est un Tg,-module libre
de rang 2?

°

(b) implique (a).

# (b) est vrai localement aux formes modulaires
p-ordinaires et p-distinguées (Wiles, Hida, Emerton,
Pollack, Weston).

® (b)estvraisik - pj 1vialathéorie de Hodge p-adique
(Faltings, Fontaine, Messing, Edixhoven).

® (a)estvraipourp=2 etk - p+1=3 (Edixhoven).
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Questions

() Est-ce que Hy, (i ; Fp[X; Y Jk; 2) estun Tg,-module
dele?

(b) Est-ce que H2, (i ; FplX; Y Ik; 2) est un Tg,-module libre
de rang 2?

(a) et (b) sont faux en genéral pour les formes

modulaires non-ordinaires de poids k , p+ 2.

Pas de contre-exemple a (a) connu pour les formes
modulairesavec2- k- p+1.
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Questions

() Est-ce que Hy, (i ; Fp[X; Y Jk; 2) estun Tg,-module
dele?

(b) Est-ce que H2, (i ; FplX; Y Ik; 2) est un Tg,-module libre
de rang 2?

(a) et (b) sont faux en genéral pour les formes

modulaires non-ordinaires de poids k , p+ 2.

Pas de contre-exemple a (a) connu pour les formes
modulairesavec2- k- p+1.

Théoréme: (@) est vral pour les formes modulaires ordinaires
si2- k- p+1.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur Fp,
peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur Fy
de poids p et de niveau N.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur F_p

peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur Fy
de poids p et de niveau N.

Evidemment, Eichler-Shimura ne s'applique que pour k | 2
directement.

Formes et symboles modulaires mod p —p. 24



Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur Fp,
peuvent étre calculées via les symboles modulaires sur Fy
de poids p et de niveau N.

Evidemment, Eichler-Shimura ne s'applique que pour k | 2
directement.

Frobenius : S1(j 1(N);Fp) ! Sp(i 1(N);Fp)

. . P
L'image de Frobenius, c'est les formes f = | ;a,q" de

poidspt.g.a; =0 sip-n.
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L'ildée du théoreme

Le poids 3- k- ppourle niveau N (pourp-N) esten
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.
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L'ildée du théoreme

Le poids 3- k- ppourle niveau N (pourp-N) esten
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soitf 2 Sy(Np; 2y A{gi 2-Z) une forme propre.

Ici, A, c'est le caractére cyclotomique et 2y : (Z=NZ)" ! Z.
Ona:

iyt = 2y (X)f resp.
hxipf = AST2(x)f .
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L'ildée du théoreme

Le poids 3- k- ppourle niveau N (pourp-N) esten
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soitf 2 Sy(Np; 2y A{gi 2-Z) une forme propre.

Ici, A, c'est le caractére cyclotomique et 2y : (Z=NZ)" ! Z.
Ona:

iyt = 2y (X)f resp.
hxipf = AST2(x)f .
Alors, % a le déterminant 2y Aki 2A, = 2y Aki 2,

le méme qu'ont les représentations galoisiennes pour le
poids k et le niveau N sur Fp,.
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NiveauNp

Problemes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fy est impossible.
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NiveauNp

Problemes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fy est impossible.

Il n'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur F, en niveau Np.

En particulier,
ff 2 S;(Np;C)jqgi développementdans Zg- Z,
n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous wy.
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NiveauNp

Problemes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fy est impossible.

Il n'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur F, en niveau Np.

En particulier,
ff 2 S;(Np;C)jqgi développementdans Zg- Z,
n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous wy.

Une différente structure intégrale est necessaire !
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Niveau Np - géometrie modp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Soient K := Qp(3p) et O = Ok = Zp[3p).

X1(Np) a un modele régulier et stable X sur O :
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Niveau Np - géometrie modp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Soient K := Qp(3p) et O = Ok = Zp[3p).

X1(Np) a un modele régulier et stable X sur O :

Xk = X1(Np)k
X, se compose de deux courbes lisses (les courbes

d'lgusa | 1(N) et E1(N)) gqui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.
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d'lgusa | 1(N) et E1(N)) gqui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit - x-p le faisceau des formes differentielles régulieres :
c'est le faisceau dualisantde X | SpecQ); il est inversible.

Formes et symboles modulaires mod P — p. 27



Niveau Np - géometrie modp

Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)
Soient K := Qp(3p) et O = Ok = Zp[3p).

X1(Np) a un modele régulier et stable X sur O :

Xk = X1(Np)k
X, se compose de deux courbes lisses (les courbes

d'lgusa | 1(N) et E1(N)) gqui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit - x-p le faisceau des formes differentielles régulieres :
c'est le faisceau dualisantde X | SpecQ); il est inversible.

La structure intégrale désirée, c'est L := HO%(X ;- x=0).
Ona:L=L- Fp=H%Xg,;:- x. =r,):
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Niveau Np - géometrie modp

Notations:

(O(k i 2)A c'est le sous-espace sur lequel Hip agit
comme AXi 2(]) = [ki 2,

(§[k i 2]signi e que T, agit comme IXi 2T;.

Théoréme (Serre): Pour3- k- pona:
L(ki 2)2 S¢(i 1(N);Fp) © Spaz; k(i 1(N); Fp)lk i 2]
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Niveau Np - géometrie modp

Notations:

(O(k i 2)A c'est le sous-espace sur lequel Hip agit
comme AXi 2(]) = [ki 2,

(§[k i 2]signi e que T, agit comme IXi 2T;.
Théoréme (Serre): Pour3- k- pona:

L(ki 2)2 Sc(i 1(N);Fp) © Spez; k(i 1(N);Fp)lki 2]

On a deux g-développements ; un sur chague composante
de XFp-

Formes et symboles modulaires mod p —p. 28



Niveau Np - géometrie modp

Notations:

(O(k i 2)A c'est le sous-espace sur lequel Hip agit
comme AXi 2(]) = [ki 2,

(§[k i 2]signi e que T, agit comme IXi 2T;.
Théoréme (Serre): Pour3- k- pona:

L(ki 2)2 Sc(i 1(N);Fp) © Spez; k(i 1(N);Fp)lki 2]

On a deux g-développements ; un sur chague composante
de XFp-

On perd la dualité avec l'algebre de Hecke !

Formes et symboles modulaires mod P —p. 28



Niveau N p - géometrie complexe

Onavu:L(kij 2).
Question : H1(j 1(Np);Fp)(ki 2)= ?




Niveau N p - géometrie complexe

Onavu:L(kij 2).
Question : H1(j 1(Np);Fp)(ki 2)= ?

Le lemme de Shapiro implique :
Hpar(i 1(NP); Fp) 2 Hpar(i 2(N); Homy gy (Fpli 12(N)T; Fp)):




Niveau N p - géometrie complexe

Onavu:L(kij 2).

Question : H1(j 1(Np);Fp)(ki 2)= ?

Le lemme de Shapiro implique :

Har(i 2(NP); Fp) 2 Har(i 2(N); Hom, iy (Fpli 1(N)]; Fp)):

Les Fp[SLo(Fp)]-modules simples sont Fp[X; Y ]k; 2 pour
2- k- p+1.

Question : Decomposition de Hom. , ) (Fpli 1(N)]; Fp) en
Fo[SL2(Fp)]-modules simples ?
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Niveau N p - géometrie complexe

Via I'évaluation des polynomes on obtient
| =P 2 Fo[X; Y ]=(XPi X;YPi Y)jf((0;0)=0¢g

A Hom, _ (npy (Fpli 1(N)I; Fp).
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Via I'évaluation des polynomes on obtient
| =P 2 Fo[X; Y ]=(XPi X;YPi Y)jf((0;0)=0¢g

A Hom, _ (npy (Fpli 1(N)I; Fp).

- ¢
Hip sur HL,G a(N); 1) par 1t 5f 70 (upv) 70 F (s lv)




Niveau N p - géometrie complexe

Via I'évaluation des polynomes on obtient
| =P 2 Fo[X; Y ]=(XPi X;YPi Y)jf((0;0)=0¢g

Al?ij. Hom, 1(Np)(Fp[i 1(N)]; Fp).
Hipsur HL. G a(N);T) parl 11 f 70 (u;v) 7! f(Iu;Iv)¢.

L o 2 _ 4
Onal = jUgavecUy=ff 21 f(Ix)= 19 (x)0.
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Niveau N p - géometrie complexe

Via I'évaluation des polynomes on obtient
| =P 2 Fo[X; Y ]=(XPi X;YPi Y)jf((0;0)=0¢g
A Hom., | (npy(Fpli 1(N)]; Fp).
Hip surHoo (i 1(N); 1) part !l f 7! i(u;v) 7! f(Iu;Iv)¢.
Onal = . PiiUgavec Ug = ff 21 f(Ix) = 19 (x)g.

Accouplement parfait
LETD Fpi(B9) 7 ap2rz T ((@50)0((a5 D).
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Niveau N p - géometrie complexe

Via I'évaluation des polynomes on obtient
| =P 2 Fo[X; Y ]=(XPi X;YPi Y)jf((0;0)=0¢g
A?”. Hom, 1(Np)(Fp[i 1(N)]; Fp).
i ¢
Hip sur HL,G a(N); 1) par 1t 5f 70 (upv) 70 F (s lv)
L oi 2 _ g
Onal = jUgavecUy=ff 21 f(Ix)= 19 (x)0.

Accouplement parfait
LETD Fpi(B9) 7 ap2rz T ((@50)0((a5 D).

On obtient un accouplement parfait Ug; 2 £ Upiz; k) 2! Fp.

Pour celui-ci Fp[X; Y ]i; 2 €t Fp[X; Y Jp+3; k); 2 SONt des
compléments orthogonaux.
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Niveau N p - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
FolX;Y ki 24 U 23 (FplX0Y Jipe3i k)i 2)--




Niveau N p - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
FolX;Y ki 24 U 23 (FplX0Y Jipe3i k)i 2)--

On a Fp[X; Y Jp+3i k)i 2= (FplX Y Jipe3i k)i 2)—




Niveau N p - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
FolX;Y ki 24 U 23 (FplX0Y Jipe3i k)i 2)--

On a Fp[X; Y Jp+3i k)i 2= (FplX Y Jipe3i k)i 2)—

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
0! par(i 1(N); Fp[xl Y ]kl 2)
par(l 1(N) Fp)(k 2)

Hoar(i 1(N); FplX; Y Jipea; k) 2IKi 211 O
de modules de Hecke.
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Niveau N p - géometrie complexe

On obtient la suite exacte
FolX;Y ki 24 U 23 (FplX0Y Jipe3i k)i 2)--

On a Fp[X; Y Jp+3i k)i 2= (FplX Y Jipe3i k)i 2)—

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
O &ar(i 1(N); FplX; Y ]k 2)
par(l 1(N) Fp)(k 2)

Hoar(i 1(N); FplX; Y Jipea; k) 2IKi 211 O
de modules de Hecke.

Cette suite n'est pas scindée en general.
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Niveau N p - géometrie complexe

Proposition: On a . H&ar(i 1(Np); Fp) 2 J1(Np)(C)[pl.




Niveau N p - géometrie complexe

Proposition: On a . Hr}ar(i 1(Np); Fp) 2 J1(Np)(C)[pl.

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

0! 15! Gpli Gm! O

Formes et symboles modulaires mod P —p. 32



Niveau N p - géometrie complexe

Proposition:  On a : Ho, (i 1(Np); Fp) 2 J1(Np)(C)pl.
Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

0! 15! Gpli Gm! O
Suite exacte longue :
0! HY(X1(Np)(C);*p)

| HY(X1(NpP)(C); Gm) i’ HY(X1(Np)(C); Gm):




Niveau N p - géometrie complexe

Proposition:  On a : Ho, (i 1(Np); Fp) 2 J1(Np)(C)pl.
Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X1(Np)(C):

0! 15! Gpli Gm! O
Suite exacte longue :
0! HY(X1(Np)(C);*p)

| HY(X2(Np)(C);Gm) " HY(X1(Np)(C); Gm):
OnaH 1(X 1(Np)(C); 1 p) = H[:Jlar(i 1(Np); Fp) et
J1(Np)(C) 2 HY(X1(Np)(C); Gm).




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Te, (L(k i 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k | 2))
TEENP = Fp[Tajn 2 N] < End(H (i 1(NP); Fp))




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Te, (L(k i 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k | 2))
TEENP = Fp[Tajn 2 N] < End(H (i 1(NP); Fp))

Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Tr,(L(ki 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k i 2))
TEENP = Fp[Tajn 2 N] < End(H (i 1(NP); Fp))
Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).
Alors, T est zero sur J1(Np)(C)[pl(ki 2).




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Te, (L(k i 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k | 2))
TEENP = Fp[Tajn 2 N] < End(H (i 1(NP); Fp))

Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).
Alors, T est zero sur J1(Np)(C)[pl(ki 2).
Alors, T est zero sur J [pl(ki 2).




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Te, (L(k i 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k | 2))
TEENP = Fp[Tajn 2 N] < End(H (i 1(NP); Fp))

Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).

Alors, T est zero sur J1(Np)(C)[pl(ki 2).

Alors, T est zero sur J [pl(ki 2).

Alors, T est zéro sur J [pl(ki 2).




Geomeétrie complexd geomeétrie modp

Te,(C(ki 2)):= FpTajn 2 N] < End(L(ki 2))

TE";‘“Z?'\'F’ = FplTnjn 2 N] < End(H %, (i 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(O)[pl(ki 2).

ors, T est zerosurJ [pl(ki 2).

A
Alors, T est zéro sur J [pl(ki 2).
Alors, T est zéro sur Coto(J [p)(ki 2)=L(kj 2).
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Geomeétrie complexd geomeétrie modp

TF, (L(kj 2)):= Fp[Tajn 2 N] < End(L(k 2))

TE?rZNp = Fp[Tnjn 2 N] < End(Hpar(n 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algebre de Hecke pour Sy(j 1(Np); C).
Si T est zéro sur Hy, (i 1(Np); Fp)(ki 2).

Alors, T est zero sur J1(Np)(C)[pl(ki 2).

Alors, T est zero sur J [pl(ki 2).

Alors, T est zéro sur J [pl(ki 2).

Alors, T est zéro sur Coto(J [p)(ki 2)=L(kj 2).

) TEENP s Te (Cki 2).
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Démonstration

TR = FolTajn 2 N] < End(S(i 1(N); Fp))
TR = FplTain 2 NJ < End(H 2 (i 1(N); Fp[X; Y I 2))
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Démonstration

TR = FolTajn 2 N] < End(S(i 1(N); Fp))

KN - : : .
TE? I Fp[Tan 2 N] < End(Héar(l l(N)1 Fp[x1 Y ]ki 2))
Facile : TModkN 3 parkiN.

FIO Fp
On veut alors que cela soit un isomorphisme.
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Démonstration

TR = FolTajn 2 N] < End(S(i 1(N); Fp))

mod;k;N 5 -I-par;k;N
Fp Fp '

On veut alors que cela soit un isomorphisme.

Facile: T

On a le diagramme commutatif de Fp-algebres

TFp(E(( é 2)) / /fl-r;]pod;k;N ¢ Tmod;p+3i K;N; [Ki 2]

Fp
3 3
Tpar;Z;Np /fl-par;k;N £ Tpar;p+3i K;N; [Ki 2]:
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Démonstration

Soit P C TE?“ZNF’ l'idéal maximal correspondant a une
forme ordinaire (a, 6 0) et normalisée (a; = 1)

f 2 Sk(j 1(N); Fp)
Alors, on a
(Sp+3; k(i 1(N);Fp)Iki 2])p, =0
et aussi

(Hke(i 1(N)iFolX: Y Jipra; s 2IK i 2D, =0
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Démonstration

Alors, on a le diagramme commutatif de Fp-algebres

i _ ¢ 5 i ey ©
Te(Cki 2) 5 Q)TEpOd,k,N N

iTpar;Z;Np¢ = /}Tpar;k;N .
Fp P Fp Pt’

Toutes les eches sont des isomorphismes. o
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Mercl !
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