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Motivation
On aimerait connaître GQ = Gal( QjQ)...

C'est dif�cile ! Mais...

Chaque forme modulaire f =
P

n¸ 1 anqn

(propre pour les opérateurs de Hecke et normalisée),
disons de poids k et de niveau N , nous donne une
représentation galoisienne impaire et semi-simple

½f : GQ ! GL2(Fp)

t.q. ½f et non-rami�ée en dehors de Np
et l'arithmétique de ½f est re�étée dans les al pour chaque
premier l - Np pour une application �xe ¢ : Z ³ Fp.
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Motivation
Conjecture de Serre :

Chaque représentation galoisienne impaire, irréductible

GQ ! GL2(Fp)

provient d'une forme modulaire comme ci-dessus.
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Motivation
Conjecture de Serre :

Chaque représentation galoisienne impaire, irréductible

GQ ! GL2(Fp)

provient d'une forme modulaire comme ci-dessus.

Il y a des formules pour le niveau N et le poids k.

Si on sait calculer les coef�cients al , on sait :
calculer des propriétés des ½f et

véri�er la conjecture de Serre.
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Motivation
Notons : La représentation ½f ne dépend que de la réduction
al des coef�cients, c.à.d. de la réduction de la forme
modulaire !
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Motivation
Notons : La représentation ½f ne dépend que de la réduction
al des coef�cients, c.à.d. de la réduction de la forme
modulaire !

Il y a une théorie en géométrie algébrique de formes
modulaires sur le corps Fp (si p - N ) :
les formes modulaires de Katz.
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Motivation
Notons : La représentation ½f ne dépend que de la réduction
al des coef�cients, c.à.d. de la réduction de la forme
modulaire !

Il y a une théorie en géométrie algébrique de formes
modulaires sur le corps Fp (si p - N ) :
les formes modulaires de Katz.

On voudrait faire le calcul des al directement sur Fp, et pas
en caractéristique zéro !
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La courbe modulaire Y(1)

SL2(Z)nH = Y(1)
bij.

Ã! f Courbes elliptiques / C g= »=

¿ 7! C=(Z¿ + Z)

Domaine fondamental (Y(1)):
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La courbe modulaire Y1(N )

¡ 1(N ) := f
¡ a b

c d

¢
2 SL2(Z) j

¡ a b
c d

¢
´

¡ 1 ¤
0 1

¢
mod N g:
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La courbe modulaire Y1(N )

¡ 1(N ) := f
¡ a b

c d

¢
2 SL2(Z) j

¡ a b
c d

¢
´

¡ 1 ¤
0 1

¢
mod N g:

¡ 1(N )nH = Y1(N )
bij.

Ã! f (E=C; P)g= »=

¿ 7! (C=(Z¿ + Z); 1=N)

E courbe elliptique sur C et

P 2 E point d'ordre N .
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La courbe modulaire Y1(N )

¡ 1(N ) := f
¡ a b

c d

¢
2 SL2(Z) j

¡ a b
c d

¢
´

¡ 1 ¤
0 1

¢
mod N g:

¡ 1(N )nH = Y1(N )
bij.

Ã! f (E=C; P)g= »=

¿ 7! (C=(Z¿ + Z); 1=N)

E courbe elliptique sur C et

P 2 E point d'ordre N .

Exemple Y1(5):
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Courbes modulaires surR
Pour N ¸ 5 il y a une courbe projective et lisse sur Z[1=N]

X 1(N )Z[1=N ]

avec partie ouverte Y1(N )Z[1=N ] t.q. Y1(N )Z[1=N ](C) est la
courbe analytique ci-dessus.

On peut faire des changements de base pour chaque
Z[1=N]-algèbre R.
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Correspondances de Hecke
Tl pour Y1(N )(C):

(E;P;C l )G

¤¤¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨¨̈
¨

2 Y1;0(N ; l)

®
¡¡¡¡¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¯
ÁÁÁÁ==

==
==

==
==

==
3 (E;P;C l )

z

ÀÀ::
::

::
::

::
::

(E;P ) 2 Y1(N ) Y1(N ) 3 (E=Cl ;P )
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::
::

(E;P ) 2 Y1(N ) Y1(N ) 3 (E=Cl ;P )

Ces correspondances peuvent être dé�nies sur Y1(N )R.
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Correspondances de Hecke
Tl pour Y1(N )(C):

(E;P;C l )G

¤¤¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨¨̈
¨

2 Y1;0(N ; l)

®
¡¡¡¡¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¯
ÁÁÁÁ==

==
==

==
==

==
3 (E;P;C l )

z

ÀÀ::
::

::
::

::
::

(E;P ) 2 Y1(N ) Y1(N ) 3 (E=Cl ;P )

Ces correspondances peuvent être dé�nies sur Y1(N )R.

Via l'image réciproque de ¯ , suivie par l'application trace le
long de ® on obtient des opérateurs de Hecke sur des
groupes de cohomologie.
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Formes modulaires de Katz surR
Il existe une courbe elliptique universelle

Euniv
R

¼ //Y1(N )R:

0
tt

Soit ! Y1(N )R
= 0¤­ E univ

R =Y1(N )R
.

On dé�nit l'espace des formes modulaires de Katz
(parabolique) Sk(¡ 1(N ); R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

f 2 H 0(Y1(N )R; ! ­ k
E univ =Y1(N )R

)

dont les q-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient à l'aide de la courbe de Tate).
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Formes modulaires de Katz surR
Il existe une courbe elliptique universelle

Euniv
R

¼ //Y1(N )R:

0
tt

Soit ! Y1(N )R
= 0¤­ E univ

R =Y1(N )R
.

On dé�nit l'espace des formes modulaires de Katz
(parabolique) Sk(¡ 1(N ); R) de poids k et de niveau N
comme le sous-module de

f 2 H 0(Y1(N )R; ! ­ k
E univ =Y1(N )R

)

dont les q-développements n'ont que des termes positifs
(on les obtient à l'aide de la courbe de Tate).

La correspondance de Hecke Tl sur Y1(N )R donne
l'opérateur de Hecke usuel pour les formes modulaires
(c.à.d. même action sur les q-développements).

Formes et symboles modulaires mod p – p. 9



Formes modulaires de Katz surFp

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d'une forme modulaire holomorphe (dont
le q-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur Fp.

Formes et symboles modulaires mod p – p. 10



Formes modulaires de Katz surFp

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d'une forme modulaire holomorphe (dont
le q-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur Fp.

Pour ¡ 1(N ) avec N ¸ 5 et poids k ¸ 2 chaque forme de
Katz sur Fp peut être relevée à une forme holomorphe.
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Formes modulaires de Katz surFp

Pour R = C : holomorphe = Katz.

Chaque réduction d'une forme modulaire holomorphe (dont
le q-développement standard est dans Z) est une forme
modulaire de Katz sur Fp.

Pour ¡ 1(N ) avec N ¸ 5 et poids k ¸ 2 chaque forme de
Katz sur Fp peut être relevée à une forme holomorphe.

Pour le poids k = 1 il y a plus de formes de Katz sur Fp que
de formes holomorphes.

Dans le contexte de la conjecture de Serre les formes de
poids 1 sont associées aux représentations qui sont
non-rami�ées en p.
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Vue d'ensemble

Courbes modulaires
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Vue d'ensemble

galoisiennes
Representations

Courbes modulaires

Formes modulaires

Formes et symboles modulaires mod p – p. 13



Vue d'ensemble

???
galoisiennes
Representations

Courbes modulaires

Formes modulaires

Formes et symboles modulaires mod p – p. 14



Vue d'ensemble

???
galoisiennes
Representations

Courbes modulaires

Formes modulaires

Algebres de Hecke

Formes et symboles modulaires mod p – p. 15



Vue d'ensemble
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Representations

Courbes modulaires

Formes modulaires

Symboles modulaires

Algebres de Hecke
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Eichler-Shimura
On dénote par C[X; Y ]k¡ 2 les polynômes homogènes de
degré k ¡ 2 (sur C). Ecrivons ¡ = ¡ 1(N ).

L'isomorphisme d'Eichler-Shimura :

Sk(¡ ; C) © Sk(¡ ; C) »= H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2)

»= H 1
par(Y1(N )(C); "C[X; Y ]k¡ 2") :
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Eichler-Shimura
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degré k ¡ 2 (sur C). Ecrivons ¡ = ¡ 1(N ).

L'isomorphisme d'Eichler-Shimura :

Sk(¡ ; C) © Sk(¡ ; C) »= H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2)

»= H 1
par(Y1(N )(C); "C[X; Y ]k¡ 2") :

Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
Hecke sur les deux côtés.

L'isomorphisme d'Eichler-Shimura est compatible avec
l'action de Hecke.
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Eichler-Shimura
On dénote par C[X; Y ]k¡ 2 les polynômes homogènes de
degré k ¡ 2 (sur C). Ecrivons ¡ = ¡ 1(N ).

L'isomorphisme d'Eichler-Shimura :

Sk(¡ ; C) © Sk(¡ ; C) »= H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2)

»= H 1
par(Y1(N )(C); "C[X; Y ]k¡ 2") :

Les correspondances de Hecke donnent des opérateurs de
Hecke sur les deux côtés.

L'isomorphisme d'Eichler-Shimura est compatible avec
l'action de Hecke.

En général, Eichler-Shimura est faux avec Zp ou Fp au lieu
de C.
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Cohomologie de groupes
Lemme de Shapiro :
H 1(¡ ; V) »= H 1(PSL2(Z); Hom¡ (PSL2(Z); V)):
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Cohomologie de groupes
Lemme de Shapiro :
H 1(¡ ; V) »= H 1(PSL2(Z); Hom¡ (PSL2(Z); V)):

Soient ¾=
¡ 0 ¡ 1

1 0

¢
et ¿ =

¡ 1 ¡ 1
1 0

¢
dans PSL2(Z).

On a PSL2(Z) = h¾i ¤ h¿i .
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Cohomologie de groupes
Lemme de Shapiro :
H 1(¡ ; V) »= H 1(PSL2(Z); Hom¡ (PSL2(Z); V)):

Soient ¾=
¡ 0 ¡ 1

1 0

¢
et ¿ =

¡ 1 ¡ 1
1 0

¢
dans PSL2(Z).

On a PSL2(Z) = h¾i ¤ h¿i .

Posons M = Hom ¡ (PSL2(Z); V).

La suite exacte de Mayer-Vietoris donne :

0 ! M PSL2(Z) ! M h¾i © M h¿i ! M ! H 1(PSL2(Z); M ) ! 0:
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Symboles modulaires
Alors,

H 1(¡ ; R[X; Y ]k¡ 2) »= M=
¡
M h¾i + M h¿i ¢:

On a M = R[¡ nPSL2(Z)] ­ R R[X; Y ]k¡ 2.
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Symboles modulaires
Alors,

H 1(¡ ; R[X; Y ]k¡ 2) »= M=
¡
M h¾i + M h¿i ¢:

On a M = R[¡ nPSL2(Z)] ­ R R[X; Y ]k¡ 2.

On appelle ce module le module des symboles modulaires
(en présentation de Manin) de poids k et de niveau N sur
l'anneau R.

H 1
par(¡ ; R[X; Y ]k¡ 2) correspond à un certain sous-espace :

le noyeau de l'application de bord.
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L'algèbre de Hecke
Soit TR l'algèbre de Hecke sur Sk(¡ ; R),
c.à.d. R[T1; T2; : : : ] ½ End(Sk(¡ ; R)) .

Formes et symboles modulaires mod p – p. 20



L'algèbre de Hecke
Soit TR l'algèbre de Hecke sur Sk(¡ ; R),
c.à.d. R[T1; T2; : : : ] ½ End(Sk(¡ ; R)) .

Eichler-Shimura : Sk(¡ ; C) © Sk(¡ ; C) »= H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2).

(a) H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2) est un TC-module �dèle.
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L'algèbre de Hecke
Soit TR l'algèbre de Hecke sur Sk(¡ ; R),
c.à.d. R[T1; T2; : : : ] ½ End(Sk(¡ ; R)) .

Eichler-Shimura : Sk(¡ ; C) © Sk(¡ ; C) »= H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2).

(a) H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2) est un TC-module �dèle.

(b) H 1
par(¡ ; C[X; Y ]k¡ 2) est un TC-module libre de rang 2.
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Calcul des formes modulaires
Si

(a) H 1
par(¡ ; R[X; Y ]k¡ 2) est un TR-module �dèle et

(b) l'homomorphisme
HomR(TR; R) ! Sk(¡ 1(N ); R); f 7!

P
n¸ 1 f (Tn)qn

est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,
de Katz si N inversible dans R), c.à.d. que les
q-développements caractérisent les formes modulaires,

alors le calcul de Sk(¡ 1(N ); R) se fait en n'utilisant que de
l'algèbre linéaire sur R.
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Calcul des formes modulaires
Si

(a) H 1
par(¡ ; R[X; Y ]k¡ 2) est un TR-module �dèle et

(b) l'homomorphisme
HomR(TR; R) ! Sk(¡ 1(N ); R); f 7!

P
n¸ 1 f (Tn)qn

est un isomorphisme (formes modulaires holomorphes,
de Katz si N inversible dans R), c.à.d. que les
q-développements caractérisent les formes modulaires,

alors le calcul de Sk(¡ 1(N ); R) se fait en n'utilisant que de
l'algèbre linéaire sur R.

En fait, TR est déterminé par les opérateurs T1; : : : ; TB avec
B la borne de Sturm : B = N 2 k

24

Q
l jN (1 ¡ 1

l2 ).
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Questions

(a) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module

�dèle?

(b) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module libre

de rang 2?
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Questions

(a) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module

�dèle?

(b) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module libre

de rang 2?

(b) implique (a).

(b) est vrai localement aux formes modulaires
p-ordinaires et p-distinguées (Wiles, Hida, Emerton,
Pollack, Weston).

(b) est vrai si k · p ¡ 1 via la théorie de Hodge p-adique
(Faltings, Fontaine, Messing, Edixhoven).

(a) est vrai pour p = 2 et k · p + 1 = 3 (Edixhoven).
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Questions

(a) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module

�dèle?

(b) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module libre

de rang 2?

(a) et (b) sont faux en général pour les formes
modulaires non-ordinaires de poids k ¸ p + 2 .

Pas de contre-exemple à (a) connu pour les formes
modulaires avec 2 · k · p + 1 .
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Questions

(a) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module

�dèle?

(b) Est-ce que H 1
par(¡ ; Fp[X; Y ]k¡ 2) est un TFp -module libre

de rang 2?

(a) et (b) sont faux en général pour les formes
modulaires non-ordinaires de poids k ¸ p + 2 .

Pas de contre-exemple à (a) connu pour les formes
modulaires avec 2 · k · p + 1 .

Théorème: (a) est vrai pour les formes modulaires ordinaires
si 2 · k · p + 1 .
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur Fp

peuvent être calculées via les symboles modulaires sur Fp

de poids p et de niveau N .
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur Fp

peuvent être calculées via les symboles modulaires sur Fp

de poids p et de niveau N .

Evidemment, Eichler-Shimura ne s'applique que pour k ¸ 2
directement.
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Formes modulaires de poids 1

Corollaire: Les formes modulaires de poids un sur Fp

peuvent être calculées via les symboles modulaires sur Fp

de poids p et de niveau N .

Evidemment, Eichler-Shimura ne s'applique que pour k ¸ 2
directement.

Frobenius : S1(¡ 1(N ); Fp) ,! Sp(¡ 1(N ); Fp)

L'image de Frobenius, c'est les formes f =
P

n¸ 1 anqn de
poids p t.q. an = 0 si p - n.

Formes et symboles modulaires mod p – p. 24



L'idée du théorème
Le poids 3 · k · p pour le niveau N (pour p - N ) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.
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L'idée du théorème
Le poids 3 · k · p pour le niveau N (pour p - N ) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soit f 2 S2(Np; ²N Âk¡ 2
p ; Z) une forme propre.

Ici, Âp c'est le caractère cyclotomique et ²N : (Z=NZ)¤ ! Z
¤
.

On a :

hxi N f = ²N (x)f resp.

hxi pf = Âk¡ 2
p (x)f .
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¤
.

On a :

hxi N f = ²N (x)f resp.

hxi pf = Âk¡ 2
p (x)f .
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p Âp = ²N Âk¡ 1

p ,
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L'idée du théorème
Le poids 3 · k · p pour le niveau N (pour p - N ) est en
rapport avec le poids 2 pour le niveau Np.

Par exemple, soit f 2 S2(Np; ²N Âk¡ 2
p ; Z) une forme propre.

Ici, Âp c'est le caractère cyclotomique et ²N : (Z=NZ)¤ ! Z
¤
.

On a :

hxi N f = ²N (x)f resp.

hxi pf = Âk¡ 2
p (x)f .

Alors, ½f a le déterminant ²N Âk¡ 2
p Âp = ²N Âk¡ 1

p ,
le même qu'ont les représentations galoisiennes pour le
poids k et le niveau N sur Fp.
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NiveauNp
Problèmes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fp est impossible.
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NiveauNp
Problèmes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fp est impossible.

Il n'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur Fp en niveau Np.

En particulier,
f f 2 S2(Np; C) j q ¡ développement dans Zg ­ Zp

n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous wp.
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NiveauNp
Problèmes:

X 1(Np) n'est lisse et projective que sur Z[1=Np].
Changement de base vers Fp est impossible.

Il n'y a pas de "bonne" théorie de formes modulaires
sur Fp en niveau Np.

En particulier,
f f 2 S2(Np; C) j q ¡ développement dans Zg ­ Zp

n'est pas bien : cela n'est pas invariant sous wp.

Une différente structure intégrale est nécessaire !

Formes et symboles modulaires mod p – p. 26



NiveauNp - géométrie modp
Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)

Soient K := Qp(³p) et O = OK = Zp[³p].

X 1(Np) a un modèle régulier et stable X O sur O :
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NiveauNp - géométrie modp
Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)

Soient K := Qp(³p) et O = OK = Zp[³p].

X 1(Np) a un modèle régulier et stable X O sur O :

X K = X 1(Np)K

X Fp se compose de deux courbes lisses (les courbes
d'Igusa I 1(N ) et E1(N )) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.
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NiveauNp - géométrie modp
Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)

Soient K := Qp(³p) et O = OK = Zp[³p].

X 1(Np) a un modèle régulier et stable X O sur O :

X K = X 1(Np)K

X Fp se compose de deux courbes lisses (les courbes
d'Igusa I 1(N ) et E1(N )) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit ­ X=O le faisceau des formes différentielles régulières :
c'est le faisceau dualisant de X ! Spec(O); il est inversible.
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NiveauNp - géométrie modp
Solution: (Deligne-Rapoport, Katz-Mazur, Gross)

Soient K := Qp(³p) et O = OK = Zp[³p].

X 1(Np) a un modèle régulier et stable X O sur O :

X K = X 1(Np)K

X Fp se compose de deux courbes lisses (les courbes
d'Igusa I 1(N ) et E1(N )) qui se coupent
transversalement dans les points supersinguliers.

Soit ­ X=O le faisceau des formes différentielles régulières :
c'est le faisceau dualisant de X ! Spec(O); il est inversible.

La structure intégrale désirée, c'est L := H 0(X O ; ­ X=O).
On a : L = L ­ Fp = H 0(X Fp ; ­ X Fp =Fp

).
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NiveauNp - géométrie modp
Notations:

(¢)(k ¡ 2) c'est le sous-espace sur lequel hl i p agit
comme Âk¡ 2

p (l ) = lk¡ 2.

(¢)[k ¡ 2] signi�e que Tl agit comme lk¡ 2Tl .

Théorème (Serre): Pour 3 · k · p on a :

L(k ¡ 2) »= Sk(¡ 1(N ); Fp) © Sp+3 ¡ k(¡ 1(N ); Fp)[k ¡ 2]:
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NiveauNp - géométrie modp
Notations:

(¢)(k ¡ 2) c'est le sous-espace sur lequel hl i p agit
comme Âk¡ 2

p (l ) = lk¡ 2.

(¢)[k ¡ 2] signi�e que Tl agit comme lk¡ 2Tl .

Théorème (Serre): Pour 3 · k · p on a :

L(k ¡ 2) »= Sk(¡ 1(N ); Fp) © Sp+3 ¡ k(¡ 1(N ); Fp)[k ¡ 2]:

On a deux q-développements ; un sur chaque composante
de X Fp .
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NiveauNp - géométrie modp
Notations:

(¢)(k ¡ 2) c'est le sous-espace sur lequel hl i p agit
comme Âk¡ 2

p (l ) = lk¡ 2.

(¢)[k ¡ 2] signi�e que Tl agit comme lk¡ 2Tl .

Théorème (Serre): Pour 3 · k · p on a :

L(k ¡ 2) »= Sk(¡ 1(N ); Fp) © Sp+3 ¡ k(¡ 1(N ); Fp)[k ¡ 2]:

On a deux q-développements ; un sur chaque composante
de X Fp .

On perd la dualité avec l'algèbre de Hecke !
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NiveauNp - géométrie complexe

On a vu : L(k ¡ 2).

Question : H 1(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2) = ?
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NiveauNp - géométrie complexe

On a vu : L(k ¡ 2).

Question : H 1(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2) = ?

Le lemme de Shapiro implique :

H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= H 1

par(¡ 1(N ); Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp)) :
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NiveauNp - géométrie complexe

On a vu : L(k ¡ 2).

Question : H 1(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2) = ?

Le lemme de Shapiro implique :

H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= H 1

par(¡ 1(N ); Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp)) :

Les Fp[SL2(Fp)]-modules simples sont Fp[X; Y ]k¡ 2 pour
2 · k · p + 1 .

Question : Décomposition de Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp) en
Fp[SL2(Fp)]-modules simples ?
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NiveauNp - géométrie complexe
Via l'évaluation des polynômes on obtient

I := f P 2 Fp[X; Y ]=(X p ¡ X; Y p ¡ Y) j f ((0; 0)) = 0 g
bij.

Ã! Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp).
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NiveauNp - géométrie complexe
Via l'évaluation des polynômes on obtient

I := f P 2 Fp[X; Y ]=(X p ¡ X; Y p ¡ Y) j f ((0; 0)) = 0 g
bij.

Ã! Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp).

hl i p sur H 1
par(¡ 1(N ); I ) par I ! I ; f 7!

¡
(u; v) 7! f (lu; lv )

¢
.
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NiveauNp - géométrie complexe
Via l'évaluation des polynômes on obtient

I := f P 2 Fp[X; Y ]=(X p ¡ X; Y p ¡ Y) j f ((0; 0)) = 0 g
bij.

Ã! Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp).

hl i p sur H 1
par(¡ 1(N ); I ) par I ! I ; f 7!

¡
(u; v) 7! f (lu; lv )

¢
.

On a I =
L p¡ 2

d=0 Ud avec Ud = f f 2 I j f (lx ) = ldf (x)g.
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NiveauNp - géométrie complexe
Via l'évaluation des polynômes on obtient

I := f P 2 Fp[X; Y ]=(X p ¡ X; Y p ¡ Y) j f ((0; 0)) = 0 g
bij.

Ã! Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp).

hl i p sur H 1
par(¡ 1(N ); I ) par I ! I ; f 7!

¡
(u; v) 7! f (lu; lv )

¢
.

On a I =
L p¡ 2

d=0 Ud avec Ud = f f 2 I j f (lx ) = ldf (x)g.

Accouplement parfait
I £ I ! Fp; (f; g ) 7!

P
(a;b)2F2

p
f ((a; b))g((a; b)) .
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NiveauNp - géométrie complexe
Via l'évaluation des polynômes on obtient

I := f P 2 Fp[X; Y ]=(X p ¡ X; Y p ¡ Y) j f ((0; 0)) = 0 g
bij.

Ã! Hom¡ 1(Np)(Fp[¡ 1(N )]; Fp).

hl i p sur H 1
par(¡ 1(N ); I ) par I ! I ; f 7!

¡
(u; v) 7! f (lu; lv )

¢
.

On a I =
L p¡ 2

d=0 Ud avec Ud = f f 2 I j f (lx ) = ldf (x)g.

Accouplement parfait
I £ I ! Fp; (f; g ) 7!

P
(a;b)2F2

p
f ((a; b))g((a; b)) .

On obtient un accouplement parfait Uk¡ 2 £ U(p+3 ¡ k)¡ 2 ! Fp.

Pour celui-ci Fp[X; Y ]k¡ 2 et Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2 sont des
compléments orthogonaux.
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NiveauNp - géométrie complexe
On obtient la suite exacte

Fp[X; Y ]k¡ 2 ,! Uk¡ 2 ³ (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .
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NiveauNp - géométrie complexe
On obtient la suite exacte

Fp[X; Y ]k¡ 2 ,! Uk¡ 2 ³ (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .

On a Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2
»= (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .
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NiveauNp - géométrie complexe
On obtient la suite exacte

Fp[X; Y ]k¡ 2 ,! Uk¡ 2 ³ (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .

On a Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2
»= (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
0 ! H 1

par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ]k¡ 2)
! H 1

par(¡ 1(N ); Fp)(k ¡ 2)
! H 1

par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)[k ¡ 2] ! 0
de modules de Hecke.

Formes et symboles modulaires mod p – p. 31



NiveauNp - géométrie complexe
On obtient la suite exacte

Fp[X; Y ]k¡ 2 ,! Uk¡ 2 ³ (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .

On a Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2
»= (Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)_ .

Proposition (cp. Ash-Stevens): On a la suite exacte
0 ! H 1

par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ]k¡ 2)
! H 1

par(¡ 1(N ); Fp)(k ¡ 2)
! H 1

par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)[k ¡ 2] ! 0
de modules de Hecke.

Cette suite n'est pas scindée en général.
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NiveauNp - géométrie complexe

Proposition: On a : H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= J1(Np)(C)[p].
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NiveauNp - géométrie complexe

Proposition: On a : H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= J1(Np)(C)[p].

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X 1(Np)(C):

0 ! ¹ p ! Gm
p
¡! Gm ! 0:
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NiveauNp - géométrie complexe

Proposition: On a : H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= J1(Np)(C)[p].

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X 1(Np)(C):

0 ! ¹ p ! Gm
p
¡! Gm ! 0:

Suite exacte longue :

0 ! H 1(X 1(Np)(C); ¹ p)

! H 1(X 1(Np)(C); Gm)
p
¡! H 1(X 1(Np)(C); Gm):
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NiveauNp - géométrie complexe

Proposition: On a : H 1
par(¡ 1(Np); Fp) »= J1(Np)(C)[p].

Suite exacte de Kummer de faisceaux (analytiques) sur
X 1(Np)(C):

0 ! ¹ p ! Gm
p
¡! Gm ! 0:

Suite exacte longue :

0 ! H 1(X 1(Np)(C); ¹ p)

! H 1(X 1(Np)(C); Gm)
p
¡! H 1(X 1(Np)(C); Gm):

On a H 1(X 1(Np)(C); ¹ p) = H 1
par(¡ 1(Np); Fp) et

J1(Np)(C) »= H 1(X 1(Np)(C); Gm).
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Formes et symboles modulaires mod p – p. 33



Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(C)[p](k ¡ 2).
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(C)[p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(C)[p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(C)[p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur Cot0(J [p])(k ¡ 2) = L(k ¡ 2).
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Géométrie complexe! géométrie modp

TFp (L(k ¡ 2)) := Fp[Tn jn 2 N] < End(L(k ¡ 2))

Tpar;2;Np
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(Np); Fp))

Soit T dans la Fp-algèbre de Hecke pour S2(¡ 1(Np); C).

Si T est zéro sur H 1
par(¡ 1(Np); Fp)(k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J1(Np)(C)[p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur J [p](k ¡ 2).

Alors, T est zéro sur Cot0(J [p])(k ¡ 2) = L(k ¡ 2).

) Tpar;2;Np
Fp

³ TFp (L(k ¡ 2)).
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Démonstration

Tmod;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(Sk(¡ 1(N ); Fp))

Tpar;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ]k¡ 2))
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Démonstration

Tmod;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(Sk(¡ 1(N ); Fp))

Tpar;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ]k¡ 2))

Facile : Tmod;k;N
Fp

³ Tpar;k;N
Fp

.

On veut alors que cela soit un isomorphisme.

Formes et symboles modulaires mod p – p. 34



Démonstration

Tmod;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(Sk(¡ 1(N ); Fp))

Tpar;k;N
Fp

:= Fp[Tn jn 2 N] < End(H 1
par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ]k¡ 2))

Facile : Tmod;k;N
Fp

³ Tpar;k;N
Fp

.

On veut alors que cela soit un isomorphisme.

On a le diagramme commutatif de Fp-algèbres

TFp (L(k ¡ 2)) // //
OOOO

Tmod;k;N
Fp

²²²²

£ Tmod;p+3 ¡ k;N; [k¡ 2]
Fp

²²²²

Tpar;2;Np
Fp

//Tpar;k;N
Fp

£ Tpar;p+3 ¡ k;N; [k¡ 2]
Fp

:
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Démonstration

Soit P f C Tpar;2;Np
Fp

l'idéal maximal correspondant à une
forme ordinaire (ap 6= 0 ) et normalisée (a1 = 1 )

f 2 Sk(¡ 1(N ); Fp)

Alors, on a

(Sp+3 ¡ k(¡ 1(N ); Fp)[k ¡ 2])P f = 0

et aussi

(H 1
par(¡ 1(N ); Fp[X; Y ](p+3 ¡ k)¡ 2)[k ¡ 2])P f = 0:
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Démonstration
Alors, on a le diagramme commutatif de Fp-algèbres

¡
TFp (L(k ¡ 2))

¢
P f

»= //

OOOO

¡
Tmod;k;N

Fp

¢
P f

²²²²¡
Tpar;2;Np

Fp

¢
P f

»= //
¡
Tpar;k;N

Fp

¢
P f

:

Toutes les �èches sont des isomorphismes. ¤
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Merci !
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