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In den Jahren 2004-2007 wurde zur groRRen Uberraschung deematischen Gemeinde (den
Autor eingeschlossen) eines der grof3en Probleme der reinen Matheeraedenwart gelost: die
'Serre-Vermutung'. Sie stellt einen Zusammenhang zwischen scheinbvahgrschiedenen Objekten
her, die unterschiedlichen Gebieten der Mathematik entstammen: der Zabhentned der Geome-
trie.

Diese Vermutung geht auf den franzdsischen Mathe-
matiker Jean-Pierre Serre (geb. 1926, emeritierter Pro
sor am College de France) zuriick, der einer der besten '
einflussreichsten Mathematiker seit der zweiten Halfte ¢
20. Jahrhunderts ist und zum Beispiel als erster mit d
héchst renommierten Abel-Preis ausgezeichnet wurde.
erste Version seiner Vermutung formulierte er zu Beginn ¢
1970er Jahre: Sie postuliert einen qualitativen Zusamm
hang zwischen Modulformen (Geometrie) und bestimmt
Klassen von Zahlkdrpern (Zahlentheorie). Beide Begriffe
erklaren, ist ein Hauptanliegen dieses Artikels. Ein qua
tative Prazisierung der Vermutung folgte in einem Artikel
im Jahre 198§.Diese neue Formulierung stiitzte sich Ubl,fl_\bbildung 1: J-P. Serre im Gesprach
gens bereits zum Teil auf Computerberechnungen. Sie Wé‘i"]"P' Wintenberger im Juli 2007
unter anderem motiviert durch die so genannte Taniyama-

Shimura-Weil-Vermutung und liefert sogar eine weit reichende Verallgesnaig dieser. Es war
namlich vom Mathematiker Gerhard Frey, der damals Professor in Sekeprivar, aber seit der
Grindung am Essener Institut fir Experimentelle Mathematik tétig ist, suggeneden, dass die
Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung den so genannten letzten Satz von Hgiata Abbildung 2,
nach Pierre de Fermat, ca. 1607-1665) zur Folge hat. Serre bewsgshar Prazisierung, dass seine
Vermutung den Satz von Fermat direkt impliziert. Es ist keine Ubertreiburigebhaupten, dass die
Herausforderung von Fermats Satz die Entwicklung der Zahlentheorieninetzten mehr als 350
Jahren wesentlich vorangetrieben Eat.

1Serre 1987.
2Firr einen allgemein verstandlichen Uberblick siehe Aczel 1997 und Zi0g0.



Die Serre-Vermutung hat den Fortgang der Forschung in Zahlenthewti®@eometrie in den letz-
ten Jahren stark beeinflusst und wird ihn noch weiter beeinflussem jldeBeweis ist natirlich kein
Schlussstein in diesem Gebiet. Es scheint vielmehr so, dass sie nurtddratviel umfassenderer
Zusammenhange ist.

Es gab, gibt und wird noch viele Essener Aktivitaten

auf dem Gebiet rund um die Serre-Vermutung geben: Gdpie Fermatsche Vermutung (Fermats letz-
h@ﬁ_Satz) besagt, dass die Gleichung

hard Frey hat neben seinem bereits erwahnten bahnbrec

den Beitrag viele Studien durchgefuihrt und initi[érGeb- a® 4+ b = "

hard Bockle hat einen entscheidenden Beitrag zum Bew %IS , .
] ] - ur ganze Exponenten > 3 keine Lo6-

der Serre-Vermutung geleistet, indem er bestimB€or- | syng in positiven nattrlichen Zahlens, ¢

mationsringebeschrieben hat; hierauf kbnnen wir leider jnhat. Sie wurde 1994 von Andrew Wiles

diesem Text nicht naher eingehen. Auch der Autor forschi't Methoden bewiesen, die im Beweis der

. . _ , _ " Serre-Vermutung weit reichende Verallge-
auf diesem Gebiet, vor allem im Fall v@ewicht einsund meinerungen erfahren haben.
konnte einige Beitrage Ieistgn.

) i . i _Abbildung 2: Fermats letzter Satz
Die Leserin oder der Leser ist nun eingeladen zu einer

Reise durch einen kleinen Teil der groRen Welt der Mathe-

matik. Ziel ist es, nicht nur Begriffe zu verwenden, sondern dieseusag geht zu erklaren. Die
Darstellung ist naturlich vereinfacht, aber dennoch wird versucht, zssentiellen so viel wie mog-
lich beizubehalten. Wer sich fur das 'Wer, wann mit wem?’ interessiert mi@daber nicht findig.

1 Die Serre-Vermutung - ein Uberblick

Die mathematischen Gebilde, die in der Serre-Vermutung Zahlentheo-
rie und Geometrie verbinden, sind ddodulformen Diesen widmen
wir einen eigenen Abschnitt, in dem wir die verwendeten Begriffe er-
klaren werden. Grob gesprochen sind Modulformen Funktionen, die de
Geometrie entstammen und bestimmte Symmetrien erfllleMdidus-
Symmetriemach August Ferdinand Mébius (1790-1868). In diesem Text
betrachten wir nur Modulformen, die noch eine zweite Klasse von Sym-
metrien aufweisen, diddecke-Symmetriemach Erich Hecke (1887-
1947, Abbildung 3). Modulformen, die beiden Symmetrien besitzen, nen-
Abbildung 3: Erich Hecke nen wirsehr symmetrische ModulformederHecke-Eigenformen

Die zahlentheoretischen Objekte in der Serre-Vermutung Zaid-
korper, genaueungeradeGLo-Zahlkorper und ihreArithmetik Was wir darunter verstehen, wird im
folgenden Abschnitt geklart. Zahlkdrper sind wichtige Hilfsmittel der algefmhen Zahlentheorie.

3Siehe zum Beispiel Frey 1994.
“Siehe zum Beispiel Wiese 2004, 2007a, 2007b.
SDafiir sieche zum Beispiel die bereits erwéhnten Biicher Aczel op. dtSimgh op. cit.



Die erste Verbindung zwischen Modulformen und Zahlkérpern basidrideeen von Sir Peter
Swinnerton-Dyer (geb. 1927, Cambridge, England) und Serre umdenain einem ersten Fall von
Goro Shimura (geb. 1930, Princeton) und im Allgemeinen von Pierre De{ggie 1944, Princeton)
mit Methoden dearithmetischen algebraischen Geometoewiesen. Eine grobe Formulierung der
Verbindung ist die folgendetede sehr symmetrische Modulform enthalt arithmetische Informationen
zu bestimmten Zahlkérperbdm die Verbindung prézisieren zu kdnnen, erinnern wir an den Begriff
einerPrimzahl Das ist eine natirliche Zahl gréRRer dlsdie nur durchl und sich selbst teilbar ist,
wie zum Beispiel, 3, 5, 7, 11, ..., 997,.... Die Prazisierung lautet wie folgede sehr symme-
trische Modulform enthalt arithmetische Informationen zu je einem unger@dg-Zahlkorper pro
Primzahl.

Die Serre-Vermutung in ihrer ersten Formulierung aus den 1970ern Idfildiee Aussage, dass die
Umkehrung hiervon auch gilDie arithmetische Information zu jedem ungeradgehs-Zahlkorper
steckt in einer sehr symmetrischen Modulfoiit anderen WortenDie Arithmetik der ungeraden
GLo-Zahlkorper wird vollstandig durch sehr symmetrische Modulformetirhed.

Dies ist eine Strukturaussage von grof3er Bedeutung, denn die W&labidrper ist sehr my-
sterids und im Allgemeinen schlecht vestanden. Hier wird also behaupssteddache Funktionen,
die der Geometrie und sogar dem 19. Jahrhundert entstammen, eineerTéield der Zahlkdrper
beherrschen! Wie schon zu Anfang erwahnt, wissen wir seit kurzass, diese kilhne Behauptung
korrekt ist! Der Satz wurde bewiesen von Chandrashekhar KhaseAhgeles) und Jean-Pierre Win-
tenberger (Stra3burg), wobei Mark Kisin (Chicago) und RichardofaHarvard) eine sehr grol3e
Rolle gespielt haben. Aber noch viel besser: Nicht nur wurde die Emstaulierung der Vermutung
bewiesen, sondern auch die sehr prazise zweite Formulierung auste1987.

Die Starke der Serre-Vermutung zeigt sich darin, dass sie eine gaitee liggiihmter Probleme
auf einen Schlag l6st, die wir leider aus Platzgriinden hier nicht erklénemen und nur schlagwort-
artig auflisten.

e Artin-Vermutung firGLs. In umfangreichen Arbeiten wurde diese Vermutung in den 90er Jah-
ren am Essener Institut fir Experimentelle Mathematik in vielen, aber nlickndelen, Fal-
len UberprUﬁE Dass sie fur unendlich viele Félle richtig ist, wurde in einer ganzen Reihe von
Arbeiten, initiiert von Richard Taylor, der auch ganz entscheidendarildam Beweis der
Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung hatte, erst vor ein paar Jahren geReaiss sie in jedem
Fall richtig ist, war nicht bekannt.

e Modulariat jeder abelschen Varietat vdii.o-Typ (bisher nicht bekannt); diese ist eine Verall-
gemeinerung der

e Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung; diese wurde 1994 von Andrew Wilesd€ton) erstmals
geldst in einer Arbeit, die es auf die erste Seite der New York Times gabihachdenn sie
impliziert

SFrey op. cit.



Abbildung 4: Quadrat und Diagonale
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Abbildung 5:1 und% sind kommensurabel

e Fermats letzten Satz, den wir oben schon behandelt haben.

Der Autor dieses Artikels, der der Algorithmik sehr zugeneigt ist, wird nifitle zu betonen,
welche grof3e Bedeutung die Serre-Vermutung fir explizite Fragestetumat: Modulformen sind
einfach berechenbar. Folglich sind mittels der Serre-Vermutung auchatiithe Eigenschaften von
ungeraderizL,-Zahlkodrpern einfach berechenbar!

Die Leserin oder der Leser wird die Begeisterung des Autors Uber drefe Entdeckung ge-
spurt haben; sie wird geteilt von algebraischen Zahlentheoretikern gieluch wird die Leserin
oder der Leser einen Eindruck von der strukturellen Bedeutung dez-Sermutung innerhalb der
Zahlentheorie und der reinen Mathematik als solcher erhalten haben.

Nach diesem ersten Uberblick beginnen wir nun die versprochene &Raisle die reine Mathe-
matik, um uns ein genaueres Bild von der Serre-Vermutung zu vereahdder erste und grofdte
Teil ist der Welt der Zahlen gewidmet. Danach wenden wir uns der Geomednieverschiedenen
Symmetrien und schlief3lich den Modulformen zu, bevor wir den Zusammemtwaachen all diesen
herstellen.

2 Zahlen

Algebraische Zahlen und Zahlkérper

Wir wollen und missen unsere Geschichte friih beginnen. Weithin be#érfte die Bestlirzung der
Pythagoréer sein, als sie feststellten, dass es Zahlen gibt, die keine8&niarhsind. Genauer haben
die Pythagoréaer keine Zahlen sondern Langen bzw. Langenverkéltmétrachtet und herausgefun-
den, dass die Diagonale im Quadrat inkommensurabel mit den Seiten istwigaigle Stéabe der
Lange der Diagonale man hintereinander legt, nie wird man auf ein Vielfaldrdsinge einer Seite
kommen (vgl. Abbildungen 4 und 5). Ist namlich die Seitenlamg#ann ist nach dem Satz von Pytha-
goras das Quadrat der Lange einer Diagonalen g&ziéhFolglich ist das Verhaltnis von Diagonale
zu Seite gleich/2. Wir, ein paar Jahrtausende spater, wissen natiirlich xdagein Bruch ist. Davon
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kann man sich sehr einfach Gberzeugen und der Leser oder diérLisseingeladen, die paar Zeilen
in Abbildung 6 nachzuvollziehen.

Wir vollziehen jetzt den Schritt von den Bruchzahlen hin zu unseremreBstespiel eines Zahl-
korpers, namlich den, den die Mathematiker kurz @m\/i) bezeichnen. Dabei handelt es sich um
alle Zahlen der Forr@ + \fg. Diese haben die folgenden, ganz einfachen, aber kennzeichmgirde
genschaften: Die Summe zweier solcher Zahlen ergibt wiederum einesetas Produkt; Addition
und Multiplikation sind distributiv (siehe Abbildung 7).

Was ist also nun ein Zakdrper? Zum einen handelt es sich um einen Kérper: Das ist eine Menge
von Zahlen, die man addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieaen,lohne die Menge zu
verlassen, ganz wie in unserem Beispiel, wobei auch AssoziativitaDigtdbutivitat gelten sollen.
Zum anderen wollen wir nur bestimmte Zahlen zulassen, zum BeisfdeEs ist wiederum eine
ganz simple Eigenschaft, die man zu Grunde legt. In unserem Fall ist edadi®,/2 die Gleichung
x? — 2 = 0 erfiillt (denn(v/2)2 — 2 =2 — 2 = 0).

Diesen Sachverhalt verallgemeinern wir jetzt wie folgt. Dabei halten wivong\ugen, dass es
in der Zahlentheorie ja gerade um das Studium von Lésungen von Glegiehumit ganzen Koeffizi-
enten geht. Algebraische Zahlen bekommt man nun per Definition als Lasuogésleichungen mit
ganzen Koeffizienten in einer Variablen. Genauer ist eine Zaihealgebraische Zahlfalls sie eine
Gleichung (ein so genannteslynon)

anZ"™ + an_12" P+ an_oz" 24+ a1z +ag=0

erfullt, wobei all diea; ganze Zahlen sein sollen und jede natirliche Zaht&daubt ist. Ein weiteres
Beispiel ist dergoldene Schnit%\/g, der der Gleichung:®> — z — 1 = 0 geniigt (also» = 2 und
as = 1,a; = —1, ag = —1), wie man durch Einsetzen und Ausmultiplizieren nachpruft.

Wie passen die rationalen Zahlen in diesen Zusammenhang? Sie erfullda Gdeichungen mit
n = 1. Zum Beispiel ist ja fur: = % die Gleichungx — 2 = 0 wahr. Die ganzen Zahlen sind hierbei
gerade diejenigen, die eine Gleichung- a¢g = 0 erfillen; dann ist nattrlice = ag unda,, = 1.
Es stellt sich heraus, dass dieses der Schlissel fir eine Verallgenmgjrilrs Begriffs der 'ganzen
Zahl' auf Zahlkdrper ist. Wir sagen, dass die Zaldineganze algebraische Zahdt, wenn in obiger
Gleichunga,, = 1 gilt. Der goldene Schnitt ung/2 sind somit sogar ganze algebraische Zahlen. Wir
begegnen den algebraischen Zahlen im weiteren Verlauf als Koeffizignte sehr symmetrischen
Modulformen.

Nun kdnnen wir beschreiben, was ein Zahlkorper ist. Nach Definitioniést €in Korper, der
alle Potenzen einer algebraischen Zahl enthalt und zudem auch alleZdiklsich aus diesen durch
beliebige Multiplikationen und Additionen mit Bruchzahlen ergeben.

Kummers Idealtheorie

Schon Euklid (365-300 v. Chr.) war bekannt, dass es unendlich viete&nlen gibt und dass sich
jede positive natirliche Zahl auf eindeutige Weise (bis auf Umordnundraldukt von Primzahlen



Wir nehmen an, dass
Va=P
q

ein gekdrzter Bruch ist. Dabei ist der Nen-
nerq natirlich ungleich null. Nun quadri¢
ren wir beide Seiten und erhalten die Gle

chung ,
2=
q
Wir multiplizieren beide Seiten mif? und
finden
2-¢* =p*

Somit istp? gerade. Dies ist aber nur mgg-
lich, wenn bereit® gerade war, denn das
Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungera-
de. Insbesondere ist ngd durch4 teilbar,
also von der Form? = 4 -r. Unsere letzt¢
Gleichung kdnnen wir jetzt so schreiben):

2-¢>=4-r.

Teilen wir beide Seiten durch, bekom-
men wir
q2 =2-r.

Hieraus folgt genau wie gerade, dags$
gerade ist. Also sind sowohl als auch
q gerade. Der Bruch zu Beginn ist somit
sowohl gekiirzt (das hatten wir ja ange-
nommen) als auch nicht gekdrzt (Zahler
und Nenner sind beide durch teilbar).
Das ist naturlich nicht moéglich und stellt
einen Widerspruch dar. Da alle gemachten
Schritte richtig sind, muss die Annahme,
dass wirv/2 als gekiirzten Bruch darste
len kdnnen, falsch sein. Hiermit haben w
bewiesen, dasg’2 keine Bruchzahl ist.

r

Abbildung 6:4/2 ist kein Bruch



Die Summe zweier Zahlen a@v/2) liegt in Q(v/2), z. B.

(3HVI5)+ (o +Vag) = (3 +2)+ VA +3) =1+ Va2,

bzw. allgemeiner:

r r + 7182 + 128
(12+\/§_1)+(22+\/§_2):P1q2 P2Q1+\/§12 251
q1 S1 q2 52 q192 5152

Dieses gilt gleichermalRen fir das Produkt (Ausmultiptizieder Klammern):

r r ryr T r
(]2_’_\/5_1).(22_’_\/52) p1p2+\/—\/— 12+\/—P1_2+\/—1p2
q1 S1 q2 52 q1 g2

q1 S2 S1 492
:(&]2+2.7_12 +\/_(227_2+i]2)
q1 92 51 82 q1 S2 51 ¢2

Klammern manipuliert man genauso wie in den reellen Zahkssdziativitat und
Distributivitat).

Abbildung 7: Der Zahlkérpe®(v/2)

schreiben lasst. Nun stellt sich natlrlich die Frage, ob ahnliche Eigdtestlaich in Zahlkorpern
erflllt sind, genauer in den ganzen algebraischen Zahlen eines ZadkoESs stellt sich heraus, dass
die naive Verallgemeinerung falsch ist. Jedoch hat Ernst Eduard Ku@®®0-1893), auch motiviert
von der Herausforderung von Fermats letztem Satz, eine andere ¥erallgerung gefunden, die fur
alle Zahlkorper gilt. Diese beschreiben wir nun.

In den ganzen algebraischen Zahlen eines Zahlkérpers kann mahiedene Phanomene beob-
achten. Zum Beispiel kann es sein, dass sich eine Primzahl in dem Zaénlkéktorisieren, also in das
Produkt von zwei Zahlen (ungleich) zerlegen lasst. Des Weiteren kann im Allgemeinen nicht jede
Zahl auf eindeutige Weise als Produkt von Zahlen geschrieben weatidesich nicht weiter zerlegen
lassen. Beispiele dieser Phanomene sind sehr einfach zu verstehere(ster Teil der Abbildung 8).

Kummers grol3e Einsicht war, von Zahlen zu bestimmten Mengen von Zahéenugiehen, den
Idealen(Kummer nannte diese ’ideale Zahlen’). Er hat ein Produkt von Ideaéinidrt und es ist
ihm gelungen zu beweisen, dass sich jedes Ideal als eindeutiges Produlicht weiter zerlegbaren
Idealen schreiben lasst. Letztere nennt rRamideale in Analogie zu den Primzahlen. Die in den
gewohnlichen ganzen Zahlen geltende eindeutige Zerlegung in Primzaintealso in Zahlkérpern
ersetzt durch die eindeutige Zerlegung jedes Ideals in Primideale. Manjéd@r ganzen Zahl ein
Ideal zuordnen, das dariauptidealheil3t. Jedes Hauptideal l&sst sich nach Kummers Satz in ein
eindeutiges Produkt von Primidealen faktorisieren. Dieses fiihrt ufigraias Folgende wichtigen
Begriffen: Zerlegung und Verzweigung. Eine Primzahl hgi#tzweigtwenn das Quadrat eines Prim-
ideals in der Faktorisierung des zur Primzahl gehdrigen Hauptidealgtagfrist ein klassischer Satz,
dass fur jeden Zahlkdrper nur endlich viele Primzahlen verzweigt sirelv&zweigten Primzahlen
werden uns im Zusammenhang mit den Modulformen noch wieder begegmenPrimzahl heif3t
voll zerlegt wenn in der Faktorisierung des Hauptideals die maximal mogliche Anzatirmondea-



Die ganzen algebraischen Zahlen im ZahlkorQgk/—23) sind alle von der For
a+b- @ mit (gewohnlichen) ganzen Zahlenb; gerechnet wird ganz genauso

wie fur den Zahlkorpe€)(v/2). Das erste Phanomen ist, dass sich einige Primzahlen
zerlegen lassen. Hier ist ein Beispiel (wir benutzen dittelbinomische Formel):

59 = 36 + 23 = 36 — (—23) = 36 — (V—23)* = (6 +v—23) - (6 — V—-23)
1++/-23 1+\/—_23)
2 2

Das zweite Phdnomen ist, dass die Faktorisierung nicht eiatieutig ist. Dazu be
trachten wir folgendes Beispiel:
39=3-13

=(5+2- ) (T2

und

V23

39= (4+V2B) (- VvV B) = (3 +2 Y v

) (52—

).

Man kann einfach nachrechnen, dass die ZabJef, 3+2- 22Y=2% und5—2. 1/=23
sich jeweils nicht weiter zerlegen lassen. Somit ist alsdkheh der klassische Satg
dass sich jede Zahl eindeutig als Produkt von Primzahlereum lasst, in einem
allgemeinen Zahlkérper nicht mehr wahr. Ein letztes Ph&orat von sehr grol3er
Bedeutung. Als Beispiel betrachten wir:

23— —(1— gl V2 \/7—23)2.
2

Die Zahl23 ist also, bis auf das Minuszeichen, ein Quadrat.
Beschreiben wir nun kurz einige Ideale@{/—23). Das Hauptideal zu einer ganzen
Zahl ist die Menge aller ihrer Vielfachen mit ganzen algémiaen Zahlen. Z. B. ist
das Hauptideal voB, bezeichnet mi{3), die Menge3 - (a + b - @) fur alle
gewohnlichen ganzen Zahlerundb. Allgemeiner ist ein Ideal eine Menge bestehend
aus ganzen Zahlen des Zahlkorpers, so dass Summen zweterréedes Ideals wig-
derum im Ideal liegen und das Produkt eines beliebigen Eiéeseaus dem Ideal mit
einer beliebigen ganzen algebraischen Zal@{n/—23) auch wiederum im Ideal is.
Es stellt sich heraus, dass die eindeutigen Primideatpantgen der Hauptideal@)
und(13) wie folgt aussehen:

(3) = P1P2, (13) = P3Pa

mit bestimmten Primidealel,, P2, B3 undP,. Das heildt, dassund 13 beide voll
zerlegt sind. Das Hauptidegd9) ist dann von der Form

(39) = (3) - (13) = P1P2P:sPa.

AulRerdem ist
(23) = Q2

mit Q dem Hauptidea(l — 23+=23 3‘23). Somit ist23 verzweigt.

Abbildung 8: Phanomene im Zahlkorp@(/—23).



len auftritt (fur diejenigen, die es genau wissen wollen: so viele wie ded Gea Zahlkorpers). Ein
Beispiel ist in Abbildung 8 diskutiert. Nach einem berihmten Satz von NikaigidBewitsch Tsche-
botarjow (1894-1947) bestimmt die Menge der voll zerlegten Primzahlerzdblkorper eindeutig.
Schliel3en wir diesen Abschnitt mit der Bemerkung, dass man die Eigetethiaf Primideale, also
zum Beispiel Zerlegung und Verzweigung, haufig unter dem Befyrithmetikzusammenfasst.

Endliche Koérper

Hier mdchten wir jetzt auf eine ganz andere Klasse von Zahlen und Kogiegehen, namlich die
endlichen. Der Hauptsatz Uber endliche Korper besagt, dass die lderdElemente jedes endlichen
Korpers eine Primzahlpotenz ist, also von der Fpfrmit p einer Primzahl una einer positiven na-
turlichen Zahl. Umgekehrt gibt es fur jede Primzahlpotenz einen endlichepek mit der gegebenen
Anzahl an Elementen. Er sei nfitF' (p”) bezeichnet.

Die einfachsten endlichen Kérper sind diejenigen, deren Anzahl an Btemeine Primzahl ist,
z.B.p = 5 (alsor = 1). Diese erhalt man direkt als 'Rechnen mit Resten’. Die Elemente dieser
Korper werden reprasentiert durch die Zahtgnl, ..., p — 1, in unserem Beispiel also bis 4.

Man addiert zwei solche Elemente, z.Bund4, indem man die gewdhnliche Summe bildet, aso

und dann den Rest beim Teilen dugchusrechnet; dieser ist dann die Summe der beiden Elemente in
GF(p). In unserem Beispiel ware al2e-4 = 1 in GF(5). Ganz genauso verfahrt man mit Produkten.
Wir bilden das Produkt vof und4 zunachst in den natirlichen Zahlen, aksa@er Rest bei Division
durchb ist 3; dieses ist das Produkt va@und4 im endlichen KérpeGF(5).

Endliche Koérper spielen in diesem Artikel zwei wichtige Rollen. Zum einembbigen wir sie
zur Definition vonGLs-Zahlkérpern. Zum anderen kann man von Zahlkdrpern zu endlicliepefn
Ubergehen und zwar fir jedes Primideal des Zahlkorpers.

Reelle Zahlen und unendliche Reihen

Nach der Betrachtung der Zahlen in endlichen Kérpern wollen wir unsdewmnreellen Zahlen zu-
wenden. Die reellen Zahlen sind die Zahlen, die wir im Alltag verwenden.eBitddlen wir zumeist
in Dezimalschreibweise da23, 05 oder1,979 oderv/2 = 1,414213562373.... Was meinen wir
mit 1,979? Natirlich:1 + 55 + 175 + 1o5g- Eine allgemeine reelle Zahl hat ja eine unendlich lange
Dezimalschreibweise, wir haben es somit mit unendlich langen Summen zu keime s@nnen wir

Reihen. Wir kdnnen zum Beispiel jede reelle Zahl groRRer gléiahd kleiner aldl schreiben als

o0

21 Z9 z3 2
0721Z2Z3”.:170+1T)2+1703+“.:Zi'

o.9] Z5

wobei die Ziffernz; ganze Zahlen zwischeund 9 sind. Der Ausdrucky ;°, {5; bedeutet dann
genau das, was davor steht, namlich, dass man all die Brfjgltiri = 1,2,3, ..., also unendlich
viele) aufsummiert.




Die harmonische Reihe ist definiert als

11
1++++

2 Z n
Diese divergiert. Aber langsam! Die Leserin oder der Leseeingeladen, sich m
dem Taschenrechner oder dem Computer einen Eindruck vohasgysamkeit de
Wachstums zu verschaffen.
Um einzusehen, dass die Reihe divergiert, kann
man die Summe mit dem Integrd[~ 1dz ver-

gleichen: ]
N 1 8
JEE
=1 1
Rechnet man das Integral aus, erhalt man 4
N 2
1 1
log(NN) < —.
g( )_ Z n 2000 4000 6000 8000 10000

Da der natirliche LogaritthGSg (siehe Abbildung rechts) eine streng monoton g
gende Funktion ist, folgt, dass die harmonische Reihe gliggtr

Abbildung 10: Die harmonische Reihe

Uusw.

1/32 Betrachten wir als anderes Beispiel

1/16

1/8

it

tei-

die Reihe

1/2

1/4

Man kann sie als 'Null Komma Periode im Binarsystem lesen.
Erinnern wir uns, dass 'Null Komma Perioleém Dezimalsystem
gleich 1 ist, so kénnen wir in Analogie hoffen, dass obige Reihe
den Wertl hat. Das ist in der Tat so, und man kann sich dieses
ganz einfach am Bild des Kuchens klar machen (Abbildung 9).
Das erste Stuck gibt einen halben Kuchen, die ersten beiden einen

Abbildung 9: Kuchen als lllu- drei Viertel Kuchen, die ersten drei elnen sieben Achtel Kuchen,

stration vond 0% | & =1

bzw. allgemeiner die ersteN einenZ_L-tel Kuchen. Man sieht
sofort, dass das fehlende Stiick m|t Jedem Schnitt immer kleiner

wird: Seine GroRRe kommt dérbeliebig nah (man sagt, sie konvergiert gegeand somit nimmt die

Reihe den Wert an.

Der Leser oder die Leserin sei gewarnt, dass nicht jede unendlighe IRevergiert also einen
wohl definierten Wert hat: Das unendlich oft Aufaddieren tiéalso > , 1) ergibt natirlich keine
wohl definierte Zahl; man sagt, dass die Reilieergiert Ein etwas ausgefalleneres Beispiel einer
divergenten Reihe findet sich in Abbildung 10. Euler hat Gibrigens Isenjelass die Reile -, #

den Wert7T hat.

Es gibt, wie wir ja wissen, unendlich viele nattrliche Zahlef, 3, . ..

und auch unendlich viele
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Wir nehmen an, dass wir die reellen Zahlen zwischemd 1 aufzahlen kénnen. Dig
se Annahme wollen wir zum Widerspruch fihren, was dann mwaass die reellen
Zahlen Uberabzahlbar sind. Schreiben wir die angenommefe&lung (in Dezimalr
schreibweise) auf:

1. 0, 21,1 71,2 21,3 21,4 21,5 21,6 #1,7 21,8 + - -
0, 22,1 22,2 22,3 22,4 22,5 22,6 22,7 72,8 - - -
0, 23,1 Z3,2 23,3 23,4 23,5 23,6 23,7 Z3,8 + - -
0, 24,1 B4,2 4,3 Z4,4 4,5 Z4,6 24,7 Z4,8 « - -
0, 25,1 25,2 25,3 25,4 25,5 25,6 25,7 25,8 - - -
0, 26,1 26,2 26,3 26,4 26,5 26,6 26,7 26,8 - - -
0, 27,1272 27,3 27,4 27,5 27,6 27,7 27,8 - - -
0

© No O~ wWDN

; 28,1 28,2 28,3 28,4 28,5 28,6 28,7 28,8 - - -

Dabei sind diez; ; Ziffern zwischer0 und9. Wir diirfen annehmen, dass; gleich0
ist. Wir bilden nun eine reelle Zahl, die nicht in der obigeafZéhlung enthalten ist.
Fir jede natirliche Zalilsei dazig; die eindeutig bestimmte Zahl zwischemnd?9,
so dass; — z;; — 2 durch10 teilbar ist. Drei Beispiele: Ist; ; = 0, dann istz; = 2;
istz;; =1, dannistz; = 3;istz;; = 9, dannistz; = 1. Wir betrachten nun die reelle
Zahl in Dezimalschreibweise

Sie ist zwischer® und 1 (die Neuner-Periode kann sie wegery = 0 nicht sein)
Die Zahl ist ganz offensichtlich verschieden von allen a&lifgeten Zahlen, denn fiir
jede naturliche Zahl unterscheidet sie sich von deten Zahl in unserer Auflistung,
namlich an dei-ten Stelle. Wir haben also eine reelle Zahl gefunden, dad micht,
in der Aufzahlung enthalten war. Das ist der gesuchte Wiach, denn wir haben |
angenommen, alle aufgelistet zu haben.

[

Abbildung 11: Die reellen Zahlen sind tberabzahlbar.

reelle Zahlen. Es war eine geniale Einsicht von Georg Cantor (1848},184ss es trotzdem mehr
reelle als nattrliche Zahlen gibt. Die natirlichen Zahlen sind ja die 'ZahlzalPamhit, dass es mehr
reelle als natlrliche Zahlen gibt, meinen wir, dass es unmdglich ist, die reelldanzau zahlen.
Wir sprechen davon, dass die Menge der reellen Zahbsrabzahlbaiist. In Abbildung 11 haben
wir Cantors ganz simple Beweisidee wiedergegeben. Die Menge der a@ilggian Zahlen hingegen
kann man abzahlen. Es ist eine ganz hiilbsche Aufgabe, dieses Zadrevidazu sollte man benutzen,
dass man die definierenden Gleichungen, die Polynome, auflisten karjadendolche Gleichung
hdchstens so viele Losungen hat wie ihr Grad (das istflangibt. Die Konsequenz ist, dass es viel
mehr reelle Zahlen als algebraische gibt. Somit ist die Eigenschaft, eineafpite Zahl zu sein,
etwas ganz Besonderes. Das beriihmteste Beispiel einer reellen Zatithdialgebraisch ist, ist die
Kreiszahlr. Die nicht-Algebraiziat wurde erst im Jahre 1882 bewiesen.
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Abbildung 12: Obere Halbebene

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind daraus entstanden, dass man gerne hatte, dagsagiraische Gleichung
r?+a-z+b = 0 stets zwei Losungen hat, die man eventuell mit Vielfachheiten zahlen mirsse&r
wir uns, dass zum Beispief — 1 = 0 die Losungerl und —1 hat. Die Gleichung:? + 2z + 1 =
(z + 1)2 = 0 hat die Losung-1 mit Vielfachheit2. Die Losungen vo:? — 2 = 0 sind v/2 und
—+/2. Wie sieht es mit:2 + 1 = 0 aus? Da das Quadrat jeder reellen Zahl nicht negativ ist, kann diese
Gleichung keine Nullstelle in den reellen Zahlen haben. Da es sich als s#tiisph herausstellt,
wenn jede quadratische Gleichung zwei Lésungen (mit Vielfachheitenjiat man nun die Zahl
i = +/—1 formal ein; es ist keine reelle Zahl, es ist lediglich eine Zahl, deren Quadrat gldidkt.
Nun erhalten wir, dass? + 1 = 0 die Lésungen und —i hat. Einekomplexe Zahist dann definiert
als eine Zahl der Form + ¢ - y mit reellen Zahlern: undy.

In den komplexen Zahlen hat nun jede quadratische Gleichung zwengésumit Vielfachhei-
ten). Zum Beispiel sind die Lésungen veh + 23 = 0 gleich/—23 = /=1 - v/23 =i - /23 und
—i-1/23. Der so genanntdauptsatz der Algebraesagt nun, dass jede Gleichungen Grades genau
n Lésungen (mit Vielfachheiten) in den komplexen Zahlen hat.

3 Geometrie

Komplexe Geometrie

Schliel3en wir flr unsere geometrischen Betrachtungen direkt an didéxenZahlen an. Alle sind
von der Forme+i-y mit reellen Zahlerx, y. Wir kbnnenz undy als kartesische Koordinaten ansehen
und die komplexen Zahlen mit der Ebene identifizieren. Dieses ist bereitemipléx geometrisches
Objekt, in gewissem Sinne das einfachste.

Fur die Theorie der Modulformen benétigen wir nur einen Teil hiervomlith die obere Halb-
ebene Diese ist genauso definiert, wie der Name es suggeriert, namlich alsitldef&bene, der
oberhalb der x-Achse liegt. In der Sprache der komplexen Zahlenhvebécobere Halbebene also
genau aus den komplexen Zahler- i - y mit y > 0 (siehe Abbildung 12).

Um eine Idee von allgemeineren komplex geometrischen Objekten zu bekoimetrarchtet man
am besten zunachst den Zusammenhang zwischen Erdkugel und Weldal&sde ist eine Kugel
und ihre Oberflache ’passt’ nicht als Ganzes in ein Buch. Wenn wir Ugrsliags auf kleine Aus-
schnitte (zum Beispiel die Stadt Essen) beschréanken, dann merkearwircgt, dass wir auf einer

12



Abbildung 13: Torus

Kugel stehen und wir kdnnen den Stadtplan als etwas 'Plattes’ auffagagdann wohl in ein Buch
passt. Wenn wir nun so viele kleine Plane in unseren Atlas aufnehmernjedas$unkt der Erde in
mindestens einem Plan liegt, dann haben wir die Oberflache der Erde wtistischrieben. Ge-
nauso geht man vor bei ddtiemannschen Flachekks sind dies geometrische Objekte (wie zum
Beispiel die Kugeloberflache), die im Kleinen so aussehen wie die komplesxee, die man also mit
Hilfe eines Atlas beschreiben kann. Betrachtet man nur die so genarortgakten Riemannschen
Flachen, dann kann man sie (bis auf glatte Transformationen) durch dahAhrer Locher eindeutig
charakterisieren: die Kugel hat kein Loch, der Fahrradreifenu@oaus Abbildung 13 hat ein Loch
etc.

Die Riemannschen Flachen haben ubrigens ihren Eingang in die grof3e Vegitlitgefunden:
'Near Shepherd’s Bush two thousand Beta-Minus mixed doubles weymglRiemann-surface ten-
nis.”” "The nearest Riemann-surfaces were at Guildﬂérd.’

Modulformen kann man als bestimmte Funktionen (Differentialformen) auf bestimiRiéenann-
schen Flachen ansehen. Damit sind Modulformen in der Geometrie vetiviviie viele essentiell
verschiedene Modulformen (eines bestimmten Typs) es zu einer gegeReamannschen Flache
gibt, kann man Ubrigens ganz einfach an der Anzahl der Lécher ablese

Arithmetische algebraische Geometrie

Viele geometrische Objekte, zum Beispiel alle (kompakten) RiemannschemeR|atie ja zundchst
komplex geometrischer Natur sind, haben eine Struktur Uber einem Zpaikéras wir sofort erkla-
ren. Der Ansatz darithmetischen algebraischen Geometrierangetrieben vor allem von Alexander
Grothendieck (geb. 1928), ist, Zahlentheorie und Geometrie zu verpiimtEem man Geometrie Uber
Zahlkorpern studiert und viele klassische geometrische Satze auchaltidkérpern beweist.
Betrachten wir ein ganz einfaches, aber doch schon interessantegeBeisn Kreis vom Radi-
us1 (Abbildung 14). Er besteht aus allen Punkten, deren Abstand vom Nkiimleich1 ist, deren
Koordinaten(z, y) alsox? + y? = 1 erfillen. Mit anderen Worten besteht der reelle Einheitskreis
aus den reellen Losungén, y) der Gleichungr? + y? — 1 = 0. Man bemerke, dass in dieser Glei-
chung nur noch ganze Zahlen vorkommen, alles genuin reelle ist vauadew! Nun kann man sich
naturlich fragen, welche Bruchzahlen diese Gleichung erflllen, undraéiner noch, welche Zah-
len eines vorgegebenen Zahlkdrpers dieses auch tun. Damit ist marr Ww&dsner ganz offenbar

"Huxley, Chapter 4
8ibid., Chapter 18
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Abbildung 14: Einheitskreis

zahlentheoretischen Fragestellung, namlich, Zahlen zu untersucheasineiieggegebenen Gleichung
genugen. Bleiben wir kurz beim Einheitskreis und den Bruchzahledll&nfBruchzahlen = 2 und
Y= g (wir haben sie auf den kleinsten gemeinsamen Nenner gebracht) die Gigicouerhalten wir
nach Durchmultiplizieren mit:

a? + b = ¢,
also ein Pythagoraisches Zahlentripel. Ubrigens stammt jedes teilerfrentidgBraische Zahlentri-
pel genau von einem rationalen Punkt auf dem Kreis. Hier ist ein gamkzr&tes Beispielr = % und
y = 2 beschreiben einen rationalen Punkt auf dem Einheitskreis, der voterZapel 3% + 4% = 52
herkommt. Den letzten Satz von Fermat kann man auch so umformulieren: Die,lie durch die
Losungen vorr™ +y™ —1 = 0 (fur jedesn > 3) gegeben ist, besitzt keine Punkte, deren Koordinaten
Bruchzahlen ungleich null sind.

Dass ein geometrisches Objekt, zum Beispiel eine Riemannsche Flach8trektar Gber einem
Zahlkérper hat, bedeutet nun genau das, was wir am Beispiel desitBknbses gesehen haben:
Die Punkte sind gerade die Losungen von unter Umstédnden mehrerenualggchmit Eintrdgen im
Zahlkorper (im Beispiek? + 32 — 1 = 0; der Zahlkorper ist der der Bruchzahlen).

4 Symmetrien

Geometrische Symmetrien

Eine sehr wichtige Methode zur Untersuchung von geometrischen Ob-

A jekten ist die Betrachtung ihr&@ymmetrienEbene Symmetrien sind ab-
-~ B standserhaltende Transformationen, die das Objekt in sich selbst Uber-

E fuhren. Als Beispiel betrachten wir das regelméaRige Flnfeck (Abbil-

T~ dungl 15). Welche Symmetrien gibt es? Es sind dies die Drehungen um

D c n - 72 Grad mitn. € {0, 1,2, 3,4} und die Spiegelungen an den Achsen,

die durch einen Eckpunkt gehen und senkrecht auf der gegenéber d

Abbildung 15: Fiinfeck  Eckpunkt liegenden Seite stehen. Insgesamt gibt eslalsolche Trans-
formationen. Das Hintereinanderausfiihren von zwei solchen ligfest e
dritte. AuRerdem kann man die Transformationen wieder riickgéangig médieeRotation um - 72
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Die Modulgruppe, bezeichnet n8iL,(Z),
ist die Menge alle x 2-Matrizen (d. h
Zahlenviertupel) ¢ 4 ) mit ganzen Zahleh
als Eintragen (zum Beispi¢f, 1)), so das$
die Determinantedas ist die Zahkd — be,
gleich1 ist.

Man multipliziert zwei Matrizen wie folgt}

(a4)-(Fa)=(erthhastbuy.

Ferner gelten
(e5)-GH=GD-(e5)=(25)
und
(¢8) (%)=,

Diese Eigenschaften, zusammen mit gen
Ublichen Klammerregeln (Assoziativitat),
fasst man unter dem NameBruppe zu-
sammen.

Abbildung 16: Die Modulgruppe

Grad durch Rotation ur(b — n) - 72 Grad, und die Spiegelung durch nochmaliges Ausfiihren). Man
sagt, dass die Symmetrien ei@euppebilden.

Fur Modulformen sind diddbius-Symmetrieder oberen Halbebene von grundlegender Bedeu-
tung. Sie sind ganz einfach definiert. (scctg) ein Element der Modulgruppe (siehe Abbildung 16),
dann ordnet man ihm die Mobius-Symmetrie zu, die den Puklr oberen Halbebene auf den Punkt
% schickt. Betrachten wir zwei Beispiele. Die Symmetrie zum Elenignt) ergibt sich alsZ geht
aufz +1’, es handelt sich also um die Verschiebung lrbas Element ! ' ) ergibt die Abbildung,
die z auf —1 schickt.

Alle Symmetrien der Modulgruppe kann man durch einen Kunstgriff auch ieneigeometri-
schen Objekt fassen, dem Quotienten bzwMedulkurve(der Stufel). Dieses ist eine Riemannsche
Flache.

Symmetrien von Zahlkérpern

Die Betrachtung von Symmetrien von Kérpern geht zurlick auf Evaristeiss@l811-1832). Eine
Galois-Symmetrie ist eine Abbildung des Korpers in sich selbst, die die Additahdie Mul-
tiplikation respektiert (d.h. isty die Abbildung und sindu, b Elemente des Kdorpers, dann gelten
d(a +b) = é(a) + ¢(b) und é(a - b) = ¢(a) - ¢(b)). Der ZahlkdrperQ(+/2) hat zum Beispiel
neben der Identitat noch die Galois-Symmetrie, die dadurch charakteissieiass sia/2 auf —v/2
schickt. Es gibt Ubrigens Zahlkdrper, deren Gruppe von Galois-Syremetenselben Gesetzen folgt
wie die Symmetriegruppe des Flnfecks. Z. B. ist dies der Fall bei depeKaten man erhalt, indem
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man zu den Bruchzahlen noch alle Lésungen der Gleichdng2z* + 223 — 22 + 1 = 0 hinzufiigt
und alle Zahlen, die man aus diesen durch Multiplikation und Addition erhalt.

Betrachten wir nun einen Zahlkorper (technische Voraussetzungsseth). Fur jede unverzweig-
te Primzahlp gibt es eine Galois-Symmetrie, dieFrobenius-Symmetrjenach Ferdinand Georg
Frobenius (1849-1917). Nun ist es aber so, dass ein Zahlkorpgsrmsteendlich viele verschiede-
ne Galois-Symmetrien hat. Es ist von groRem Interesse zu wissen, westbis-Symmetrie nun
zur p-Frobenius-Symmetrie fir eine gegebene Primzapéhdrt. Denn daraus kann man zum Bei-
spiel ablesen, wieviele Primideale in der Faktorisierung des gehoérigen Hauptideals liegen. Die
p-Frobenius-Symmetrien speichern also die Arithmetik des Zahlkérpers.

Fir den Fortgang dieses Artikels spielen Zahlkorper, deren Galois-Syiegmappen in einer
gewissen grof3en Familie von Gruppen liegen, die Hauptrolle. Diese Zpblkbezeichnen wir als
GLs-Zahlkérper Sie sind dadurch ausgezeichnet, dass ihre Galois-Symmetriegrupjideausn-
ten der Matrix-Gruppé&sLy Uber einem endlichen Korp€rF(p”) besteht. Diese Matrix-Gruppe ist
ganz genauso definiert wie die Modulgruppe aus Abbildung 16, mit dengeim Unterschied, dass
die Eintrage in den Matrizen (den Viertupeln) jetzt aus dem endlichen K&pép") sind und die
Determinante jetzt auch jede Zahl ungleich null sein darf.

Es gilt noch viel mehr: Die Galois-Symmetrien eines Zahlkérpers geben Syrcimetrien auf
den Punkten von geometrischen Objekten mit einer Struktur Uber diesdkogsdr. Diese Symme-
trien sind ganz anderer Natur als die geometrischen Symmetrien, die wir ebandelt haben. Ganz
allgemein gilt: Lasst eine Galois-Symmetrie eines Zahlkorpers die Eintragdfigiemten) der defi-
nierenden Gleichungen fest, so schickt sie eine Losung der Gleichuvigderum auf eine Losung.
Dieses machen wir uns wiederum am Beispiel des Einheitskreises undhdiééipersQ(/2) klar.
Ein Punkt des Einheitskreises ist, y) = (5. 5), dajaz® + 4> = (5)° + (J5)* = 5 + 5 =1
gilt. Die nicht triviale Galois-Symmetrie, die wir oben beschrieben habenugibtinen neuen Punkt
auf dem Kreis, némlicl@%ﬂ, %ﬂ), was man wie gerade nachpruft. Diese Symmetrie sieht vielleicht
auf den ersten Blick wie die Spiegelung am Mittelpunkt aus, ist es aber dixm, zum Beispiel wird
der oben betrachtete Pur(lé, %) festgelassen. Vielmehr kann man aufgrund der Galois-Symmetrien
Punkte unterscheiden, deren Koordinaten in verschiedenen Zagtkhdiggen.

5 Modulformen

Nun wollen wir genauer auf Modulformen eingehen. Modulformen sindildbhgen von der oberen
Halbebene in die komplexen Zahlen, die durch unendliche Reihen gegeliertine Modulformf
ordnet jedem Punkit aus der oberen Halbebene aufgrund einer bestimmten Regel einenfRunkt
in den komplexen Zahlen zu. Die Regel ist stets von der Art

oo
f(Z) _ Z an€2ﬂ'mz
n=0

mit komplexen Zahlem,,. Dabei iste die Eulersche Zahl (ungeféld 71828), also die Zahl, bei
der der naturliche Logarithmus, den wir schon gesehen haben, denl \&enimmt. Unendlichen
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f(z):q_q2_q3+q6+q8_q13_q16+q23_q24+q25+q26+q27

- q29 - q31 + q39 - q41 - q46 - q47 + q48 + q49 B q50 B q54
+q58+2,q59+q62+q64_q69_q71 _q73_q75_q78_q81
+q82 +q87 +q93 +q94 _ q98 +9. q101 _ q104 _ 2.(1118 +q121
+ q123 _ q127 _ q128 _ q131 + q138 _ q139 + q141 +q142 +q146
_ q147 + q150 _ q151 + q162 _ q163 +92. q167 +2. q173 _ q174
_9. q177 o q179 + q184 o q186 _ q192 _ q193 _ q197 +...
Die drei Punkte bedeuten, dass die Funktion noch unendkitemgeht. Es gibt abe
kein offensichtliches Bildungsgesetz, wie man es vietieaus (mathematisch unhglt-
baren) Intelligenztests kennt. In obiger Formel stgfiir die Funktionq = ¢(z) =
e2™%# in der Variablez.

=

Abbildung 17: Sehr symmetrische Modulform von Stufe 23 und Gewicht 1

Eine Matrix (2 %) in der Modulgruppe ist
von StufeN, wenne durch N teilbar ist.

Eine Funktionf(z) = Y7, a,e*™"* ist
eineModulformvon Stufe N und Gewicht]
k, wenn firr jede Matrix ¢ % ) von StufeN’

az+b

FEEED = e+ )£ (2)

gilt und die technische Bedingung 'Hp-
lomorphizitéat in den Spitzen’ erfillt ist.
Man bemerke die Mobius-Symmetrie |in
der Gleichung!

Abbildung 18: Modulformen

Reihen sind wir auch bereits vorne begegnet; hier sind,di®o gewahlt, dass die Reihen konvergieren
und eine komplexe Zahf(z) definieren. Ein Beispiel mit sehr kleinen Koeffizienten findet sich in
Abbildung 17.

Dieses alleine macht aber keine Modulform aus, sondern wir habernmaFaurier-Reihebe-
schrieben, nach Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Baad&se an Modulformen ist, dass
sie ein spezielles Verhalten bezuglich bestimmter Mobius-Symmetrien aufwéesda Modulform
hat eineStufe/N und einGewichtk; beides sind positive natlrliche Zahlen. Bezlglich jeder Mébius-
Symmetrie von so genannter Stufeverlangt man von einer Modulform nun, dass sie eine Symmetrie
mit Gewichtk hat (siehe Abbildung 18 fir genauere Aussagen). Es sei noch eitaralf hingewie-
sen, dass man Modulformen auch als Funktionen auf bestimmten Riemanidébleen, namlich
den Modulkurven (passender Stufe), betrachten kann. Das istisebhsthwieriger, aber der grol3e
\orteil ist, dass die Geometrie deutlicher zum Vorschein kommt.
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Abbildung 19: Delta-Funktion (Realteil)

Modulformen spielen seit ihrer Einfiihrung im 19. Jahrhundert eingaerRolle in der Zahlen-
theorie. Zu Anfang wurden sie mit Hilfe der Funktionentheorie unterssivurde friih festgestellt,
dass die zugehorigen Fourierkoeffizienten, das sind.gibaufig interessante zahlentheoretische Be-
deutungen haben. So gibt es z. B. eine Modulform, derégr Fourierkoeffizient angibt, wie oft die
naturliche Zahh als Summe vod Quadraten dargestellt werden kann. Man kann Modulformen auch
in einem Bild sichtbar machen; dabei ersetzt man die obere Halbebertediar€inheitskreisschei-
be. In Abbildung 19 findet sich die vielleicht beriihmteste aller Modulforntié®,Ramanujansche
Delta-Funktion, nach Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Die Mébyasagetrien treten im Bild sehr
deutlich hervor.

Fir unsere Betrachtungen stellen sich diejenigen Modulformen als rsandyanglich heraus,
die noch zuséatzliche Symmetrien erflllen. Diese zusatzlichen Symmetriekledlee-Symmetrien
kann man auf verschiedene Arten sehen. Zum einen kann man Heoleebyen auf dem Raum der
Modulformen durch Formeln in den Koeffizienten definieren. Zu jeder natirlichen Zahi gibt
es eine Hecke-Symmetrie (siehe Abbildling 20). Ein viel konzeptionell¢éagdBunkt ist allerdings
wiederum geometrischer Natur: Hecke-Symmetrien lassen sich als Symmgareuér Korrespon-
denzen) der Modulkurven verstehen.

Wir nennen Modulformen, die auch den Hecke-Symmetrien geniggéin symmetrische Modul-
formenoderHecke-Eigenformeriir sie gilt das wichtige Resultat, dass djgin der unendlichen
Reihe ganze algebraische Zahlen sind und nicht 'nur’ komplexe. Néckes gilt, dass man, wenn
man alle mdglichen Summen und Produkte aller Bruchzahlen undaglles;, a4 etc. bildet, einen
Zahlkorper, derKoeffizientenkdrpeder Modulform, erhalt.

6 Zusammenhang von Zahlentheorie und Geometrie

Symmetrien als Schlussel

Kommen wir nun zum eigentlichen Gegenstand dieses Artikels, dem Zusammgenhischen Geo-
metrie und Zahlentheorie, der durch Modulformen beschrieben wirddelsoGegenstand der Serre-
Vermutung. Dieser Zusammenhang beruht auf all den Symmetrien, die whriesen haben.
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Wir beschreiben die Hecke-Symmetri
(den Hecke-Operator 7,, fir eine Prim-
zahlp. Sei

e

eine Modulform von Gewicht. Dann gibt
es eine Modulform

Tpf(z) = Z b.e2mirz,
r=0
Dabei gilt: Fallsp die Zahlr teilt, dann ist
by = arp +pk71a7>/p‘
Falls nicht, dann ist
by = arp.

Die Symmetrieril,,, fir natlrliche Zahlen
m berechnen sich mit Hilfe einfacher For-
meln aus def,.

Abbildung 20: Hecke-Symmetrien

Die Mo6bius-Symmetrien bewirken zunachst, wie oben schon herausgesasht,man eine ge-
gebene Modulform als eine Funktion (Differentialform) auf einer (konakRiemannschen Fla-
che, der Modulkurve (passender Stufe), betrachten kann. Diese ganauso wie der Einheitskreis,
als Losungsmenge von Gleichungen beschrieben werden, derergigaiéize Zahlen sind. Damit
kommt eine Modulform also von einem geometrischen Objekt mit einer Strukerrdem einfach-
sten Zahlkdrper, den Bruchzahlen. Somit ergibt jede Galois-Symmetrie 2atékdrpers auch eine
Symmetrie der Modulkurve, wie vorne erklart wurde.

Der Zusammenhang zwischen Zahlentheorie und Geometrie, der auf Miodeit beruht, ist aber
qualitativ noch viel weiter gehender Natur. Er beruht namlich neben deadg Beschriebenen ganz
entscheidend auf den zusatzlichen Symmetrien, den Hecke-Symmetriemedgzler symmetrische
Modulform erfullt.

Eine sehr symmetrische Modulform weist also Hecke-Symmetrien und Galms8trien auf.
Erstere sind geometrischer, letztere zahlentheoretischer Natur. Denfmenhang zwischen Geome-
trie und Zahlentheorie ergibt sich aus diesen, denn sie hangen emgreasaDie Hecke-Symmetrie
T, fur eine Primzahp bestimmt namlich die Galois-Symmetrie, die von gdfrobenius-Symmetrie
kommit!
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P Koeff. | Bedeutung

2 -1 | 12423=24=2-12
3 -1 | 12423=24=3-8
5 0 5 teilt nien? + 23

7 0 7 teilt nien? + 23

11 0 11 teilt nien? + 23
13 -1 |42423=39=13-3

997 2 1642 + 23 = 997 - 27
1009 0 1009 teilt nien? + 23

Der Leser/die Leserin ist eingeladen, wei-
tere Beispiele dieses interessanten Zugam-
menhangs zu Uberprifen. Man kann ubri-

gens eine noch genauere Beschreibung ge-
ben (fur Kenner): Der Koeffizient beiist
2, wennp in Q(v/—23) in zwei Hauptideat
le zerfallt; er ist—1, wennp in zwei nicht-
Hauptideale zerfallt; er ist, wenn es nur
ein Ideal Gbep gibt.

Abbildung 21: Modulform von Stufe 23 und Gewicht 1 - Diskussion

Ein kleines Beispiel

Hier sei ein erstes ganz einfaches Beispiel des Zusammenhangs awZsdfientheorie und Geome-
trie mittels Modulformen angefihrt. Es ist so einfach, dass nicht alle Phareosightbar werden, aber
es gibt doch eine Idee von der Art zahlentheoretischer Informatiorin gégler sehr symmetrischen
Modulform gespeichert ist. Wie wir unten beschreiben werden, hadseltahlentheoretische Aus-
sage in voller Allgemeinheit von Zahlkérpern, deren Benutzung wir dlregtds erste kleine Beispiel
zunachst vermeiden kdnnen. Wir betrachten die sehr symmetrische Miodwdius Abbildung 17.
Ihre Fourierkoeffizienten sind steis+1 oder+2. Schaut man genauer hin, sieht man, dass die Ko-
effizientena,, (also die Zahl vog?) fr jede Primzahp (mit der einzigen Ausnahmis) stets0, —1
oder?2 sind.

Eine vereinfachte Form des Zusammenhangs zwischen Geometrie undtAablée besagt das
Folgende: Ist der Koeffizient, flr eine Primzahp # 23 gleich—1 oder gleich2, dann gibt es eine
natiirliche Zahk, so dass:? + 23 durchp teilbar ist. Ist der Koeffizient gleich, dann gibt es kein
solchesn. Siehe Abbildung 21 fiir ein paar Beispiele. Selbst in diesem kleinen Besgien wir,
welche Uberhaupt nicht offensichtliche Information in einer Modulfoodi&rt ist.

Man kann und sollte sich naturlich fragen, ob einem diese Information iMaelulform Uber-
haupt etwas nitzt. Ob es fir eine gegebene Primzabh ein solches gibt oder nicht, kann man ja
bestimmt auch anders ausrechnen. In der Tat, denn wie der vorgehiktetebzw. die vorgebildete
Leserin vielleicht weil3, war bereits Carl Friedrich GauR3 (1777-18&8) Wie man eine solche Frage
sehr schnell 16st, namlich mittels des Gaul3'schen Reziprozitatsgesetzegeraigere Erklarung der
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Koeffizienten vom Ende von Abbildung 21 ist tibrigens schon wesenttietvarer: Fiir Kenner: Man
muss in der Klassengruppe des Zahlkorpers in Abbildung 8 rechnediesrtizr Modulform zugeord-
nete Zahlkorper ist ein Teilkdrper des Hilbertschen Klassenkorpsrguidratischen Zahlkorpers.

Aber: In den allermeisten anderen Fallen, die nicht so klein sind wie dasigd&ehandelte Bei-
spiel, hat man keine andere Mdglichkeit, irgendeine Information tber diMadulform gehdrigen
Zahlkorper zu erlangen. Denn es ist sehr schwer, den zugeh@adpdkorper auszurechnen, also eine
definierende Gleichung anzugeben. Ein entsprechender Algorithnmdg wist in den letzten Jahren,
hauptséachlich von Bas Edixhoven (Leiden), entwickelt. Aber selbst méedieAlgorithmus erhéalt
man nur in wenigen ’kleinen’ Fallen wirklich den Zahlkorper, denn die Beneing wirde haufig
Jahrhunderte oder gar weit Gber die Lebensdauer des Universnassieichen, abgesehen davon,
dass mehr Speicher notwendig wére als es Atome im Universum gibt. Vaviatlriform kann man
aber trotzdem meist die ersten Koeffizienten berechnen. Die zugeh&adkorper werden belie-
big grol3: Gibt man eine beliebige Schranke vor, dann kann man eine Maoauthit zugehdrigem
Zahlkorper finden, dessen Grad grof3er als die Schranke ist. Zumpi@diadet man schon in Stufe
3313 (siehe unten; das ist Ubrigens eine sehr kleine Zahl!) eine Modulformahik@drper vom Grad
MiNdeStenS925250774549309901534880012517951725634967408888389353667553071522143698118524332281 26 288827672614682624( T Ken-
ner, die Zerlegungsgruppe vanist SLy von GF(2'27); die Elementanzahl dieser Gruppe ist obige
Zahl). Die Modulform gibt aber Informationen Gber Zahlkorper preered man sonst nie habhaft
werden kénnte.

GLs-Zahlkérper zu einer sehr symmetrischen Modulform

Wir beschreiben jetzt genauer den Zusammenhang zwischen Geometdahiedtheorie, der von
einer sehr symmetrischen Modulforfiz) = >°°° | a,,e*™* von StufeN und Gewicht herkommt.
Zun&chst durfen wir ein beliebiges Primideal im Koeffizientenkdrper fravéhlen. Wie wir wissen,
kann man jede ganze algebraische Zahl im Koeffizientenkdrper mittelgideis€als in einen endli-
chen KorpelGF (¢) (mit g einer Primzahlpotenz) abbilden, was wir im Folgenden auch tun werden.
Die Hauptaussage ist nun, dass es zur Modulfgromd dem gewahlten Primideal einen Zahl-
korper K gibt, dessen Galois-Symmetriegruppe aus Matrizen in der Matrix-GrgppdiberGF (q)
besteht. Damit isf{ also einGL,-Zahlkdrper, genauer einngeraderGL,-Zahlkérper, worauf wir
hier aber nicht eingehen. Der versprochene Zusammenhang zwldebke-Symmetrien und Galois-
Symmetrien besagt nun das Folgende: (S%eg) die Matrix, die zurp-Frobenius-Symmetrie gehort.
Dann ista + d, die so genannt8pur, im endlichen Korper gleich der Zahl (dem Koeffizienteplaus
der unendlichen Reihe vofi Letzterer kommt von der Hecke-Symmetiig (er ist ihr Eigenwert).
Weiterhin istad — be, die Determinantegleich p*~—!. Ubrigens geniigen Spur und Determinante in
den meisten Fallen, um die Matrix eindeutig (bis auf Konjugierte) zu bestimmen.
Damit erhalten wir die schon am Anfang erwéahnten grundlegenden éelss&ormulieren wir
das gerade Beschriebene noch einmal mit anderen Worten: Die Arithmetikadidkorperss, die,
wie wir oben gesehen haben, mit Hilfe geFrobenius-Symmetrien beschrieben werden kann, hangt
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von den Zahler:, der Modulform ab! Kirzer formuliertDie Modulform bestimmt die Arithmetik
des Zahlkorpers<. Anders herum geseheDie Modulform speichert die Arithmetik des Zahlkérpers
K. Man kann sogar Uber den Zahlkérp&Er noch mehr sagen, denn man kennt seine verzweigten
Primzahlen: Alle diese teilefv - q.

Vergessen wir auch nicht, dass wir zunachst ein Primidealdhlthaben. Wir hatten unendlich
viele andere wéahlen kénnen und fir jedes andere hatten wir einereand@rperk erhalten. Somit
gibt uns eine sehr symmetrische Modulform eine gdrarailie, oder auch ein so genanntampati-
bles Systemnvon Zahlkérpern zusammen mit ihrer Arithmetik.

Die Serre-Vermutung

Die Serre-Vermutung bzw. der Satz von Khare, Wintenberger u.a.tli@fer zu Anfang bereits an-
gedeutet, eine Umkehrung des gerade beschriebenen Sachvedealezsingeradé&l,-Zahlkorper
stammt von einer sehr symmetrischen Modulfdbme. quantitative Form der Vermutung besagt da-
bei sogar, dass sich die Stufe der Modulform und das Gewicht dusrrdassen. Erstere ist in etwa
gleich dem Produkt der im Zahlkérper verzweigten Primzahleng dieht teilen. Letztere berechnet
sich aus Eigenschaften der Primideale, glieilen.

Halten wir noch einmal die Hauptaussage f&t Arithmetik aller ungeradefzLo-Zahlkorper
l&sst sich mit Modulformen fassen.

Ein trickreicher Beweis

Der Beweis der Serre-Vermutung ist sowohl technisch schwer und tigsfrice
als auch trickreich. Wir kénnen ihn hier verstandlicherweise nicht wegten.
Der Haupttrick hingegen ist ziemlich zuganglich. Er basiert darauf, dess
Modulform nicht nur einerizLy-Zahlkorper liefert sondern eine ganze Familie.

Ist K ein ungeradeGLs-Zahlkorper, der laut der Serre-Vermutung von ei-
ner Modulform der Stufév herkommen sollte, dann sagen wir kurz, dasdie
Stufevon K ist.

Zunéchst ist es Chandrashekhar Khare gelungen, die Serre-Newgnzu
beweisen fliGL,-Zahlkdrper von StufeV = 1,2

AuBerdem haben Khare und Wintenberger, tbrigens auch Luis Dagulef
(Barcelona), die folgende Reduktionsmethode erdacht, die nach hattei-te
scher Arbeit und unter Zuhilfenahme vieler schwieriger Séatze, vor al@nmMark Kisin und Richard
Taylor, schlieRlich zum Erfolg gefuhrt hat: Sei ein ungera@dés-ZahlkérperK der StufeN gege-
ben. Man kann zu einer Familie v@nLy-Zahlkorpern tibergehen, zu d&r gehort. Dann stellt man
fest, dass diese Familie auch einen anderen ungefalleiZahlkérperL von StufeM enthéalt, wobei
M durch eine Primzahl weniger teilbar ist @& Der entscheidende Schluss ist nun, dass, wenn der

Abbildung 22:
Chandrashekhar
Khare

%Khare 2006
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ZahlkorperL von einer Modulform herkommt, bereits die ganze Familie von einer Modulfoerm
kommt (wie oben beschrieben). Insbesondere kommt auch der Zabitkgrpon einer Modulform
her.

Dieses erlaubt einem dann ein schrittweises (induktives) VorgeherStite N = 1 hat Kha-
re die Serre-Vermutung bewiesen. Im néchsten Schritt beweist man e \®&emutung furGLs-
Zahlkérper von StufeV, wobei N nur von einer einzigen Primzahl geteilt wird. Mittels der Reduk-
tionsmethode kann man zu einem Zahlkorperon StufeM = 1 Gbergehen, der nach Khares Satz
Uber Stufe 1 von einer Modulform kommt. Somit kommt au€ivon einer Modulform.

Im folgenden Schritt kbnnen wir die Serre-Vermutung fir Zahlkérdgezeigen, deren Stufe von
genau zwei Primzahlen geteilt wird. Denn mit der Reduktionsmethode kanaurginem Zahlkdper
L Ubergehen, dessen Stufe nur aus einer einzigen Primzahl besteler Kheant aber von einer
Modulform nach vorherigem Schritt. Folglich kommt wiederdsrauch von einer Modulform.

So fahrt man fort und kann den Fall beliebiger Stufe behandeln.

7 Abschlieliende Bemerkungen und Ausblick

Modulformen wurden in diesem Artikel bereits facettenreich dargestelligedsnetrische Objekte
und als unendliche Reihen. Gerecht sind wir ihnen hiermit allerdings immér micbt geworden.
Das liegt unter anderem daran, da#iptische Kurveraus Platzgriinden nicht erwahnt werden konn-
ten. Sie spielen aber eine gewichtige Rolle in der Theorie. Nach Wiles’ Arbeitd-ermats letz-
tem Satz kann man jeder elliptischen Kurve Uber den rationalen Zahlen eidelfiskon zuordnen.
Weiterhin kann man Modulformen als Funktionen auffassen, die jeder elliptiskurve eine Zahl
zuweisen; Modulformen sind also Funktionen auf dem Klassifikationsidemelliptischen Kurven.
Dieses ist der konzeptionelle Hintergrund von Modulkurven. Diese Rakkter Modulformen gehen
in die Beweise der oben erwahnten Satze entscheidend ein und sind wichtitgsér Verstandnis der
Materie.

Ein weiterer Punkt sollte Erwahnung finden, namlich die Verwendung Niptischen Kurven und
allgemeiner Modulformen in der Kryptographie, also zum Verschlissasignieren von Nachrich-
ten. Dazu benétigt man so genankiawegfunktionenDas sind Funktionen, die man schnell berech-
nen kann, deren Umkehrungen allerdings in praktischen Maf3stabeneghbnbar sind. Elliptische
Kurven Uber endlichen Korpern geben solche Funktionen: Man ketmmeti einen Punkt auf der el-
liptischen Kurve multiplizieren. Ist hingegen ein Punkt gegeben, der ditoFaines anderen Punktes
ist, so kennt man keine effiziente Methode, um den Faktor zu bestimmenllgeh&iner kann man
mittels Modulformen so genannte abelsche Varietaten (Jacobische Vandtadem, die elliptische
Kurven verallgemeinern und auch ahnliche Einwegfunktionen bereitrstelle

Der hier dargestellte Zusammenhang zwischen Zahlentheorie und Geonasstesigh in eine
sehr grol3e 'Philosophie’, um das Wort 'Programm’ zu vermeiden, eintanglands-Philosophie
Diese geht zurtick auf die Idee von Robert Langlands (geb. 198&;efon), dass automorphe For-
men, das sind weit reichende Verallgemeinerungen von Modulformeresturimten Galois-Darstel-
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lungen, das sind Verallgemeinerungen ®h,-Zahlkérpern, korrespondieren sollten. Hatte Lang-
lands wohl hauptséchlich an komplexe Darstellungen gedacht, wurde Isigie in verschiedenste
Kontexte Ubertragen. Die Serre-Vermutung kann als ein Teil eoelp Langlands-Philosophiauf-
gefasst werden.

Alle diese 'Philosophien’ suggerieren weitere tiefe und nitzliche Zusamamgezwischen Geo-
metrie und Zahlentheorie und werden die mathematische Forschung nodangseJahre bereichern.
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8 Summary

Recently one of the most important structural conjectures in pure mathengegics;s modularity
conjecture, has become a theorem, proved mainly by Khare and Wintenb&gyee's conjecture
establishes a link between seemingly different areas: number theoryeantetry. This link is made
through modular forms, which are functions dating back to the 19th century.

The main aim of the article is to describe the content of Serre’s conjecturenam-déechnical
language. Moreover, links to past and ongoing research in Essenaeationed, as well as some
consequences of Serre’s conjecture.

The article first surveys the objects involved in Serre’s conjecture: fapdorms and Galois
representations. According to a theorem by Deligne and Shimura, ake ldegenform gives an odd
2-dimensional Galois representation. This is illustrated by means of a simpigpkxeSerre’s conjec-
ture postulates that the converse is also true: any odd 2-dimensionatibkdGalois representation
comes from a Hecke eigenform.

The remainder of the article is devoted to explaining these objects in more detéreDiftypes
of 'numbers’ and 'fields’ are introduced, discussed and compailgdbgaic numbers, real numbers,
complex numbers, number fields and finite fields. Subsequently, complexegygo in particular
Riemann surfaces, are touched upon, and geometry over numberdigtisEtic geometry) is treated
using a simple example. The article emphasizes the role played by symmetrigseslitha point
of view that modular forms link geometry and number theory via symmetries: Mdbamsforms,
Hecke operators and Galois and Frobenius automorphisms are unitefdeesifinds of symmetries.
These objects are explained. Modular forms are presented as objeitgydoom and being rooted in
geometry. The link between modular forms and Galois representations @ddwdSerre’s modularity
conjecture is finally explained in more detail and one small glimpse on its proodvsded. A final
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section mentions further properties of modular forms without explanatiopaisdSerre’s conjecture
into the context of Langlands’ philosophy.
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