Die Additivitidt der Kodaira Dimension
fiir projektive Faserrdume iiber Varietiaten des
allgemeinen Typs |

Von Eckart Viehweg in Mannheim*)

Wir betrachten in dieser Arbeit regulédre irreduzible projektive Varietiten liber dem
Korper C der komplexen Zahlen und surjektive Morphismen zwischen solchen Varietiten
mit zusammenhingenden Fasern. Letzteres bezeichnen wir kurz als Faserraum. Fiir
weitere Bezeichnungen und Definitionen verweisen wir auf [7] oder [8]. Wie wir in [8]
erldutert haben, ist das wichtigste offene Problem in der groben Klassifikationstheorie
algebraischer Varietiten mit Irregularitit ¢ =1 die Beantwortung der folgenden Ver-
mutung von S. [itaka:

Vermutung C, .. Es sei f:V — W ein Faserraum, n=dim (V) und m=dim (W)
und V,, die allgemeine Faser. Dann erfiillen die Kodaira Dimensionen (hoffentlich) die
Ungleichung

k(V)=x(V,) +x(W).

In [8] hatten wir diese Vermutung mit dem folgenden Zusatz versehen:
Cor e Ist K(V,) 20 und k(W) 20, so ist (hoffentlich) k(V)=Var(f).
Soweit mir bekannt ist, kann man zur Zeit die folgenden Fille behandeln:
Satz I (siehe [8]). Cs 1, C31, Cyn-1 und C, -, sind richtig.

Satz Il (Y. Kawamata [5]). G, ist richtig fiir n <4. Dariiber hinaus gilt C, ; falls
k(W)=1 ist.

Tatsédchlich ergeben die Methoden von [5] mehr als Satz II, reichen jedoch nicht
aus um G, ; fiir beliebiges » und W zu beweisen. In dieser Arbeit wollen wir die zweite
Aussage von Satz II verallgemeinern:

Satz IIl. C, ,, ist richtig, falls k(W) =dim(W)=m ist.
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Dieser Satz wurde von Y. Kawamata in [4] unter der zusitzlichen Voraussetzung
bewiesen, daB x(V) =0 ist. Die von ihm entwickelten Methoden sind auch fiir den hier
gegebenen Beweis von Satz III das wichtigste Hilfsmittel. Satz III ist nicht ausreichend,
um die in [8] angegebene Klassifikationstabelle fiir dreidimensionale Varietiten auch
im hoherdimensionalen Fall zu erhalten. Dazu benétigte man C, ,, auch in dem Fall,
daB3 die Basis eine abelsche Varietit ist (alle anderen Faserrdume, die durch die Albanese
Abbildung gegeben werden, kann man auf Satz IIT und diesen Fall zuriickfiihren). Viel-
leicht ist dabei die folgende Formulierung des Ergebnisses dieser Arbeit hilfreich:

Satz IV. Es sei f: V — W ein Faserraum, 3 eine ample invertierbare Garbe auf W
und k(W) =0. Dann ist

K(V, of ® f*H#) zdim (W) + k(V,)
fiir alle B >0.

Ich danke Y. Kawamata fiir seine konstruktive Kritik an der ersten Fassung des
Manuskriptes.

Bemerkung. Einen Uberblick iiber Methoden und Ergebnisse der Klassifikations-
theorie findet man in: Héléne Esnault, Classification des variétés de dimension 3 et plus,
Séminaire Bourbaki Exp. 568, Février 1981.

§ 1. Vorbereitungen

Wir wollen fiir einen Faserraum f: ¥V — W die Differenz der dualisierenden Gar-
ben wyw=wy @ f *wp! untersuchen, bzw. f,wf fiir geniigend groBes k. Da diese
Garbe nicht notwendigerweise lokal frei ist, definieren wir:

Definition 1. 1. Es sei W eine reguldre projektive Varietit und & eine torsions-
freie kohirente Garbe auf W. Es sei W die offene Untervariett, iiber der & lokal frei
ist und i: W — W die Inklusion. Fiir jede positive Zahl v sei $*(F)=1i, S"(i*#), wobei
S” das symmetrische Produkt bezeichnet.

Definition 1. 2. Es sei W eine regulire projektive Varietit und & eine torsionfreie
kohdrente Garbe auf W. Wir nennen % schwach positiv, wenn eine offene Unter-
varietit U von W existiert, so daB fiir jede ample invertierbare Garbe # auf W und
jede positive ganze Zahl u eine positive ganze Zahl v existiert, so daB S”"‘(,Z") ®H"
iiber U von globalen Schnitten erzeugt wird. Das heiBt, daB die natiirliche Abbildung

HO(S" M(F) @ H") ®cOw — § H(F) @ A"

iiber U surjektiv ist. Legt man Wert auf die explizite Angabe einer solchen Unter-
varietidt U, so sagt man: F ist schwach positiv iiber U.

Satz V. Es sei f: V— W ein Faserraum. Dann ist ﬁir alle k>0 die Garbe ﬁ,w{‘,,w
schwach positiv.
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Bemerkung. Als offene Menge U, iiber der die Garbe f, wyw schwach positiv ist,
kann man die Untervarietit von W wihlen, iiber der f glatt ist. Verfolgt man die
notigen Konstruktionen sorgfiltig genug, so siecht man, daB man sogar ein U wihlen
kann, welches auBlerhalb einer abgeschlossenen Untervarietdt der Codimension 2 iiber-
einstimmt mit

{xeW; dim(f '(x))=n—m und f~'(x) semistabil}.

Da wir jedoch keine Anwendung dafiir sehen, gehen wir darauf nicht niher ein.
Bevor wir mit dem Beweis des Satzes beginnen, zeigen wir:
(1. 3). Aus Satz V folgen die Sdtze III und IV.
Es sei f: V — W der gegebene Faserraum.

Behauptung 1. 4. Es existiert eine Sequenz von Aufblasungen mit nicht singuldren
Zentren (oder wie wir kurz sagen: eine Aufblasung) 7: W’ — W und eine Aufblasung
t': V' — V und ein Faserraum f’: V' — W', so daB jeder positive Divisor B von ¥’ mit
codim (f”(B)) 22 im exzeptionellen Ort von t’ liegt.

Beweis. Nach [6] existiert eine Aufblasung W’ und eine Komponente Z von
V xw W', die birational zu ¥ und equidimensional iiber W’ ist. Wéhlt man fiir V' eine
Desingularisierung von Z, so daBB ¥V’ — ¥V eine Aufblasung ist, sind die geforderten Be-
dingungen erfiillt.

Behauptung 1. 5. Zum Beweis von Satz M1 (bzw. Satz IV) geniigt es zu zeigen, daB
fiir einen positiven Divisor B mit codim (f'(B)) =2 gilt:

( k(V', oy ® Oy (B)) Zk(V,) + k(W)
bzw.
: k(V', of ® Oy(B) @ f*#') Zdim (W) + k(V,,)

fiir jede ample Garbe ' auf W, jedes B’ >0 und einen von B’ abhiingenden Divisor B).

Beweis. Sind E,,..., E, die exzeptionellen Divisoren von T und # eine ample
invertierbare Garbe auf W, so existieren positive Zahlen n und n,,.. ., n,, so daB

[
”,=T*%"®OW' ("‘ Z niE,->
i=1

ampel ist (siehe [3], I 7.10). Wihlen wir im ersten Fall '=1 und #” =0y und im
zweiten Fall f'=n- B und #" =f*#", so geniigt es zu zeigen, daB

K(Vl9 a)e’" ® OV'(B) ®T*‘#”)= K(V’ wg ®””)
ist. Dies folgt aber aus [8], Folgerung A 3, iii).

Betrachten wir wieder einen beliebigen Faserraum f: V' — W und benutzen wir die
Bezeichnungen aus (1. 1). Im allgemelnen ist S*(f, O w) = iy i* fo, OF w groBer als f, oy w.
Jedoch kann man fiir jedes k einen Divisor B, finden mit f(B,) n W=¢, so daB
St(f ok w) =1, (0Fw ®0V(Bk)) ist. Bezeichnen wir @}w = wfw ® Oy(By). Es sei />0
SO gewahlt daB ﬁ,,wy,w*() ist, und H ein ampler Divisor auf W. Wegen SatzV
existiert ein v>0, so daB S*(f, wilw) ® Ow(H)" iiber einer offenen Menge von globalen
Schnitten erzeugt wird. Die natiirliche Abbildung in jj,,a‘)%}i’y ® Ow(H)" ist nicht null,
und damit hat letztere Garbe einen Schnitt. Man erhélt eine Inklusion

f*Ow(H)' — b}y @ f* Ow(H)*".
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Ist v geniigend groB, so definieren die Schnitte von @l ® f* Oy (H)?® bzw. f* Oy (H)®
und Ow(H)' rationale Abbildungen ®; bzw. @, und eine Inklusion @,

v —2 ., p,

I\

W—Ti;—"’ /Pz

fiir geeignete projektive Rdume P, und P,. Es sei a ein allgemeiner Punkt von &, (V).

Wegen des Satzes von litaka (siehe [7], S. 58) konnen wir annehmen, daB x(®7!(a))=0
ist. Also ist

k(V,) S dim (@, (¥,)) = dim (&, (V) — dim (W) = x (&% ® f* Ow (H)**)— dim (W).

Ist nun k(W) =0 und «(¥,) =0 und g eine positive ganze Zahl, so wihlen wir /, so daB3
Bl und H°(W, wk) #0 ist. Damit folgt Satz IV.

Ist k(W)=dim(W)=m, so benutzen wir das folgende Argument, welches auf
Kodaira zuriickgeht (siehe [4]). Fiir geniigend groBes / und eine positive Zahl a ist
dim¢ (H°(W, o)) 2 a- I™. Andererseits ist fiir den amplen Divisor H

dimc(HO(H, oly|)Sb- """
fiir ein geeignetes b. Also gibt uns die exakte Sequenz
0— H°(W, wly ® O (—H)) — H°(W, wly) > H(H, wiy|r)

fiir geniigend groBes / die Inklusion Oy (H) — wj, und damit Satz IIL.

Lemma 1. 6. Es sei 1: W — W eine Aufblasung, U eine offene Untervarietdt, iiber
der 1 ein Isomorphismus ist, E' ein Divisor mit Triger im exzeptionellen Ort von t und
F" — F' Q@ Ow(E") eine Inklusion torsionsfreier Garben, isomorph iiber U. Ist F"
schwach positiv iiber U, so ist auch t,F' schwach positiv iiber t(U).

 Beweis. Wie in 1.5 existiert ein #>0 und ein positiver Divisor E mit Triger im
exzeptionellen Ort von 1, so daB H' =1*H"Q Ow (—E) ampel ist. Also wird fiir ein
geniigend groBes v die Garbe $**'(¥#") ® #" und damit auch

SVHENF' @ Oy (E)) @ * "

iiber U von globalen Schnitten erzeugt. Da 7, 8" "(#’ @ O-(E")) und § e (1, F)
auBerhalb einer Untervarietit von Codimension zwei iibereinstimmen, folgt die Behaup-
tung.

Lemma 1.7. Es sei t: W — W eine endliche Uberlagerung reguldrer projektiver
Varietiiten und F eine torsionsfreie kohirente Garbe. Ist T schwach positiv iiber
1™ Y(U), so ist F schwach positiv iiber U.

18*
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Beweis. 1 ist affin und flach. Fiir jede kohdrente Garbe # auf W ist also
T, T*(F) =% @1, 0w Um dieses einzusehen, wendet man die exakten Funktoren 7, t*
und ® 1, Oy auf eine lokal freie Auflosung von # an und benutzt die Projektions-
formel fiir lokal freie Garben. Insbesondere erhdlt man eine surjektive Abbildung
T, T*(F) = F. Nun sei & eine ample Garbe auf W. Wihle 5, so daB 7, 0p ® #"
fiir v=#n von globalen Schnitten erzeugt wird. Wihle v=#, so dal

@ Ow — S HT*F) @+ H"
surjektiv ist iiber T~} (U). Dann ist
@‘C* OWI ®”v_) T*S‘Zv-u(r*g,,-) ®”2v N S"Zv-u(y) ®‘#2v
surjektiv iiber U. '
Lemma 1. 8. Es sei - V — W ein surjektiver Morphismus zwischen reguldren Varie-

titen, U V' > V und t: W — W Aufblasungen, so daf} f'=1"'-f-1' ein Morphismus
ist. Ist fy @y w schwach positiv, so auch fi, % .

Beweis. Man kann annehmen, da3 V’'=V ist. Dann ist
ﬂw{‘/'/w' =/ w{g/w ® wﬁ'l‘/w
eine Untergarbe von f, wgw, und die Behauptung folgt aus 1. 6.
Lemma 1.9. Es sei t: W' — W eine endliche Uberlagerung und f: V — W ein sur-

Jjektiver Morphismus. W, W' und V seien reguldr, V' eine Desingularisierung von V xuy W'
und f': V' — W' der induzierte Morphismus.

i) Fiir jedes k >0 ist f, w}.w eine Untergarbe von t*f, wyw, isomorph iiber einer
offenen Untervarietdt.

ii) Ist f, 0w schwach positiv, so auch f, of .

Beweis. Offensichtlich folgt ii) aus i) und 1.7. Zum Beweis von i) geniigt es, da
die allgemeinen Fasern von f und f” dieselben sind, die Inklusion der beiden Garben zu
konstruieren. Dazu betrachten wir

v—4 5y, "’ -V, —2— ¥V
T
. a_

W’ id AYW' id T S W

wobei Vo=V xyw W’ ist, V; die Normalisierung, t, =1, ¢ und t'=1,-d. Da die Aussage
mit Aufblasen von ¥V und V'’ vertriglich ist, diirfen wir wie in [8], A 10 annehmen,
daB ¥, nur rationale Singularititen hat. Insbesondere ist dann fiir jeden positiven
Divisor E mit Triger im exzeptionellen Ort d, wy w' ® Oy (E) = wy, - (siche [8], A3,
iii). Da 7 flach ist, ist fFww w = wy,y, und daher wy,y =13 wyw. Nach [8], A1, v)
ist o,y w =Hwny,(0,0y,, Oy,w) und damit eine Untergarbe von t3wyw. Da o
affin ist, hat o*o,wy w die Garbe wy,w als Quotient, und der Morphismus
6* g, oy, w — 1f Wy faktorisiert iiber die Inklusion

dy oy ® Oy (E) = oy, — tToyy.
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Die natiirliche Abbildung d* w} i — w7 ist auBerhalb des exzeptionellen Ortes von d
ein Isomorphismus, und fiir einen geniigend groBen Divisor E erhilt man die Inklusion
invertierbarer Garben wj7 s — t™* Wi ® Oy(E). Da beide Garben invertierbar sind,
ergibt die Anwendung von f,(--- ® wy- ) die Inklusionen

Fa@yw = fra(et oy @ dy (v ® Oy(E))) -
_’fz*(ff w‘lﬁ/'w}- ®o, wvl/W') _*fz* 3 "”;’/W~
Da 1 flach ist, ist letztere Garbe isomorph zu t*f, wj .

Das wichtigste Beispiel fiir schwach positive Garben sind die pseudo-semi-
positiven Garben, die von T. Fujita in [2] (siche auch [4]) eingefithrt wurden:

Definition und Lemma 1. 10. Es sei & eine lokalfreie Garbe auf einer reguliren
Varietit . Man nennt & pseudo-semi-positiv, wenn die folgenden dquivalenten Aus-
sagen erfiillt sind:

a) Fiir jede reguldre Kurve C, jeden Morphismus j: C — W und fiir jede invertier-
bare Quotientengarbe & von j*& gilt: grad¢(¥) =0.

b) Es sei p: P()=P — W. Dann ist Op(p) ® p*# ampel fiir jedes n>0 und
jede ample Garbe # auf W.

¢) & ist schwach positiv iiber W.

Beweis. Ist a) erfiillt, so ist Op(1) und damit auch Op,(u) numerisch positiv. Aus
dem Kiriterium von Seshadri folgt b).

_Ist b) richtig, so wird Op(uv) ® p*#” fiir ein v>0 von globalen Schnitten erzeugt
und daher auch $*¥(£) ® #".

Nehmen wir an, daB c) gegeben ist und a) falsch ist. Dann existiert eine Kurve C
und j und £ mit grad¢ (%) £ —1. Dann hat j* $* (&) die Quotientengarbe £*"". Ist
auf W vorgegeben, so kénnen wir u so groB wihlen, daB grad¢(j*# ™) > gradc (£* ")
ist. Dann kann aber j*S* ¥(&) ® j*# " nicht von globalen Schnitten erzeugt sein.

§ 2. Der Fall k=1

In diesem § 2 fassen wir im wesentlichen die Ergebnisse aus [4] zusammen und inter-
pretieren sie in der in § 1 entwickelten Sprache.

Lemma 2. 1 (Kawamata, [4]). Es sei W eine reguldre projektive Varietit, D ein
reduzierter Divisor mit reguliren Komponenten D;, i=1,. .., r, die sich transversal schnei-
den und m; fiir i=1,...,r positive ganze Zahlen. Dann existiert eine endliche Uber-
lagerung reguldrer Varietiten t: W' — W, so daf:

a) D] =1*(D)yeq sind fiir i=1,...,r regulire und irreduzible Divisoren, die sich
transversal schneiden.
b) t*D;=m;- D}, das heift: D; verzweigt mit der Ordnung m;.

¢) Ist Y eine regulire Untervarietit der Dimension grofier oder gleich 1, so da} Y
alle Durchschnitte D;, "Dy, n--- N D,, transversal schneidet, so ist 1Y(Y) regulir und
irreduzibel und schneidet alle Durchschnitte Di, N --- N Dj, transversal.
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Bemerkung. Mit Hilfe dieses Lemmas kann man den Schwierigkeiten, die man in
[8], §2 und Anhang, mit Singularititen in der Basis der betrachteten Faserriume hat,
aus dem Wege gehen. In der hier gegebenen Form besagt das Lemma mehr als in [4],
die Konstruktion, die wir skizzieren werden, ist jedoch dieselbe. Einen anderen Beweis
erhélt man mit den Argumenten aus [1], Lemma 2. 1.

(2. 2). Wurzelziehen aus Schnitten einer Garbe (siche [8], A.8). Es sei % eine in-

vertierbare Garbe auf W und s e H°(W, #*) ein Schnitt mit Nullstellenmenge D. Der
u—1
Schnitt s gibt dem Modul of = @ £~/ eine Struktur als Oy-Algebra.

j=0

Es sei X=Spec(s/) und p: X — W die induzierte Abbildung. X ist reguldr iiber
allen reguldren Punkten von D und normal iiber den reduzierten Komponenten von D.
p ist étale auBerhalb von D. Ist p’: X’ - W die Normalisierung von X, so ist p, wx
enthalten in

u—1
DxOx=0w @ (@ gj)-
j=1
Wir sagen kurz: X’ entsteht durch Ziehen der u-ten Wurzel aus D.

Beweis von 2.1. Da W’ und D, wieder dieselben Voraussetzungen erfiillt wie W
und D,, diirfen wir annehmen, daBl m; =m und m;=1 ist fir i=2,...,r.

Nun sei s eine ample Garbe, so daB #™ ® Ow(—D,) sehr ampel ist und H, fiir
I=1,...,dim(W) zugehdrige Divisoren in allgemeiner Lage. Es sei p;: X; — W die
Varietit, die durch Ziehen der m-ten Wurzel aus H;+D; entsteht, p;: X; — X; die
Varietit, die durch Ziehen der m-ten Wurzel aus p}(H,+ D;) entsteht, etc.

Es sei W' = Xgimor) und T=p;1 P2 Paimw)-

Ist x € W, so daB t(x) € D, ist, so kénnen wir in 7(x) ein Parametersystem
Ty s Ty Urse ooy Ugyy Xy ooy Xags Zaye ooy Zay)

wiahlen mit der Eigenschaft, daB (nach Umnumerieren) H; durch 7,=0 (I=1,...,d,),
D; durch U;=0 (i=1,...,d;) und Y durch X;=X,=-.-=X,;,=0 definiert wird. Es ist
d; <dim(W).

Nach eventueller Multiplikation der Parameter mit Einheiten aus O, w ist O, w-
die Normalisierung von

Ot(x),W [ml/ T; UI’ l=19- ) dl’ ml/ UD ml/ ej' Uh j=29- v (dm(W)_dl)]

fiir Einheiten e¢; aus O, w-. Also bildet

<m‘/_]:l‘9~"y m; "l'/-l?;’ UZ»"H Ud:) Xls-"’ Xdp Zla~",Zd4>

ein lokales Parametersystem von x in W’. Aus dieser Beschreibung kann man die Be-
hauptungen direkt ablesen (entsprechend fiir 7(x) ¢ D), bis auf die Irreduzibilitit von
17 1(Y) und D;. .
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Es ist W’ eine abelsche galoissche Uberlagerung von W mit der Galoisgruppe
dim (W)

G= @ I(H). Dabei ist I(H) die Verzweigungsgruppe der Komponenten von 1T 1(H).
=1

Nun sei Y’ eine Komponente von t~!(Y). Da Y~ H,+¢ ist, schneidet Y’ eine
Komponente von t™!(H,) und I(H)) hat Fixpunkte auf ¥’. Da aber 17 1(Y) regular ist,
muB /(H,) die Komponente Y’ in sich iiberfithren fiir /=1,. .., dim(W). Da G transitiv
auf den Komponenten von t7!(Y) operiert, ist dies nur méglich, falls Y'=171(Y) ist.
Dasselbe Argument zeigt die Irreduzibilitit der D.

Das Hauptergebnis aus [4] (Theorem 5) ist die folgende Verallgemeinerung der
Ergebnisse von T. Fujita ([2]):

(2. 3) Kawamatas Hauptsatz. Es sei f: V — W ein Faserraum mit folgenden Eigen-
schaften:

i) Es existiert eine offene Untervarietit Wy, in W, so dafy D= W — W, ein Divisor
mit reguldren Komponenten und transversalen Schnitten ist.

ii) Es sei Vo=f""(Wy) und fo=fly,. Dann ist f, glatt.
ili) Die lokalen Monodromien von R" ™fo.Cy, um die Komponenten von D sind

unipotent.

Dann ist f, wyw lokal frei und pseudo-semi-positiv.

Wie in [4] kann man durch Aufblasen der Basis immer erreichen, daB die Bedin-
gungen i) und ii) erfiillt sind. Danach kann man mit Hilfe von 2.1 eine regulire Uber-
lagerung konstruieren, so daB auch iii) erfiillt ist. Wegen 1.8 und 1.9 sind diese
Konstruktionen zulédssig und aus 1. 10 folgt:

Folgerung 2. 4. Satz V ist richtig fir k=1.

§3.Der Fall £ >1

Lemma 3. 1. Es sei f: V— W ein Faserraum, v>0 und # eine invertierbare Garbe
auf W, so daf} S*( S 0¥ ® HY) iiber einer offenen Untervarietdt U von globalen Schnitten
erzeugt wird. Dann ist fywfw ® #*~' schwach positiv.

Bevor wir 3.1 beweisen, zeigen wir:

(3.2). Beweis von Satz V. Es sei # eine beliebige ample invertierbare Garbe
auf W und

r=Min {se N; f, 0kw @ #*"1 schwach positiv}.

Fiir geniigend groBes v wird $*(f, wfw) ® #™ > ® " iiber einer offenen Menge U
von globalen Schnitten erzeugt. Also ist nach 3.1 die Garbe f, wbw ® #™ " schwach
positiv. Nach Wahl von r ist f, w¥w @ #¢~ V¥~ nicht schwach positiv. Dies ist nur
mdoglich, falls (r—1)k—1 <rk—r ist oder r <k. Also ist fiir jeden Faserraum f und jede
ample invertierbare Garbe # die Garbe f,wky ® #* ~* schwach positiv. Wir be-
haupten, daB dies nur moglich ist, falls f, wfw bereits schwach positiv ist.
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Sei also # eine ample invertierbare Garbe und u>0. Nach [1], § 2 oder mit 2.1
kann man eine Uberlagerung t: W’ — W konstruieren, so daB t*i# = #"¢ ist fiir
d=(k*—k)-2u+1. Es sei V' eine Desingularisierung von Vxy W' und f: V' — W'
der induzierte Faserraum. Nach 1.9 ist f, wy,y- eine Untergarbe von t*f, w},,, und
nach obiger Uberlegung ist 7*f, w¥w ® # "% ~* ebenfalls schwach positiv. Fiir geniigend
grofes v ist also ‘

S fo b @ H™TH @ H=1* S (f, b ) @ THH

iiber einer offenen Untervarietit von globalen Schnitten erzeugt. Wihlt man v so groB,
claB 7, 0w @ Y von globalen Schnitten erzeugt wird, so erhilt man wie in 1.7, daB
S2(f, wkw) ® #2” von globalen Schnitten iiber einer offenen Menge erzeugt wird.

Beweis von 3.1. Voraussetzung und Aussage von 3.1 sind mit Aufblasen von V
vertriglich. Wir diirfen daher annehmen, daB gilt:

(3.3). Uber einer offenen Untervarietit U’ von U ist
MAP=Bild () (f *fx CU{"/W - CO{"/W)

invertierbar und wfw @ A~ = 0, (E) fiir einen Divisor E mit reguliren Komponenten
und transversalen Schnitten.

Nun sei B ein positiver Divisor in ¥, so gewihlt, daB codim (f(B)) 22 ist und fiir
@ =wyw ® Oy(B) die Abbildung S*(f, wfw ® #*) — f,&* * @ #* " definiert ist. Es
sei M*VQf*H*Y die Untergarbe von &* ' @ f*#* ", die von globalen Schnitten
von S*( Sebw ® K %) erzeugt wird. Nach Aufblasen von V diirfen wir annehmen, daB

r

A%V invertierbar ist, und daB fiir einen Divisor Y u;F; mit reguliren Komponenten

i=1

y,-i})’-—- " ist.
1

r

und transversalen Schnitten .#%* ¥ ® OV(

i=

Es sei m;=k-v-ggT (u;, k-v)~! fiir i=1,...,r. Wendet man 2.1 auf ¥ und den

r

Divisor Y F; an, so erhilt man eine Uberlagerung g: S — V. Es ist

i=1

Q*OV(Z ﬂiFi)=Os<Z 'Ii‘v'kFi')

i=1 i=1

fiir geeignete .n;. Wendet man 2.1c) auf eine Faser Y von f in allgemeiner Lage an,
so sieht man, daB h=f-g: S — W ein Faserraum ist. Setzen wir

ci=1

$=e*a’>®0s(— by mE’)@h”%’,

50 ist o* M* V) @ B*H*K Y= F*, und diese Garbe wird von globalen Schnitten erzeugt.
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Ein geniigend allgemeiner Schnitt s von #*'* definiert einen reguldren Divisor D ([3],
III, 10.9). Es sei T die Varietit, die man durch Ziehen der k - v-ten Wurzel aus D erhilt
und - ‘ :

P L s— Ly

« T
l ,
w

idﬁW idyW

s

die zugehdrigen Morphismen. Es ist Oy wT/W=w;,W ® (k"(v-B_lf i). Betrachfet man den
durch i=k—1 gegebenen Summanden, so erhilt man: -
Jit Sy rm — oy ® H* A1 @ g* @1
und eine Inklusion
Jit T @ wsw ® Q;" (Jl"" ® wyjw) = Sy 0w

Nach [8], A.1 V) ist g, wsw =2y (0, Os, wyw) und damit wy g ein direkter Summand
von g, wsw. Wendet man g, auf j; an, so erhilt man damit

j2: Q*é*wT/W_’f*”k—IQ()Cbk- ‘
Ist U’ wie in (3.3), so ist .#® invertierbar iiber f~'(U") und die Anwendung von g,
gibt iiber f~1(U")

AR MY 0,6, 01
Dabei sind jl -j1 und j,-j; die natiirlichen Inklusionen. Wendet man f, an, so erhilt
man fir &=S"(g, ormw)

Jji €= 8 (f,0) @ #* " =S (f, b ) @ #*
und iiber U’ '
J: 8 S ®) @ ¥ = 81 (f byw) ® H* > 6.
Dabei ist j-j' iiber U’ die Identitit.
Ist g: T— W ein Faserraum, so ist & nach 2.4 schwach positiv und damit auch

Sl(f*a){czlw) ®=%0k_l.

Ist g: T— W kein Faserraum, so hat fiir ein ie {1,..., k-v—1} die Garbe &~!
Schnitte auf der allgemeinen Faser. Das ist nur mdglich, falls #** und .#%* " entlang
der allgemeinen Faser mit der Strukturgarbe iibereinstimmen. Nach Konstruktion ist
fxw¥w vom Rang 1 und wir konnten diesen Fall ausschlieBen, indem wir von Anfang
an W ,geniigend groB“ wihlen.

Wir behaupten jedoch, daB fiir einen beliebigen surjektiven Morphismus zwischen
reguldren Varietiten g: T — W die Garbe g, wrw schwach positiv ist.

Sei L die galoissche Hiille des algebraischen Abschlusses von C(W) in C(T).
Durch Anwenden von (1. 8) diirfen wir annehmen, daB3 der Verzweigungsort von L iiber
C(W) in W ein Divisor mit reguliren Komponenten und transversalen Schnitten ist.
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Nach 2.1 existiert eine regulire Uberlagerung W, von W, in der jede Komponente
des Verzweigungsortes von L iiber C(W) mit derselben Ordnung verzweigt wie in L.
Es sei W’ die Normalisierung von W; im Produkt der Kérper L und C(W)). Nach
Abhyankars Lemma ist W’ étale iiber W;. Es sei 1: W’ — W der natiirliche Morphismus.
Die Desingularisierung T' von TxwW' zerfillt in eine disjunkte Vereinigung von T;,
i=1,..., r. Die induzierten Morphismen g,' T;— W’ sind Faserriume und nach 2.4

ist fiir g: T"— W' die Garbe g,wrw = @ Ziww1,w schwach positiv. Wegen 1.9
folgt die Behauptung. i=

Wendet man 1.9 auf dieselbe Weise fiir k>1 an und benutzt Satz V, so erhilt
man:

Folgerung 3. 4. Es sei f: V — W ein surjektiver Morphismus zwischen reguliren
Varietiten. Dann ist fiir alle k >0 die Garbe f, o}y schwach positiv.
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