Invarianten der degenerierten Fasern
in lokalen Familien von Kurven

Von Eckart Viehweg in Mannheim

Einleitung

Es sei F eine irreduzible, regulire und projektive Fliche iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k, die eine Familie ¢: F— C von Kurven vom Geschlecht g =2
iiber einer reguliren Kurve C triagt. Die allgemeine Faser von g sei reguldr und geome-
trisch irreduzibel. Es liegt nah, bei geometrischen Untersuchungen von F die Familie
0: F— Czu benutzen. Im Fall k£ = C und g =2 hat K. Ueno auf diese Weise eine Formel fiir
die Selbstschnittzahl des kanonischen Divisors von F aufgestellt [12], Seite 188, in die
neben g und dem Geschlecht von C auch die degenerierten Fasern (d.h. Fasern, die nicht
reguldr oder nicht reduziert oder reduzibel sind) eingehen. Dabei ist es jedoch mdglich,
daf} isomorphe degenerierte Fasern verschiedene Beitrige liefern [12], Seite 182 und 189.
Es spielt dafiir eine Rolle, wie die betrachtete Faser im Rand des glatten Teils der
Familie ¢ : F — C liegt.

Dies fithrt zu dem Problem, welches in der vorliegenden Arbeit behandelt wird:

Beschreibe eine degenerierte Faser und die Art, wie sie aus der allgemeinen Faser ent-
steht, durch Invarianten, die durch die allgemeine Faser bestimmt sind.

Es geniigt dabei, sich auf minimale Modelle iiber C [15] zu beschrinken, und
man kann dariiber hinaus die Familie von Kurven auf die Komplettierung des lokalen
Ringes des Basispunktes einer degenerierten Faser einschranken. Dies fithrt zu folgender
Definition:

(0. 1) Es sei R ein kompletter diskreter Bewertungsring vom Rang 1 mit dem
maximalen Ideal m, dem Quotientenkorper K, dem algebraisch abgeschlossenen Rest-
klassenkorper & und mit einer Ortsuniformisierenden . Es sei S=Spec(R). Der Fall
char (R) + char (k) ist zugelassen.

(0. 2) Definition. i) n: I — S heil}t Kurve vom Geschlecht g iiber R, wenn:
1. I' ist ein zweidimensionales, irreduzibles, reduziertes und noethersches Schema.

2. z ist ein eigentlicher und surjektiver Morphismus.
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3. Die allgemeine Faser I',=1I x Spec(K) ist eine regulire, geometrisch irreduzible
Kurve vom Geschlecht g iiber K.

ii) Eine Kurve n:I" — S vom Geschlecht g iiber R heiit lokale Familie von Kurven
vom Geschlecht g tiber R, wenn I ein regulires Schema und ein minimales Modell iiber S
ist ([15], Seite 123 oder [8], Seite 404).

(0. 3) Definition. i) Eine Kurve n:I" — S vom Geschlecht g =2 iiber R heiBt stabile
Kurve, wenn die spezielle Faser I'y;=1I x sSpec(k) eine stabile Kurve ist (siehe [3],
Definition 1. 1).

ii) Eine lokale Familie von Kurven vom Geschlecht g > 2 heiBt stabile lokale Familie
von Kurven, wenn sie ein minimales Modell einer stabilen Kurve ist.

Ist nun n:I"— S eine stabile lokale Familie von Kurven, so erhilt man die ge-
wiinschten Invarianten aus der Deformationstheorie stabiler Kurven wie folgt. Es sei H,
das Hilbertschema der drei-kanonisch eingebetteten stabilen Kurven vom Geschlecht g
(1. 3). Eine drei-kanonische Einbettung der zu I gehtrenden stabilen Kurve induziert eine
Abbildung 6: 5 — H,. Es sei S, der Divisor auf H,, dessen Punkte den nicht reguléren
stabilen Kurven entsprechen (1. 10). Dann sind der Bildpunkt des abgeschlossenen Punktes
von S unter ¢ und die Schnittzahlen von 6(S) mit den Zweigen von S, das gewiinschte
Invariantensystem.

Den allgemeinen Fall fiihrt man auf den Fall der stabilen Kurven zuriick, indem
man den Grundring so erweitert, dal die allgemeine Faser stabile Reduktion hat (§ 2). Dieser
Ubergang von einer beliebigen lokalen Familie zu der zugehdrigen stabilen Kurve und die
Auswirkungen auf die spezielle Faser miissen dabei genau untersucht und ebenfalls durch

Invarianten beschrieben werden.

Auf diese Art werden in (3. 5) und (4. 1) i) Mengen von Invarianten A,(R) und
O,(R) definiert (siche auch (4. 1) ii) und iii)) und in (3. 6), (4. 3) i) und in (8. 1) Abbildun-
gen ¥, T und ¥, eingefiihrt, so daBl man das Diagramm

©. 4) A, (R)—1—— 0,(R)
Yiz ¥s
,(R) 5 K,(R) & €, (k)
erhélt. Dabei gilt:
(0. 5) Definition. i) Es ist

11.(R) = {n :T — S; T ist eine lokale Familie von Kurven vom Geschlecht g iiber R}
g (modulo Isomorphie)

ii) Es ist

C; C ist Kurve iiber k und es existiert eine lokale Familie von Kurven

K,(R)=1{vom Geschlecht g iiber R, deren spezielle Faser isomorph zu C ist
(modulo Aquivalenz)

Dabei bezeichnen wir zwei Kurven C, und C, iiber k als dquivalent, wenn die reduzierten
Kurven C, 4 und C,,.s isomorph sind und die Vielfachheiten sich entsprechender Kom-
ponenten gleich sind.
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iii) Es ist

C; C Kurve vom Geschlecht g iiber k

(modulo Aquivalenz)

(Sy(k) = {

iv) X ordne einer lokalen Familie von Kurven die Aquivalenzklasse ihrer speziellen
Faser zu.

In § 5 wird gezeigt, daB T surjektiv ist (Satz (4. 4)), und in den § 6—8 wird nachge-
wiesen, dal das Diagramm (0. 4) kommutativ ist und daB K,(R) gleich dem Bild von ¥,
ist. Es ist jedoch eine Einschrinkung notwendig:

Es wird vorausgesetzt, daf§ char (k) =0 oder char (k) >2g+1 ist.

O,(R) ist vermdge ¥, ein vollstindiges Invariantensystem fiir K,(R). Die explizite
Beschreibung von ¥, in (8. 1) ermoglicht es, aus einer Tabelle aller Invarianten aus
©,(R)alle inlokalen Familien von Kurven vom Geschlecht g auftretenden Fasern zu konstru-
ieren. In § 8 werden nur zwei Beispiele angegeben; es ist jedoch ohne besondere Miihe
moglich, jeden der 106 fiir g =2 auftretenden Fille einzeln durchzurechnen.

Wie gewiinscht ist die Abbildung ¥ nicht injektiv. Im Fall g=2 und k =C sind die
Invarianten aus @,(R) ausreichend um — wie oben angedeutet — fiir globale Familien
von Kurven die Selbstschnittzahl des kanonischen Divisors zu berechnen. Es ist ein
interessantes und wichtiges Problem, eine entsprechende ,,kanonische Divisor-Formel*
auch fiir den Fall g > 2 mit algebraischen Methoden zu beweisen.

Y. Namikawa und K. Ueno haben in [10] und [11] Familien von Kurven vom
Geschlecht g =2 iiber Kreisscheiben in der komplexen Ebene mit analytischen Methoden
untersucht und das angefiihrte Problem beantwortet. In [11] geben sie zu vorgegebenen
Invarianten die zugehorigen Fasern an. Die Existenz von Familien mit den konstruierten
Fasern wird durch die Angabe von Beispielen gesichert. Die in der vorliegenden Arbeit
definierten Invarianten stimmen im Fall g=2 im wesentlichen mit denen iiberein, die
Ueno und Namikawa benutzen.

Stellt man nur die Frage nach dem Aussehen der moglichen Fasern in lokalen
Familien von Kurven iiber einer Kurve C, so kann man auch auf andere Art eine Antwort
finden. Unter Ausnutzung der Schnittheorie findet man notwendige (siehe [2] und [13])
und — nach Winters [16] falls die Charakteristik von k gleich 0 oder groB genug ist —
auch hinreichende Bedingungen dafiir, daB eine Aquivalenzklasse von Kurven als Faser
auftreten kann. Fiir g =2 wurden von Ogg [13] und litaka [6] Tabellen der auftretenden
Fasern aus diesen Bedingungen erhalten, die jedoch an einigen wenigen Stellen zu korrigie-
ren sind (siehe [11]). Fiir die Theorie der algebraischen Flachen ist diese Betrachtungs-
weise jedoch, wie wir gesehen haben, nicht ausreichend.

In dieser Arbeit wird die Sprache der algebraischen Geometrie, wie sie in [17]
entwickelt wird, benutzt. Sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, sollen alle
betrachteten Kurven iiber k eigentlich und zusammenhingend sein. Das Geschlecht einer
Kurve Ciiber k ist g = g(C) = 1 — dim, (H°(C, O()) + dim, (H' (C, O¢)). Eine Voraussetzung
der Form m =0 mod (char (k)) soll interpretiert werden als: Ist char(k)=p+0, so wird
m=% 0 mod (p) gefordert; ist char (k) =0, so wird keine Bedingung an m gestellt.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit danke ich Prof. H. Popp sehr herzlich. Mit ihm
und besonders auch mit Dr. Y. Namikawa hatte ich sehr hilfreiche Gesprache und Dis-
kussionen, fiir die ich ebenfalls sehr dankbar bin.
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Diese Arbeit enthilt in gekiirzter und iiberarbeiteter Form den Hauptteil meiner
Dissertation an der Universitit Mannheim. Im Anhang der Dissertation findet man eine
vollstindige Liste der Elemente von &, (R) und ihre Bilder unter ¥, in K, (R).

Nachtrag. Die Frage nach einer Formel fiir die Selbstschnittzahl des kanonischen
Divisors einer Fliche, die eine Familie von Kurven vom Geschlecht g iiber einer Basis-
kurve vom Geschlecht p trigt, wurde inzwischen vom Autor in § 3 und § 4 der Arbeit
,»Canonical divisors and the additivity of the Kodaira dimension for morphisms of relative
dimension one** behandelt. Unter der Voraussetzung, daB die allgemeine Faser eine hyper-
elliptische Kurve ist, kann man diese Selbstschnittzahl aus g, p und den Invarianten der
degenerierten Fasern berechnen. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, kénnen zusitzliche
Beitrdge auftreten, die mit einer ,,Degeneration der Weierstrasspunkte** zusammen-
hiangen. Zum Beispiel treten solche Beitrige auf, wenn eine spezielle Faser eine regulire
hyperelliptische Kurve ist, nicht jedoch die allgemeine Faser.

§ 1. Drei-kanonisch eingebettete stabile Kurven
Es sei T ein Schema und g:C — T eine stabile Kurve vom Geschlecht g =2 und
= w¢,r die kanonische invertierbare Garbe [3], Seite 76.

@: P (0, (@®3)— P97 ¢ x T wird im folgenden als drei-kanonische Einbettung be-
zeichnet. Im allgemeinen existiert eine drei-kanonische Einbettung nur iiber einem offenen
Teil des Basisschemas.

Ist o': C’— T’ eine weitere stabile Kurve mit der kanonischen Garbe o’ und

c-Lsc

1.1 Q‘J ol

1T
ein Faserproduktdiagramm, so induziert (1. 1) einen Isomorphismus
(1.2) 21 P(6(@'®%) = P(ey(@®) x T
(vergleiche mit [9], Seite 19 und [3], Seite 78). o(f’, @)= (@ xid) - f° ist eine drei-

kanonische Einbettung von C'.

(1. 3) Nach [3], Seite 78, existiert ein Schema H, und eine stabile Kurve ¢,: Z,— H,
mit einer drei-kanonischen Einbettung ¢, so daps fiir jedes Schema S gilt:

(0:C— S, ¢:P(0, (wE)=P3 ¢ x S)
Hom (S, H,)=1¢:C— S stabile Kurve vom Geschlecht g
(modulo Isomorphie)

Dabei wird ein Morphismus h: S — H, abgebildet auf (pry:Z,x u,S— S, @(pry, @,)).

Man nennt H, das Hilbertschema der drei- kanonisch eingebetteten stabilen Kurven.
Ist T ein Schema und beschrinkt man sich in (1. 3) auf Schemata iiber 7, so haben
H,/T=H,xTund Z,/T=Z,x T die gleichen funktoriellen Eigenschaften wie H, und Z,.

37+
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(1. 4) Im Verlauf der Arbeit benutzen wir die folgende Bezeichnung:i)Esseih:T— T’
ein Morphismus von Schemata, f ein Automorphismus von 7 und f” ein Automorphismus
von T'. Dann ist f ein Automorphismus iiber f' (beziiglich h) — oder kiirzer: f/f" ein Auto-
morphismus —wenn k- f=f"- hist.

il) Fir i=1,2 seien h;: T;— T" Morphismen von Schemata und f;/f’ ein Auto-

morphismus von 7;. Dann wird der von f°, f; und f, auf dem Faserprodukt 7T, x . T,
induzierte Automorphismus mit f; x . f, bezeichnet.

Wieder sei ¢: C — T eine stabile Kurve mit der drei-kanonischen Einbettung ¢. Es
sei o ein Automorphismus von 7 und ¢’ ein Automorphismus von C iiber g. Es sei
h=>5g — 6. Nach (1. 2) induzieren ¢’/¢ und ¢ den Automorphismus

I(o', @) =(p xid) - - ¢!

des P" x T. Wir bezeichnen den Automorphismus / (¢’, @) x id von
(P"xT)x(HyxT)=P"x H,|T

mit [,(¢’, ¢). Nach der Definition der Operation der PG L (h) auf H, und Z, induziert dieser
Automorphismus einen Automorphismus y, (¢’, ¢) von H,/T und einen Automorphismus
x1(d’, @) von Z,/T iiber y, (¢’, @) beziiglich g,. Setze

X0, 9)=@Gdxo0) x(¢,9) und
x(a', )=(id x 0) - 1, (', @).

(1. 6) Lemma. i) Es sei 6: T — H,/T der von ¢ und ¢ nach (1. 3) induzierte Morphis-
mus. Dann ist y(o', ) - 6=20 - 0.

(.5

ii) Es sei © ein Automorphismus von P"* x T und n der zugehdrige Automorphismus von
H,/T. Dannist y(¢',t-@)=n"""-x(c’, @) - 1.

iii) Es seien 0| und o3 Automorphismen von C itber 6. Dann ist
1(0) - 03, @)=(idx 07 ") - y1 (o1, @) - (id X 0) - 11 (03, )
und
2(01 - 02, ) =x(01, @) - x(02, ¥).

iv) Die Konstruktion von (o', @) ist mit Basiswechseln vertraglich.

v) Es sei n ein von einem Automorphismus t von P" x T induzierter Automorphismus
von H,/T und es sei § - ¢ = (id x o) - 1 - 6. Dann existiert ein Automorphismus 6, von C iiber o,
so daf} y,(6g, @) =n ist.

Beweis. i) Nach der Definition der Morphismen ist klar, daB (id x ¢) - x, (¢',¢) -0 -0~
und é nach (1. 3) isomorphe stabile Kurven induzieren. Es geniigt daher nachzurechnen, dal3
in beiden Fillen auch die induzierten drei-kanonischen Einbettungen iibereinstimmen. Fiir
den ersten Morphismus ist dies aber: (,(¢", @) xid) -1 /(d’, ©)" '@ von

P(ox(@&3) = P'x T— P*x TE(P"x HyJT) X g ;1 T— (P" X Hy/T) X g ;7 T.
Nach Definition von /,(¢’, ¢) ist diese Abbildung gleich ¢. Auf dieselbe Methode erhélt
man ii) und iv) und ebenso iii), wenn man beachtet, daf3

I(o] - 03, 9)=(id x 67") - l(a], ) - (id X 0) - (5, 9)

1

ist.
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v) Es sei n’ der von 7 induzierte Automorphismus von Z,/T tber n. Setze
0o=[(d X 6) - n'] X (iaxs).m0o aUf C=Z, /T x , 7 I. Vergleicht man die von 6 - ¢ und von
(idx0)-n-6 induzierten drei-kanonischen FEinbettungen von C, so sicht man, daB
(64, @) =t sein muB. Daher ist y, (ag, @) =n. Q.E.D.

Es sei h=5g—6 und ¢ ein Automorphismus von T. Es sei

(@:C— T, d'/0); 0: C— T stabile Kurve vom
S,(T, 0) =1 Geschlecht g, ¢’ Automorphismus von C iiber ¢
(modulo Isomorphie)

und

(0, ); 0 ist T-wertiger Punkt von H [T, y ist ein Auto-
morphismus von H,|T iiber o, (id x 6~ ") - y wird von einem
T-wertigen Punkt der PG L(h) induziert und esist §-c=7y -0
(modulo Aquivalenz)

9,(T, 0)=

Dabei werden zwei Tupel (8, 7,) und (6,, y,) als dquivalent bezeichnet, wenn ein von
einem 7-wertigen Punkt der PGL(h) induzierter Automorphismus n von H,/T existiert,
so daB 6, =n-5, und n~' -y, - n=y, ist.
Aus (1. 3) und (1. 6) ergibt sich der folgende Satz:
(1. 7) Satz.
i X:S,(T, ) 9,(T, 0)
(¢:C—T,0'[o) > (6(9), x(0', 9))

ist ein Isomorphismus. Dabei ist ¢ eine beliebige drei-kanonische Einbettung von C und
0(@) der zugehirige Punkt in H,/T und y (o', ¢) der in (1. 5) definierte Automorphismus.

ii) Ist o' von der Ordnung n (daher Ord (o)< n), so ist y(o', @) ebenfalls von der
Ordnung kleiner oder gleich n.

1i1) Der Isomorphismus X ist mit Basiswechsel vertraglich.

Es sei A ein kompletter diskreter Rang 1 Bewertungsring mit algebraisch abge-
schlossenem Restklassenkorper oder ein algebraisch abgeschlossener Korper. Der Ein-
fachheit halber sei H,/4=H,/Spec(A) und Z,/4=Z,/Spec(4). Die lokale Struktur
dieser beiden Schemata wird durch den folgenden Satz beschrieben:

(1. 8) Satz. Es sei x € H,/A ein geometrischer Punkt und x,, ..., x, seien die Doppel-
punkte der Faser iiber x in Z,/A. Dann ist fiir i=1, ..., r:

Ox,Hg/A = [[tl LR tN]]
Oxi,zg/A-l—'A (L, ooty w01/ (- 0= ).

Das folgende Lemma wird — auBer zum Beweis des Satzes — im weiteren Verlauf
der Arbeit wiederholt bendtigt :

und

(1. 9) Lemma. X und Y seien Schemata iiber S und x € X und y € Y seien Punkte iiber
s€S. Es sei ze Z=XxgY mit pry(z)=x und pry(z)=y. Es sei k(x) @y k(y) ein Kor-
per, wobei k(s) = O, s/m s etc. sind. Dann ist

-~

Oz,lz(éx,x ®5,,s Oy, Y) .
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" bezeichnet die Komplettierung nach dem maximalen Ideal bzw. bei dem Ausdruck auf der
rechten Seite nach dem Ideal

my x ®6s,s Oy.Y + Ox,X ®5s,$ my y.

Beweis. Aus der Voraussetzung iiber die Restklassenkérper folgt nach [17],
13.2.7.1ii),daB z=pr{ *(x) n pr; ' () ist. Die Behauptung folgt nun aus [17], 10. 9. 7.

Beweis von (1.8). Ist A ein Korper der Charakteristik 0 oder ist 4 der diskrete
Bewertungsring W(k) der Charakteristik 0 mit Ortsuniformisierender p e Z und Rest-
klassenkorper k, so werden die Behauptungen in [3], Seite 83, bewiesen. Im allge-
meinen erhédlt man nun dasselbe Ergebnis aus (1.9), da die Abbildung Z — 4 iiber
einen Korper der Charakteristik 0 oder iiber W (k) faktorisiert. Q.E.D.

(1. 10) Bemerkung. Es sei Hf,’ bzw. H;’/A das Unterschema von H, bzw. H, /A,
dessen Punkte den reguliren Kurven entsprechen, und S,=H,—H, bzw.
S,/A=H,/A—H?/A. Im folgenden wird ;=0 als die Gleichung des zu x; gehdrenden
Zweiges von S,/ A bezeichnet.

§ 2. Stabile Reduktion

Die Bezeichnungen seien wie in (0. 1). Es sei C eine regulire geometrisch irredu-
zible Kurve vom Geschlecht g > 2 iiber K.

(2. 1) Definition. C hat stabile Reduktion Uber R, wenn eine stabile Kurve
n: ' — S =Spec(R) existiert mit der allgemeinen Faser I', =~ C.

Nach [3] und [2] hat jede geometrisch irreduzible regulire Kurve nach einer
endlichen Erweiterung des Grundkorpers stabile Reduktion iiber dem hochgehobenen
Bewertungsring. Genauer gilt sogar:

(2.2) Satz. R, K, k und S seien wie in (0. 1) und C sei eine geometrisch irreduzible
reguldre Kurve vom Geschlecht g 2?2 iiber K. Die Charakteristik von k sei 0 oder grifer
als2g+1.

Dann existiert eine zyklische galoissche Erweiterung L iiber K, in der R voll und zahm
verzweigt ist, so daf Cp = C X gk, Spec (L) diber dem ganzen Abschluf R, von R in L
stabile Reduktion hat.

Beweis. Da R komplett ist, geniigt es, einen Kérper L mit [L: K] 0 mod (char (k))
zu finden, so daf} C; stabile Reduktion hat. Nun sei 7, : I'; — Spec (R,) eine lokale Familie
von Kurven mit allgemeiner Faser C, (die Existenz folgt wie in [3], Seite 87, fiir be-
liebiges L). Nach [2], Seite 382, existiert eine nur von g abhdngende Zahl N(g), so daB
die beiden folgenden Bedingungen fiir die stabile Reduktion von C; hinreichend sind:

(2.3) I')s= X r;C; sei die Zerlegung der speziellen Faser von I'; in paarweise dis-
i=1

Jjunkte Primdivisoren. Dann ist ggT (ry, ..., r,)=1.

(2. 4) Es existiert eine Primzahl q> N(g), teilerfremd zu char (k), so daf ,(Pic(C))
(die Untergruppe der Elemente der Ordnung q in Pic(C.)) den Rang 2g als Vektorraum
itber Z | q hat.
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Ist char(k)=0, so wihle fiir ¢ eine beliebige Primzahl groBer als N(g). Ist
char (k) =p +0, so wihle fiir g eine primitive Wurzel modulo p, die groBer ist als N(g).
Dies ist immer mdglich: Es existiert eine Nebenklasse a+p - Z von primitiven Wurzeln
modulo p. Nach dem Dirichlet’schen Satz iiber arithmetische Progressionen enthilt eine
Nebenklasse a+p - Z unendlich viele Primzahlen. Es sei K’ der separable AbschluB von K.
Nach [7] bilden die K'-rationalen Punkte der Ordnung ¢ von Pic(Cy.) einen Z/g Modul
der Dimension 2g. L’ sei eine minimale galoissche Erweiterung von K mit der Eigenschaft,
daB alle Punkte von ,(Pic (C)) rational iiber L’ sind. Die Galoisgruppe & (L'/K) operiert
auf ,(Pic(Cy.)). Da L' minimal ist, ist der Kern des induzierten Homomorphismus
G(L'/K) — Aut((Z/g)*?) trivial. Ist char(k)=p=+0, so ist nach Wahl von ¢ fiir i<2g
(esist 2g<p—1) ¢'—1%F 0 mod (p) und damit

29
|Aut ((Z/g)*)| =¢*?*~ V- 1 (¢'— 1) %0 mod (p).

i=1

Die Bedingung (2. 4) ist also nach einer Korpererweiterung vom Grad n'= [L’: K]%0 mod (p)
erfllt. '

Nach dem Riemann-Roch’schen Satz existiert auf C,. ein effektiver kanonischer
Divisor und damit ein Primdivisor vom Grad n<2g —2. Es sei L der Restklassenkérper
dieses Divisors. Dann hat C; einen L-rationalen Punkt und [L:K]=n-n'%0 mod (p),
falls char (k) +0 ist. Die Behauptung des Satzes folgt fir den gewihlten Korper L aus:
I, erfiillt (2. 3).

Beweis. Es sei ye I'y mit O, r, /m, r, =L und x € I';, sei ein abgeschlossener Punkt
iiber y. Das zu y in O, , gehorende Ideal ist, da der Ring regulir ist, ein Hauptideal (a).
Es ist O, r,/(a) =R, und daher O, r, /(a, t;) =k fiir eine Ortsuniformisierende ¢, von R, .
Also erzeugen a und ¢, das zu x gehorende maximale Ideal, und die Komponente der
speziellen Faser, auf der x liegt, hat die Vielfachheit 1. Q.E.D.

§ 3. Die Operation der Galoisgruppe

Es seien R, K, k und S wie in (0. 1).

(3. 1) Bezeichnungen und Voraussetzungen fiir den Rest der Arbeit: Es sei g=2.
Es sei char (k) =0 oder char (k) >2g + 1. Es sei {e,; n € N, n¥ 0 mod (char (k))} ein fest ge-
wihltes System primitiver n-ter Einheitswurzeln e, in R mit (e, ,)" =e,. Das Bild von e,
in k wird ebenfalls mit e, bezeichnet. Ist K' eine Erweiterung von K vom Grad
n=0 mod (char (k)) und ist R’ der ganze AbschluB von R in K’, so sei ¢ ein erzeugendes
Element der Galoisgruppe ® = ® (K'/K) und ¢’ eine Ortsuniformisierende von R’, so dafl
o(t)=e, -t und "=t ist. Der von ¢ auf Spec(K) und Spec(R) induzierte Automorphis-
mus wird ebenfalls mit ¢ bezeichnet.

Es sei n:I'— S eine lokale Familie von Kurven vom Geschlecht g und
n': " — S’ =Spec (R’) sei entweder eine stabile Kurve oder eine stabile lokale Familie von
Kurven, so daB I', =T, X gy Spec(K') ist. o induziert auf I, den Automorphismus
o,=1id x ¢ iiber o.

(3.2) Lemma. Es existiert genau ein Automorphismus ¢' von I'' iiber &, der o, fort-
setzt. :
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Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz iiber die eindeutige Fortsetzbarkeit
rationaler Abbildungen fiir stabile Kurven [3], Lemma 1. 12, bzw. aus dem entsprechen-
dem Satz fiir minimale Modelle [8], Theorem 4. 4, oder [15], Lecture 7. Q.E.D.

Es sei o;=0"x,id auf I';=T" x4 Spec (k). Es ist Ord(¢")=n und Ord (¢)) < n.
Von nun an sei n’: ' — S’ eine stabile Kurve.

(3. 3) Definition.  Unter  Beibehaltung der obigen Bezeichnungen heift
(n':I'"— S, 0’/ o) eine stabile Auflosung von I'. Ist dartiber hinaus K’ minimal (d.h.: Ist K"
eine Erweiterung von K, so daB I', X g,..x,Spec (K"') stabile Reduktion hat iiber R, so
ist K"2K'), so heiBt dieses Tupel minimale stabile Auflosung.

(3. 4) Lemma. Jede lokale Familie von Kurven vom Geschlecht g hat eine minimale
stabile Auflosung. Diese wird dadurch bestimmt, daf3 Ord (¢) = Ord (o)) ist.

Beweis. Siehe (7. 4).

(3. 5) Bezeichnung : Es sei

(n':I"— S =Spec(R’), ¢'/o); R’ ist eine Erweiterung von R vom Grad
n=0 mod (char (k)), I'" ist eine stabile Kurve vom Geschlecht g iiber R',

o'/o ist ein Automorphismus von I’ der Ordnung n, Ord (¢))=n
(modulo Isomorphie)

Ag (R) =

IT,(R) sei wie in (0. 5) 1).
(3.6) ¥:A,(R)— Il1,(R) sei definiert durch: Es sei (n':I"— §’, ¢'/0) € A,(R).

a) Bilde das minimale Modell n”: """ — S" von I'* (sieche [1]) und setze ¢’ zu einem
Automorphismus ¢” von I'” fort (siehe (3. 2)).

b) Bilde den Quotienten p:I'” — I'°=TI"/{c”). (Dies ist nach [18], Exposé V, 1
moglich, da nach [8], Theorem 2. 8, I'” projektiv iiber R’ ist.) Nach den universellen Eigen-
schaften des Quotienten existiert n°: I'® — S.

(3.7) Lemma. 7n°:I'°— S ist eine Kurve vom Geschlecht g iiber R (siehe (0. 2)) und
'Y X spec(ry Spec (K) =T’

Beweis. Die Bedingungen 1) und 2) aus (0. 2).i) folgen aus [18], Exposé¢ V, 1, und
ebenso, dal

I3 =(I"[<a") x s Spec(K) = (I'" x 5. Spec (K))/<o5) =I'/{o;>

ist. Die Bedingung 3) und die zweite Behauptung folgt direkt aus Ord (¢.) = [K": K], wenn
man das Quotientenbilden auf affinen Koordinatenringen und den Funktionenkorpern
betrachtet. Q.E.D.

c) n’’:T"" — S sei eine Desingularisierung von I'° (siehe [1]).

d) Konstruiere durch Zusammenblasen der exzeptionellen Geraden das minimale
Modell n: ' — Svon I'"".

Dann sei Y(n':I'' - S8, o'/o)y=(xn:T — S).

(3. 8) Lemma. ¥ ist ein Isomorphismus und ¥~ '(n:I — S) ist die minimale stabile
Auflosungvonn: ' — S.
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Beweis. Die Behauptung folgt aus (3. 7), da die minimale stabile Auflésung ebenso
wie eine lokale Familie von Kurven durch die allgemeine Faser eindeutig bestimmt ist.

Q.E.D.

Bevor wir am Ende dieses Paragraphen das lokale Verhalten einer stabilen Aufldsung
in den Doppelpunkten der speziellen Faser untersuchen, beweisen wir ein einfaches Lemma,
welches noch mehrfach bendtigt wird.

(3.9) Lemma. Es sei A ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und Restklassen-
korper k. Fiir i=1, 2 sei z; e m und B;= A[[u;, v;]1/(u; - v; — z)). Es sei u;=u; + {uv;—2;>,
v;=0; + {u;v; — z;) und w; das maximale Ideal von B;. Es sei © ein Automorphismus von A
und <" ein Isomorphismus von B, auf B,, der t fortsetzt. Dann gilt:

i) Es ist T(u)y=a,uy, +b vy +c, +d
und

() =aquy+ b+, +d,,
wobei ay,a,,b;,b,e A, c¢,c,em und dy,d,e W? v u, vy sind,

ii) Es sind a,, b, Einheiten und a,, b, keine Einheiten oder a,, b, Einheiten und
a,, b, keine Einheiten.

111) ES iSt Cl, Cz € 22 * A.

iv) Es ist 1(zy) €2, - A.

Beweis. i) ist klar, da t'(n;)=n, ist. 7' induziert einen Isomorphismus von n, /n?

aufn, /n3 iiber k. Daher miissen a, b, oder a, b; Einheiten in 4 sein. Ohne Einschrinkung kon-
nen wir annehmen, daB g, b, eine Einheit ist. Da 7' (y; - v}) =1(2;) € A4 ist, liegt

ay ayuy® + by byvy? +(a, by + ay by uy vy + (¢ a4y + ¢, 0 4y
+(c1 by + ey b)) V5 + ¢y ¢y —1(2y)

in dem Ideal
<u53’ 053, uézvéa ué 052’ n- ul; Ué, m- uél, m- 02’2>'

Ist aber eine Potenzreihe
g(u,, vz)=2guu5 - vh € (uyv, — 20,
Lij

so sind go0, &10> &o1» &20 Und gy, aus z, - 4. Also sind g, a, und b; b, aus m und a, und—ll)1
keine Einheiten. Es liegen ¢, a, + ¢, a, und ¢, b, + ¢, b, und damit auch ¢, (1 —b,a,a;7 ' by )
inz, - A. Esfolgt,daB c, und daher auch ¢, in z, - A liegen miissen. Daauchc,c, —1(z,) €2, - A
ist, folgt iv).

(3.10) Lemma. Es sei n': 1" — S’ eine stabile Kurve iiber R', und x sei ein Doppel-
punkt der speziellen Faser.

Dann ist O, p.= R'[[u, v]1/(uv—1"), v+ 0 und v ist durch x eindeutig bestimmt.
v(x) =v wird im folgenden als lokaler Singularititsgrad von x auf I' bezeichnet.

Beweis. Den ersten Teil der Behauptung kann man direkt mit Hilfe der Defor-
mationstheorie beweisen. Er folgt hier auch direkt aus (1. 3), (1. 8) und (1. 9). Die Ein-
deutigkeit von v folgt aus (3. 9) iv). Q.E.D.
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Es sei D eine reduzierte Kurve iiber kK und x € D ein gewdhnlicher Doppelpunkt.
n sei ein Automorphismus von D, der x festlaBt. Es sei #* der induzierte Automorphismus
von OX,D = k[[u, v]]/(uv). Es ist 1it, = <u', v'), wobei u' =u+ {uv) und v’ =v + {uv) ist.
Nach (3. 9) i) und ii) ist #* (#) = au’ + bv’ mod 12 ; und n* (v') = cu’ + dv’ mod 2 |, wobei
a, b, ¢, d € kund entweder a=d=0 oder b = ¢ =0 sind.

ad+ bc ist unabhéngig von der Wahl von « und v. Ist Ord(n) ein Teiler von n,
soistad+bc=¢j.

(3. 11) Definition. Unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen sei je {1, ..., n}. Es
heiBt u(e,, n, x) =j der lokale Grad von n in x auf D beziiglich e,.

(3.12) Lemma. Essei(n':I"— S', 0'/0) € A,(R) und [R': R]=n. Es seien x,, . .., X,
die Doppelpunkte von I,
i) Ist 6 (x)=x; fiir ein l€ N, so ist v(x;))=v(x;).
i) Ist ol(x)=x; fiir ein le N, so ist [-v(x})=p(e,, o/, x;) mod (n).

Beweis. i) folgt, da ¢'* einen Isomorphismus der lokalen Ringe von x; und x; auf I
induziert.

ii) Es sei v=v(x;) und t der von ¢'' induzierte Automorphismus von
O, =R'[[u, v])/(uv 1),
Ist W' =u+ (uv—¢t"") und v’ =v+ {uv—1t"), so ist nach (3. 9) i) und ii)
t(w)=au' +bv' mod i, . und t(v')=cu’' +dv' mod w2 .,

wobei a, b, ¢, d€ R und entweder a=d=0 oder b= c=0 gewihlt werden koénnen. Es ist
also

d(t")=1Wv)=(ad+bc)t* mod m**!' und (ad+bc)=e)'mod? - R'.

§ 4. Invarianten

Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in (0. 1) und (3. 1).

(4. 1) Definitionen. i) Es sei

(D, x, ..., X%, 0, ...,n,, 1); D ist stabile Kurve vom Geschlecht g iiber k
mit den Doppelpunkten x,, ..., x,. Es ist ny, ...,n,€ N \{0}. Es ist t

0,(R) = { ein Automorphismus von D der Ordnung n % 0 mod (char (k)). Ist ' (x)=x;,
so ist ny=n; und ist ©(x)=x;, so ist I nm=p(e, 7', x) mod(n)
(modulo Isomorphie)

Dabei sind zwei Tﬁpel isomorph, wenn ein Isomorphismus der stabilen Kurven existiert,
der mit den Automorphismen vertriglich ist, und wenn den sich unter diesem Isomorphis-
mus entsprechenden Doppelpunkten die gleichen natiirlichen Zahlen zugeordnet sind.

ii) Im folgenden benutzen wir die in (1. 6), (1. 7) und (1. 8) vereinbarten Bezeich-
nungen:
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Es sei

(', ¥); R’ ist eine Erweiterung von R vom Grad n= 0 mod (char (k)),
(0", ") € 9,(S', 0), das Bild des allgemeinen Punktes von S’ unter §' liegt
AD,R)={in HY/R und y' und y' x ,id (auf H,/k=H,/R xg Spec(k)) haben die
Ordnung n

(modulo Aquivalenz)

iii) Es sei

(5;9 tls ey tn Ry, ooy nr9 '}’;), (5;’ y;) € 5g(SpeC(k), ld)

0%, (R) = Ord (y,) =n=%0 mod (char (k)), ¢, ..., t, sind die Gleichungen der ver-
g schiedenen Zweige von S,k in d;, ny, ..., n,e N \{0} erfiillen (%)

(modulo Aquivalenz)

Bedingung (%): Es sei D=Z,/k x g, Spec (k) [0,] und o der von y; induzierte Auto-
morphismus von D. Es seien x,, ..., x, die Doppelpunkte von D, so numeriert, daf t; zu x;
gehort. Dann ist m=n;, falls o'(x)=x; ist und |- n;=p(e,, o, x) mod(n), falls
ol (x)=x, ist.

Bei der Aquivalenz von Elementen von 0 9,(R) wird zusitzlich gefordert, daB,
wenn zwei Zweige von S,/k ineinander iibergefithrt werden, die zugehdrigen natiirlichen
Zahlen gleich sind.

Bemerkung. Die Definition von @ $,(R) wird durch die Wahl der n; erschwert, da
es fiir die Bedingung (%) notwendig ist, die von 4, induzierte Kurve zu betrachten. Es
sei /; die kleinste natiirliche Zahl / fiir die ¢.' den Punkt x; festldBt und

L
;- n;=p(e,, 65, x) +m; - n;.

Dann ist jedem m; e N genau ein n; zugeordnet. Diese einfachere Darstellung wurde
jedoch nicht gewihit, da die Zahlen n; geometrisch besser zu interpretieren sind.

Es seien I1,(R), K,(R) und Z wie in (0. 5) und 4,(R) und ¥ wie in (3. 5) und (3. 6).
(4. 2) Der Isomorphismus X aus (1. 7) induziert

P =X| 4,y : Ag(R) ———— A9H,(R)

9.:0,(R) - 09,(R)

’
D, Xy, oy Xy s ooy By D) (O, Yy ooy by By ooy By Y9)

und

Dabei ist X(D, t) = (5., y2) und ¢; die Gleichung des zu x; gehorenden Zweiges von S,/k
(siehe (1. 10)).

(4.3) i) T:4,(R)— O,(R) sei definiert durch:
T :T"' =S8, 0 /a)=T Xy, ..oy Xpy Ryy oo oy 1y, O,

wobei I', die spezielle Faser von I ist, ¢, die Einschrinkung von ¢’ auf die spezielle
Faser ist, x,, ..., x, die Doppelpunkte von I'; sind, und m;=v(x;) ist fir i=1,...,r.
T ist wegen (3. 12) wohldefiniert.

ii) Es sei Q=&,-T- &7 1:49,(R) — 09,(R).

Nach diesen vorbereitenden Definitionen kénnen wir die Hauptsitze der Arbeit
formulieren (Voraussetzungen wie in (3. 1)):
i
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(4. 4) Satz. T und Q sind surjektiv.
(4. 5) Satz. i) Es existiert eine Abbildung ¥;: @ ,(R) — K,(R), die das folgende Dia-
gramm kommutativ macht ;

AH,(R) —2—— 09,(R)
AJ(R) : @J(R)
1 4 ¥s

m,(R) —*—— K, (B

i) Y, ((D, x4, ..., X,y 1y, ..., n, 1)) kann durch die in (8. 1) angegebene Konstruktion
aus(D, x,, ..., x,,ny, ..., n,,1)erhalten werden.

(4. 6) Bemerkung. i) Der Satz (4.4) wird in § 5 bewiesen. Die Ubersetzung der
,,Jnvarianten‘* aus A,(R) und ©,(R) in die Sprache des Hilbertschemas der drei-kanonisch
eingebetteten stabilen Kurven erweist sich dabei als wesentlich. Vermutlich kann der
Beweis ebensogut mit jedem anderen feinen Modulschema der stabilen Kurven mit ge-
eigneter zusitzlicher Struktur durchgefiihrt werden. Es diirfte auch mdoglich sein, direkt
die universelle formale Deformation einer stabilen Kurve zu benutzen.

i) Der Satz (4. 5) besagt, daB X - ¥ -T~! eine wohldefinierte Abbildung ist und
durch (8. 1) beschrieben wird. Dies wird fiir jeden der Einzelschritte, die in der Defini-
tion von ¥ in (3. 6) auftreten, einzeln durchgefiihrt (siehe § 7).

iii) Wegen Satz (4. 5) ist es sinnvoll, die Elemente von ©,(R) bzw. ©H,(R) als
Invariantentupel der speziellen Fasern in lokalen Familien von Kurven zu bezeichnen.
Die von Y. Namikawa und K. Ueno im Fall g=2 und k=C in [11] angegebenen
Invarianten (modulus point, degree, monodromy) entsprechen dem Invariantentupel, die
,,characteristic map** entspricht der minimalen stabilen Aufldsung.

iv) Die Satze (4. 4) und (4. 5) bleiben richtig, wenn man im Fall 2g+ 1 > char (k) >0
nur lokale Familien von Kurven betrachtet, die nach einer Konstantenerweiterung vom
Grad n= 0 mod (char (k)) stabile Reduktion haben, und wenn man sich auf die Beschrei-
bung der in solchen lokalen Familien auftretenden speziellen Fasern beschrinkt.

§ 5. Der Beweis von (4. 4)

Um zu zeigen, dafl Q surjektiv ist, benotigen wir zwei Lemmata liber Automorphis-
men von Potenzreihenringen. '

(5. 1) Lemma. Es sei A ein kompletter lokaler Ring mit maximalem Ideal m und ¢ sei

ein Automorphismus des Potenzreihenringes A[[X,, ..., Xy]] der Ordnung

n=0 mod (char (4/m)).
Es sei o(A)=A, und fir i=1,...,r sei (X)) e (X, ..., Xy>. Dann existieren fiir
Jj=1,..., NElementecie m,c; = --- =c¢,=0, so daf fiir X;= X;+c; gilt:

XD ey, .., XL Xy, o, XD
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Beweis. Es sei af” das Absolutglied der Potenzreihe ¢'(X ;) und

'Pﬁl)(Xu cees XN)=‘P’(X,')““}“
fir j=1,...,N. Es ist

o ‘P"(Xj)=<p”f’,‘~“’(Xl, o XN)+(pIa}k’
=((Pl lP}k))((pIXl - q)lXN) + qo’a}"’,

wobei (¢'?¥)(...) die Potenzreihe bezeichnet, die entsteht, wenn man ¢'[, auf die
Koeffizienten von ¥{¥ anwendet. Durch Vergleich der Absolutglieder sieht man, daB

PP 'al, ... 07 aD)+al = !(al'*h)
n—1

ist. Wahle ¢;=—n"" Y ¢ '(@®em fir j=1,...,N. Fir j=1,...,r ist ¢;=0.
1=0

Esist fiir X;=X; +¢;

n—1
(Pk(X_;)= T;‘k)(Xl, ey XN)‘I‘(I}k)-—n—l Z (pk—l(a§’))

I=0

n—1
=PPX,, . Xy) =S o7 @) — g
=0
n—1
= ‘P}k)(XI’ ey XN)_n_l Z q/}k)((p—lail), ce, (p'*la%})
=0

-~

=YOX;, ..., Xy edX, ..., Xy,

(5. 2) Lemma. Es sei ¢ ein Automorphismus des Potenzreihenringes B=R[[X,, ..., Xy]1]
der Ordnung n% 0 mod (char (k)) iiber R. Es sei M ={X,, ..., Xy> und ¢(M)=M. Dann
existieren fir i=1,... N Elemente Y,,...,YyeM, so daB Y,=X,mod M? und

N
o(Y)= 2 a;Y; ist fiir geeignete a;;€ R. Ist fiir ein r und =1, ...,n das Element
j=1

@' (X,) € X, - B mit geeignetem 1(l) € {1, ..., N}, so ist X, ein Teiler von Y,.

Beweis. ¢ induziert eine lineare Abbildung des freien R-Moduls M/M?. Es sei Q

die zu dieser Abbildung gehorige Matrix beziiglich der von X, ..., Xy bestimmten Basis
n—1 N

und Q'=(@a)). Fir Y;=n"' Y ¥ a¥ " ¢'(X)) rechnet man die Behauptung leicht
=0 j=1

nach. Q.E.D.

Die Bezeichnungen und Voraussetzungen seien wie in § 4. Es sei h=5g—6. Es sei
(Bgs tys ooy by 1y, .oy 1y, 7)€ OH (R). Es sei n=0rd (y,) und R’ eine Erweiterung von R
vom Grad n. Gesucht wird ein Urbild (6', ) € 49,(R). Es wird sogar ein Tupel (¢', y')
konstruiert, bei dem (id x ¢~ ') -y’ von einem S-wertigen Punkt der PGL(h) induziert
wird.

(5. 3) Lemma. Man kann ohne Einschrinkung annehmen, daf$ y; von einem k-wertigen
Punkt n, der PGL(h) induziert wird, der iiber einen S-wertigen Punkt v der PGL(h) der
Ordnung n faktorisiert.
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Beweis. Man andere die zu J;, y; gehorige drei-kanonische Einbettung so ab, daB
ns durch eine Matrix in Jordan’scher Normalform gegeben ist. Diese Matrix ist von der
Ordnung n% 0 mod (char (k)) und daher eine Diagonalmatrix. Eine solche Matrix kann
zu einer Matrix der Ordnung »n iiber R hochgehoben werden. Q.E.D.

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen aus (5. 3) sei y der von 7 induzierte Auto-
morphismus von H,/R. Es induziert J; einen k-wertigen Punkt von H,/R, der ebenfalls
mit J; bezeichnet wird. Es sei D die Faser in Z,/R (oder in Z,/k — wie man will) iiber J;
und x,, ..., x, seien die Doppelpunkte von D, so numeriert, daB ¢; = 0 die lokale Gleichung
des zu x; gehdrenden Zweiges von S,/ R ist. Da ; unter y (bzw. unter y;) fix bleibt, induziert
y einen Automorphismus y, von D und einen Automorphismus f von

0=0§§,H9/R;R[[t1, o I
ES Sel Tﬁ = Tﬁaéy Hg/R und
0= Ox,,z,,/RER[[tu oo vy u, 011/ (W — 8.
Ist y5(x) = x;, so erhiilt manAdurch den zu y gehérenden Automorphismus von Z /R einen
Isomorphismus von O; auf O; iiber f, den wir ebenfalls mit f bezeichnen.

Behauptung 1. Es sei i,je{1,...,r}. BEs ist f(z;)- O=t;- O genau dann, wenn
Yo (X;) = x; ist.

Beweis. Nach Lemma (3. 9) iv) ist f(z;)) € ¢; - Ound f~!(t) e £ 0, wenn y,(x;) =X;
ist.

_Behauptung 2. Man kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB f

auf O linear in ¢, .. ., ¢, operiert und daB f({t,+(, ..., tN)) Sty 15 - - ., Ly Ist.

Beweis. Wegen Behauptung 1 und Lemma (5. 1) kann man durch Abédndern von
t,+1, ..., iy um Elemente aus 1 erreichen, daB f({t, ..., ty))= {4, ..., tyy ist. Nach
Lemma (5. 2) existieren Erzeugende f{, ..., ty, auf denen f linear operiert. Dabei ist
wegen Behauptung 1 und (5. 2) ;= t;b, fiir eine Einheit b; in O fir i=1, ..., r.

Es sei u;=wu;b; und v;=v;, dann erfiillen ¢, ..., ty, 41, ..., 4;, v, ..., v; dieselben
Voraussetzungen wie t,, ..., ty, 4, ..., 4, ¥y, ..., v, und man kann annehmen, daBl man

von vornherein den ersten Variablensatz gewidhlt hat. Wegen Behauptung 1 ist
SR[[t, ...; 1D =R[[1,, ..., t,]]. Nach Lemma (5. 1) (setze 4=R[[1,, ..., t,]]) folgt
der zweite Teil der Behauptung.

Behauptung 3. Es sei 7, (x;)=x;. Dann kann man ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, daB f(1;))=e} - ¢; ist.

Beweis. Ist y}(x;)=x; so ist, wegen Behauptung 1 und 2, f'(¢)=es -1, fiir ein
s; € N. Mit denselben Schliissen wie in (3. 12) zeigt man, daB s;= u(e,, y5, x;) mod (n) ist.
Nun sei nach geeigneter Umnumerierung (x;, x,, ..., x;) eine Bahn unter y,. Wegen
Bedingung (%) aus (4.1) iii) ist n,=n,=---=n und s;=[/-n;mod(n). Es sei
f@)=ct;_ furi=2, ..., lund f(t,)=c; t, mit ¢, ..., c;€ R. Es ist

Cl 'Cz‘ PR 'Cl=e’,s,‘=e£,'"l.

Setze tj=t;- e V. (¢, ¢+ ... ¢)” ! fiir i=1, ..., so folgt fiir diesen Variablensatz
die Behauptung, da — wie wir in Behauptung 2 gesehen haben — die Abdnderung der
t; durch Multiplikation mit Einheiten zugelassen ist.
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Schiuf3 des Beweises von (4. 4). Wir konnen annehmen, dal

VACCSPRETN ) Sk G PR )

und f(t;) =e;' - ¢; ist, falls y,(x;) = x; ist. Es sei 6*: O — R’ definiert durch 8*(r;)) = '™ fiir
i=1,...,r, 6*(t)=0 fir j=r+1, ..., N und 6*|p=id. Es sei § die zugehorige Abbil-
dung von S’ in H,/R. Nach Definition von é* ist o - 6*=4* - f. Nun sei ¢’ der von &
induzierte S'-wertige Punkt von H,/R'=(H,/R)x ¢S, und es sei y'=yxg. Da die
Ordnung von y’ gleich n ist, da 6’ - =7’ - ¢’ ist, und da der allgemeine Punkt von S’ unter
0’ nicht auf S;/R’ abgebildet wird, ist (0',7)e€ AH,(R) und wird durch  auf
(s, s - -5 by iy, ..., 1, 7;) abgebildet. Q.E.D.

§ 6. Singularitiiten

Bei der in (3. 6) beschriebenen Konstruktion treten verschiedene isolierte Singulari-
titen auf. Am Ende dieses Paragraphen werden Ideale angegeben, die zur Desingulari-
sierung dieser Singularitidten aufgeblasen werden miissen. In Ermangelung eines geeigneten
Zitates beweisen wir im folgenden einige einfache Ergebnisse iiber das Desingularisieren
in den zu betrachtenden Fillen.

Es sei ¢: 4 — S eine Kurve iiber R, und Y =Spec(B) sei ein offenes Unterschema
von 4, welches nur einen singuldren Punkt y enthélt. Es sei X' = Spec (Oy, pund f: X—>Y
die zugehorige Abbildung. 3 sei ein offenes Ideal von 0” und J das Ideal von B mit
Triger yund J- 0, y=3n O, y. Es seien

h:Y’=Proj<@ S‘>—+Y und g:X’=Proj<6-) 3‘)——»)(
i=0 i

die Schemata, die man durch Aufblasen von 3 bzw. J erhilt (vergleiche mit [4]). Da
f:X— Yflachist,ist X' X x, Y.

(6. 1) Lemma. X' ist reguliir genau dann, wenn Y’ reguldr ist.

Beweis. Esist Y’ \h™'(y)= Y \y. Daher liegt jede Singularitit von Y" im Bild von X".
Die Behauptung folgt aus (1. 9), da alle Singularititen k-wertige Punkte sind. Q.E.D.

Der Index ,,s* bezeichne wie iiblich die speziellen Fasern, oder bei Morphismen die
Einschrinkung auf die speziellen Fasern. Es ist nach (1.9) X,=Spec(0, y) und
X.,=Y,xy,X,. Es sei D die Vereinigung der Komponenten von Y, die auf y abgebildet
werden, und C sei die Vereinigung der Komponenten von Y;, die auf eine irreduzible
Komponente von Y, abgebildet werden. Es sei E die Vereinigung der Komponenten von
X;, die auf x abgebildet werden.

(6. 2) Lemma. i) D und E sind dquivalent (siehe (0. 5) ii)).
i) Es ist C \(DNn O)=Y; \Dx=Y; \y.
iii)y Es sei y' € C ~ D und x' das Urbild von y' in X;. Dann ist OAy,, r: 20, x:.

Beweis. FaBt man die Punkte x bzw. y als Morphismen von Spec (k) in X bzw. Y auf,
soist y=f;- xund

Ered = (X; X Xs Spec (k) [x])red = (( Y; X s Xs) X Xs Spec (k) [x])red
= (Y; X Ys Spec (k) [y])red = Dred .
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Da man Vielfachheiten der Komponenten an der Komplettierung der lokalen Ringe
von Punkten auf der entsprechenden Komponenten ablesen kann, folgt nun i) aus (1. 9).
ii) folgt, daB Y; \h; '(y)=7Y, \y ist, und iii) folgt aus (1. 9). Q.E.D.

Y’ habe die folgende Eigenschaft:

(* %) Jeder Punkt ze C n D ist regulir auf C,,; und D,,4, und C und D schneiden
sich in z transversal.

Dann ist die Aquivalenzklasse von Y. schon durch C \(C n D) und E festgelegt
(siche [14], IV 4). Zusammen ergibt sich:

(6. 3) Lemma. Es sei n:I' — S eine Kurve vom Geschlecht g iiber R und x, € I' ein
singulirer Punkt, so daf (unter Beibehaltung obiger Bezeichnungen) O, = Oy’ y ist. Es sei
Y’ regulir und es sei (% %) erfiillt. Dann existiert eine Desingularisierung n*: I — S mit
der speziellen Faser I'l = C? U D?, wobei C* \(D* n C*=~T, \x und D* dquivalent zu D
ist. C* und D* haben nur transversale Schnittpunkte und I'® ist durch C* und D? bis auf
Aquivalenz bestimmt.

(6. 4) Lemma. Es sei n':I"" — S’ eine Kurve vom Geschlecht g iiber R und x sei ein
Doppelpunkt von I mit OAx, r = R'[[u, v]1]/(uv—t'™). Dann existiert eine Desingularisierung
n?: " — S’ in x, deren spezielle Faser I'® aus I', entsteht, indem man den Punkt x durch eine
Sequenz von m—1 projektiven Geraden ersetzt (Abb. 1). Ist z eine Singularitit von I't
iiber x, so ist O, ra=R'[[u', v']]/('v' —1). Ist o'|o ein Automorphismus von I' und
o’ |o eine Fortsetzung von o' auf I'*, beide von der Ordnung n, so ist die Einschrinkung o
von ¢ auf T'? eindeutig bestimmt durch o, und die Bedingung, daf} in einem Doppelpunkt z

mnl

von I'? iiber x, der fix unter o' bleibt, u(e,, 0., z) =1l ist.

Beweis. Es sei A= R'[u, v]/(uv—t'™) und r die groBte natiirliche Zahl, die kleiner als

m . ) ‘ : . .
5 ist. Esseigy=u'-t'-t'2- ... -¢t""'und b;=0v' -t - t'’>- ... - t""". Durch Aufblasen des
Ideals 3=<a, ..., a,, by, ..., b, erhilt man eine Desingularisierung von Spec(4) mit

den gewiinschten Eigenschaften. Nach (6. 3) und (6. 4) folgt der erste Teil der Behauptung.
Der zweite Teil folgt aus dem folgenden trivialen Lemma:

(6. 5) Lemma. Es sei y ein Automorphismus des P* |k und y"=id, n% 0 mod (char (k)).
Dann hat y genau zwei Fixpunkte x, und x,, und es existieren Ortsuniformisierende u; in x;,
so dap fiir ein re N gilt: y(u)=e),-u, und y(u,)=e, " -u,. y ist durch x,, x, und r ein-
deutig bestimmt.

Abbildung 1
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(6. 6) Bezeichnung. Es sei n°:I'° — S eine Kurve vom Geschlecht g iiber R. Ein
Punkt x e I'° wird als Singularitit vom Typ N; bezeichnet, wenn O, jo= R'[[u]] ist,
wobei R’ eine Erweiterung von R vom Grad # %0 mod (char (k)) ist, J= (o), t(t)y=e,t’
und t(u) =eju ist. Da die Typen von Singularititen N 7 und N} gleich sind, kann man
annehmen, da3 (n, g) =1 ist.

(6. 7) Der zu Nj gehorende Algorithmus (siehe [5], Seite 16): Es sei 4g=n und
Ay =gq. Es seien v, A; und f; bestimmt durch:

/10.=ﬁ1"{1")~2 mit 04, <4, By >1
/li‘-fﬂiﬂ'}-iﬂ—/lwz mit 0=Aiv2<Aivy, Bivi>1

’q'v—l-:ﬁv')'v mit Av=1’ Bv>1
lv+1=0'
Es sei po=0,pu; =1 und p;=8; (-t — ;.

ry
x 3,
Hy
Sv— 1| Uy-1
9v—2 l
Hy-2

A

3
Hy

Abbildung 2

(6. 8) Lemma. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen von (6. 6) sei x eine Singularitdt
vom Typ Nj. Dann existiert eine Desingularisierung n?: I — S von I'° in x, deren spezielle
Faser I'® man aus T'? erhdlt, indem man wie in Abbildung 2 im Punkt x eine Sequenz von v
projektiven Geraden 9,, 9,_,, ..., 9, einhingt. Die Vielfachheit von 9, ist p; und die Selbst-
schnittzahl von 9; ist — ;. Alle Singularititen von I 4 jiber x sind transversale Schnittpunkte.

Beweis. Es sei A=R'[u]’ (ahnlich wie in (6. 6)). Man wihle die kleinste natiirliche
Zahl ¢, mit ¢, +py +p+- -+, =0 mod (n) und ¢; =¢ - ¢,. Dann sind

aq=u- .. out R e und b =ute N S I AR i

fiir /=0, ..., v Elemente von A. Durch Aufblasen des Ideals I={ag, ..., a,, by, ..., b,
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