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8 0 EINLEITUNG

0 Einleitung

Dies ist eine Diplomarbeit von Kay Riilling, erstellt unter der Anleitung und Betreuung
von Frau Prof. Dr. Esnault, die auch das Thema ausgewéhlt hat. Es werden zunéchst ein
paar Worte zum Zweck, zur Vorgehensweise und zum Aufbau dieser Arbeit gesagt.

In der gesamten Arbeit sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteri-
stik 0. Das Ziel ist es nun einen Satz von O. Gabber und N. Katz (siehe ([K-1], (2.4.10)
Theorem) oder auch ([K-2], Main Theorem 1.4.1.)) zu beweisen, der folgendes besagt: Jeder
formelle Zusammenhang, das heifit jeder Zusammenhang iiber dem Korper der formellen
Laurentreihen mit endlicher Pol-Ordnung, 148t sich in kanonischer Weise zu einem Zusam-
menhang auf G,, = Spec klt, %] fortsetzen, der reguldr singulér in oo ist. Doch wihrend
der Beweis von Gabber und Katz eher abstrakter Natur ist, wird in dieser Arbeit ein kon-
kretes Verfahren zur Konstruktion einer solchen Fortsetzung angegeben. Hierzu zerlegen
wir einen formellen Zusammenhang F in eine direkte Summe von Zusammenhéngen der
Gestalt M ® U mit einem irreduziblen Zusammenhang M und einem regulédr singuléren
Zusammenhang U, der eine Matrixdarstellung A =(nilpotenter Jordanblock)dt/t besitzt
und setzen U und M einzeln fort. Die Fortsetzung von U ist einfach ein freier Og,,-Modul
vom Rang = Rang U, dabei wird die Zusammenhangsabbildung in einer gewissen Basis
gegeben durch die Matrix A. Um M fortzusetzen ben6tigen wir ein Lemma von Beilinson
(siehe [B]), das besagt, da8 jeder irreduzible Zusammenhang von einem Rang 1 Zusammen-
hang iiber einem grofleren Laurentkdrper herkommt. Ist genauer n der Rang von M und
kE((z)) D k((t)) eine Kérpererweiterung mit 2" = ¢t und ist ¢ : k((t)) 2 t — 2" € k((2)) der
entsprechende Koérperhomomorphismus, so gibt es einen Rang 1 Zusammenhang L iiber
k((z)) mit M = v¢.L. Wir zeigen, dafl L eine Matrixdarstellung w € k[%]% besitzt und
definieren dann die Fortsetzung von L als ein freier Rang 1 Og,,-Modul £ zusammen mit
einer Zusammenhangsabbildung, die in einer gewissen Basis durch die Matrix w gegeben ist.
Bezeichnen wir mit 7 : Gy, . — Gy den von der Inklusion k[t, 3] < k[z, 1] induzierten
Morphismus, so ist dann 7. L eine Fortsetzung von M. Zusétzlich sind diese Fortsetzungen
von U und M mit folgenden Eigenschaften eindeutig bestimmt:

(a) Die Fortsetzung von U ist eine sukzessive Extension des trivialen Zusammenhangs
(O,d), die U als sukzessive Extension des trivialen Zusammenhangs (k((t)), d) fort-
setzt.

(b) Die Fortsetzung von M ist reguldr singulér in oo und zerfallt auf G,,. in Rang 1
Zusammenhénge, die ebenfalls regulér singulér in oo sind.

Insgesamt erhalten wir eine Fortsetzung von F, die die Zerlegung von F in isotypische
Komponenten respektiert (das heifit die isotypischen Komponenten werden einzeln fortge-
setzt) und mit den obigen Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. Die Arbeit ist wie folgt
aufgebaut:

Im ersten Abschnitt werden ein paar grundlegende Definitionen zum Thema “Zusam-
menhénge auf einer zusammenhéngenden glatten Kurve” wiederholt.

Der zweite Abschnitt gehort den formellen Zusammenhéngen. Auch hier werden einige
Definitionen und wohl bekannte Aussagen zusammengestellt. Wesentlich fiir die spéteren
Konstruktionen sind folgende Ergebnisse:

e Jeder formelle Rang 1 Zusammenhang besitzt einen Basisvektor, so dafl die Matrix
des Zusammenhangs beziiglich dieses Vektors ein Element aus k[3]% ist.



e Jeder formelle Zusammenhang 148t sich in eine direkte Summe isotypischer Kompo-
nenten zerlegen.

e Jede isotypische Komponente 1&8t sich in der Form M ® @, U; schreiben mit einem
irreduziblen Zusammenhang M und reguldr singuliren Zusammenhéngen U;, die eine
Matrixdarstellung (nilpotenter Jordanblock)% besitzen.

Der dritte Abschnitt widmet sich im wesentlichen dem Beweis eines Lemmas von Bei-
linson (siehe [B]) (das hier jedoch als Satz erstrahlt). Das Lemma besagt, wie schon weiter
oben erwahnt, daf jeder irreduzible Zusammenhang von einem Rang 1 Zusammenhang {iber
einem grofler Laurentkorper herkommt.

Im vierten Abschnitt schliefSlich beweisen wir den oben erwihnten Hauptsatz von Gab-
ber und Katz: Jeder formelle Zusammenhang 143t sich zu einem in co reguldr singuldren
Zusammenhang auf G, fortsetzen. Die Fortsetzung respektiert die Zerlegung in isotypische
Komponenten und ist mit gewissen Eigenschaften eindeutig. Der Beweis gliedert sich in
folgende drei Abschnitte:

e Konstruktion einer Fortsetzung eines regulér singuldren Zusammenhangs U, der eine
Matrixdarstellung (nilpotenter Jordanblock)% besitzt.

e Konstruktion einer Fortsetzung von Rang 1 Zusammenhéngen
e Konstruktion einer Fortsetzung von irreduziblen Zusammenhéingen.

Den Schluf} bildet ein Anhang, in dem ein paar Definitionen und Fakten zu der 0-ten
und 1-ten de Rahm Kohomologiegruppe sowie zu Ext! aufgelistet sind.

Generelle Voraussetzungen. In der gesamten Arbeit sei k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper der Charakteristik 0. Wir bezeichnen mit k((¢)) den Korper der formalen
Laurentreihen mit Koeffizienten in k& und endlicher Pol-Ordnung. (Elemente aus k((t))
sind also formale Summen Y 2°  a;t' mit a; € k und m € N.) Wir nennen k((t)) auch
Laurentkérper. Desweiteren sei Gy, := Gy, := Spec klt, %] Ist X eine algebraische
Varietét, so bezeichnen wir mit Ox oder auch O die Garbe der reguldren Funktionen auf
X und mit Q% oder Q' die Garbe der Differentialformen 1. Ordnung auf X. d: O — Q!
sei die Differentialabbildung (entsprechend auch d : k((t)) — k((t))dt).
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1 Zusammenhinge
In diesem Abschnitt sei X eine zusammenhéngende, nicht singulére algebraische Kurve.

1.1 Definition Ein Zusammenhang auf X ist ein Paar (£,V) bestehend aus ei-
nem lokal freien Ox-Modul endlichen Ranges £ und einem Morphismus von k-
Vektorraumgarben V@ & — & ®o, O, der zusitzlich die Leibnizregel
V(ae) = aV(e) + e ® da fir a« € Ox und e € &€ erfiillt. (£,V) ist vom Rang n, falls n
der Rang von £ als lokal freie Garbe ist. (Wir bemerken, dafl £ als lokal freie Garbe einen
wohl definierten Rang hat, schliefflich ist X zusammenhéngend.)

Wir schreiben auch kurz € statt (€, V), wenn klar ist, dafl wir uns auf den Zusammen-
hang beziehen.

1.2 Definition Seien (£, V¢) und (G, Vg) zwei Zusammenhénge auf X

(i) Ein flacher Morphismus von € nach G ist ein Morphismus von Ox-Moduln
p : &€ — G, der zusitzlich (¢ ® id) o Vg = Vg o ¢ erfiillt. Wir bezeichnen mit
Hom(E&,G) die Menge der flachen Morphismen von € nach G.

(ii) Wir definieren das Tensorprodukt von Zusammenhingen (£,Vg) ® (G,Vg) als das
Paar (£ ®0 G,Ve @ Vg) mit (Ve ® Vg)(e® g) :=Ve(e) @ g+ e® Vg(g) fire € &
und g € G. (Offenbar ist V¢ ® Vg wohl definiert und erfiillt die Leibnizregel.)

(iii) Die direkte Summe von Zusammenhdingen ist definiert durch
(E,Ve)®(G,Vg) = (E®G, Ve @ Vg) mit (Ve ® Vg)(e® g) := Ve(e) + Vg(g) fiir
eefund g € G.

(iv) Sei Hom(E,G) die Garbe von Ox-Modul Morphismen von £ nach G. Dann ist
Hom(E,G) eine lokal freie Garbe von Ox-Moduln und wir kénnen einen Zusammen-
hang (Hom(&,G), V) definieren, indem wir (Vo)(e) = Vgp(e) — ¢(Vee) setzen fiir
v € Hom(€,G) und e € £. (Offenbar definiert das einen Zusammenhang.)

Im folgenden sei (£, V) immer ein Zusammenhang des Ranges n.

1.3 Lokale Matrixdarstellung eines Zusammenhanges Ist U C X eine offene Menge
und sind e1,...,e, € E(U) mit Ey = P, O\yei, so ist der Zusammenhang auf U gegeben
durch V7 : @ Opye; — @thei. Es existieren daher w;; € Q(U),i,j =1,...,n, so daB
Ve; = > wjiej. Dann definieren wir die Matrix von V;; beziiglich der Basis {e;} in der
althergebrachten Weise:

wWip w12 - Win

W21 W22 -+ Won
M(V|U7 {ei}) =

Wnl Wnp2 - Wnpp

Ist nun f =" | Nie; € Eu = ®;, O\yéei, so liefert die Additivitdt von V zusammen mit
der Leibnizregel

j=1 \i=1
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Denken wir uns f also als Spaltenvektor, so erhalten wir eine Darstellung von V f mit der
Matrix M(V |y, {ei}):

Wil o Wip A1 dM
Vf= : : S e : =M\ Vig,{e:})f +df

Wnl - Wnn An dAn

Basiswechsel (Siehe auch ([L], 1. a)).) Sind {ey,...,e,} und {fi,..., fn} zwei Basen von
& als freier O)y-Modul, so existiert eine Matrix 7' € GL(n, O)y) mit f; = Te;. (T und f;
in der Basis {e;} geschrieben.) Dann gilt, wie wir leicht nachrechnen kénnten:

MV {fi}) =T "MV y,{e})T + T~ 'dT

1.4 Definition Sei Al :=Spec k[1/t] =Spec k[u] mit u = 1/¢t. Al  ist also nichts anderes,
als G, Uoo, wobei oo hier dem Primideal (u) C k[u] entspricht. Desweiteren sei 2}, (logco)

die Garbe der 1-Formen auf Al_, die héchstens Pole der Ordnung eins in oo haben. Also
QK}” (logoo) = OA})O%U' Sei nun (€,V) ein Zusammenhang auf G,,. Dann sagen wir (£,V)
ist reguldr singuldr in oo (oder auch im Unendlichen), falls es einen Zusammenhang (€,V)

auf AL mit einem Pol erster Ordnung in oo gibt, der (&, V) fortsetzt, das heiBit
V:€E—E® Q}&éo(log c0) und (£,V)g,, = (£, V)

Eine allgemeinere Definition von reguliren singulédren Punkten findet sich in ([K-3], Deli-
gne’s definition of regular singular points in the general case, Seite 546.)

1.5 Definition Seien G und £ zwei Zusammenhinge auf X. Dann sagen wir G ist ein
Unterzusammenhang von E, falls es einen flachen injektiven Morphismus G < & gibt. Ein
Zusammenhang & heifit irreduzibel, wenn jeder von Null verschiedene Unterzusammenhang
isomorph zu & ist.

2 Formelle Zusammenhéinge
In diesem Abschnitt schreiben wir auch Q! statt k((t))dt.

2.1 Definition Ein formeller Zusammenhang vom Rang n tber k((t)) ist ein Paar (E,V)
bestehend aus einem n-dimensionalen k((t))-Vektorraum FE und einem k-Vektorraum
Homomorphismus V : E — E @) Q! der die Leibnizregel erfiillt, das heif}t
V(Ae) = AVe + e @ dA fiir e € E und A € k((1)).

Offensichtlich kénnen wir das Tensorprodukt und die direkte Summe von formellen
Zusammenhéingen sowie flache Homomorphismen zwischen formellen Zusammenhéingen
analog zum ersten Abschnitt definieren. (Wir kénnten formelle Zusammenhéinge auch mit
Zusammenhingen auf dem Schema Spec k((t)) identifizieren und dann alle Definitionen
einfach iibernehmen.) Genauso koénnen wir auch hier jedem formellen Zusammenhang
eine Matrix beziiglich einer gewidhlten k((¢))-Vektorraumbasis zuweisen; der Basiswechsel
funktioniert in der selben Weise wie im ersten Abschnitt. Wir sagen ein formeller Zu-
sammenhang (E,V) besitzt die Matrixdarstellung A, falls A die Matrix von V in einer
gewissen Basis ist.
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2.2 Definition Seien (E, V) und (G, V) zwei formelle Zusammenhénge. Wir bezeichnen
mit Hom(E,G) die Menge der k((t))-Vektorraumhomomorphismen. Dann ist Hom(E, G)
selber ein k((t))-Vektorraum und wir definieren den Zusammenhang (Hom(E,G), V), in-
dem wir (Vy)(e) = Vgp(e) — o(VEe) setzen fiir ¢ € Hom(E,G) und e € E. Desweiteren
bezeichnen wir mit Hom((F,Vg),(G,Vg)) = Hom(E,G) die Menge der flachen Homo-
morphismen von E nach G. Es ist ein k-Vektorraum.

2.3 Bemerkung Seien E und G wie oben. Dann haben wir
Hom(E,G) = Ker(V : Hom(E,G) — Hom(E,G) ® Q') =: H)x(Hom(E, Q)

Der Beweis ist klar. (Schlieflich gilt fiir ein ¢ € KerV per Definition Vg o ¢ = o Vg.)

Im folgenden wollen wir ein paar Eigenschaften formeller Zusammenhénge herausar-
beiten, die spater von Nutzen sein werden.

2.4 Definition Ein formeller Zusammenhang (E, V) heifit regulir singuldir, falls eine Basis
von E existiert, beziiglich welcher die Matrix von E hochstens einfache Pole hat.

2.5 Lemma Sei (L, V) ein formeller Rang 1 Zusammenhang iiber k((¢)). Dann besitzt L
eine Matrixdarstellung a% fiir ein a aus k[1]. a ist eindeutig bestimmt modulo Z. Sind
auBerdem e und e’ € L\ {0} mit Ve € k[#]%e und Ve’ € k[1]%e’, so gibt es ein p € Z und
ein A € k* mit e = AtPe.

Beweis. Sei 0 # f € L und sei b € Ek((t))dt die Matrix von V in der Basis f (das
heifit Vf = bf). Ist nun € eine andere Basis von L, so gibt es ein p € Z und ein
u € k[[t]]* (=Einheiten des Ringes der formalen Potenzreihen) mit é = tPuf, daher ist die
Matrix von V in der Basis € gleich b+ p% + d—g. Schreiben wir nun b in der Form a% + vdt
fiir ein a € k[}] und ein v € k[[t]] und wéhlen u € k[[t]]* als Lésung von %“ = —wvdt (das
ist sicherlich moglich), so ist die Matrix von V in der Basis e := uf gerade das gewiinschte
a%. AuBerdem ist %“ fiir jedes w € k[[t]]* immer ein Element aus k[[t]] und daher ist der
Hauptteil der Matrix von L nur durch p% fiir ein p € Z modifizierbar. Das bestimmt unser
a eindeutig modulo Z. Fertig.

2.6 Definition Seien (E,V) und (G, V) zwei formelle Zusammenhénge. Dann ist G ein
Unterzusammenhang von E, falls es einen flachen injektiven Homomorphismus G — FE
gibt. E heiflt irreduzibel, wenn jeder von Null verschiedene Unterzusammenhang isomorph
zu F ist.

Offenbar sind Rang 1 Zusammenhénge irreduzibel.

2.7 Bemerkung Zwei irreduzible Zusammenhinge (M7, V1) und (Ms, V2) sind nicht iso-
morph genau dann, wenn Hom(Mi, My) = 0.

Beweis. Offenbar kénnen M; und Mj nicht isomorph sein, wenn Hom(M;j, Ms) = 0. Sei
nun 0 # ¢ € Hom(My, Mz). Dann ist (Kery, Vi|ger,) ein Unterzusammenhang von Mj.
(Hier ist zu beachten, daf§ fiir ein Element m € Kerp gilt 0 = Vap(m) = ¢(Vim) und
somit V1 nach Kerp® Q! abbildet.) Da aber M; irreduzibel ist und ¢ # 0, mu8 Kery =0
sein. Also ist M; ein Unterzusammenhang von Ms. Die Irreduzibilitdt Ms’s liefert nun, dafl
M7 isomorph zu M, ist. Das beschert uns die Behauptung.
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2.8 Lemma Seien E und G zwei formelle Zusammenhénge mit Hom(E,G) = 0. Dann
gilt: Jede exakte Sequenz von Zusammenhéingen 0 — G — V — E — 0 spaltet, das
heifit V =2 G @ E (als Zusammenhang).

Beweis. Wir verwenden ein paar Definitionen und Aussagen aus dem Anhang. Wir betrach-
ten den Zusammenhang (Hom(E,G), V). Nun ist also wegen 2.3 H)p(Hom(E,G)) = 0. Der
Satz A.5 verrit uns daher, daB H)p(Hom(E, G)) ebenfalls gleich Null ist und somit liefert
uns A.7 Ext'(E,G) = 0. Die Behauptung folgt direkt aus A.2 .

2.9 Bemerkung Sei (E,V) ein formeller Zusammenhang und G C E ein Unterzusam-
menhang. Dann ist F/G in natiirlicher Weise wieder ein Zusammenhang und die Restklas-
senabbildung £ — E/G ist ein flacher Homomorphismus.

Das wollen wir kurz sehen. Sei € € F/G und e € E ein Vertreter. Wir definieren V(e) :=
V(e) = Restklasse von V(e) in E/G ® Q'. Dann ist V : E/G — E/G ® Q! eine wohl
definierte Abbildung. Denn ist e+ g fiir g € G ein anderer Vertreter von €, so ist V(e + g) =
V(e+g) = V(e)+ V(g). Aber V(g) € G ® Q! (schlieflich ist G ein Unterzusammenhang),
also V(e +g) = V(e).

Offenbar ist V addtitiv und erfiillt die Leibnizregel. Daher ist (E/G,V) ein Zusam-
menhang und per Definition ist die standard Restklassenabbildung £ — E/G ein flacher
Homomorphismus.

2.10 Definition Sei (F,V) wie immer ein formeller Zusammenhang und sei M C E ein
irreduzibler Unterzusammenhang. Dann sagen wir (VM V) C E ist eine isotypische Kom-
ponente von E mit irreduziblen Faktor M, falls VM maximal mit der folgenden Eigenschaft
ist: VM besitzt eine Filtrierung

Vichc...cV,=v¥
mit Zusammenhéngen V;, die
(i) Vi1 2 M und
(i) Vij/ Vi M firi=1,...,m—1
erfiillen. Dabei sind die Isomorphismen jeweils flach.

2.11 Satz Sei (E,V) ein formeller Zusammenhang. Dann besitzt E eine Zerlegung in iso-
typische Komponenten

(E,V) =PV, vy)

J

Dabei sind die M; irreduzible Unterzusammenhénge von F, die nicht isomorph zueinander
sind. Die Zerlegung ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Bevor wir den Satz beweisen, erst noch ein Lemma.

2.12 Lemma Sind M und P zwei irreduzible, nicht isomorphe Zusammenhinge und VM
sowie V' isotypische Komponenten mit irreduziblen Faktoren M beziehungsweise P, so
gilt:
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(i) Hom(M,P) =0
(ii) Hom(VM P)=0
(iii) Hom(VM,VFP) =0

Beweis. (i) haben wir schon gesehen (2.7). Kommen wir zu (ii). Sei also ¢ : VM — P ein

flacher Homomorphismus und M = Vi C ... C V;, = VM eine gemiB 2.10 existierende
Filtrierung. Wir zeigen ¢y, = 0 fiir i = 1,...,m. ¢}y, ist Null wegen (i). Sei nun
¢y, = 0 fiir ein @ € {1,...,m — 1}. Dann induziert ¢ einen flachen Homomorphismus

@ : Viy1/Vi — P. Aber per Definition der Filtrierung ist V;11/V; = M, daher ist (wegen
(1)) # = 0 und somit auch ¢y, , = 0. Wenden wir uns (iii) zu. Sei ¢ € Hom(VM V)
und Wy C ... € W; = VP eine Filtrierung von V. Dann ist die Zusammensetzung der
standard Restklassenabbildung mit ¢, VM SR Vi (N Wi /Wi_1 = P, ein Element aus
Hom (V™ P) und ist somit gleich Null (nach (ii)). Das bedeutet aber, dal ¢ eigentlich ein
Element aus Hom (V™ ,W;_,) ist. Die Behauptung folgt induktiv.

Beweis des Satzes. Zuerst bemerken wir, dafl jeder Zusammenhang natiirlich einen
irreduziblen Unterzusammenhang besitzt. In der Tat, ist £ selbst nicht irreduzibel, so gibt
es per Definition einen echten von Null verschiedenen Unterzusammnehang von FE. Ist
dieser irreduzibel sind wir fertig, ansonsten wiederholen wir das Argument und erreichen so
gewifl unser Ziel, da ja schliellich alles endlich dimensional ist und Rang 1 Zusammenhéinge
irreduzibel sind.

Wenden wir uns nun der Existenz einer Zerlegung, wie in der Behauptung zu. Wir
machen Induktion iiber den Rang von E. Offenbar ist die Aussage erfiillt, falls Rang F = 1.
Sei also Rang E = n und die Behauptung wahr fiir Zusammenhénge kleineren Ranges. Sei
M C E ein irreduzibler Unterzusammenhang, dann besitzt £/M nach Induktionsannahme
eine Zerlegung in isotypische Komponenten E/M = @(VMi V;) mit irreduziblen und
paarweise nicht isomorphen Zusammenhéngen M;. Wir unterscheiden zwei Fille.

Erster Fall: M ist zu keinem M; isomorph. Dann setzen wir VM .= M: offenbar ist das
eine isotypische Komponente von E. Es bleibt zu zeigen: £ = VM @ D, VMi(= M @
E/M). Das Lemma sagt uns Hom(V*i M) = 0 fiir alle j und somit haben wir auch
Hom(D; VMi M) = 0. Also sagt uns 2.8, daf die exakte Sequenz von Zusammenhingen

0— M -—FE—EFE/M-—20

spaltet und das beweist die Existenz in diesem Fall.
Zweiter Fall: M st isomorph zu einem M;, sagen wir M. Es gibt einen Zusammenhang
VM der uns folgendes kommutatives Diagramm mit exakten Reihen und Spalten liefert:

0 0
! |
0— M— vM Iy g

| | l
0— M— E -~ E/M-— 0

Wobei 7 die standard Restklassenabbildung ist. Wir kénnen VM ganz konkret angeben,
und zwar (VM V) = (ﬂ_l(VMl),V|rl(VMl)). Wir wollen kurz sehen, dafl dies in der
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Tat ein Zusammenhang ist. Sei v € VM = 771(VM1) dann haben wir, da 7 ein flacher
Homomorphismus ist, 7(V(v)) = Vi(r(v)) € VML @ Q. Also ist Vs eine Abbildung von
VM nach VM @0! und somit ist (VM , V) trivialerweise auch ein Zusammenhang. Offenbar
erfilllt VM das Diagramm. Als néchstes zeigen wir, da8 VM eine isotypische Komponente
von Eist. Sei M 2 My =V, C ... C V,, = VM ¢ine nach Induktionsannahme und geméf
2.10 existierende Filtrierung von VM. Wie oben definieren wir Zusammenhinge V; :=
a W(V;) fir i = 1,...,m. Alsoist M =: Vo c Vj C ... C Vp, = VM eine Filtrierung von
VM mit Vi1 Vi & (Vigr /M) /(V;/M) 2 Vi1 /Vi = M fiiri = 0,...,m—1. V™ ist maximal
mit dieser Eigenschaft, da VM es ist. Das heifit VM ist eine isotypische Komponente von
E. Um endlich Gewiheit iiber die Existenz unserer Zerlegung zu erlangen, fehlt nur noch,
daf} die exakte Sequenz

0—VvY —FE—EVM= H V™ -—o0
j mit M;M

spaltet. Also wollen wir wieder Hom (€D MM VM VMY = 0; das folgt aber direkt aus
2.12 (iii).

Kommen wir nun zur Eindeutigkeit. Seien @j VMi > . VP zwei isomorphe Zerle-
gungen in isotypische Komponenten, wobei jeweils die M; und die P; paarweise nicht
isomorph sind. Wegen
Vi Hvht = Pvhs
l J

und da P; irreduzibel ist, ist P; ein Unterzusammenhang eines VMi fiir ein j. Sei
M=V, c...cV,=VM di Filtrierung von VM. Dann wird ein flacher Homo-
morphismus P; — VM M /Vim—1 = M induziert. Aber P; und M; sind irreduzibel,
also ist dieser Homomorphismus entweder ein Isomorphismus, das heifit P; = M;, oder er
ist gleich Null, das heifit P; — V;,,—1 und dann folgt P; = M durch Iteration. Also ist jedes
P; isomorph zu einem M; und umgekehrt und somit ist jedes VP auch eine isotypische
Komponente mit einem irreduziblen Faktor M; und umgekehrt. Insbesondere haben wir
genauso viele P; wie M;, daher kénnen wir ohne Einschrdnkung annehmen P; = M;. Dann
liefert uns 2.12 (iii) Hom(VMi V) = 0 fiir i # j. Deswegen erhalten wir aus dem Isomor-
phismus @, VMi 2 @, V' fiir alle i einen injektiven Homomorphismus Vi < V% (Denn
fiir 7 # j ist der Homomorphismus VM — @ VMs = PV Proifen v Py gleich Null). Es
folgt direkt V™ =2 Vi und das beendet den Beweis.

2.13 Definition Ein formeller Zusammenhang (E, V) heiit unzerlegbar, falls er nicht als
direkte Summe von Zusammenhéngen kleineren Ranges geschrieben werden kann.

2.14 Bemerkung Jeder formelle Zusammenhang 148t sich eindeutig als direkte Summe
unzerlegbarer formeller Zusammenhénge schreiben.

Beweis. Die Existenz einer solchen Zerlegung ist offensichtlich. Seien nun @, V; = @ Wi
zwei Zerlegungen in unzerlegbare Zusammenhénge. Da also insbesondere die V; unzerlegbar
sind, gibt es fiir jedes ig ein jo, so dafl V;; ein Unterzusammenhang von Wj; ist. Daher
erhalten wir B, Vi/Vi, = @,;, Vi = D, ;, Wj & Wi,/ Vi, Daraus folgt P; W; = D, Vi =



16 2 FORMELLE ZUSAMMENHANGE

D, Wi ® (Wjy/Vig) & Vi, und somit Wi, = (Wj,/Viy) @ Viy. Aber W, ist unzerlegbar,
also ist Wy, /Vj, = 0. Fertig.

2.15 Lemma Jeder unzerlegbare formelle Zusammenhang ist isomorph zu einem formellen
Zusammenhang M ® U, dabei ist M ein irreduzibler Zusammenhang und U ein regulir
singuldrer, der eine Matrixdarstellung (nilpotenter Jordanblock)dt/t besitzt.

Zum Beweis zitieren wir ([BBE], 5.9.(a)(iii)).

2.16 Korollar Sei (E,V) ein formeller Zusammenhang. Sei VM eine isotypische Kom-
ponente von E mit irreduziblen Faktor M. Dann ist V™ isomorph zu einem Zusammen-
hang M ® @, U;, mit regulér singuléren Zusammenhéngen U;, die eine Matrixdarstellung
(nilpotenter Jordanblock)dt/t besitzen. Diese Darstellung von VM ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. (Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl die Matrixdarstellung der
U; nur aus einem Jordanblock besteht und nicht aus mehreren, wie es bei einer Jordanma-
trix der Fall wire.)

Beweis. Wir schreiben VM = €B;_; Wi, mit unzerlegbaren Zusammenhéingen W;. Dann
gibt es nach 2.15 fiir alle ¢ einen irreduziblen Zusammenhang M; und einen reguldr sin-
guldren Zusammenhang U; mit Matrixdarstellung (nilpotenter Jordanblock)dt/t (geschrie-
ben in einer Basis {e;1,...,€in,}), so daB W; = M; ® U;. Es bleibt zu zeigen, dafl die M;
alle isomorph zu M sind. Wir definieren eine Abbildung ¢; : M; — W;,m; —— m; ® €;1.
Das ist offenbar ein injektiver Vektorraumhomomorphismus und es gilt Vi, (¢i(m;)) =
Vo, (mi) ® en + mi ® Vy,(ein). Aber per Definition der Basis ist Vi, (e;1) = 0 und
daher ist Vi, (¢i(m;)) = Va,(mi) @ ein = wi(Var,(mg)). Also ist ¢; auch flach. Sei
M=V, C...CV, = VM die Filtrierung von VM als isotypische Komponente und
ip € {1,...,s}. Wir haben eine Sequenz von flachen Homomorphismen:

Pig Einbett ~ Restkl.-Abb.
M, = Wy, 8™ W, = M RSy My =M

Wir bezeichnen die Inklusion M;, < VM mit ¢; und die Restklassenabbildung
VM s VM )y mit 7w, Ist nun 0 # 7, 0 Vi, € Hom(M,,, M), so folgt M;, = M
(wegen 2.7) und wir sind fertig. Ist m,, o ¥, = 0, so ist ¢, € Hom(M,,, Vin—1) und wir
erhalten eine Sequenz
M;, Y, Vine1 ™= Vine1/Vin—2 = M

Also liefert uns die Wiederholung des Arguments frither oder spéter M;, = M.

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt, da die Zerlegung in unzerlegbare Komponen-
ten von VM nach 2.14 eindeutig ist.

2.17 Definition Sei (E, V) ein formeller Zusammenhang.
Wir sagen E = B,;(M; ® B, Uj) ist die Prima-Standard-Zerlegung von E, falls folgendes
gilt:

(i) Die M; sind paarweise nicht isomorphe, irreduzible formelle Zusammenhénge,

(ii) die Uj; sind regulér singuldre formelle Zusammenhénge, deren Matrix in einer gewissen
Basis der Gestalt (nilpotenter Jordanblock)dt/t ist und
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(ii) £ =€D;(M; ® €D, Uji) ist die Zerlegung in isotypische Komponenten aus 2.11 .

Wir sagen ,, Matrix von Uj; “, wenn wir uns auf die Matrix aus (ii) beziehen.

2.18 Bemerkung Aus 2.11 und 2.16 folgt: Jeder formelle Zusammenhang besitzt eine bis
auf Isomorphie eindeutige Prima-Standard-Zerlegung.

3 Irreduzible Zusammenhinge und Ko6rpererweiterungen

Bisher haben wir die Struktur formeller Zusammenhénge untersucht und haben gezeigt,
dafl wir jeden formellen Zusammenhang in eine direkte Summe von Zusammenhéngen
der Gestalt M ® U mit einem irreduziblen M und einem regulér singuldren U zerlegen
konnen. Auflerdem wissen wir, dafl die Matrix eines solchen U in einer guten Basis einfach
(nilpotenter Jordanblock)dt/t ist. Allein iiber die irreduziblen Zusammenhénge konnen
wir bisher nichts Genaues sagen. In diesem Abschnitt wollen wir das d&ndern. Und zwar
untersuchen wir das Verhalten irreduzibler Zusammenhénge unter Koérpererweiterungen:
kE((z)) D k((t)) mit 2™ = t. Wir werden ein Lemma von Beilinson (siehe [B]) beweisen,
dafl besagt: jeder irreduzible Zusammenhang kommt in gewisser Weise von einem Rang 1
Zusammenhang iiber einem groéfleren Laurentkorper her.

In diesem Abschnitt sagen wir auch k((t))-Zusammenhang statt formeller Zusammenhang
iiber k((t)).

3.1 Definition Sei n € N und z ein Element aus dem Abschlufl von k((¢)) mit 2" = ¢. Sei
1 der Kérperhomomorphismus

k((£)
@ =)’

n

12

t— 2

¥ k(() — k((2))

Wir identifizieren die Galoisgruppe der Korpererweiterung k((z)) D k((2))
Gal(k((2))/k((t))) mit der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln p,,.

(i) Sei (F,V) ein k((z))-Zusammenhang. Dann bezeichnen wir mit (¢, F,¥.V) = ¥, F
den Zusammenhang F' aufgefasst als k((¢))-Zusammenhang.

(ii) Sei F wie oben und o € p,. Wir definieren: 6*F := (F, V)R, (k((2)),d) = F®Rsk((2)).
Dabei ist F ®, k((z)) das iibliche Tensorprodukt mit g(2)f ® h(z) = f ® g(o(2))h(z)
fir g, h € k((z)) und f € F. Es ist ein k((z))-Vektorraum mit skalarer Multiplikation
9(2) - (f @ W(2)) = f @ g(2)h(z).

(iii) Sei (F,V) ein k((t))-Zusammenhang. Wir definieren den k((z))-Zusammenhang ¢*E
iiber " E 1= (E, V) ®gk(1)) (k((2)), d) = E Q1)) k((2))-

3.2 Bemerkung Wir wollen uns kurz anschauen, wie sich (i), (ii) und (iii) auf die Ma-
trixdarstellungen auswirken.

(i) Wir betrachten nur einen Rang 1 Zusammenhang iiber k((z)). (Das ist erstens
einfacher und zweitens auch der einzige Fall den wir benottigen. Allgemein geht
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es aber genauso.) Sei also L ein Rang 1 Zusammenhang, 0 # e € L und
V(e) =w(z)e € k((Z))dZG Da dt = n , haben wir

k((z))% = k() e...® k:((t))z”*l)@

z t

Also gibt es w;(t) € k((t))% mit w(2) = wo(t) +wi(t)z+...wp—1(t)z" 1. Dann ist die
Matrix von . L in der k(( ))-Vektorraumbasis {e, ez, ...,ez" "1} gleich

wo (t) twn,1 (t) e twl (t)
wi(t)  wolt)+ 14 .. two (1)
Gna(t)  wna(t) . wolt) £l

(ii) Sei {f1,..., fm} eine Basis von F iiber k((2)) und A(z) = (a;;(2));';=; die Matrix von
V in dieser Basis. Dann ist

Vifiel) = Zaﬂ j ®1:ij®aji ZCL]Z f]®1)

j=1
Also ist die Matrix von ¢*F in der Basis {f; ® 1}; gleich A(o(z)) = o(A(z)).

(iii) Ist B(t) die Matrix von E in der Basis {ey,..., e}, so konnen wir wie in (ii) zeigen,
dafl die Matrix von ¢*FE in der Basis {e; ® 1}; gleich B(z") ist.

3.3 Satz (Levelt, ([L], 1. Theorem II, Seite 9)) Sei (P, V) eine direkte Summe irre-
duzibler Zusammenhénge iiber k((t)). Dann gibt es ein n € N, eine Korpererweiterung
E((t)) C k((2)) mit 2™ = t und k((z))-Zusammenhénge L; vom Rang 1, so dal *P = €, L;.
Wir sagen P ist diagonalisierbar iiber einer endlichen Kérpererweiterung.

Die Aussage des folgenden Lemmas findet sich auch in ([B], Beweis von Lemma 1. (i)).

3.4 Lemma Seien k((2)), k((t)), ¢ und p,, wiein 3.1 . Sei (L, V) ein k((z))-Zusammenhang
vom Rang 1. Dann gilt die Formel:

L = @ o*L

o€Un

Beweis. Der Beweis lduft unter dem Motto: Rechenspafl fiir Grof3 und Klein. Wir schreiben
QL fiir k((x )) und identifizieren den Vektorraum L mit k((2)). Sei w(z) € QL mit V(1) =

w(z). Nach Voraussetzung ist QL = Ql @ Qlz@ ... @ Q2" also gibt es w;(t) € Q) mit
V(1) =w(z) = wo(t)+wi(t)z+.. .+wn_1(t)z"_1. Schheﬁhch stellen wir fest: als Vektorraum
ist 1/*1p, L nichts anderes als (k((£)) ® k((t))z & ... ® k((t))2" ") ®k(4)) k((2)). Wir suchen
nun eine Basis {eo,...&,} des n-dimensionalen k((z))-Vektorraumes 1*1, L, die

Vie) =w(o'(2)e (%)
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erfiillt fiir ein primitives Element o aus j,. Dann ist nach 3.2 (ii) k((z))e; isomorph zu o®* L
und das liefert die Behauptung. Wir definieren

1 1l 1
g = 1®1+20—-+...4+2 ® —=
z z
1 1
g1 = 1®1+z®0(;)+...+z”_1®0(zn71)
= 101420 n—l(})_‘_ + n—1® n—l( 1 )
Ep—1 = z2®0 o+t A G
und zeigen: die {&;} bilden eine Basis und erfiillen (x). Seien also a; € k((2)),7=0,...,n—1,
mit > a;e; = 0. Schreiben wir o(z) = £z fiir eine n-te primitive Einheitswurzel £ und

beachten, dafl {1 ® 1,...,2" 1 ® 1/2""1} offenbar eine Basis ist, so folgt

Zai = Zazfl = Zazf% =...= Zaif(nil)i =0

oder auch
1 1 1 ao
1 £ Y L a
1 & .. gD as -0
1 et gy an—1
=:A

Aber det A = H0§i<j§n—1(§j — £') # 0 (Vandermonde-Determinante), also bilden die {¢;}

eine Basis. Nun wollen wir ein bifichen rechnen:

V(er) = nz_:l <(w(z)zj) ® a(;’)) + <dzj ® g(lzj)> - <zj ® da(lzj)>

J=0

Aus dt/t = ndz/z folgt dz? = j2/~tdz = %zjdt/t und daher

, 1 P | P 1 : 1
dz’ @ = =" =1 ndcr(z) — = -2/ ®@d——
o(z7) n 2" o(z7)  n o(z) o(z7) o(z7)
Also
n—1 1 n—1n—1 1
— J — k+j
Vi(e) = ' w(z)z! ® o) ZZwk(t)z ® ()
7=0 7=0 k=0
n—1 [n—k—1 1 n—1 1
= t) 2"t : t) 2"t :
()2 ® s+ }Z ()2 ®
k=0 7=0 j=n—k
n—1 [n—k—1 1 O'(Zk) k—1 1
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Sy g by (o) LN L 0GR
= =0 JZO (Z ZJ""k:)) o(2")wi(z )+j§02 ®z a(zj—k+")o(z’f)wk(z )
n—1 [n—k—1 e ) o1 j X ) k
= jz o (277%) *;Z ® o | o) = wlo e

=€

Ersetzen wir o durch o’ erhalten wir die entsprechende Aussage fiir die anderen ¢; und das
liefert die Behauptung.

Bevor wir nun den am Anfang dieses Abschnitts versprochenen Satz zeigen, dafl je-
der irreduzible Zusammenhang von einem Rang 1 Zusammenhang iiber einem grofleren
Laurentkorper herkommt, ben6tigen wir noch etwas technischen Firlefanz.

3.5 Lemma Ein Unterzusammenhang einer direkten Summe von formellen irreduziblen
Zusammenhéngen ist ein direkter Faktor dieser Summe, das heifit er ist selbst eine direkte
Summe gewisser formeller irreduzibler Zusammenhénge.

Mehrere solcher Aussagen sind in ([L], 1. e), Seite 6) aufgelistet.

Beweis. Sei F' = @, M; mit irreduziblen M;’s und sei E ein Unterzusammenhang
von F. Aus 2.14 wissen wir, daf} sich F als direkte Summe unzerlegbarer Unterzusam-
menhénge schreiben 148t. Nun ist so ein unzerlegbarer Unterzusammenhang von E aber
insbesondere ein Unterzusammenhang von €, M; und daher folgt aus der Unzerlegbarkeit,
dafl dies ein Unterzusammenhang eines der M;’s sein mufl. Da die M; irreduzibel sind,
folgt die Behauptung unmittelbar.

3.6 Lemma Seien k((t)) C k((z)) und ¢ wie in 3.1. Sei (E, V) ein k((t))-Zusammenhang.
Wir bezeichnen mit L; den Zusammenhang (k((t)), V;) mit V;(1) = %dt. Dann gilt:

n—1

VB2 PE® L

J=0

Beweis. Sei {ey, ..., en} eine Basis von E und A(t) sei die Matrixdarstellung von E in dieser
Basis. Dann ist {e1®1,...,e,®1,...,e1®2" 1 ... €, ®2""'} eine k((t))-Vektorraumbasis
von ' E = (B; k((t))ei) @) (@7;01 k((t))z7), auf die die Zusammenhangsabbildung
folgendermaflen wirkt (wir identifizieren die e; mit den entsprechenden Spaltenvektoren):

Y™V (e @ Zj) = (A(t)e;) @ 27 +e; ® j27dz
Schreiben wir dz = %% und nennen F; den von {e; ® 27,... e, ® 2/} aufgespannten

k((t))-Untervektorraum von ¢,y*E, so erhalten wir
Vp*V (e ® 27) = (A(t) + zdﬁ7)ei Rz €E;®Q

Also ist E; ein Unterzusammenhang von ,9*E, der offenbar isomorph zu £ ® L; ist und
das liefert die Behauptung.
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3.7 Lemma Seien k((t)) C k((z)) und ¢ wie in 3.1. Wir bezeichnen mit L; wieder den
Zusammenhang (k((t)), V;) mit V;(1) = £ 9. Desweiteren sei E ein k((t))-Zusammenhang

nt’
und M ein irreduzibler k((t))-Zusammenhang, so daf ¢¥*E ein Unterzusammenhang von

1* M ist. Dann gibt es einen flachen Isomorphismus
Ex=M®L; fureinje{0,...,n—1}.
Das j ist eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir haben also ¥*FE C ¢*M und somit nach 3.6 auch

n—1 n—1
*) v E2PESL Cvt 2PMe L.
j=0 i=0

Wir bemerken, daf§ mit M auch die M ® L; irreduzibel sind. (Denn: Wir definieren L;l
durch (k((t)), V_;) mit V_;(1) = —V,(1). Ist dann P ein von Null verschiedener Unterzu-
sammenhang von M ® L;, so ist P® L;l ein Unterzusammenhang von M ® L; ® L;l =M,
also isomorph zu M und somit ist P auch isomorph zu M ® L;.) Wegen (x) gibt es ins-
besondere einen von Null verschiedenen flachen Homomorphismus ¢ : £ — M ® L; fiir
ein j. Jedoch ist das Bild von ¢ dann ein von Null verschiedener Unterzusammenhang von
M® Lj, also muf} ¢ surjektiv sein. Aber nach Voraussetzung ist der Rang von M mindestens
so grof}, wie der von F und daher ist Rang £ = Rang M und ¢ somit ein Isomorphismus.
Ist ML= E=M® L, fir ¢ # j, so mufl L; ® Lj_1 isomorph zu dem trivialen Zusam-
menhang (k((t)), d)) sein. Aber die Matrix von L; ®Lj_1 in der Basis 1®1 is %% Also ist
nach 2.5 Null keine Matrixdartellung von L; ® Lj_l, ein Widerspruch! Daher ist j eindeutig
bestimmt. Das war’s.

3.8 Definition Sei k((t)) C k((z)) und p, wie in 3.1 . Dann sagen wir ein k((z))-
Zusammenhang FE ist p,-dquivariant, falls eine Matrixdarstellung A von E existiert mit
o(A) = A fiir alle o aus p,. Ein k((2))-Zusammenhang M heifit u,,-irreduzibel, falls er selbst
n-8quivariant ist und jeder p,-dquivariante Unterzusammenhang entweder isomorph zu M
oder gleich 0 ist.

3.9 Lemma Seien k((t)) C k((2)), ¢ und p,, wie in 3.1 . Dann gilt:
(i) Ist F ein pp-dquivarianter k((z))-Zusammenhang, so ist o*F = F' fiir alle o € puy,.

(ii) Fir jeden pp-dquivarianten k((z))-Zusammenhang F gibt es einen k((t))-
Zusammenhang E mit v*F = F.

(iii) Ist E ein k((t))-Zusammenhang, so ist ¥*E u,-aquivariant.

(iv) M ist ein irreduzibler k((t))-Zusammenhang genau dann, wenn ¢*M ein p,-
irreduzibler k((z))-Zusammenhang ist.

(v) Ein Rang 1 Zusammenhang L iiber k((z)) ist upn-dquivariant genau dann, wenn o*L
isomorph zu L ist fiir alle o € pp,.
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Beweis. (i) und (ii) Per Definition besitzt ein pu,-Aquivarianter Zusammenhang F' eine
Basis {e1,...,en}, so daBl die Matrix A(z) von F in dieser Basis 0(A(z)) = A(z) fiir alle
0 € py, erfiillt. Dann definiert e; — e; ® 1 einen Isomorphismus von F' nach ¢*F (wegen 3.2
(ii)). AuBlerdem sagt uns die Galoistheorie, dafl wir A(z) auch als B(z") schreiben kénnen.
Wir definieren einen Zusammenhang E = ", k((t))e; mit Matrix B(t) (in der Basis
{€;}). Dann ist offenbar Y*E = F' (wegen 3.2 (iii)).

(iii) Folgt direkt aus 3.2 (iii).

(iv) Sei M ein irreduzibler k((t))-Zusammenhang. Ist F' nun ein von Null verschie-
dener pp,-dquivarianter Unterzusammenhang von ¢* M, so folgt aus (ii) die Existenz eines
k((t))-Zusammenhangs E mit F' = ¢*E. Dann liefert uns 3.7, dafl der Rang von M gleich
dem von F ist, also F' = ¢*M.

Sei nun ¥*M py-irreduzibel. Ist E ein von Null verschiedener Unterzusammenhang von
M, so ist nach (iii) ¥*E ein von Null verschiedener pu,-dquivarianter Unterzusammenhang
von ¥*M und somit isomorph zu ¥*M. Also ist E isomorph zu M.

(v) Die eine Richtung folgt aus (i). Sei nun o¢*L isomorph zu L fiir ein o € py,.
Nach 2.5 existiert ein e € L und ein w € k[%]% mit Ve = we. Dann ist die Matrix von o*L
in der Basis e ® 1 gleich o(w) € k[1]%. Schickt nun der Isomorphismus von ¢*L nach L
den Basisvektor e ® 1 auf ein f € L, so muf} gelten Vf = o(w)f. Aus 2.5 folgt, daf es ein
p € Z geben mufl mit w = o(w) —i—p%. Aber wir haben a(dz—z) = % und daher muf} p gleich

0 sein, also w = o(w). Das liefert die Behauptung.

3.10 Lemma Seien n und m € N und N := mn. Wir bezeichnen mit ¢ den Korper-
homomorphismus Y : k((t'/")) — k((tY/N)), /" — (tY/N)™. Desweiteren sei L ein
pm-aquivarianter k((t'/V))-Zusammenhang vom Rang 1. Dann ist fiir ein @ € py/pm und
einen Vertreter o € un der Ausdruck *L := o*L wohl definiert (nach 3.9 (i)). Auflerdem
sagt uns 3.9 (i), daB es einen k((t'/"))-Zusammenhang Lo gibt mit ¢¥V*Ly = L. Dann gilt:

@ o*L = ¢£[* @ Lo

TEUN/ im TEMn

Beweis. Sei w(t'/™) die Matrix von Lg beziiglich eines Basisvektors e. Dann ist die Matrix
von L in der Basis e ® 1 gleich w((t/N)™). Sei ¢ ein primitives Element von sy, dann
konnen wir fiir jedes Element aus juy /g, genau einen Vertreter aus {id,o,...,0" !}
wéhlen und wir haben u, = {id,o™,... ,am(”_l)}. Wir miissen also nur noch sehen, daf
die Matrix von ¢7*L in der Basis e ® 1 gleich der Matrix von ¥N*0™/*Lg in derselben
Basis ist fiir j = 0,...,n — 1. Das folgt aber direkt aus 3.2, denn betrachten wir o als
N-te Einheitswurzel, so ist die Matrix von ¢”7*Lg gleich w(c™7¢'/™) und somit ist die von
YN*™I* Ly gleich w(o™ (tYN)™) = w((o7t*/N)™) und das ist auch die Matrix von o7*L.
Fertig.

Der folgende Satz ist ein Lemma von Beilinson (siehe ([B], Lemma 1.))

3.11 Satz Sei k((2)) D k((t)) eine Korpererweiterung mit 2" = ¢, u, =Gal(k((2))/k((t)))
und sei ¢ der Kérperhomomorphismus ¢ : k((t)) — k((z)), t — 2". Wir bezeichnen mit
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M (t) die Kategorie der irreduziblen formellen Rang n Zusammenhinge iiber k((t))
und mit P(z) die Kategorie der formellen Rang 1 Zusammenhinge L iiber k((z)), die
zusétzlich o*L 2 7*L fiir 0 # 7 € py, erfiillen. (Ein Morphismus zwischen zwei Objekten
aus M7 (t) oder P(z) ist ein flacher Homomorphismus und somit nach 2.7 entweder die
Nullabbildung oder ein Isomorphismus.) Seien |P(z)| und |M®*""(t)| die entsprechenden
Mengen von Isomorphieklassen. Dann ist die Abbildung

Ui |P(2)] — [MTTR(E)], L L
eine Bijektion.

Beweis (nach Beilinson). Zuerst miissen wir sehen, daf§ unsere Abbildung auch wirklich
da landet, wo sie landen soll. Das heifit wir zeigen: Ist L € P(2), so ist 1L € M (t).
Nach 3.4 ist Y™, L = ®o€un o*L, daher ist ¥*¢,L pp-irreduzibel. Denn jeder Unter-
zusammenhang von ¥*y, L ist nach 3.5 isomorph zu einer direkten Summe von Rang 1
Zusammenhéngen o* L fiir gewisse o € u,. Da aber die o* L paarweise nicht isomorph sind,
muf jeder von Null verschiedene p,-dquivariante Unterzusammenhang E eine direkte Sum-
me von allen o*L, also gleich ¢*1), L sein. (Ansonsten gébe es ein 7 € u, mit 7*E % E, was
3.9 (i) widerspréche.) Also ist ©*1, L pip-irreduzibel und somit ist (wegen 3.9 (iv)) ¢, L irre-
duzibel. Wir haben also gezeigt: 1, L € M¥"™"(t). Offenbar ist v, injektiv auf den Isomor-
phieklassen (¢, L ist ja der selbe Zusammenhang wie L, nur aufgefasst als Zusammenhang
iiber £((¢))). Wir miissen also nur noch zeigen: Jeder irreduzible k((t))-Zusammenhang M
vom Rang n ist isomorph zu einem v, L fiir ein L € P(z). Es reicht, wenn wir zeigen, dafl
es fiir jedes M € M™""(t) ein L € P(z) gibt, das folgendes erfiillt:

WM =yt L= 6D o' L

OEUn

(Denn dann liefert 3.7 einen Isomorphismus M = ¢, L® L;, dabei ist L; der Zusammenhang
(k((t)),V;) mit V;(1) = %% Definieren wir L; , als den Zusammenhang (k((2)), V; ») mit

V(1) = j%, so erhaten wir M =2, (L ® L;.) und das ist die Behauptung.)

Sei also M € M"™(t). Sind m und N zwei natiirliche Zahlen und m teilt N, so
bezeichnen wir mit 92 die standard Inklusion ¥ : k((t'/™)) < k((t'/V)) und setzen
YN = V. Der Satz von Levelt (3.3) besagt, daB fiir ein geniigend grofies N € N
™V* M diagonalisierbar ist. Vergrofern wir N ist dies sicherlich immer noch richtig, daher
setzen wir ohne Einschrinkung N := nm (m € N grofl genug). Es gibt also Rang 1
Zusammenhinge L, iiber k((t'/N)), a = 1,...,n, mit »N*M = @"_, L,. Moglicherweise
sind einige L, isomorph zu anderen Lg, wir schreiben daher

p
WM =P Py
j=1

mit P; = EBTJ L; und L; 2 L; fiir i # j. Wir setzen L := Ly und P := P;. Die Elemente
o aus uy, die o*L =2 L erfiillen, bilden eine Untergruppe, die wir mit pu,,s identifizieren
konnen. Wir schreiben N = m/s fiir ein s € N. Nun ist L also nach 3.9 (v) p,/-dquivariant
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und somit auch P. Insbesondere ist fiir ein & € un/p,y und einen Vertreter o € uy der
Ausdruck o*P := ¢* P wohl definiert. Wir wollen nun zeigen:

P or=¢™M (¥

TEUN /Myt

Sei id # o € N/ Die py-Aquivarianz von ¢N* M liefert, da o* P ein Unterzusammen-
hang von ¢N*M ist. Aber wir haben o*L % L (per Definition von pi,,,/), daher ist o*P C Pj,
fiir ein j, # 1. Offenbar ist jo # jr fiir 7 # 0 € pn/pp. Also ist B,/ , 0" P ein Un-

terzusammenhang von ¢V *M. Nach 3.9 (ii) und 3.10 gibt es einen k((t'/*))-Zusammenhang
LO mit

ni ni 3.4 ni ni
@ or=@ @ L= PP Lo = oD Lo = Vi P Lo
1

CEUN [ My 1 oeun/p, 1 7T€ps 1

Daran sehen wir (mit 3.9 (iii)), da8 @, Ju,, O P ein py-dquivarianter Unterzusam-
menhang von ¢™V*M ist. Aber nach 3.9 (iv) ist ¢N*M pup-irreduzibel und wir erhalten
die angekiindigte Isomorphie (%). Daraus konnen wir folgern, dal P p,/-irreduzibel ist.
Denn ein von Null verschiedener p,,,/-dquivarianter Unterzusammenhang F von P ist nach
3.5 isomorph zu einer direkten Summe von Kopien von L und liefert daher genau wie
oben einen py-dquivarianten Unterzusammenhang @9 o*E von N*M. Daher ist
Do E =2 ypN*M = P o*P und somit E = P.

Nun ist also L ein p,/-dquivarianter Unterzusammenhang des p,,,/-irreduziblen P’s und
somit isomorph zu P. Das heifit

M a*nggV*@T*LogéLa
a=1

TEUN /Ky TEHs

TEUN /Py

Also ist s = n, damit auch m = m/. Insbesondere ist L also p,,-dquivariant und Lg ein Zu-
sammenhang iiber k(((tY/N)™)) = k((z)) mit ¥N*Lo = L. Fassen wir nun alles zusammen,
so erhalten wir

VM) =M= @ o' L=yl P L

TENUN/ tm TEUn

7*Lp und die 7*Lg sind paarweise nicht isomorph (da die 0*L, o €

Also v"M = @, ¢,
UN/ fom, €s nicht sind), das heift Ly € P(z) und wir sind fertig.
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4 Die Gabber-Katz-Fortsetzung

Dieser Abschnitt ist der eigentliche Kern dieser Arbeit. Wir werden einen Satz von O.
Gabber und N. Katz (siehe ([K-1],(2.4.10) Theorem) oder auch ([K-2], Main Theorem
1.4.1.)) beweisen, namlich, daf sich jeder formelle Zusammenhang zu einem im Unendlichen
reguldr singuldren Zusammenhang auf ganz G,, in kanonischer Weise fortsetzen lafit.
Unser Beweis liefert aber im Unterschied zu dem von Gabber und Katz ein konkretes
Konstruktionsverfahren dieser Fortsetzung und zus#tzlich erhalten wir, dafi die Fortsetzung
die Prima-Standard-Zerlegung des formellen Zusammenhangs respektiert.

In diesem Abschnitt benutzen wir folgende Notationen: G,,: = Spec klt, %], wir
schreiben G,,, falls die Variable klar ist. ¢; sei der Morphismus von Schematas
@it Spec k((t)) — Gyuy, der von der Inklusion kft,1] — k((¢)) induziert wird. Fiir
ein beliebiges N € N sei 7 : G, 11/n — Gyt der Morphismus, der von der Inklusion

klt, 1] — k[N tllN] induziert wird. Wir bezeichnen mit ¢ den standard Kérperho-
momorphismus k((¢)) — k((t%)) und mit p den einen Punkt aus Spec k((t)) (also das

t
Null-Ideal in k((t))).

4.1 Definition Sei (£, V) ein Zusammenhang auf G,, ;. Dann definieren wir

Formi(€,V) = ((¢r€)(9), (¢ V()

Dabei ist (¢;€)(p) das inverse Bild von £ unter dem Morphismus ¢y, ausgewertet in der
offenen Menge {p} und (¢;V)(p) ist die Abbildung, die in natiirlicher Weise von V auf
(7€) (p) induziert wird. Wir schreiben auch kurz Form;€.

Form steht fiir Formalisierung und das hat seine Berechtigung, denn Form;& ist ein for-
meller Zusammenhang iber k((t)). Wir wollen das einmal auseinandernehmen: Wir haben

(o718 (p) = lim &(U) = Halm von & im Punkt ¢¢(p) = &, ()
UDet(p)

Ebenso

. . |
(¢r'Og,)(p) = 1im  Og,, (U) = Og,, () = klt: )0) = k(*)
UDet(p)

(Daher ist £, () ein k(t)-Vektorraum.) Auerdem ist Og,.. (1)) () = k((t)). Also insgesamt

Rang &€
(0t €)(p) = ((wt_lc‘?) D105, Osec k((t))) (9) = Egu(p) k) k(1)) (2 D k((t))>
1

Bezeichnen wir mit V., den von V auf den Halm &g, induzierten k-
Vektorraumhomomorphismus und mit d die Differentialabbildung auf k((¢)), so ist also
Formy(€,V) gleich dem formellen Zusammenhang (€, () @) k((t)), Vo, (o) @ d). Of-
fensichtlich induziert jeder flache Morphismus ¢ — & einen flachen Homomorphismus
FormG — Formy&. Ist 0 — & — F — G — 0 eine exakte Sequenz von Zu-
sammenhingen, so liefert Form; eine exakte Sequenz von formellen Zusammenhéngen
0 — Formi& — FormiF — Form;G — 0.
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4.2 Lemma
(i) Formy ist ein exakter Funktor von der Kategorie der Zusammenhénge auf G, ¢ in die
Kategorie der formellen Zusammenhinge iiber k((t)).

(ii) Seien &£ und G zwei Zusammenhénge auf G, so ist
Form(€ ®og, G) = Form(E) @y 4)) Form(G)

und
Form(€ & G) = Form(&) & Form(G)

(Die Gleichheit ist jeweils ein flacher Isomorphismus.)
(ili) Sei (P, V) ein Zusammenhang auf G, ;. Dann gilt
YN* Formy(P, V) = Formuw (7V* (P, V))

Beweis. (i) haben wir oben schon gesehen und (ii) ist trivial. Das ist (iii) eigentlich auch,
aber wir schreiben es trotzdem kurz auf. Wir setzen z := t'/V und bezeichnen mit d die
Differentialabbildung auf Og,, , und mit d, die auf k((x)). Dann haben wir Form:(P,V) =
(Pyio) @k k((t)), V @ dy). Also erhalten wir

PN*Formy(P,V) = (Pyuo) @k k((2)), V@ dz)
Auf der anderen Seite ist

Form,(7V*(P,V)) = ((WN*P)%(W) ®Op(z) k((2)), ™V ® d,)

= ((waz(p» D0, N (1. (o) %z(m) ®r(z) K((2)), (V@ d) ® dz)

Aber V(. (p)) ist das Null-Ideal in k[t, 3], also gleich ¢;(p). Daher haben wir
Form,(n™"*(P,V)) = ((Poro) @riey k(2)) @k k((2)), (V@ d) @ dz) = (Pypy(p) @kt k((2)), V@ dz) .
Und fertig.

4.3 Definition Sei (E, V) ein formeller Zusammenhang iiber k((¢)) und (£, V) ein Zusam-
menhang auf G, ;. Dann sagen wir £ ist eine Fortsetzung von E auf G, ¢, falls Formy& = E
ist.

4.4 Definition Wir sagen ein Zusammenhang (F,V) vom Rang n auf G, ist ei-
ne sukzessive FExtension des trivialen Zusammenhangs (O,d), falls F eine Filtrierung
F1 C...CF,=F besitzt mit Zusammenhéngen F;, die folgende Eigenschaften erfiillen:

(i) F ist isomorph zum trivialen Zusammenhang (O, d).

(ii) Fir alle ¢ > 2 gibt es eine exakte Sequenz von Zusammenhingen
0— Fio1 — F; — O —0.

Wir bezeichnen die Isomorphieklasse von 0 — F_, — F — O — 0
in Ezt'(O0,F_1) mit [F] und mit Form[F] die Isomorphieklasse von
0 — FormF;_1 — FormF; — k((t)) — 0 in Ext'(k((t)), FormF;_1).
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4.5 Definition Sei U ein formeller Zusammenhang iiber k((¢)) und die Matrix von U in
der Basis {e1, ..., e, } sei (nilpotenter Jordanblock)dt/t. Sei U? der formelle Zusammenhang,
der durch {ey,...,e;} erzeugt wird und in dieser Basis die Matrixdarstellung (nilpotenter
i x i-Jordanblock)dt/t besitzt. Dann ist U isomorph zu (k((t)), d) und fiir alle i > 2 erhalten
wir eine exakte Sequenz von Zusammenhéngen

0 — Ut — U — (k(@1),d — 0

ej N e 0

Wir nennen U' c U2 C ... ¢ U™ = U die standard Filtrierung von U und bezeichnen mit
[U?] die Isomorphieklassen von 0 — U™t — U? — k((t)) — 0 in Ext!(k((t)),U"1).

Nun sind wir endlich soweit den Kernsatz dieser Arbeit formulieren zu kénnen. Es ist ein
Satz von O. Gabber und N. Katz (siehe ([K-1], (2.4.10) Theorem) oder auch ([K-2], Main
Theorem 1.4.1.)).

4.6 Satz (Gabber-Katz) Sei E ein formeller Zusammenhang iiber k((f)) und sei
E = @;(M; ® @,Uj;) die Prima-Standard-Zerlegung von E und Aji% die Matrix von
Uji (siehe 2.17). Sei m; := Rang M;, nj; := Rang Uj; und Ujli C...C Uﬁ-“ die stan-
dard Filtrierung von Uj;. Dann gibt es Zusammenhénge M ; und U;; Fortsetzungen von M;
beziehungsweise Uj; auf G,,; mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fur alle 4, j ist Uj; regulédr singulér in co und auflerdem eine sukzessive Extension
des trivialen Zusammenhangs mit einer Filtrierung Z/{jli C...C Z/IJZ”, die fiir alle r
Form[Uj;] = [U7;] erfiillt.

(ii) Die M sind regulér singulér in oo und 7"7* M ist isomorph zu einer direkten Summe
von Rang 1 Zusammenhéngen auf G 1/m;, die ebenfalls regulér singuldr im Unend-
lichen sind.

(ili) Die Uj; und M, sind mit den Eigenschaften (i) beziehungsweise (ii) bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt.

Insgesamt gibt es also eine Fortsetzung ;(M; ® P, Uj;) von E auf Gy, die regulir
singulér in oo ist, die die Prima-Standard-Zerlegung von E respektiert und mit den Eigen-
schaften (i) und (ii) eindeutig (bis auf Isomorphie) bestimmt ist.

Wir werden im folgenden Schritt fiir Schritt erst die Fortsetzung der Uj;, dann die von
formellen Rang 1 Zusammenhéingen und schliellich die Fortsetzung von irreduziblen Zu-
sammenhéngen konstruieren.

4.1 Konstruktion einer Fortsetzung der Uj;

Sei (U, V) ein regulér singulérer formeller Zusammenhang tiber k((t)), dessen Matrix in einer
Basis — sagen wir {ey, ..., e,} — gleich Adt/t ist mit einem nilpotenten Jordanblock A. Sei
Ul c ... c U™ die standard Filtrierung von U. Wir Konstruieren nun einen Zusammenhang
(U, V) auf Gy, wie folgt: Sei U := P;-_; Og,, e; die freie Garbe von Og,,-Moduln mit Basis
{e1,...,en}. (Fiir eine offene Teilmenge V von G, ist U(V) = P, Og,,(V)e;.) Wir
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definieren eine Zusammenhangsabbildung V : U — U ® Qg, , indem wir die (globale)
Matrix von V beziiglich der Basis {ey, ..., e} gleich Adt/t setzen. Wir bemerken, dafl die
Eintrége von Adt/t entweder gleich 0 oder dt/t sind, beides globale Schnitte von Q%;m, daher
bildet V in der Tat nach U ® Q%;m ab. Wir zeigen nun

(a) (U, V) ist wohl definiert, das heift : Ist {€], ..., e}, } eine andere Basis von U, beziiglich
welcher die Matrix von U ebenfalls gleich Adt/t ist, so ist {€], ..., e} } auch eine andere
Basis von U. (Die beziiglich {e;} und {e,} konstruierten Zusammenhénge sind also
identisch.)

(b) (U,V) ist eine Fortsetzung von (U,V), die reguldr singuldr in oo ist. AuBlerdem
ist U eine sukzessive Extension des trivialen Zusammenhangs mit einer Filtrierung

Uy C...CU, =U, die fiir alle i Form[U;] = [U"] erfiillt.
(c) U ist mit der Eigenschaft (b) eindeutig bis auf Isomorphie bestimmt.

Beweis von (a). Besitzt U in den beiden Basen {eq,...,e,} und {€,..., e} die Matrixdar-
stellung Adt/t, so gibt es eine k((t))-linerare Abbildung (die wir mit der entsprechenden
Matrix geschrieben in der Basis {e}} identifizieren) T' € GL(n, k((t))) mit e; = Te;. Dann

erfillt T

dt dt

A~ = T‘lATT + 7T YT
oder dquivalenterweise
d 1
—T =—-(TA—- AT).
dt t ( )

Wir wollen nun zeigen, dafl T" konstant ist; die Behauptung folgt dann unmittelbar. Wir
schreiben T' = Z]oifm tI T; fiir konstante Matrizen 7T und ein m € N. Wir erhalten:

S = 3 67 (1A - ATy)

j=—m j=—m
Also erfiillen die T}
ToA = ATy und jT; = T;A — AT fur j # 0.
Um T = 0 fiir j # 0 schlieBen zu kénnen, benutzen wir folgendes Lemma:

4.7 Lemma Seien A € End(k™) und B € End(k™) ohne gemeinsame Eigenwerte. Dann
ist die Abbildung Hom(k™, k™) — Hom(k™, k™), X — AX — X B bijektiv.

Beweis des Lemmas. (Nach ([M], IT Lemma(5.5))) Es reicht die Injektivitit zu zeigen. Sei
also AX = XB. Sei P ein Polynom mit Koeffizienten in k. Dann gilt P(A)X = XP(B)
(denn A/X = A7'XB = ... = XB/). Ist P nun das minimale Polynom von A, so
liefert der Satz von Cayley-Hamilton P(A) = 0, also auch XP(B) = 0. Aber nach
Voraussetzung ist P(B) invertierbar. (Denn P(z) = [[(x — i), A; Eigenwert von A. Daher
ist P(B) = [[(B — Aild) und nach Voraussetzung ist (B — A\;Id) invertiebar.) Somit ist
X = 0. Das beweist das Lemma.

In unserem Fall 148t sich das wie folgt anwenden. Wir haben (jId + A)T; — T;A = 0. Der
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einzige Eigenwert von (jId + A) ist gleich j (da A ein nilpotenter Jordanblock ist) und
daher verschieden von dem einzigen Eigenwert von A, der ja Null ist. Also sagt uns das
Lemma: T; = 0 fiir j # 0, und wir sind fertig.

Beweis wvon (b). Offenbar ist (U,V) eine Fortsetzung von (U,V) (FormU =
D; Op(prei @ k((t)) = @;k((t))e; = U und die Matrix von FormlU in der Basis
{e; ® 1} ist genau Adt/t.) Ebenso sehen wir sofort an der Matrix von U, dal U regulir
singuldr im Unendlichen ist. Denn: Sei u = %, dann ist A% = —A%“. Also hat die Matrix
von U einen einfachen Pol in co. (Ist (U, V) die offensichtliche Fortsetzung von (U, V) auf
Al (vgl.1.4), bildet daher V nach U ® Q}, (log o) ab.) Unmittelbar aus der Definition von
U folgt schlielich auch, dafl U eine sukzessive Extension des trivialen Zusammenhanges

ist mit einer Filtrierung wie in der Behauptung.

Beweis von (c). Sei F eine sukzessive Extension des trivialen Zusammenhangs mit
einer Filtrierung F; C ... C F, = F, die fiir alle i Form[F;] = [U] erfiillt. Wir zeigen nun:
(x) Form induziert fiir alle i > 2 eine Bijektion von Ext'(O, F;_1) nach Ext! (k((t)), U 1).
Die Behauptung folgt unmittelbar. Denn per Definition haben wir U, = Fi(= (O, d)). Ist
auBerdem If;_; isomorph zu JF;_; fiir ein i > 2, so ist [I4;] € Ext'(O, F;_1) und wir erhalten
Form[U;] = [U?] = Form|F;], also liefert (x) [U;] = [F;] und somit U; = F;. Daher reicht
es (%) zu beweisen. Hierzu machen wir einen kleinen Umweg iiber den Anhang, in dem die
hier benutzten Definitionen und Sitze aufgelistet sind.

Zuerst stellen wir fest: Hip(FormF;) & HI5(U?) = k. Denn ein f € HI5(U?) erfiillt

(denken wir uns f als Spaltenvektor, geschrieben in der Basis {e1,...,e;}):
0 1
d 1 1
S _ T A
ar! S if it
0

Schreiben wir f = Z;’i_m t' f; mit konstanten Vektoren f;, so folgt:
ifi=—Aifi

Also ist f; = 0 fiir ¢ £ 0 und fy € ke; und das zeigt HgR(Form]-}) & k. Wir definieren
nun eine Abbildung « : Hyp(F;) — Hip(FormF;), f— fo(,) © 1, dabei bezeichnet f,
den Keim von f in ¢(p) € Gy,. Offenbar ist « ein k-Vektorraumhomomorphismus. « ist
sogar injektiv. Denn ist U eine nicht leere offene Teilmenge von G,,, so enthilt U den
Punkt ¢(p) (der ja zum Null-Ideal in k[t, 1] entspricht) und es gibt ein r € k[t, 1] mit
O(U) = kl[t, 3], (schlieBlich ist U gleich Gy, \ {endlich viele Punkte}); wir haben also eine
Abbildung O(U) 3 A — A,(,) € k((t)), die offenbar injektiv ist. Die Injektivitit von «
folgt unmittelbar. Aus unseren bisherigen Uberlegungen erhalten wir:

dim HY(F;) < dim HYx(FormF;) = 1 fiir alle 4.

Doch wir wissen noch mehr, denn aus F; = (O, d) und A.4 folgt direkt dim H),(F1) = 1. Ist
nun dimHgR(E_l) =1 fiir ein 7 > 2, so liefert 0 — F;_1 — F; — O — 0 zusammen
mit der langen exakten Sequenz eine Inklusion

0 — Hgp(Fi-1) — Hgg(F),
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die wegen der obigen Dimensionsiiberlegungen ein Isomorphismus ist.

Als nichstes wollen wir zeigen, dafl die lange exakte Sequenz fiir alle i auch einen
Isomorphismus H . (F;) — H}p(O) liefert. Zuerst einmal haben wir H},(O) = H},(Fy)
und daher wegen A.4 auch dim H},(F;) = 1. Sei nun dim Hj(F;—1) = 1 fiir ein i > 2. Die

exakte Sequenz 0 — F;_4 2, Fi 25 O — 0 beschert uns eine lange exakte Sequnez

0 — Hp(Fi1) = Hip(Fi) “ Hip(0) = Hip(Fio1) 5 Hip(F) * Hip(0) — 0.
Wir haben oben gesehen, daffi A\g ein Isomorphismus ist. Also ist ¢ injektiv und da

dim H),(0) = dim H},(F;—1), ist § auch ein Isomorphismus. Daher ist p; injektiv und

somit ebenfalls ein Isomorphismus. In der selben Weise 148t sich zeigen, dafl man aus
0 — FormF;—1 — FormF; — k((t)) — 0 eine lange exakte Sequenz in der de Rahm

Kohomologie erhélt, die einen Isomorphismus H},(FormF;) £ H 1a(k((1)), d) liefert. Be-
schworen wir nun die Gruppenisomorphismen Ext! (O, F;) — H}p(F:), [F] = ;7 (1) und
Exzt'(k((t)), FormF;) — Hjgp(FormF;), [F] — 0ip(1) aus Bemerkung A.8 und fassen
alles zusammen, so erhalten wir folgendes Diagramm:

7] € Eat'(0,F) ™ Ext'(k((t)), FormF;) > [F]
! 1= 1= !
Sp(l) € Higp(F) H jp(FormF;) > dpy(1)
L m )
Hip(0) =k = Hip(k((t)))

Dieses Diagramm kommutiert. Denn wie wir leicht aus der Definition des Verbindungsmor-
phismus’ (siche Anhang) ersehen kénnen gilt:

5F0Tm[.7-'}(1) = (5]:(1))90(@) ® 1.

AuBerdem werden die Isomorphismen g1 und pe in natiirlicherweise von F; — O bezie-
hungsweise von FormF; — Form(Q induziert, daher folgt:

120 FormF)(1)) = p2((0£(1))p(p) ® 1) = (#1(67(1)))p(p) ® 1.

Aber p1(6£(1)) € k% und deswegen erhalten wir p2(0porm(z) (1)) = p1(d7(1)). Also ist das
Diagramm kommutativ und das beweist (x).

4.2 Konstruktion einer Fortsetzung von Rang 1 Zusammenhingen.

Sei (L, V) ein formeller Rang 1 Zusammenhang iiber k((t)). Sei e ein Basisvektor von L mit

Ve:(at_—mm+...+%)dte::we mit a; € k

(So ein e existiert nach 2.5 .) Dann definieren wir einen Zusammenhang (£, V) auf G,,
ganz einfach, indem wir £ gleich Og, e setzen und w die Matrix von V in der Basis e sein

lassen. Wir bemerken, dal w ein globaler Schnitt von Qém ist, also V in der Tat von L
nach £L ® Q%}m abbildet. Wir zeigen nun:
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(a) (L£,V) ist wohl definiert, das heifit: Ist ¢ ein anderer Basisvektor von L mit
V(e') = w'e fiir ein ' € k[+]%, so ist der beziiglich ¢’ konstruierte Zusammenhang
gleich L.

(b) (£,V) ist eine Fortsetzung von (L, V), die regulér singulér in oo ist.

(¢) (£,V) ist mit der Eigenschaft (b) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis. Zeigen wir zuerst (a). Aus 2.5 wissen wir ¢’ = tPXe fiir ein A € k™ und ein p € Z.
Dann ist A\tP aber ein globaler Schnitt aus (’)Xm, der Garbe der in Og,, invertierbaren
Elemente. Also ist der beziiglich ¢’ konstruierte Zusammenhang gleich £ geschrieben in
einer anderen g, -Basis.

Wenden wir uns (b) zu. Sei u = }. Dann ist w = —(a—mu™ ' + ...+ a_1)%, also
hat die Matrix von £ hochstens einen Pol der Ordnung 1 im Unendlichen. Daher ist £
reguldr singulér in co. Offensichtlich ist (£, V) eine Fortsetzung von (L, V).

Bevor wir (c¢) beweisen konnen, erst ein kleiner Einschub.

Sei X ein noethersches, integrales, separiertes, lokal faktorielles Schema (, zum Bei-
spiel eine nicht singuldre Kurve). Sei Pic X die Gruppe der Isomorphieklassen von lokal
freien Rang 1 Garben auf X. (Die Gruppenstruktur wird durch ® definiert, das neutrale
Element ist Ox und das Inverse einer lokal freien Rang 1 Garbe £ ist Hom(L, Ox); wir
verweisen auf ([H], II Proposition 6.12.).) Sei Cl X die Divisorklassengruppe auf X=
(Gruppe der Weildivisoren auf X')/(Gruppe der Hauptdivisoren auf X). Es gilt:

4.8 Satz Cl X = Pic X.
Beweis. ([H], II Corollary 6.16.)

4.9 Korollar Ist £ eine lokal freie Garbe vom Rang 1 auf G,,, so ist £ frei, das heifit
isomorph zu Og,, .

Beweis. Wir wollen Pic G,, = 0 zeigen. Da aber G,, eine nicht singuldre Kurve ist, folgt
das direkt aus 4.8 .

Jetzt sind wir bereit die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also (Lo, Vo) ein Zusammen-
hang auf G, der (L,V) fortsetzt und regulér singuldr in oo ist. Das Korollar 4.9 sagt
uns nun, daf es einen globalen Schnitt eg von £y gibt mit Lo = Og,,eo. Sei wy die Matrix
von Vg beziiglich der Basis eg. Da Ly eine Fortsetzung von (L,V) ist, gibt es einen
Isomorphismus (k(t)ep ® k((t)), Vo ® d) = (L, V). Das heifit es gibt ein a € k((¢)), so dal
ep ® a — e einen Isomorphismus liefert. Da dieser aber mit der Zusammenhangsabbildung
vertauschen muf, muf gelten: wy + da/a = w. Schreiben wir a = tPv, p € Z,v € k[[t]]*, so
erhalten wir

dt dv a_ a_

tm

Aber Ly soll regulér singulér in oo sein, das bedeutet wy ist ein Element aus k[%]% (Denn
ein t"dt = —u~""2du mit u = 1/t liefert fiir n > 0 im Unendlichen eine Polstelle gréBer
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gleich zwei.) Daher mufl € ein Element aus k[1]% sein, also 2 = 0 und somit wy+p% = w.
Nun ist ¢ ein globaler, invertierbarer Schnitt aus Og,, und daher ist e, := tPey ebenfalls
cine Basis von L als freier Og,,-Modul. Wir haben Vo (e)) = (wo + p%)efy = we. Also
liefert Ly > e{, — e € L einen Isomorphismus von Zusammenhéingen und somit auch die
Behauptung.

4.3 Konstruktion einer Fortsetzung eines irreduziblen Zusammenhangs

Sei M ein irreduzibler Zusammenhang vom Rang n iiber k((t)). Sei z := /", © := 7™,
P = Y™ und p, =Gal (k((z))/k((t))). Dann gibt es nach 3.11 und 3.4 einen Rang 1
Zusammenhang L tiber k((z)) mit M = ¢.L und ¢*M = @P,¢, o"L und o*L % 7*L fiir
0 #T € ly. Sei (L£,V) die eindeutige, im Unendlichen regulir singulire Fortsetzung von L
aus Konstruktion 4.2 . Dann definieren wir einen Zusammenhang M auf G,, ; einfach so:

(M, V) := (1L, V)
Wir zeigen nun:

(a) M ist eine Fortsetzung von M, die regulér singuldr in oo ist und 7*M ist isomorph
zu einer direkten Summe von Rang 1 Zusammenhéngen auf G, ., die alle regular
singulér im Unendlichen sind.

(b) M ist mit der Eigenschaft (a) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Bevor wir uns jedoch einem dieser Punkte zuwenden, wollen wir uns genauer die Gestalt
von 7L anschauen. Am {ibersichtlichsten geht das, wenn wir uns folgende Notation und
Proposition (aus [H]) zu eigen machen:

Ist A ein Ring und M ein A-Modul, so bezeichnen wir mit M die zu M auf
Spec A assoziierte Garbe. (Fiir die Definition verweisen wir auf ([H], Seite 110).) Es
gelten folgende Eigenschaften:

4.10 Proposition Seien A, B zwei Ringe mit einem Ringhomomorphismus A — B und
dem induzierten Morphismus f : Spec B — Spec A. Dann gilt

(1) Sind M und N zwei A-Moduln, so ist (M ®4 N) = M@ospCCA N.

(2) Fiir jede Familie von A-Moduln {M;} gilt (€D M;) = €D M;.

(3) Ist N ein B-Modul und bezeichnen wir mit 4 N den Modul N aufgefasst als A-Modul,
so ist fuN 2 (4N).

(4) Fiir jeden A-Modul M gilt f*(]\7) >~ (M ®4 B).

Beweis. ([H], II Proposition 5.2.)

Wir wissen (per Konstruktion 4.2) £ ist isomorph zu einem Zusammenhang (Og,, ., V)
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—_~—

mit V(1) = w fiir ein w aus k[1]%. Desweiteren ist Og,, . nichts anderes als k[z, 1] und

wir haben ’ ’
1 1 1, ,
RILIES ;] = klt, Z] @ ... Bkt E]Z

Also ist nach 4.10 (3), (2) m.L als Garbe isomorph zu Og,, ® ... ® Og,, 2" '
Die Zusammenhangsabbildung auf =L ist dann der Zusammenhang V auf
L, nur jetzt aufgefasst als Zusammenhang von Og,,,-Moduln. Schreiben wir
V() = w = wlt) + wi(t)z + ... + w1 (t)2" 1 mit wi(t) € k[F]%, so ist die Ma-
trix von 7L in der Basis {1,2,...,2" 7!} genau die aus 3.2 (i) und somit auch gleich
der Matrix von ¥, = M in der entsprechenden Basis. Daraus folgt unmittelbar, dafl

M = m.L eine Fortsetzung von M = ¢, L ist.

Kommen wir nun zu (a). Das M eine Fortsetzung von M ist haben wir gerade ge-
sehen. Sei Al . = Spec k[u] mit u = 1 und AL, =Spec k[v] mit v = ;. Wir bezeichnen
mit 7 : Al ., — AL, den von dem Ringhomomorphismus k[v] — kfu],v — u"
induzierten Morphismus. (Offenbar ist 7|g,, . = 7.) Wenn wir zeigen wollen, daf (M, V)
reguléir singuléir in oo ist, miissen wir eine Fortsetzung (M, V) auf Al ; konstruieren mit
ViM—M® Q}&}m t(log 00). Wir wissen M ist gleich 7.£ und L ist regulér singulér im
Unendlichen (nach Konstruktion 4.2). Es existiert also eine Fortsetzung (£, V) auf AL,
mit V: £ — L ® Q&O Z(log 00). Aber Q}%}X) z(log 00) ist gleich OA})O’Z%“ und auBerdem gilt

du _ _dz _ _1dt _ 1ldv ¢ = Ol — (= dv
O =—F=—-% =% Daher gilt W*QA&,Z(log o0) = (W*OA&J@) e Alles zusammen

erhalten wir also

_ _ d _
TV L — WL ®7,0,, (TOp1 Z)TU =m.L®o,, Q}&l t(log 00)
00,z ' oo,t oo,
AuBerdem ist 7 1(G,,t) C Gy und daher (7.L, ﬁ*v)‘@,m’t = (mL,mV) = (M, V).
Das heift 7, L ist die gewiinschte Fortsetzung von (M, V). Also ist M regulir singulér in oo.

Es bleibt zu zeigen, dal 7* M in Rang 1 Zusammenhénge zerfillt, die regulér singulér im
Unendlichen sind. Aus 4.10 (4) folgt ™M = 7*71,.L = (Og,,, ,®. - .@O@m’tznfl)(@o@m .96,
(als Garbe). Wie im Beweis von 3.4 definieren wir

1
O-i(zn—l)

g=1014+2® +...4+2" e

1
o'(2)

fiir ein primitives Element o € p,. Genau wie in 3.4 zeigt man dann, dafl die ¢; eine Basis
von M als freier Og,, .-Modul bilden und V(g;) = w(o"(2))e; erfiillen (wobei w(z) die
Matrix von £ in der Basis 71”7 ist). Wir erhalten

M = @(OGm,Z% Viog,, .ei)
7

und das ist die versprochene Zerlegung in Rang 1 Zusammenhénge, die offenbar regulér
singuldr in oo sind (da L es ist).
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Als letztes bleibt nun noch (b) zu zeigen. Zuerst bemerken wir, dafl eine Fortset-
zung von M auf G,,; irreduzibel ist. Denn sei P so eine Fortsetzung, dann liefert
jeder von Null verschiedene Unterzusammenhang £ von P einen von Null verschiedenen
Unterzusammenhang Form;E von M. Da M irreduzibel ist, ist Form:£ isomorph zu
M = FormyP. Insbesondere haben £ und P den selben Rang, sind also isomorph.

Sei nun (M’ V) eine Fortsetzung von M = 1,L, die reguliir singuldr in oo ist und
auf Gy, . in Rang 1 Zusammenhénge £; zerfillt, die ebenfalls regulér singuldr in oo sind.
Wir zeigen: M’ ist isomorph zu m.L = M. Da 7*M’' = @ L;, folgt aus den Lemmas 4.2
und 3.4:

@ Form,L; = Form,(r*M') = ¢*FormyM' = ¢* . L = @ oL

o€ Un

Also ist £; Fortsetzung eines o* L fiir ein o € p,. Nach Konstruktion 4.2 (und wegen der
dort bewiesenen Eindeutigkeit), ist £; isomorph zu dem Zusammenhang (Og,, ., V;) mit
Vi(l) = o(w(z)). (Schlieflich ist nach 3.2 (ii) die Matrix von ¢*L in der Basis e ® 1 gleich
o(w(z)), falls w(z) die Matrix von L in der Basis e ist.) Auflerdem folgt aus (a), dafi m.L;
eine Fortsetzung von v,0*L = M ist. Wegen der Vorbemerkung sind daher M’ und ,L;
irreduzibel. Aber es gibt eine natiirliche Inklusion M’ — m,7* M’ = @ 7. L; und das liefert
fiir alle 7 einen flachen Morphismus

/ Projektion
M ‘H@ﬂ'*ﬁj — ML

Mit dem selben Beweis wie in 2.7, sehen wir nun, dafl dieser Morphismus entweder gleich 0
oder ein Isomorphismus ist. Da er aber sicherlich nicht fiir alle ¢ gleich 0 ist, erhalten wir

">~ m.L; (fiir ein gewisses 4)

Also bleibt zu zeigen: 7, L; = . L. Wir identifizieren die Garben £ und £; mit Og,, .. Dann
ist die Matrix von £ in der Basis "1” gleich w(z) = wo(t) +...+w,_1(t)2" ! und, wie oben
gesehen, die Matrix von £; in der Basis "1” gleich o(w(z)) = wo(t) + ... +wy_1(t)o(z"1).
Somit ist die Matrix von 7.£; in der Basis {1,0(z),...,0(z" 1)} gleich

wo(t)  twp—1(t) ... twi (t)
w1 (t) wo + %% ... two (t)
wn_l(t) wn_z(t) - wo(t> + nT—l%
also genau gleich der Matrix von 7L in der Basis {I,z,...,2" '}. Daher liefert

o Li — m L, o(z") — 2" einen Isomorphismus von Zusammenhéngen und wir sind fertig.
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4.4 Zusammenfassung

Sei (£, V) ein formeller Zusammenhang iiber £((t)) und £ = P;(M; @ P, Uj;) die Prima-
Standard-Zerlegung. Sei m; := Rang M;, nj; := Rang Uj;; und Ujli C ... C U;;ji die
standard Filtrierung von Uj;. Sei (Lj, Vi) ein Rang 1 Zusammenhang mit i L; = M;
(existiert nach 3.11). Sei 0 # e; € L;j und w; € k[2]% mit Vi,(ej) = wj. Desweiteren sei
{u{l, e ,uﬁﬂ} eine Basis von Uj;, beziiglich derer die Matrix von Vy,, gleich Aji% ist mit
einem nilpotenten Jordanblock Aj;. Dann sind (nach den Konstruktionen 4.1, 4.2, 4.3)

. Nji 7 % dt, ji
(Z/lji, VZ,{].i) mit Z/{ji = @Sil (’)Gmué und Vz,{ji (ué ) = Aﬂ'T’LLé s

(L£j,V,;) mit £; = Og,,ej und Vg, (e;) = wje;

und (ij VM]) - ﬂ—inj (£j7 vﬁj)

Fortsetzungen von Uj, L; und M;, die regulir singulir in oo sind.
& = P;M; ® P,;Uji) ist daher eine Fortsetzung von E, die reguldr singuldr im
Unendlichen ist und die Prima-Standard-Zerlegung respektiert. Auflerdem gilt folgende
Eindeutigkeitsaussage: Ist £ = (M ® P, U};) eine weitere Fortsetzung von E, so daf
M und Uj; im Unendlichen regulér singulire Frotsetzungen von M; und Uj; sind, die
folgendes erfiillen

(1) Die ./\/l; zerfallen auf G 1/m; in Rang 1 Zusammenhénge, die regulér singuldr in oo
sind. 7

2) Fiir alle 4, j ist U, eine sukzessive Extension des trivialen Zusammenhangs (O, d) mit
7t
einer Filtrierung Vj; C ... C V;Lij" = U};, die fiir alle 7 Form[V};] = [U7] erfiillt.

Dann ist £ isomorph zu € und genauer M/, ist isomorph zu M; und U}, ist isomorph zu Uj;.

Und das zu zeigen war genau das Ziel dieser Arbeit.
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A Anhang

Hier wollen wir ein paar Definitionen und Aussagen zusammenstellen (grofiten Teils ohne
Beweis), die wir hauptséchlich im Beweis des Lemmas 2.8 und in der Konstruktion 4.1
benutzen.

Seien (£,Ve), (F,Vx) und (G,Vg) Zusammenhinge auf G, und o € Hom(E,F)

und § € Hom(F,G) flache Morphismen. Dann ist 0 — & — F A, G — 0 eine exakte
Sequenz von Zusammenhéngen, falls die Reihen in dem kommutativen Diagramm

0o — & =~ F 2 g o0
|
0 — 00! 9 rool 24 co0r . o

exakte Sequenzen von Og,,- Moduln sind. Wir sagen zwei exakte Sequenzen von Zusam-
menhéngen 0 — & — F;, — G — 0, ¢ = 1,2, sind isomorph, wenn es einen flachen
Isomorphismus F; — F» gibt, der folgendes Diagramm kommutativ macht

0O — & — K — G — 0

I l |

0O — & — FH — G — 0

A.1 Definition Wir bezeichnen mit Ext!((G, V), (£, Ve)) oder auch kurz Ext!(G, ) die
Menge der Isomorphieklassen von exakten Sequenzen von Zusammenhingen der Gestalt

0 —&—F —G—0.

Wir schreiben auch [F] fiir die Isomorphieklasse von 0 — & — F — G — 0 in
Ext}(G,€). Ext}(G,€) 148t sich wie folgt zu einer Gruppe machen (vergleiche ([W], Defi-
nition 3.4.4 und Corollary 3.4.5)):

Seien 0 — & - F; X5 G — 0, i = 1,2 zwei exakte Sequenzen von Zusammenhéngen.
Wir bezeichen mit F’ die Garbe zu der Prigarbe

{(f1, f2) € F1(U) & Fo(U) |1 (f1) = 12(f2)}
{(=e1(e), e2(e))e € E(U)} '

F' wird in natiirlicher Weise zu einem Zusammenhang (es erbt die Zusammenhangs-
abbildung von F; @ F3). Wir erhalten eine exakte Sequenz von Zusammenhingen
0 — & — F — G — 0, dabei ist der Morphismus & — F’ gegeben durch
e — (e1(e),e2(e)) und F' — G durch (f1, f2) — 7 (f1). Wir definieren dann die Baer
Summe von [F1] und [F] in Ext!(G, £) durch

U+—

[Fi] + [F] = [F] € E:Utl(g, £)

Die Baer Summe macht Ext!(G, ) zu einer Gruppe. Das neutrale Element ist die Isomor-
phieklasse der exakten Sequenz 0 — & — E®G — G — 0 (dabeisind € — ED G
und € ® G — G die natiirlichen Inklusions- beziehungsweise Projektions-Morphismen).

Wir erhalten unmittelbar folgendes Lemma
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A.2 Lemma Sind £ und G zwei Zusammenhinge mit Ext'(G,&) = 0, so gilt, daB jede
exakte Sequenz von Zusammenhingen der Gestalt 0 — & — F — G — 0 spaltet.

A.3 Definition Sei (F,V) ein Zusammenhang auf G,,. Wir definieren die 0-te de Rahm
Kohomologie Gruppe von F durch

HIp(F) = Ker(V : T(Gpp, F) — T(Gyp, F @ Q1))
und die I-te de Rahm Kohomologie Gruppe von F durch

['(Gp, Fo O
Hjp(F) = CokerV(Gp,) = (vr G F) )

Die Aussagen und Definitionen aus A.1 — A.3 lassen sich natiirlich ohne Probleme auf
formelle Zusammenhénge iibertragen.

A.4 Lemma Es gilt :

Hgr((Og,,, d) = Hap((k((1)),d)) = k und Hig((Og,,,d)) = Hag((k((t)),d)) = k%

Beweis. H)p((Og,,,d)) = k folgt direkt aus der Definition. AuBerdem sind die exakten
Elemente aus k[t, }]dt = Q'(G,,), das heift die Elemente, die sich in der Form df fiir ein
f € kl[t, 1] schreiben lassen, genau die Elemente ohne % -Term, also Hl,((Og,,,d)) = k2.
Genauso geht’s auch fur (k((t)),d).

o Fr L g =0

Fine exakte Sequenz von Zusammenhingen auf G,, 0 — €&
induziert eine lange exakte Sequenz in der de Rahm Kohomologie

0 — Hp(E) 2% HOp(F) 22 HY(G) -2 Hip(€) 25 Hip(F) 25 Hin(G) — 0.

Dabei werden die «; und die §; jeweils in offensichtlicher Weise von « und (3 induziert. §
wird Verbindungsmorphismus genannt. Er ist wie folgt definiert: Zuerst stellen wir fest, dafl
alles kohérent ist und wir somit folgendes kommutatives Diagramm mit exakten Reihen
erhalten

0 — (G, &) LN (G, F) SN (G, G) — 0

! ! !
B

0 — I'G,&Ex0) % TG,Fo0) = I'G,GeQ) — 0
Sei nun g € HY(G). Dann gibt es also ein f € T'(G,,F) mit B(f) = g und es gilt
B(V£(f)) = Vg(g) = 0. Daher existiert ein e € T'(G,, & @ Q1) mit ale) = Vx(f). Wir
definieren dann
§(9) = Restklasse von e in Hjg(E).

Man sieht leicht, dafl § ein wohl definierter k-Vektorraumhomomorphismus ist. Fiir ein
[F] aus Ext'(G,€&) bezeichnen wir den Verbindungsmorphismus der zugehorigen langen
exakten Sequenz mit ). Fiir eine kurze exakte Sequenz von formellen Zusammenhéngen
definieren wir eine lange exakte Sequenz in der de Rahm Kohomologie ganz analog.
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A.5 Satz Sei (F,V) ein formeller Zusammenhang iiber k((t)). Dann sind H),(F) und
H}-(F) endlich dimensionale k-Vektorrdume und haben als solche dieselbe Dimension.

Beweis. ([BBE], 5.9. (a) (ii))

A.6 Lemma Seien (F, V) und (G, Vg) zwei Zusammenhénge auf G, (oder formelle Zu-
sammenhénge tiber k((t))) und (Hom(F,G),V) der in 1.2 (iv) definierte Zusammenhang.
Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

Ext'((0,d), Hom(F,G)) = Ext'(F,G),

dabei sei O = Og,, im Falle von Zusammenhéngen auf G,, oder O = k((t)), falls 7 und G
k((t))-Zusammenhénge sind.

Beweis. Wir werden den Beweis nur skizzieren, ansonsten bekédme er eine fiir den Anhang
unangebrachte Lange. Wir beschrianken uns darauf, die Aussage fiir Zusammenhénge auf
G, zu zeigen, fiir formelle Zusammenhénge geht es offensichtlich genauso.

Sei 0 — G - & = F — 0 eine exakte Sequenz von Zusammenhéangen. Da al-
le Garben lokal frei und von endlichem Rang sind, erhalten wir eine exakte Sequenz von
Zusammenhéngen:

0 — Hom(F,G) == Hom(F,E) =5 Hom(F,F) — 0
Wir bezeichnen mit EP? ( ”pb” steht fiir pullback) die Garbe
Ur— EP(U) = {(A\, ) € OU) ® Hom(F(U),E(U))|e o ¢ = A - id|z}.

EP wird auf natiirliche Weise zu einem Zusammenhang (die Zusammenhangsabbildung
wird von dem Zusammenhang O @& Hom(F,€&) induziert). Man rechnet leicht nach, daf§
das folgende Diagramm aus zwei exakten Sequenzen von Zusammenhingen besteht und
kommutativ ist:

0 — Hom(F,G) X5 Hom(F,E) = Hom(F,F) — 0
| T vl
0 — Hom(F,G) % grb =, @] — 0

Dabei sei yo(v) := (0,7 0%), eo(A, @) := A und (1) := idjz. Wir definieren also eine
Abbildung
a: Ext'(F,G) 3 [£] — [EP] € Ext' (O, Hom(F,G))

Man iiberlegt sich: « ist auf den Isomorphieklassen wohl definiert und ein
Gruppenhomomorphismus. Wir wollen nun eine Umkehrabbildung finden. Sei also
0 — Hom(F,G) - & -+ O — 0 eine exakte Sequenz von Zusammenhingen. Wir
erhalten eine exakte Sequenz

0 — F ®o Hom(F,G) =% F R0 £ = F — 0
mit oo(f ® ¢) = f ® 0(¢) und 70(f ® e) = fr(e). Wir definieren einen Morphismus

o F@Hom(F,G)> fod— o(f) €G.
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Offenbar ist o’ flach. Sei nun EP° ("po” steht fiir push out) die Garbe zur Priigarbe

(F(U) @ow) E(U)) @ G(U)
A(0)

U+—

mit A(U) = {(—oo(x),0'(z))|z € (F @ Hom(F,G))(U)}. EP° wird in natiirlicher Weise
zu einem Zusammenhang (die Zusammenhangsabbildung wird von dem Zusammenhang
(F ® &) @ G induziert). Man rechnet nach, daf§ das folgende Diagramm exakte Reihen hat
und kommutiert:

0 — FHom(F,G) 2% Fo& % F — 0
o' | | |
0 — G TLoogre I F 0

Dabei sei 01(g) := (0,¢9) und 71 ([f ®e, g]) := 70(f ® €). Zum Schluf} iiberpriift man, daf die
Abbildung
B Ext' (O, Hom(F,G)) 3 [£] — [EP°] € Ext'(F,G).

auf den Isomorphieklassen wohl definiert und invers zu « ist. Fertig.

A.7 Satz Sind F und G zwei Zusammenhinge auf G,, (oder formelle Zusammenhinge
iiber k((t))) und ist (Hom(F,G),V) der in 1.2 (iv) definierte Zusammenhang, so gibt es
einen Gruppenisomorphismus:

Hlp(Hom(F,G),V) = Ext'(F,G)

Beweis. Wir fithren den Beweis wieder nur fiir Zusammenhénge auf G,,, er 148t sich beinahe
wortlich auf formelle Zusammenhénge {ibertragen. Desweiteren reicht es wegen A.6, wenn
wir fiir einen beliebigen Zusammenhang £ folgende Isomorphie nachweisen:

Dazu definieren wir eine Abbildung
a: Ext'(0,8) 3 [F] — dr(1) € Hip(E) mit1e Hi(0).

Offensichtlich ist o auf den Isomorphieklassen wohl definiert. Aulierdem folgt direkt aus der
Definition der Baer Summe und des Verbindungsmorphismus’, dafl o ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Wir wollen nun eine Umkehrabbildung konstruieren. Sei w € I'(G,,, E@QY).
Wir setzen F, := & ® O (als Garbe) und definieren eine Abbildung V,, : F, — F, ® Q!
durch V,(e,\) = (Ve(e) + Iw,d\) € F, @ Q! fiir e € £ und A € O. Offenbar definiert

(Fu, Vo) einen Zusammenhang und wir erhalten eine exakte Sequenz von Zusammenhéngen

0O — & — F, — O — 0
e — (e0)
(e,\) — A

Wir definieren daher eine Abbildung

B Hip(E) 3 [w] — [Fly] € Ext'(0,€)
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Wir miissen noch sehen, dafl diese Abbildung wohl definiert ist, das heifit: fiir ein
a € T(Gp, &) muB gelten [F,] = [Fuivea in Ext(0,€). Um dies zu zeigen, definieren
wir eine Abbildung 6, : F, — Fuiveq mit Og(e, A\) = (e — Aa, A). Man rechnet nun ohne
die geringsten Probleme nach, daf} 6, ein flacher Morphismus ist, der folgendes Diagramm
kommutativ macht:

0 — & — Foivea — O — 0

I Oa | I

0O — & — Fo — 0 — 0

Das bedeutet gerade, dafl § wohl definiert ist.

Wir wollen nun sehen, dal a und f invers zueinander sind. Sei also [F] € Ext'(O,€).
Offenbar gibt es einen Zusammenhang (£ @ O, V), so dafl

0O — & — (£p0,V) — O — 0
(%) e — (e,0)
(e,A)  — A

eine exakte Sequenz von Zusammenhédngen ist und [€ & O] = [F] erfiillt. Wegen (x)
gibt eine Abbildung F : £ 0O — £ ® Q! mit V(e,\) = (F(e,\),d)\) und F(e,0) =
Ve(e). Aus der Additivitdt von V folgt nun F(e,\) = F(e,0) + F(0,A\) = Vg(e) +
F(0,)) fir e € £ und A € O. Desweiteren liefert die Leibnizregel, dafi die Abbildung
O3\ F(0,)\) € £ ® Q! O-linear ist. Also haben wir V(e,\) = (Ve(e) + AF(0,1),dN).
Aber aus (x) und der Definition von djgg0) folgt direkt

F(0,1) = djgao)(1) = d7(1)
und somit erhalten wir
Ba(lF)) = B0 (1) = [Fapy ) = (€ 0,V)] = [7].

Umgekehrt ist fiir ein w € HJp(E) 17, (1) gleich w, das heifit a(B(w)) = w. Insgesamt
haben wir also cvo § = id\HéR((S) und J o a = id|g.1(0,¢) und das liefert die Behauptung.

A.8 Bemerkung A.7 liefert insbesondere einen Isomorphismus von Ext!((Og,,,d),€)
nach HJ,(€). Dieser wird konkret gegeben durch

Ext'(0,€) 3 [F] — 67(1) € Hgr(€E) (fiir 1 € Hip(0)).

Einen entsprechenden Isomorphismus erhalten wir fiir formelle Zusammenhénge.
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