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Algebraische Geometrie I'
Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1. Sei K ein Korper, sei Y = Proj K[X,, ..., X,|/I C P"
eine projektive Varietit. Seien P™\ V (X;) =: U; die Standard offenen
Mengen, und sei Y; :=Y NU;,.

1) Wiederholen Sie, warum

Xo Xo

X, X,
Y, :SpeCK[Y?""’Z]/Ii C SpecK[X(j,..., =4
mit
Xo X . X .
I; = {F(Yiw"v Xi171, th,...z),F € [ homogen}.

Ein K-rationaler Punkt von Y ist ein K-rationaler Punkt von einem
der Y;, also Y(K) = U, Y;(K).

2) Seia € Y;(K). Wiederholen Sie, warum das maximale Ideal von
a der Gestalt m, = (zg—ag, ..., Ti—1 — Qi_1, Tir1 — Qjr1, Ty — Q)
in Speck[zg, ..., Ti—1,Tit1, ..., Ty) ist, mit x; = f(—i, j # 1.

3) Zeigen Sie, dass das homogene Ideal zu m, das Ideal (X; —
CLJX“] = O,...,n,j # Z) ist.

Aufgabe 7.2. Sei K ein Koérper, sei P"(K) C P" die Teilmenge der
K-rationalen Punkte.

1) Zeigen Sie, dass wenn K unendlich ist, der Zariski Abschluss
von {P*(K)} der ganze P™ ist. Hinweis: Zeigen Sie erst, dass
es ausreicht, zu zeigen, dass der Zariski Abschluss von {A™(K)}
in A" der ganze A" ist, dann machen Sie den Fall n = 1 und
schliefen Sie per Induktion.

2) Zeigen Sie, (ohne die Frage 3) zu benutzen), dass wenn K =
[F, endlich ist, dann ist P"(K) abgeschlossen in der Zariski-
Topologie.

3) Zeigen Sie, dass

P(F,) = V(X' X, — XU, XX, — X9)
U V+(X0> Xi]_lXQ - X%? te ,Xi]_an - XZ)
U...UV( Xy, .., X0, XTI X, — XD UV (Xo, ..., Xpa).

Losung:
1) P% ist irreduzibel und somit ist Uy = A’ dicht in P}.. Es reicht da-
her zu zeigen, dass A% (K') dicht in A% ist. Wir machen Induktion iiber
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n. Der Fall n = 1: Ist V/(I) D AL (K), so gilt fiir alle f € I C K|[x],
dass f(a) = 0 fiir alle a € K. Da #K = oo kann dies nur sein wenn [
das Nullideal ist. Der Induktionsschritt n—1 — n: Sei V() D A% (K).
Sei f €I C Klxy,...,x,]. Dann f(ay,...,a,) = 0 fiir alle a; € K. Fiir
a € K, setze f, := f(z1,...,24-1,a) € K[z1,...,2,_1]. Es folgt dass
V(f,) D A% 1K) und somit ist nach Induktionsvorausetzung f, = 0.
Also f=f — fo=(x, —a)g firein g € K[xy,...,2,]. D.h (2, —a)|f
fiir alle unendlich vielen Elemente a € K. Das ist nur moglich wenn
f = 0ist, da x — a und = — b prim zueinander sind (a # b) und f
endlichen Grad hat, wenn es nicht 0 ist. Da f € I beliebig war, muss
I das Nullideal sein und das liefert die Behauptung.

2) Per Definition P"(F,) = U;Ui(Fy) und U; = Ai . Also #U;i(F,) =
#A"(F,) = ¢". Aber ein abgeschlossener Punkt in U; ist auch abgeschlossen
in P" und somit ist P*(IF,) eine endliche Vereinigung abgeschlossener
Punkte in P" und somit wieder abgeschlossen.

3) Beachte zuerst, dass fir V. (X,) C P} gilt
Vi(Xo) = Proj K [Xo, ... X,)/(X0) = By
Ist auferdem V, (I) C P% ' eine abgeschlossene Teilmenge, so wird

diese unter diesem Isomorphismus auf die abgeschlossene Teilmenge
Vi (Xo, I) in P} abgebildet. Wir erhalten auch

]P)n - UO (] V+(X0) = An LJ ]P)n_l
und also auch
Pn(Fq) - An(Fq) U Pn_l(Fq)'

Da die Punkte auf F, in jedem Korper K D F, gerade dadurch charak-
terisiert werden, dass sie die Gleichung 27 — x = 0 erfiillen, folgt (mit

z; = Xi/Xo)
A (Fy) = V(zy—ai,. . o,—al) = V(XX =X, . X X, — XU,
= Vo(X{' X - XY, XX, - XD,

Die letzte Gleichheit gilt da Vi (Xo) NV, (X3 "X, — X7 .., XT' X, —

X9 = Vi (Xo,X1,...,X,) = 0. Insbesondere ist also fir n = 1:
PYF,) = AYF,) UV (Xy) = V(XX — XY UV, (Xo). Und die
Gleichung fiir P*(IF,,) folgt nun per Induktion und dem oben Gesagten.
Aufgabe 7.3. Sei K = F, ein endlicher Korper.

1) Sei L C P? eine Untervarietiit, die durch ein homogenes Poly-
nom by Xy + by X7 + by X5, b; € K vom Grad 1 definiert ist (also
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sind nicht alle b; gleich 0, zum Beispiel ist by # 0). Zeigen Sie,
dass L = Proj K[Y1, Y2]. Man sagt, dass L eine Gerade ist.

2) Zeigen Sie, dass die Anzahl der rationalen Punkte von L genau
q+ 1 ist.

3) Zeigen Sie, dass je zwei unterschiedliche rationale Punkte von
P? auf genau einer Gerade liegen.

4) Sei a € P*(F,). Zeigen Sie, dass es genau (¢ + 1)-Geraden in P?
gibt, die a enthalten.

5) Zeigen Sie, dass die Anzahl der rationalen Punkte von P? genau
¢* +q+1ist.

6) Zeigen Sie, dass es (¢* + ¢ + 1) Geraden in P? gibt.

7) Sei K ein beliebiger Korper. Zeigen sie, dass die Zuordnung
P*(K) — {Geraden}, die durch (by : by : by) — Vi (boXo +
b1 X1 + by X5) definiert ist, eine Bijektion ist. Benutzen sie das,
um 6) aus 5) herzuleiten.

Losung:

1) Offensichtlich ist K[}/l, YQ] — K[Xo, Xl, XQ]/(b0X0+b1X1 +b2X2),
Y; — X;, i = 1,2 ein Isomorphismus von graduierten K-Algebren vom
Grad 0 (d.h. es ist ein Isomorphismus von K-Algebren, der die ho-
mogene Elemente vom Grad d auf homogene Elemente vom Grad d
abbildet). Die Behauptung folgt.

2) Wie in Aufgabe 7.2, 3) haben wir #L(F,) = #P'(F,) = #A(F,) +
1=#F,+1=q+ 1

3) Es folgt aus Aufgabe 7.1, 3) und der Definition von F,-rationalen
Punkten in P%q, dass jeder F,-rationale Punkte von IPIQFq durch ein ho-
mogenes Ideal

< a;X;j—a;X;|i,j €{0,1,2},i # 7>, mit (ap,a1,a2) € F2\{(0,0,0)}

gegeben wird. (Man beachte, dass dieses Ideal immer von zwei homo-
genen Polynomen vom Grad 1 erzeugt wird. Wenn z.B. ay # 0 dann
wird dieses Ideal von agX; — a1 Xy und agXs — as Xy erzeugt, denn
CL1X2 — (lQXl = %(al(ang — CLQXO) — (IQ(CL()Xl — CLlX())).) Wir bezeich-
nen den Punkt in P?(F,), der zu diesem Ideal gehort mit (ag : a1 : az).
Man sieht leicht (ag : a; : az) = (ay : @) : a)) genau dann, wenn
a; = Aa;, mit A € K*. (Die vorangegangene Diskussion &t auf K- ra-
tionale Punkte im P} verallgemeinern, wobei K ein beliebiger Koérper
ist.)

Seien nun P = (ag : a1 : az) und Q = (¢g : ¢1 : ) zwei beliebige
Punkte in P%(K). Man rechnet leicht nach, dass dann P,Q € L =
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Vi (bgXo + b1 X1 + by X5) genau dann, wenn der Vektor b =" (b, by, bs)
im Kern der linearen Abbildung

A:(Go ap a2 ):K3—>K2
Ch C1 Co

liegt. Dieser Kern ist 1-dimensional, daher gibt jedes b € Ker A die
selbe Gerade L. Es gibt also genau eine Gerade durch P und Q.

4)Wir zeigen zuerst folgende Behauptung:

Sei K ein Korper und Ly und Ly Geraden in P2, die durch zwei ho-
mogene Polynome vom Grad 1 ly, ¢ € K[Xo, X1, X3] gegeben werden.
Falls Lo # L, schneiden sich Ly und Ly in genau einem K -rationalen
Punkt in P%, d.h. LyN Ly = {1Punkt in P3.(K)}.

Beweis der Behauptung: Sei ¢; = a;X, i = 0,1, wobei ap und a
Zeilenvektoren in K3 sind und X = (Xy, X1, X5). Da Ly # L; sind
ap und a; linear unabhéngig. Es gibt daher eine invertierbare 3 x 3
Matrix T € Gl3(K), deren ersten beiden Zeilen durch ay und a; gegeben
werden. Die Matrix T definiert einen homogenen K-Isomorphismus
vom Grad 0:

K[Xo,Xl,XQ] — K[Xo,XhXQ], X—TX.

(Die Umkehrabbildung wird durch X — T~!X gegeben.) Dieser Iso-
morphismus induziert einen Isomorphismus ¢ : P% — P% der K-
rationale Punkte auf K-rationale Punkte abbildet und ¢(L;) = Vi.(X;),
1 = 0,1, erfiillt. Also kénnen wir ohne Einschrdnkung annehmen
LQ = V+(X0> und L1 = V+(X1) Aber dann ist LO N L1 = V+(X07X1)
offensichtlich ein K-rationaler Punkt von P%. Das zeigt die Behaup-
tung.

Wir kommen nun zum Teil 4): Sei a € P?(F,), ohne Einschrinkung
kénnen wir annehmen a € Uy(F,), d.h. a &€ Ly := V(Xp). Sein nun
L C P% eine Gerade, die a enthilt, nach der obigen Behauptung gibt
es dann einen F,-rationalen Punkt ay mit L N Ly = {ar}. Mit Teil 3)
erhalten wir also eine Bijektion

{Geraden durch a} = Ly(F,), Lw—ar.
Somit folgt 4) aus 2).

5) Wiein 7.2, 3) haben wir: P?(F,) = A%(F,)UP(F,). Daher #P*(F,) =
¢ +q+1.

6) Sei Ly C P} eine Gerade. Nach 2) Lo(F,) = {P,..., Pj11}. Nach4)
laufen durch jedes P, genau (q + 1) Geraden Lo, L;1, . .., L;;. Beachte,
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dass L;; # Ly fir (i,5) # (¢,7"). Andererseits schneidet nach der
Behauptung in 4) jede Gerade die Gerade Ly in einem Punkt. D.h. L;;
miti=1,...q+1,7 =1,...qund Ly sind alle Geraden in P]l%q. Zahlen:
Es sind ¢(¢ + 1) + 1 Stiick. Das zeigt 6).

7) Offensichtlich ist

P?(K) — {Geraden in P%.}, (bg: by : by) — Vi (boXo + b1 X1 + by X5)
wohl definiert (d.h. unabhéngig von der Darstellung von (by : by : by))
und surjektiv. Injektiv: Sei ¢ = by Xy + b1 X7 + b2 Xo und ¢ = b X +
b, X1 + by Xo mit V() = V, (¢). Dann (¢) = \/(€) = /(¢) = (') und

das kann nur sein wenn b; = A\b., i = 0, 1,2, fiir ein A € K*. Das zeigt
die Injektivitat.



