7. Juni 2010

Algebraische Geometrie I'
Losung Aufgabe 8.2

Aufgabe (8.2). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, seien
X C AR, Y C A} zwel affine Varietdten. Seien K[X], K[Y] die
entsprechenden affinen Ringe. Wir nehmen an K[X] ist reduziert (d.h.
es besitzt keine nilpotenten Elemente). Eine Abbildung ¢ : X — Y
heifst reguldr, wenn es fiir jeden Punkt P € X Elemente f € K[X]
und g € K[Y| sowie einen K-Algebra Homomorphismus ¢, : K[Y], —
K[X]; gibt, so dass P € D(f), ®(D(f)) C D(g) und ®|ps) = ¢ :
D(f) — D(g) ist die von ¢, induzierte stetige Abbildung. Wir beze-
ichnen mit R(X,Y") die Menge der reguldren Abbildungen von X nach
Y.

1) Zeigen Sie, dass die natiirliche Abbildung
6 : Hompg_ a1, (K[Y], K[X]) — R(X,Y)
bijektiv ist.
2) Zeigen Sie, dass 0 eine Bijektion R(X, A!) = K[X] induziert.
3) Sei ¢ : X — Y eine reguldre Abbildung. Zeigen Sie, dass
der Zariski Abschluss von ¢(X) genau Y ist, wenn der Kern

des entsprechenden K-Algebra Homomorphismus’ ¢, : K[Y] —
K[X] aus nilpotenten Elementen besteht.

Lésung: Wir brauchen zuerst etwas Vorbereitung.
Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. In der Vorlesung haben wir
gesehen, dass dann (eespeer p = Z(V(I)) = VT gilt. Ist K ein Kor-
pDI
per und R eine endlich erzeugte K-Algebra, kann man diese Aussage
verschéarfen.

Satz 1. Sei R eine endllich erzeugte K-Algebra und I C R ein Ideal.
Dann gilt

(x) VI=Z(V(I)NMax R)= (] m.

meMax R
mDI

Insbesondere ist jedes Primideal p in R der Durchschnitt iber die p
enthaltenden mazximalen Ideale in R.

Proof. (Rabinowitchs Trick) Wir kénnen R mit K|xy,...,z,]/J, fir

ein Ideal J C K|z, ..., z,), identifizieren. Die Ideale in R entsprechen
eindeutig zu den Idealen in K[z, ..., x,], die J enthalten. Wir kénnen
also ohne Einschrdnkung annehmen R = Klzi,...,x,]. Die zweite
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Identitét in (%) gilt per Definition von Z und trivialerweise gilt auch
VI C Moy M. Wir miissen also die andere Inklusion zeigen. Sei f €
Moy M- Dann ist Rly] =< I,1—yf >gy,, wobei y eine neue Variable
ist. Denn sonst gibt es ein maximales Ideal n C R[y|, dass < I,1 —
yf > enthdlt. Aus dem Hilbert Nullstellensatz folgt, das wir R[y]/n
in einen algebraischen Abschluss K von K einbetten konnen. Seien

ai,...,an,b € K die Bilder von z1,...,x,,y unter dieser Einbettung.
Es folgt, dass

(1) 1=bf(a,...,a,) =0

und

(2) glay,...,a,) =0, firallegel.

Sei nun m der Kern der Abbildung R — R/I — K, x; — a; (wohl-
definiert wegen (2)). Dann ist m ein maximales Ideal (wegen K C
R/m C K), das offensichtlich I enthiilt. Somit f € m, also f(ay,...,a,) =
0. Ein Widerspruch zu (1).

Also Rly] =< I,1—yf >pgjy und somit gibt es Polynome ho(x,y), hi(x,y) €
Rly| und fi(z) € I,i=1,...,r, mit

1= ho(x,y)(1 = yf(x)) + > hi(z,y) filw
i>1
Setzen wir fiir y den Bruch 1/f(x) ein, erhalten wir in Ry
L= hi (z).
i>1

Multiplizieren wir das mit f™ (n grok genug), so erhalten wir f™ €<
fi,--, fr >rC I, und das war zu zeigen. 0

Ein Ring R, der fir alle Ideale I die Eigenschaft (x) besitzt, heifst
ein Jacobson Ring. Wir haben also gesehen, dass endlich erzeugte
K-Algebren Jacobson Ringe sind. Aber zum Beispiel ist K[z],) (=
Lokalisierung von K[z] nach dem multiplikativen System K[X]\ (x))
kein Jacobson Ring.

Nun zur Aufgabe 8.2. Wir schreiben
K[ X]=R=K[Xy,...,Xn|/I = K[x1,...,2Tp]

und
K[Y]=S=KMW,....Y,|/J=Klyi, ..., Ynl
Nach Voraussetzung haben wir K = K und /I = I.
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82, 1): Ist ¢ : S — R ein Homomorphismus von K-Algebren, so
bezeichnen wir mit ¢ : X = Spec R — Y = SpecY, p — ¢ !(p) die
induzierte stetige Abbildung. Wir erhalten eine Abbildung

0 : HomK—Alg(Sv R) - R(X7 Y), 2R @

und es ist zu zeigen, dass 0 bijektiv ist.
0 ist injektiv: Seien @,v 1 S — R zwei K-Algebrahomomorphismen
mit ¢ = . Es gibt dann f;,9; € K[Xy,..., X, i =1,...,n, so dass

o(yi) = filzr, o m), V(i) = gi(Tr, ., ).

Sei nun m, = (z1 — a1,...,Tm — am) € MaxR C X (beachte, dass,

wegen K = K, jedes maximale Ideal diese Gestalt hat). Wir identi-

fizieren m, auch mit dem entsprechenden maximalen Ideal in V() N
Max K[Xy,. .., X,,]. Dann

@(ma) = (yl_fl(a)7 cee 7yn_fn(a))> 7;(rﬂa) = (yl_gl(a)v tee >yn_gn(a))-

Denn ¢(y; — fi(a)) = fi(z) — fi(a) € m, (Taylor-Entwicklung!) und
somit ist also (y1 — fi(a),...,yn — fn(a)) im Urbild von m, unter ¢
enthalten; es ist aber ein maximales Ideal und somit muss Gleichheit
gelten. Also folgt aus ¢ = v, dass fi(a) = g¢;(a) fiir alle i und alle a
mit m, D I. D.h. f; —gi e mfirallem e V(I) N Max K[X;, ..., X,
Aus Satz 1 folgt somit f; — ¢; € VI = I; also f;(z) = gi(x) in R fiir
alle 7; also ¢ = 1.

6 ist surjektiv: Sei ® € R(X,Y). Es gibt dann g; € S, f; € R und
K-Algebrahomomorphismen ¢; : S, — Ry,, so dass X = U;D(f;) und
Qpisy = @i+ D(fi) — D(g;). Wir beobachten, dass mit R auch Ry
eine endlich erzeugte K-Algebra ohne nilpotente Elemente ist, fiir alle
[ € R\ {0} (Beweis!). Auferdem ist Ry = Ox(D(f)). Wir haben

Pilp(r.1) = Pupsisy) = Piipsisy) * PUifi) = D(gigs)-
Die Injektivitét von 6 angewendet auf die Situation X = D(f;f;) und
Y = D(g;9;) gibt uns also
(3) PYi = Pj - Sgigj - sz’fj'
Sein nun a € S. Dann ist ¢;(a) € Ox(D(f;)) und wegen (3) gilt
vil@)ipisisy) = i(@)ipgy i Ox(D(fify))-

Da X = U;D(f;), folgt aus der Garbeneigenschaft von Ox nun, dass es
ein ¢(a) in Ox(X) = R gibt mit p(a)p,) = @i(a) fiir alle i. Aufer-
dem, haben wir fiir alle ¢

(p(a) + (b)) — pla+b))psy = wila) + ¢i(b) — wi(a+b) = 0.
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Die Garbeneigenschaft von O impliziert nun, ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b).
Genauso zeigt man auch, p(ab) = ¢(a)p(b) und p(Aa) = Ap(a) fiir
A € K. Somit erhalten wir einen Homomorphismus von K-Algebren
¢ : S — R, sodass p(a)pi,) = pi(a). Es folgt, ® = ¢.

8.1, 2): Aus 1) folgt, R(X,A})) = Homg_a(K|[z], R). Da aber ein

K-Algebrahomomorphismus von K|z] in irgendeine andere K-Algebra

eindeutig durch seinen Wert in x bestimmt wird, ist
Hompg_a(K[z],R) — R, ¢ ¢(x)

eine Bijektion. Die Behauptung folgt.

8.1,3): Sei ® : X — Y eine reguldre Abbildung und sei ¢ : S — R der
zugehorige K-Algebrahomomorphismus (d.h. ® = ¢ in der Notation
von 1)). Der Abschluss ®(X) von ®(X) in Y ist gleich V(Z(®(X)).
Somit

O(X) =Y = I(V(Z(2(X)))) = Z(Y) = V(0)s.

Aber
I(V(Z(@(X)) =Z(@(X) = (] p=[)¢ (@)
peED(X) 9eX
= <ﬂ p) =0 ' (V(0)r),
peX
und da R reduziert ist haben wir, 1/(0)g = (0)g in R und somit

0 1(\/(0)g) = Ker . Alles zusammen erhalten wir

O(X)=Y <= Kerp =+/(0)s
und das ist die Behauptung.



