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Algebraische Geometrie I'
Ubungsblatt 13

Aufgabe 13.1. Sei K ein Korper, seien C;,i = 1,2, D C A? die Kur-
ven, die durch die Ideale I, = (y), Ic, = (x), Ip = (23 —y?) in K|z, ]
definiert sind. Seien C;, D C P? die Zariski Abschliisse. Zeigen Sie,
ohne zu rechnen, indem Sie Bézout benutzen,

1) dass C; N DN (P2 — A%) =0

2) dass Ch, N DN (P2 — A?) € P*(K)

Aufgabe 13.2. Sei K ein Korper, seien I';,i = 1,2 C A? die Kurven,
die durch Ir, = (2% +y* +1),Ir, = (2° +y* — 1) € K[z,y| definiert
sind. Seien I'; C P?,i = 1,2 die Zariski Abschliisse.

1) Zeigen Sie, dass wenn K algebraisch abgeschlossen ist, dann
sind I', 'y glatt, genau dann wenn K|z, y|/Ir,, K[z, y|/Ir, re-
duziert sind, genau dann wenn die Ideale \/I_D nicht gleich sind,
genau dann wenn char. K # 2.

2) Wir nehmen jetzt an, dass char. K # 2. Zeigen Sie, dass
Fl N FQ - @

3) Wenn —1 kein Quadrat in K ist, zeigen Sie, dass I'; N (P? \ A?)
keinen rationalen Punkt enthélt fiir i = 1,2, und dass T'; N (P?\
A?) aus einem einzigen Punkt des Grads 2 besteht.

4) Wenn —1 ein Quadrat in K ist, zeigen Sie, dass T'; N (P? \ A?)
aus zwei rationalen Punkten besteht.

5) Wir nehmen an, dass —1 ein Quadrat in K ist. Zeigen Sie, dass
pp, = 2 fiir jeden Punkt p € T; N Ty.

Aufgabe 13.3. Sei K ein Korper, seien f,g € K[x,y]\ K Polynome,
sei C = V((f)),D = V((g)) € A2, Wir nehmen an, dass C' und D
keine gemeinsame irreduzible Komponente haben. Sei L D K eine
Galois Erweiterung. Wir definieren C ® L C A% durch f € Lz, y|. Sei
x = (a,b), mit a,b € L, ein L-rationaler Punkt in C ® LN D ® L. Sei
o ein Element aus der Galois Gruppe von L iiber K, und sei 0 -z =
(o(a), (b)).
1) Zeigen Sie, dass C ® L, D ® L keine gemeinsame irreduzible
Komponente besitzen.
2) Zeigen Sie, dass o -z ein L-rationaler Punkt von C®@ LN D ® L
ist.
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3) Zeigen Sie, dass ¢ - x = z Vo genau dann, wenn z ein K-
rationaler Punkt von C'N D ist
4) Zeigen Sie, dass fi; = .-



