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Im Fokus dieser Diplomarbeit stehen optimale Abschatzungen fiir den Fehler
bei der Approximation stetiger Funktionen durch lineare positive Funktionale
/ Operatoren. Zundchst wird eine quantitative Aussage fiir positive lineare
Funktionale im Allgemeinen angestrebt. Dafiir wird ein Korollar von Paltanea
auf den Fall der stetigen Funktionen tber einem kompakten Intervall
ibertragen. Fiir diese Abschatzung legt die Arbeit einen anschaulichen sowie
ausfiihrlichen Beweis dar. Ferner wird das gewonnene Resultat auf
Operatoren ibertragen. Dabei widmet sich die Betrachtung speziell dem
Bernstein-, dem Kantorovich- und dem Schoenberg-Operator.

Hauptresultat:

Sei F:C[a,b] » R ein lineares positives Funktional und weiter f € C[a, b]
beschrankt, x € [a, b] und h > 0. Dann gilt:

(i) Firh < b;—a und s > 2 erhalten wir:

[F(f) = fGOI < [Feo) = 11 - If ()] + |F (e
(Feo) +2hF e, - xe,l9)

—xep)lh ™t w (f,R) +
'a’z(f: h).

(ii) Wenn F(ey) = 1, F(e;) = x, x ein innerer Punkt von [a, b] und h > h%a ist,

so erhalten wir:

[F(f) = fFOI < w,(f, h).

Die Abschatzung des Approximationsfehlers beriicksichtigt Kombinationen der
Glattheitsmodule erster und zweiter Ordnung, sowie den Absolutbetrag der
Funktion, der als Glattheitsmodul der Ordnung 0 betrachtet werden kann,
beziiglich der Momente der Ordnungen 0, 1 und 2. Abschitzungen dieser Art
sind genauer als solche, die nur den Glattheitsmodul erster Ordnung
verwenden. Noch hinzu zerfillt der Approximationsfehler durch diese
Kombinationen in drei Komponenten, die drei spezifischen, den Fehler
beeinflussenden Eigenschaften der Funktion entsprechen. Genauer bedeutet
das die Aufspaltung in Amplitude, Abweichung von linearen Funktionen und
Abweichung von Polynomen zweiten Grades. Grob gesprochen messen die
Glattheitsmodule die Abweichung von den Testfunktionen des algebraischen
Chebychev-Systems, das aus den ersten drei Monomen besteht.

Der Bernstein-Operator
Esseienn € Nund f € RI®!, x € [0,1]. Dann ist das Bernstein-Polynom
B.f:[0,1] - R der Funktion f definiert durch

Bf = Z £ (5o
k=0

mit den Bernstein-Grundfunktionen
n
Pui(x) = () (1 =0
fir k € [0,n]y.

Approximationsgiite
Seienn €N, f € C[0,1],x € [0,1],s =2und0 < h < % dann gilt:

1
B, (fix) — f(0)| < (1 +5h™ By (ley —xeels;X)> ", (f, h).
Fiir Momente bis zur Ordnung s= 2 erhalten wir:

18,020 - £ < (1431752 g,

Firs=2,n>4undh = in ergibt sich dann'

1B (f; ) — f(O] < = wz(f%).

Der Kantorovich-Operator
Es seienn € N,k € N,. Ferner sei B,: C[0,1] - C[0,1] der klassische Bernstein-
Operator der Ordnung n. Dann ist der Kantorovich-Operator der Ordnung
(n, k) definiert durch:
Q= D¥ e By oy

wobei D¥ = L und 1,: C[0,1] - C[0,1] mit [ f = f fiir k = 0 und

fHx) = fox (tkt)l), f(@®)dt fir k > 1 gilt.

Approximationsgiite
Seienn € N,k € Ny, 0 < h < = Dann gilt fiir f € [0,1],x € [0,1],s = 2 und

n > max{k + 2,k(k + 1)}:
Qk(Fx) — F0)] < X2

IFO+ 2= h oy (f 1) + (1 + 3072 - 2220
wz(f:h)
Aufgrund der Reproduktionseigenschaften des Operators lassen sich die
Abschatzungen in drei Falle aufteilen.
1. Fall k=0,s=2

10232 = F@)] = IBu(fi) = FCOI < (143872 - =) - 0, (£, ).

2. Fall: k =1,s = 2und n > max{k + 2, k(k + 1)}
QA = FOOl < A% -y (f, ) + (1 +3h72 -

3n-2

2) - wa(f.h).
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3. Fir k > 2 erhalten wir drei Terme als obere Schranke. Nachfolgend ist
dies als Beispiel fiir den Fall k = 2 ausgefiihrt: s = 2 und
n > max{k + 2, k(k + 1)}

1Q2(f5) = fEIl < 7 1F GO+~ h™ -, (F, 1) +
(145072 55) @0,

Seien die Voraussetzungen von 3. gegeben und wiahlen wir zusétzlich h == %
dann folgt:

[QK(f;x) — f(x)] < M

F GO+ —— f (f%)+§w(f%)

Ferner ergibt sich somit fiir den klassischen Kantorovich-Operator

QL (f3 ) — f(x)l<2\/_ (%)+g-wz(f,%).

Der Schoenberg-Operator
Es seienn € N, xy,:0 =x, <x; <-- <x, =1eine Zerlegung des Intervalls
[0,1] und £: [0,1] - R. Fiir k € N erweitern wir die Zerlegung durch
X_pg==x_1=%x,=0

1=, =Xp4q =
zu einer Sequenz x§ ,von “knots”.
Der k -te Schoenberg-Spline S, f:[0,1] - R der Funktion f bzgl. x,, ist
definiert durch:

= Xntk

n-1

i) jzz_kf(f,,k) Nu@.xe 01

limS,  (f;y),x=1
y 1

Hierbei sind ¢; = ,j € [-k,n — 1], die “nodes” (Greville-Abszissen).

_ Xt Xk
k

Approximationsgiite:
Seienn, € N, x{ , eine Knotensequenz, f € C[0,1],x € [0,1]und 0 < h < %. dann
gilt:

K 2
15,5 CF5) — £ ()| < (1 +Zh - min %%}) w2 (1),

Damit lassen sich folgenden Abschitzungen in Abhangigkeit der Wahl von h

erreichen:
Lo Sulf0 - F@] <20, (f,5):
k+1

2. |Sn,k(f; x) = f(x)l = (1 + _) a’z(fr ”xgn")
L Gl } _
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3. |Snk(f x) — f(x)|<— w, | f, mm{

Simultanapproximation:

Seienr € Ny, n = max{r + 2,7(r + 1)}, f € C"[0,1], B, der Bernstein-Operator
der Ordnung n und x € [0,1] sowie 0 < h < 1 Dann gilt:

r(r-1)

ID"B,(f;x) =D f(x)| < —— |Drf(X)|+— h™ - w (D7f,h) +
(1 +2)112 3:2n22r) w2 (D7, h).

Mith = % und n > 4 folgt daraus
DB (f;x) = DTF ()] < "2 DTGl + 2=y (DTF, ) +

r(r 1)

5o (0 3)



