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die Parameter u und v zugleich ein lokales
kartesisches Koordinatensystem auf der
Ebene.

Flachen 2. Ordnung

Far die implizite Darstellung eines Zylinders
gilt in homogenen Koordinaten die allge-
meine Vektorgleichung der Quadriken (Fla-
chen 2. Ordnung)

x" [AX =0 mit
g B 3 3 &l
X:%’D’ A:%’u % % &[Gl 3.26)
[tD [h'l?: a23 a33 aSAD
%E %14 Ay Ay a44E

d.h.

Oy - X2+ Oy - Y2+ Ogg - 22+ 20, - X - Y + 2005+ X -
2+2023:y-2+20,,- X+20,,-Y+205 -2+ dy
=0

In der speziellen Lage des obigen Zylinders
bedeutet das fur die Koeffizienten der Matrix
A, dass nur in der Diagonalen Werte # 0 ste-
hen, wobei auch ag; = 0 ist.

Fir einen Kreiskegel, dessen Spitze im
Nullpunkt liegt und dessen Achse die z-Achse
ist, gilt wenn B den halben Offnungswinkel
des Kegels bezeichnet:

Mo 0 og
D 1 o0 o0
A=0 0 (Gl.3.27)

g 0 —-tan’B 0
0 0 OQ

In Bild 3.58 sind Flachen 2. Ordnung und in
Tabelle 3.5 die zugehorigen Gleichungen der
Nullpunktlage enthalten. Fir alle gilt o.g. all-
gemeine Gleichung. Einige Parameterformen
fur Flachen 2. Ordnung wurden mit Hilfe der
ebenen Parameterkurven erzeugt, die sich
durch eine Schnittebene ergeben wurden.

Diese Kurven sind stets Kurven 2. Ordnung
bzw. Geraden.

Rotationsflachen 4. Ordnung

In Vektorschreibweise gilt fir die Rotations-
flachen 4. Ordnung (d.h., ein achsparalleler
Kegelschnitt rotiert )

X" A x2+XT-A, x=0

wobei auch hier die beiden Koeffizientenma-
trizzen symmetrisch sind.

Eine Erstbelegung dieser Matrizen ist rela-
tiv einfach, wenn davon ausgegangen wird,
dass die Rotationsachse die z-Achse ist und
der Kegelschnitt in der xz-Ebene definiert
wird. Fur die Kurve 2. Ordnung gilt in achs-
paralleler Lage

X2+a-z22+2b-x+2c-z+d=0

und damit gilt fur die Rotationsflache 4. Ord-
nung in Nullpunktlage

(x2+y?+a-z2+2c-z+d)2-4b2(x2+y?) =0

Die Parameterdarstellung einer Rotationsfla-
che erfolgt rechnerintern in einem lokalen Ko-
ordinatensystem und setzt sich im Prinzip aus
der Parameterdarstellung der ebenen Kurve
und dem Drehwinkel bezlglich der Rota-
tionsachse zusammen (vgl. Abschnitt 3.4.3.4).

Zu den bekanntesten Vertretern der Rota-
tionsflachen 4. Ordnung gehért der Torus
(Bild 3.59).

Fur beliebige Raumlagen kdnnen die Koef-
fizientenmatrizen gemaR Abschnitt 3.4.4
transformiert werden.
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Tabelle 3.5 Gleichungen der Flachen 2. Ordnung

Flache f(x,y,2)=0 x(u, v)
Ellipsoid DXEf+y_2+DiEF_l_ xzaE‘kl-nvE:f)su
020 " p 20 - y =b8inv 8inu
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Bild 3.58 Flachen 2. Ordnung

Bild 3.59 Torus
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3.4.42 Polyeder

Polyeder sind Korper, die nur von ebenen FI&-
chen begrenzt werden. Alle Kanten sind da-
her Geraden. Ebenso liefert die Durchdrin-
gung zweier Polyeder bzw. der Schnitt mit ei-
ner Ebene Geraden als Schnittkurven. Be-
kannte Vertreter sind Prismen und Pyrami-
den.

Jedes Polyeder kann aus konvexen Polye-
dern zusammengesetzt werden. Die Konve-
xitét ist gegeben, wenn alle méglichen Ek-
kpunktverbindungen im bzw. auf dem Kor-
per liegen (Bild 3.60).

Polyeder werden als reguldr bezeichnet,
wenn alle Teilflachen aus kongruenten regel-
mafRigen n-Ecken bestehen. Alle regularen

konvex konkav

Bild 3.60 Einfache Prismen
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Polyeder sind konvex. Es gibt exakt 5 solcher
Kérper (Bild 3.61). Fur sie gilt die Eulerformel:

f+e=k+2

mit;

f  Anzahl der Flachen
e Anzahl der Ecken

k Anzahl der Kanten

Far alle regulédren Polyeder kann eine innere
Kugel definiert werden, die alle Teilflachen
tangiert. Ebenso gibt es eine &uRere Kugel, auf
der alle Eckpunkte des Polyeders liegen.

In Tabelle 3.6 sind die entsprechenden Ra-
dien angegeben, wobei a die Seitenlange des
jeweiligen n-Ecks bezeichnet.

Tetraeder Oktaeder Hexaeder
Tkosaeder Dodekaeder

S

Bild 3.61 Reguléare Polyeder

Tabelle 3.6  Charakteristische Werte flir regulére Polyeder

Polyeder Flache f e k Innenradius AuBenradius
Tetraeder Dreieck 4 4 6 (a-v6)/12 (a-Vv6)/4
Oktaeder Dreieck 8 6 12 (a-Vv6)/6 asv2

Hexaeder Quadrat 6 8 12 as?2 a-v3/2

Ikosaeder Dreieck 20 12 30 a-v3-(3+v5)/12 a- V(2 (5+v5)/4
Dodekaeder | Fuinfeck 12 20 30 a- V(10 - (25 + 11 - V5))/20 a-v3-(1+V5)/4




76 Grundlagen der konstruktiven Geometrie

Bild 3.62 Triangulierung eines gekrimmten Bau-
teils

Berechnungsmethoden und Verfahren der
grafischen Datenverarbeitung erfordern héu-
fig, eine geordnete «Zerstlickelung» der Kor-
per bzw. Oberflachen, sodass auch ge-
krimmte Teile ndherungsweise durch ebene
Flachenstiicke beschrieben werden. Bild 3.62
zeigt eine Triangulierung, wie sie z.B. fUr Ra-
pid-Prototyping-Verfahren notwendig sein
kann. Dreieckselemente werden haufig auch
genutzt, um besondere Darstellungsoptionen
fur die Bildschirmausgabe zu realisieren.

3.4.43 Regelflachen

Fur Regelflachen werden zur analytischen Be-
schreibung der sie erzeugenden Geradenscha-
ren (Bild 3.63) Gleichungen der Form

x(u, v) = fy(u) + v oy (u)

y(u, v) =f,(u) + v - ay(u)

z(u, v) = fy(u) + v - ay(u)

genutzt.

Bild 3.63 Geradenschar

Die Funktionen fi(u) - (i = 1, 2, 3) geben die Pa-
rameterdarstellung der Leitkurve an, auf der
die Gerade zur Erzeugung der Regelflache
«bewegt» werden muss.

Die Funktionen a;(u) - (i = 1, 2, 3) definieren
fur jeden Wert des Parameters u (d.h. fur je-
den Punkt auf der Leitkurve) den Richtungs-
vektor der entsprechenden Geraden. Die
letztgenannten Funktionen bestimmen somit,
welcher Art die Regelflache ist.

Far Zylinderflachen (alle erzeugenden Ge-
raden liegen parallel zueinander) ist dieser
Richtungsvektor eine Konstante, also vom Pa-
rameter u unabhangig.

Far Kegelflachen (alle erzeugenden Gera-
den haben einen gemeinsamen Schnittpunkt)
gilt:

a;(u) = fy(u) = %o
ay(u) = f,(U) - Yo
as(u) = fy(u) -z,

mit dem Punkt P(X,, Yo, Z,) als Kegelspitze.

Flr Tangentenflachen ergibt sich der Rich-
tungsvektor der Punkt-Richtungsgleichungen
jeder erzeugenden Geraden aus den 1. Ablei-
tungen der Parameterdarstellung der Leit-
kurve.

Fir die Regelflachen in Bild 3.64 wurde
eine zylindrische Schraubenlinie als Leitkurve
verwendet (r = h =100 mm, ¢ = u - £(0,360°)).
Die Lange des zur z-Achse parallelen Rich-
tungsvektors der Zylinderflache wurde mit 50
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Zylinderfldche Kegelfliche

Bild 3.64 Torsen

mm festgelegt. Die Spitze der Kegelflache
wurde auf der z-Achse mit z = 50 mm fixiert.
Fir die Tangentenflache wurden alle Tangen-
ten mit einer Lange von 50 mm festgelegt.

Andere spezielle Definitionen der Rich-
tungsvektoren sind mdglich. In Bild 3.65 ist
eine Regelschraubflédche dargestellt, die na-
hezu mit der gleichen Parameterdarstellung
wie die Tangentenflache in Bild 3.64 erzeugt
wurde. Lediglich die z-Komponente des Rich-
tungsvektors wurde = 0 gesetzt, sodass alle
erzeugenden Geraden parallel zur xy-Ebene
liegen.

Oft besteht die Aufgabe, zwischen 2 Quer-
schnitten eine Regelflache zu erzeugen. Fur
diese linearen Verbundflachen gilt in Vektor-
schreibweise

Bild 3.65 Wendelflache

Tangentenfldche

X(u, v) = (1 -v) - f(u) + v - g(w(u)).

In Bild 3.66 wurden mit 2 parallelen Kreisen
Verbundkorper erzeugt. Die unterschiedliche
Flachengestaltung wurde durch unterschied-
liche Startpunkte erreicht. Dies kann durch
w(u) = u + u, erreicht werden.

Fur den Fall, dass der Konstrukteur zwi-
schen 2 Kurven eine exakt abwickelbare FIa-
che erzeugen will, sind differentialgeometri-
sche Gesichtspunkte der Abwickelbarkeit zu
beachten [31]:

Bild 3.66 Lineare Verbundflachen zwischen paral-
lelen Kreisen



