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|. Die Methode zur Bestimmung eines Maximums und Minimums.

Die gesamte Lehre von der Bestimmung eines Maximums und Minimums beruht
darauf, dal3d man [fur die Grof3e, die ein Maximum oder Minimum werden soll] zwel
algebraische Ansétze macht, indem man folgende Regel - die einzige, die hier in
Betracht kommt - anwendet:

Man setze fur irgendeine Grof3e der Aufgabe die Bezeichnung A fest und zwar sel
diese, entsprechend der Aufgabe, der man zu genligen hat, eben, kérperlich oder
linear %; hat man nun firr das Maximum oder Minimum einen Ansatz gefunden, der
aus Gliedern, die irgendwie A oder Potenzen von A enthalten, besteht, so setze man
an Stelle der vorhin mit A bezeichneten Grof3e den Ausdruck A+ E, um somit einen
zweiten Ansatz fir das Maximum oder Minimum zu gewinnen, der aus Gliedern, die
irgendwie Potenzen von A und E enthalten, besteht. Sodann setze man, wie Diophant
sagt, die beiden das Maximum oder Minimum ausdriickenden Gleichungen einander
naherungsweise gleich 2, lasse die Glieder, die beiden Seiten gemeinsam sind, weg (ist
dies geschehen, so enthalten sdmtliche Glieder auf beiden Seiten E bzw. Potenzen
von E als Faktoren) und dividiere alles durch E bzw. eine Potenz von E, bis auf einer
Seite irgendein Glied E Uberhaupt nicht mehr als Faktor enthélt. Hierauf streiche man
beiderseits die Glieder, die noch irgendwie E oder Potenzen von E enthalten und setze
die noch Gbrigen Glieder einander gleich, oder, falls auf einer Seite nichts mehr Ubrig
ist, so setze man die negativen Glieder gleich den positiven, was ja auf dasselbe
hinauskommt. Die LOsung dieser Endgleichung ergibt einen Wert fur A, hat man diesen
gefunden, so wird man das Maximum oder Minimum erhalten, indem man dem Weg
der Losung folgend, [den gefundenen A -Wert] riickwaérts einsetzt.

Wir lassen ein Beispiel folgen: Die Strecke A C (Fig. 1) ist im Punkte E so zu teilen,
dal’ das Rechteck AE C ein Maximum wird®,

! Fermat bedient sich hier der antiken Bezeichnungsweise: ,Ebene* Aufgaben fuhren auf

quadratische Gleichungen, , korperliche® Aufgaben entsprechen den kubischen Problemen, wahrend
lineare Aufgaben auf hthere Kurven bzw. Gleichungen sich zurlickfihren lassen.

2 Diophant gebraucht das Wort , Naherungsverfahren“ (Arithm.V, 14 und 17) in anderem Sinne as
hier Fermat, der in den weiteren Ausfiihrungen die Regeln zur Bestimmung von Extremwerten mitteilt.
Die Fundierung der Differentialrechnung durch strenge Grenzwertbetrachtungen war Fermat durchaus
fremd.

3 Mansetze AE = x und AC = a, damn soll x{a- X) ein Maximum werden. Es ergibt sich s

Losung X = a
%
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Die Strecke A C sai mit B bezeichnet, fir den einen Teil von B setzen wir etwa A,
also ist der noch Ubrige [Teill von B] gleich B — A und das aus den beiden
Abschnitten gebildete Rechteck gleich B>A- A%, hierfur soll der grofte Wert
gefunden werden. Setzen wir fir den einen Teil von B neuerdings A + E, so ist der
noch dbrige Tell gleich B — A — E und das aus den beiden Abschnitten gebildete
Rechteck gleich

B>A- A°+B:E- 2AE- E?,
diesist naherungsweise” gleichzusetzen obigem Rechteck
B>A- A%,
Nach Wegfall der gemeinsamen Glieder erhdlt man
B>E»2AE +E”.
Wird allesdurch E dividiert so bleibt
B»2A+E.
Wird E gestrichen, so ergibt sich
B=2A.

Also ist zur LOsung der Aufgabe B zu halbieren. Eine allgemeinere Methode kann

man wohl nicht angeben.

Tangenten an Kurven.
Auf obige Methode fiihren wir auch die Bestimmung von Tangenten ° in gegebenen
Punkten bei irgendwelchen Kurven zurtick.
Essel z. B. die Parabel BDN (Fig. 2) mit dem Scheitel D und dem Durchmesser DC,
ferner auf ihr der Punkt B gegeben, durch den die Gerade BE zu legen ist, welche die
Parabel bertihrt und den Durchmesser im Punkte E schneidet.
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In dem der Ubersetzung zugrunde gelegten lateinischen Text von Bd.l ,Oevres de Fermat* Paris
1891, S.133-179 sind die Figuren dieses Werkes von 91-110 numeriert.
4 Um das Verstandnis der Schrift nicht unnétig zu erschweren, wurden, soweit dies notwendig
erschien, die erst spéter eingefihrten Zeichen fur die Gleichungen verwendet. Fermat benutzte weder
ein Gleichheitszeichen, noch ein Zeichen fir ndherungsweise Gleichheit ().

®> Diehier mit Hilfe der Theorie der Maxi ma und Minima abgel eitete Tangentenkonstruktion fiir die
Parabel fanden auf geometrischem Wege schon Apollonius (Kegelschn.l, 33) und Archimedes
(Quadrat. D. P. 82).



Fig. 2

Nimmt man nun auf der Geraden BE irgendeinen Punkt an und zieht von ihm aus
die Ordinate OJ, vom Punkt B aus aber die Ordinate BC, so ist °

CD:DJ>BC?:0J2,

da ja Punkt O auRerhalb der Parabel liegt; wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ist
jedoch:

BC?:0J%=CE?; JE?,

asoist auch

CD:DJ >CE?: JEZ.

Daaber Punkt B gegeben ist, ist auch die Ordinate BC und somit auch Punkt C,
sowie [auch] CD bestimmt: CD sei nun gleich der gegebenen Strecke D, ferner setzen
wir etwa CE gleich A und CJ gleich E. Dann ist also:

D:(D- E)>A?: (A*+ E2 - 2AE).
Durch Multiplikation der inneren bzw. &uferen Glieder miteinander ergibt sich:
D>A? +D>E?- 2D ASE > D3 A* - A*SE,

Setzt man nun nach obiger Methode [die Gleichungen] einander ndherungsweise

gleich und 1&/% die gemeinsamen Glieder weg, so erhdlt man:

D>E?- 2D>ASE» - A°SE,
oder, was dasselbe ist:
D>E? + A>>E » 2D ASE.
Hierauf dividiere man alles durch E; also:

DE + A » 2D A
und streiche D> E, dannist

A2 =2D>A

oder
A=2D.

Wir haben somit dargetan, dal3 CE gleich dem Doppelten von CD ist, wie dies
auch tatsachlich der Fall ist.

Die Methode versagt nie; sie kann sogar auf eine grofe Anzahl sehr schoner
Aufgaben ausgedehnt werden; mit ihrer Hilfe finden wir die Schwerpunkte von
Figuren, die von Kurven und Geraden begrenzt sind, sowie auch von Kérpern und
noch vieles anderes, wortiber wir vielleicht noch ein andermal berichten werden,
wenn wir dazu Muse finden.

Die Quadraturen von Fléchen, die von Kurven und Geraden begrenzt sind, ferner
die Verhéltnisse, in denen die hieraus entstandenen Korper zu Kegeln mit derselben

® Lautet die Gleichung der Parabel y* = 2px undsind ( X, ¥, ), (X,Y,) zwei auf ihr liegende

Punkte, soist X, : X, = Y7 : Y2 . Nimmt manfiir Y, einen grofReren Wert Y, , so verwandelt sich

obige Gleichung in dieUngleichung X, : X, > Y, : y'22.
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Grundflache und Hohe stehen, haben wir bereits ausfuhrlich mit Herrn von
Roberval ” behandelt.

II. Der Schwerpunkt des parabolischen Conoids, nach derselben Methode.

CBAV (Fig. 3) sai ein parabolisches Conoid, JA sei seine Achse und der Kreis mit
dem Durchmesser CJV seine Grundflache. Es soll nun nach ebenderselben stets
gultigen Methode, die wir bisher zur Bestimmung des Maxi mums und Minimums,
sowie auch zur Ermittlung von Kurventangenten verwendet haben, der
Schwerpunkt [dieses parabolischen Conoids] gesucht werden, auf daf3 durch neue
Beispiele und eine neue, noch dazu sehr merkwirdige Anwendung der Irrtum derer,
welche die Methode fUr unrichtig halten, offenbar werde.

A
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Fig. 3

Zum Zwecke der Analysis werde die Achse JA mit B bezeichnet; der Schwerpunkt
sei O und die gesuchte Strecke AO werde etwa A genannt; nun werde die Achse JA
mit irgendeiner Ebene, z. B. BN, zum Schnitt gebracht und fur JN etwa die
Bezeichnung E gesetzt: Dannist also NA gleich B —E.

Fir diese Figur, sowie auch fur @nliche (Parabeln und parabolische) Figuren gilt
der Satz, dal3 die Schwerpunkte die Achsen in dem Verhdtnis der Strecken, die
durch die Parallelen zur Grundlinie abgeschnitten werden, teilen (fir die Parabel
wurde der Beweis hierfir von Archimedes ° erbracht, er &Rt sich aber, wie
ersichtlich, in ganz analoger Weise auf samtliche Parabeln und parabolische
Conoide ausdehnen): Demnach wird der Schwerpunkt, der beispielsweise im Punkt
E liegen moge und zu dem Teilstiick gehéren soll, dessen Achse NA und dessen
Grundflache der Kreis mit dem Halbmesser BN ist, die Strecke AN so teilen, dass

NA: AE = JA: AOist.
Daher erhalten wir in den eingefihrten Bezeichnungen
B:A=(B- E): AE,
der Achsenabschnitt AE ist demnach gleich
A>B- AE
B ,

" Diese Bemerkung bezieht sich auf einige Briefe Fermats an Roberval.
8  Archimedes schrieb unter anderem ein Buch tiber Conoide und Sphaeroide, ferner eine Abhandlung
Uber das Gleichgewicht ebener Fléchen, in der er (11, 7) denvon Fermat angefihrten Satz ableitet. Ist
in Fig. 3 E der Schwerpunkt des Segmentes BNRA und O der des Segmentes CIVA, so gilt also:
NA: JA=EA:OA
4



ferner ist die Strecke O, d.i. der Abstand zwischen den beiden Schwerpunkten, gleich
ACE
B

Der Schwerpunkt des noch Ubrigen Teilstiickes CBRV sei etwa M, er mufl3
notwendigerweise zwischen den Punkten N und J, also innerhalb der Figur liegen
geméaR Postulat 9 der Archimedischen Schrift ° iiber die Gleichgewichte ebener
Flachen, da die Figur CBRYV stets nach derselben Seite konkav ist. Esist aber:

CBRV : BAR = EO : OM
da O der Schwerpunkt von der ganzen Figur CAV und die Punkte E und M die
Schwerpunkte der [einzelnen] Teile sind ; das Teilstiick CAV verhdt sich zu dem

Teilstiick BAR in unserem Archimedischen Conoid *°, wie das Quadrat iiber JA zu
dem Quadrate tber NA, d. h. in den eingefihrten Bezeichnungen; wie
B?: (B2 +E2- 2BxE),
indem man dividiert, erhalt man
Teilstiick CRBV: Teilstlick BAR

=(2BxE - E?): (B> + E2- 2BXE).

Wir haben aber gezeigt, dal3 das Teilstiick CBRV sich zum Teilstlick BAR wie

OEzu OM verhalt, daher ist, wenn wir uns der [eingefiihrten] Bezeichnungen
bedienen:

AE —

2BxE - E?):(B?+E?- 2BXE)=0OE:OM =——:0OM.
e £2):( ) d

Die Strecke OM ist deshalb gleich
B? xAXE + AXE® - 2B xAXE?
2B xE - BxE? '
Da aber Punkt M, wie [bereits] bewiesen, zwischen denPunkten N und J liegt und

demnach aso die Strecke OM kleiner as die Strecke OJist, fur die wir die
Bezeichnung B — A eingefiihrt haben, ist die Aufgabe auf die Methode [der Maxima
und Minima] zurlickgefuhrt und esist B— A ndherungsweise gleich

B? xAXE + AXE® - 2B xAXE?

2B* xE - BXE®
Zu setzen.
Bringt man alles auf den gleichen Nenner und dividiert durch E, so erhdt man die
Naherungsgleichung:

2B%- 2B*>A- B°>E+B>AE»B*> A+ ACE®- 2B ASE.

Da nun Ausdriicke, die beiden Seiten gemeinsam sind, nicht vorhanden sind,
streiche man ale Glieder, in denen E vorkommt und setze die tbrigen einander gleich :
Esist aso

2B%- 2B*3A=B">A
oder
3A=2B.

° Archimedes, Uber das Gleichgewicht ebener Flachen I, Einleitung: Ist der Umfang einer Figur stets
nach derselben Seite konkav, so liegt der Schwerpunkt der Figur innerhalb derselben.

19 Djese Bezeichnung geht auf Archimedes Schrift (iber Conoide und Spaeroide (Satz 26) zurtick.
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Wir haben demnach:
JA:A0=3:2
und
AO:0J =2:1.
Esist dies die gesuchte Lésung ™
Nach einer ganz ahnlichen Methode werden auch bei samtlichen anderen Parabeln,
gleichguiltig, welcher Art diese sein mogen, sowie bei den parabolischen Konoiden die
Schwerpunkte gefunden. Wie aber die Schwerpunkte zu finden sind, wenn
beispielsweise unser parabolisches Konoid durch Drehung um die der Achse
zugeordnete Gerade entstanden ist, soll augenblicklich noch unerértert bleiben. Ich
begniige mich [einstweilen] mit der Angabe, dal3 bel diesem unseren Konoid der
Schwerpunkt die Achse in zwel Teileteilt, die sich wie 11 zu 5 verhalten.

I11. Zu derselben M ethode.

]

1 Um die von Fermat gegebenen Ldsungen zu verifizieren, lege man durch die Parabel von Fig. 3 ein

K oordinatensystem, dessen Nullpunkt J ist, JV sei die positivex-Achse, JA die positivey-Achse, ferner
b
sei JV gleicha und JA gleich b. Die Gleichung der Parabd istdann Y = - —- ><X2 +b. Der
a’

Schwerpunkt des durch Rotatlon um dley-Achse entstandenen Korper hat dann die Ordinate

nyx xdy nyb—byxa xdy
h_Ob _Ob —

C\)XZXdy \b-by>G2>dy
0 0

wlo

asoist
f):%xﬁ oder AO:0J =2:1.

Wird das Parabel segment AVJ um diex-Achse gedreht, so erhdlt man als Abszisse des
Schwerpunktes des Rotationskorpers

3 ‘e b
xy?dx — +b ><dZ
X_PX _?Xg a2 g _Ba
- e s 16
Oy’ dx & %xx2+b9 xdz
: X & o
Esistalso
x__5
a-x 11



V. Die Methode des M aximums und Minimums.

Wahrend wir uns mit der Methode der Vietaschen Synkrisis und Anastrophe ™ naher
befalden und deren Anwendung auf Untersuchungen Uber die Zusammensetzung von
Korrelatengleichungen ** eingehend erforschten, kamen wir auf den Gedanken, hieraus
eine neue Methode fir die Bestimmung eines Maximums oder Minimums abzuleiten,
um mit deren Hilfe einige Probleme zu eledigen, die sich auf die Determination **
(d???7?25u7?) beziehen und die infolge der hiertiber herrschenden Unklarheit sowohl der
alten als auch der neueren Geometrie Schwierigkeiten bereiteten.

Maximal- und Minimalwerte treten (stets) als einzige und eindeutige L 6sungen auf,
hierauf hat schon Pappus hingewiesen und somit war dies den Alten bereits bekannt,

verstehe. Dieser Ausdruck * erklart sich namlich folgerichtig daraus, daR fiir jede der
beiden Seiten, welche der dem Grenzfalle entsprechende Punkt voneinander scheidet,
jeweils eine Gleichung mit zwei Lésungen bestimmt werden kann und dal3 hieraus,
entsprechend den beiden Seiten, zwei Korreatengleichungen, die sich vollkommen
entsprechen und je zwei Lésungen haben, sich ergeben.

Als Beispiel sal die Strecke B angefiihrt, die so geteilt ist, dal’ das Rechteck aus den
beiden Abschnitten ein Maximum ist *°. Der Punkt, welcher der Aufgabe geniigt, teilt,
wie ersichtlich, die Strecke in zwei gleiche Teile und das gréfte Rechteck ist somit
gleich dem vierten Teile des Quadrates von B, und zwar entsteht durch keine andere
Teilung dieser Strecke [B] ein Rechteck, das dem vierten Teile des Quadrates von B
gleichist.

Soll jedoch dieselbe Strecke B so geteilt werden, dal? das Rechteck aus den beiden
Abschnitten gleich Z" " ist, (wobei jedoch Z'" kleiner as der vierte Teil des
Quadrates von B anzunehmen ist), so werden zwei Punkte der Aufgabe genligen
und zwar wird der dem groften Rechteck entsprechende Tellpunkt zwischen den
beiden Punkten liegen.

Der eine Abschnitt einer solchen Strecke B sei namlich gleich A, dann ist

B>A- A2=2Z",
diese Gleichung hat zwel L6sungen, dies deutet darauf hin, dal3 aus [jeder der] beiden
Ldsungen sich eine Strecke Aergibt. Die Korrelatengleichung sei also

B>E- E2=2";

12 Unter Syncrisisist das Aufsuchen von Beziehungen zwischen den Wurzeln und K oeffizienten einer

Gleichung zu verstehen, in der Anastrophe ermittelt Vi eta aus einer Gleichung, von der bereits eine
Wurzel bekannt ist, weitere Wurzeln.

3 Fermat bedient sich in den nun folgenden Ausfilhrungen der Vietaschen Bezeichnungen, wie der
Ausdruck ,, Zusammensetzung von Korrelatengleichungen® zu verstehen ist, geht aus dem Fermatschen
Texte hervor.

14 Das griechische Wort d???2su?? bedeutet bei Euklid so viel wie Behauptung, die jedoch meist mit
einer Erdrterung Uber die Mdglichkeit der Konstruktion (Determination) verbunden war. Bel
Apollonius wurden die Determinationen fir sich behandelt. Apollonius erwéhnt in der Vorrede zum
siebenten Buch, dass dieses die Sétze enthalte, die fur die Aufgaben des achten Buches und deren
Diorismen erforderlich sind.

> Fermat kniipft hier an seine Ausfilhrungen im 111. Abschnitt tber die Apollonische Aufgabe vom
bestimmten Schnitt an.

'8 Diese Aufgabe wurde bereitsim I. Abschnitt behandelt.

7 Mit Z" ist hier die Fermatsche Bezeichnung Z planum wiedergegeben, esist hierunter eine Zahl
zu verstehen, die einer Flache entspricht.
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nach der Methode Vietas werden diese beiden Gleichungen einander gleichgesetzt:
B>A- B3E=A%- E?,
dividiert man allesdurch A—E, so ergibt sich
B=A+E,
wobei A und E einander nicht gleich sind.

Nimmt man an Stelle von Z'" eine andere FlachengroRe, die groRer alsz',
jedoch kleiner as der vierte Teil des Quadrates von B ist, so werden die Strecken A
und E sich noch weniger voneinander unterscheiden wie die oben gefundenen, da
die Tellpunkte ndher an den Punkt, welcher dem grofdten Rechteck entspricht,
heranrticken und bei VergroRerung der durch die Teilungen entstandenen Recht-
ecke die Differenz zwischen den Strecken A und E stets kleiner wird, bis sie im
Grenzfalle, aso wenn durch die Teillung das grofdte Rechteck entsteht,
verschwindet, in diesem Falle ergibt sich nur eine einzige L6sung (griech. u??a??),
da die beiden Grof3en einander gleich werden, d. h. Awird gleich E.

Da nun in den beiden, oben erwahnten Korrelatengleichungen nach der
Methode des Vieta B gleich A + E wird, so ergibt sich, wenn E gleich Awird (was
offenbar stets fur den Punkt, der dem Maximum oder Minimum entspricht,
eintritt) in vorliegendem Falle:

B= 2A,
d. h. wird die Strecke B halbiert, so ist das Rechteck aus den beiden Abschnitten
ein Maximum. Als zweites Beispiel *® diene die Aufgabe: Die Strecke B ist so zu
teilen, dal3 das Produkt aus dem Quadrate tber dem einen Abschnitt und dem
anderen Abschnitt ein Maximum wird. Der eine Abschnitt sei etwa A, dann soll
BsAZ- A
ein Maximum werden. Die vollkommen entsprechende Korrelatengleichung ist
B>E*- E°.
Nach der Methode des Vieta werden die beiden Gleichungen einander gleichgesetzt,
also
B>A’- B>E?=A%- E?,
dividiert man allesdurch A—E, so ergibt sich
B>A+B>E=A*+AE+E?,
esist dies die [Vietasche] Zusammensetzung der Korrelatengleichungen.
Zur Bestimmung des Maximums werde E gleich A gemacht, also
2B xA = 3A°
oder
2B = 3A.
Somit ist die Aufgabe erledigt.

Da jedoch die Ausfuihrung von Divisionen durch Binome zu mihsam und meist
auch sehr schwierig ist, erscheint es zweckmdalig, die Wurzeln der
Korrelatengleichungen vermittels ihrer Differenz einander gleichzusetzen, so daf3
auf diese Weise mit einer einzigen Division durch eben diese Differenz die ganze
Arbeit erledigt wird.

Es soll der Ausdruck

B*:A- A
zu einem Maximum werden *.

'8 Diese Aufgabe wurde bereitsim I11. Abschnitt behandelt.
1% Essoll B®xx- x® zu einem Maximum werden. Indem man den Differentia quotienten gleich

Null setzt, ergibt sich der gesuchte Wert aus der Gleichung 3x* =B°.
8



Als Korrelatengleichung ist nach den Regeln obiger Methode der Ausdruck
B*>E - E®
zu nehmen. Da aber E (ebenso wie A) eine unbestimmte Grof3e ist, steht nichts im
Wege, hierfur die Bezeichnung A+ E einzufihren; dann ergibt sich fUr die eine Seite
B® XA+ B> xE- A’- E®- 3A° xE- 3E*xA
und fur die andere Seite
B*>A- A%,

L&% man die gleichen Glieder weg, so wird offenbar die ganze Gleichung nur
noch Glieder enthalten, in denen E vorkommt, da ja auch beiderseits A auftritt: Esist
namlich:

B? xE = E® + 3A% xE + 3E* XA,
oder alesdurch E dividiert:
B® = E* +3A% + 3AXE,
diesist die [Vietasche] Zusammensetzung von zwei derartigen Korrelatengleichungen.

Zur Bestimmung des Maximums sind die Wurzeln der beiden Gleichungen
einander gleichzusetzen gemald den Regeln doiger Methode, der letztere [Methode]
hinsichtlich der Art und Weise der Ausfiihrung sehr nahe steht.

Essind aso A und A + E einander gleich zu machen: also muf3 E zu Null werden.
Da nun gemaR der gefundenen Zusammensetzung der Korrelatengleichung B? gleich

E* +3A° +3AXE sein soll und ale Glieder, in denen E vorkommt, zu streichen
sind, gerade so, a's wenn sie Uberhaupt keine Werte darstellen wirden, so bleibt:
B? =3A%,
diese Gleichung liefert den gesuchten Maximalwert.

Um aber die algemeine Anwendung dieser unserer beiden Methoden noch
vollstandiger zu zeigen, wenden wir uns nun anderen Arten von
Korrelatengleichungen zu, die Vieta Ubergeht, wir entnehmen sie dem Buche des
Apollonius ,Uber den bestimmten Schnitt" (Pappus Buch VI prop. 61) %, dessen
Determinationen auch Pappus erwédhnt und al's schwierig bezeichnet.

8 0 £ _F

L 4
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N '

Fig. 7

Gegeben sei die Gerade BDEF (Fig. 7) und auf ihr die Punkte B, D, E und F.
Zwischen den Punkten D und E ist Punkt N so zu bestimmen, dal3 das Verhdltnis des
Rechtecks BNF zum Rechteck DNE ein Minimum wird.

Es werde die Strecke DE mit B, DF mit Z, BD mit D und DN mit A bezeichnet,
dann soll also das Verhdltnis

(Dxz- DxA+ZxA- A2): (BxA- A?)
ein Minimum werden. Diesem soll vollkommen entsprechen das Korrelatenverhdtnis
(Dxz- DxE +ZxE - E2): (BxE - E?),

20 Auch diese Aufgabe wurde bereitsim I11.Abschnitt gel6st, die Bezeichnungen sind hier etwas
andere.
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gemal} ersterer Methode. Das Produkt aus den aufleren Gliedern ist gleich dem
Produkt aus den inneren Gliedern, d. h. auf der einen Seite haben wir

DXZxBXE - DXZ xE? - D xAXB xE + D xAXE?

+Z XAXB XE - Z xAXE? - A2 xB xE + A% xE?
und auf der anderen Seite
D xZ xBxA- D XZ xA? - D XE xB xA + D xE xA?

+Z XE XBxA- Z XEXA” - E? xBxA+ E* xA®
L&t man die gemeinsamen Glieder weg und stellt entsprechend um, so ergibt sich:
D>Z xBxA- D XZ xB>E + D XE xA” - D xAXE? - Z xE xA®
+ ZXAXE® + A*xBXE - E* xBxA =D xZ xA? - D xZ xE?,

Teilt man die einzelnen Telle der Gleichung durch A- E (diesist sehr leicht zu
bewerkstelligen, indem man je zwel entsprechende Glieder zusammenfaldt und die so
entstehenden einzelnen Ausdriicke dividiert, soist z. B.

(DxZ xBxA- DXZ xBxE):(A- E)= D xZ xB,
ebenso:
(D xE xA2 - DxAXE?): (A- E)=D xAXE
usw., die entsprechenden Glieder kdnnen ohne Schwierigkeit so angeordnet werden,
dal’ eine derartige Division moglich wird), dann ergibt sich nach Ausfihrung der Di-
vison:
D>Z2:B+D>A*E-Z:*AE+B>A°E=D>Z>*A+D>Z>E.

Diese Gleichung stellt endlich die [Vietasche] Zusammensetzung der
Korrelatengleichungen dar.

Soll hieraus das Minimum bestimmt werden, so mufl3 gemal3 unserer Methode E
gleich A gesetzt werden, also:

D:Z>B+D>A?- Z3A2+B>A>=2D>Z3A;

die Losung dieser Gleichung ergibt den Wert fir A, aus dem das gesuchte kleinste
Verhéaltnis sogleich hervorgeht.

Der Analytiker wird sich nicht weiter daran stol3en, daf3 die sich zuletzt
ergebende Gleichung zwei Losungen hat, da sich dennoch eine brauchbare Ldsung
ergeben wird. Selbst bei Gleichungen hoheren Grades, die mehr als zwei Losungen
haben, werden unsere beiden Methoden einem einigermal3en geschickten
Analytiker in gewohnter Weise gute Dienste leisten.

Wie aus dem Verfahren bei obiger Aufgabe hervorgeht, gestaltet sich erstere
Methode wegen den ofteren Wiederholungen der Divisionen durch Binome meist
ziemlich schwierig. Man wird daher auf die zweite Methode zurtickgehen mussen,
die, obwohl sie, wie lereits erwahnt, aus der ersten abgeleitet ist, dennoch sehr
betréchtliche Erleichterungen und viele Vortelle den erfahrenen Analytikern ge-
wahren wird. Sogar fur die Bestimmung von Tangenten, Schwerpunkten,
Asymptoten und dergleichen wird sie sich als viel bequemer und eleganter wie
erstere erweisen.

Wir sprechen auch hier, wie bereits frilher die Uberzeugung aus, dal?3 diese
Untersuchung tber Maxima und Minima fir ale Féle streng gultig ist und nicht
etwa, wie einige glauben, vom Zufall abhangt, sie 1&3t sich in folgende allgemein
gultige Regel, die einzige, die in Betracht kommt, zusammenfassen:

»Man setzt® ... (Seitel Zeile 8) bis... ,rickwarts einsetzt” (Seite| Zeile 34).
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Sollte es aber immer noch jemand geben, der behauptet, dal3 wir diese Methode
dem Zufall verdanken, der moge selbst sein Glick mit &hnlichem Zufall versuchen.
Wer diese Methode noch immer nicht gelten lassen will, dem sei die Aufgabe
gestellt:

Gegeben drei Punkte, gesucht ein vierter Punkt, so dal3 die Summe seiner
Absténde von den drei gegebenen Punkten ein Minimum wird # .

21 Die Lésung der von Fermat gestellten Aufgabe gestaltet sich folgendermaien: Sind P,(x,, Y, ),
P, (X2 , y2) und P, (X3, y3) die gegebenen Punkte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, so

ist, wenn P(X, y) der gesuchte Punkt,
O R (R e () Y R A (R S (A

zu einem Minimum zu machen. Durch Differentiation erhdlt man die Bedingungsgleichungen:
cog(P,P) + cos(P,P) + cos(R,P) = 0, ferner sin(P,P) + sin(P,P) + sin(R,P) = 0. Hieraus

ergibt sichalsLosung: - PPP, = P,PP, = <L P,PP, =120°.
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