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Hermann Maier/Heinz )S{einbring , . . -
Begriffsbildung im alltaglichen Mathematlkur_l_terrlcht -
Darstellung und Vergleich zweier Theorieansétze zur Analyse

von Verstehensprozessen

Zusammenfassung . ‘
Wie kosntruieren Schiller im Rahmen der alltiglichen untem'chtlif:hen Int.eraktlon Kenntnisse
und wie verstehen sie dort Mathematik? Diebeiden Autoren entwickeln die unterschled“hchen
theoretischen Konzepte, auf die sie ihre empirischen Untersuchur}gen zu dieser Frage griinden.
Sie analysieren die gleiche Unterrichtsepisode zur Einfiihrung 1n den Bmghbegnff und ver-
gleichen anschlieBend ihre Analyseergebnisse aus einer theoretischen Perspektive.

Abstract

How do pupils really construct mathematical knowledge, and I}ow do they reglly understan;i in
every day classroom interaction? The two author§ lay out the dl_fferent theoretical framework on
which they use to base their empirical research into this questlon. .The_y both analy;e the} same
episode of interaction within a classroom dealing \fVlth an mtroductllon into the.fractlon cancept.
Afterwards they compare the results of their analysis from a theoretical perspective.

1. Vorbemerkung h _—
ie werden im alltiglichen Mathematikunterricht Bedeutungen mat ematischen Wis-
:Zrl; konstituiert? Diegs ist die zentrale Fragestellung, an der dne.belden Verfasser dlesgs
Beitrags seit mehreren Jahren arbeiten. Dabei folgeq sie gemeinsam dem 1ptgrpretat1-
ven Forschungsparadigma und der Methode quahtatlver.Ix}haltsanalyserl.. Sie. interpre-
tiert auf Video aufgezeichnete und anschlichend transkribierte Ausschnitte d;r Untg:r-
richtskommunikation extensiv, d. h. sie deuten in Analysegrupp.en von zwei bl§ vier
Personen die Sprachbeitrige von Lehrer und Schiilern Sl;memhent ﬁlr Smnemhe}t mit
Blick auf die oben gestellte Frage. Gleichwohl unterscheldpn sich dlgse Analysen hin-
sichtlich des ihnen zugrunde gelegten Theorierahmens. Dies hat bei den Aqtorqn das
Interesse geweckt, einmal gleiche Unterrichtsausschmtte getfennt Zu ana}yswren und
anschliefend ihre Ergebnisse miteinander zu vergleichen. Sie taEen dgs insbesondere
am Beispiel cines Unterrichtsausschnitts zur Einfithrung der Schiller in den Bruchbe-
griff in einer fiinften bayerischen Hauptschulklasse. Genau hgndelte es sich um den
Anfang der zweiten Lehreinheit aus der entsprechepden Unterrichtssequenz. o
Der Vergleich erschien uns so interessant, daB wir ihn qachfol gend vorst'ellen mdchten.
Zuniichst wird der erwiahnte Unterrichtsausschnitt, bei dem es thematisch um einen
Begriffsaufbau geht, auf der Grundlage einer. ersten rohen Analys; stn.x.kturlerti (3)
Dann prisentieren wir nacheinander ausﬁihrhph fhe beiden T.heon.eansatze"un lie
zugehorigen Analyseergebnisse (3 und 4). SchlieBlich werdg:n die ’belc.len Ansatsze mit-
einander verglichen und auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede hin diskutiert ( ).

(JMD 19 (98) 4, S. 292-329)

2. Strukturierung der Episode und kurze Charakterisierung der Phasen

Die interpretierte Unterrichtsepisode (siche Anhang) hat die "Einfiihrung in die Brii-
che" zum Thema (in einer 5. Klasse, Hauptschule). Vorausgehend hatten die Schiiler
moglichst viele Worter, die zur Wortfamilie "brechen” gehoren, gesucht. Dabei wurden
neben alltagssprachlichen Beschreibungen (Wolkenbruch, einbrechen, ausbrechen,
abbrechen, zusammenbrechen, erbrechen, aufbrechen, Bruchbude, Briiche, bruchstiick-
weise, Bruchteil, Vulkanausbruch, Knéchelbruch, Bruchlandung, Gesetzesbruch), auch
schon erste "mathematische” Deutungen in dieser Wortfamilie besprochen. Auf die
Frage des Lehrers hin, "was soll in Mathematik eine Wortfamilie brechen”, gaben die
Schiiler weitere Beispicle: "mit Briichen rechnen”, "Bruch”, "ein Viertel oder so etwas,
das ist ein Bruch, eine Viertel Stunde zum Beispiel — und dann ein Halb. Alles was mit
Bruch und so" (J6), ein "Viertel Liter Wasser", "drei Viertel Liter Wasser" (Jii). Hier
beginnt die vorliegende Episode.

Die folgende Strukturierung der Unterrichtsepisode in Phasen und Unterphasen, stiitzt
sich darauf, wie einzelne Gesprichsabschnitte mit Fragen, Problemen oder Auftrigen
erdffnet, und dann durch Bemerkungen des Lehrers abgeschlossen oder abgebrochen
(unterbrochen) werden, weil die eingangs gestellte Frage beantwortet wurde bzw. der
Lehrer signalisiert, daff diese Frage zunichst anhand einer Teilfrage weiter bearbeitet
werden soll. Die Stabilitéit solcher Strukturierungen von Unterrichtsgesprichen ist im-
mer wieder beobachtet worden (s. MEHAN 1979, SINCLAIR & COULTHARD 1975). Diese
Einteilung in einzelne Phasen mit ihren inhaltlichen Themen wird zusammenfassend
dargestellt, und es werden die vorhandenen Inhalte auf der Basis eines groben Vorver-
stindnisses charakterisiert.

Phase 1 (161-182) | Von "brechen" zu "Bruchteilen”
Phase 1.1 | (161-165) | Nicht das Ganze, sondern ein kleiner (groBer) Teil davon

Vor dem Hintergrund der Hausaufgabe, viele Worter zur Wortfamilie "brechen" zu
suchen, wird der Begriff "Bruchteil" bezogen auf die Realitit und die Erfahrungen der
Kinder nach Art einer Anfangsdefinition so beschricben: "Bruchteile sind nicht das
Ganze, sondern nur ein Teil davon."” Interessant ist die vom Schiiller Ma gegebene De-
finition: "Wenn es nicht das Ganze ist, sondern nur ein kleiner Teil davon . oder auch
ein groBer Teil davon."

[ Phase 1.2 [ (165-170) | 1. Beispiel: Zwei Papierkreise ]

An zwei Papierkreisen versucht Ma nun beispielhaft diese Deutung von Bruchteil 2
belegen. Zusammen mit dem Lehrer formuliert er: "Nicht das Ganze, sondern nur ein
Teil davon .... ist ein Bruchteil "

[ Phase 1.3.1 | (170-173) | 2. Beispiel: Bruchteile (-stiicke) cines Blumentopfes |

An dem Beispiel eines Bruchstiicks von einem Blumentopf wird noch einmal Bruchteil
als ein Teil von einem ganzen (Blumentopf) interpretiert.

Phase 1.3.2 | (174-182) | 2. Beispiel: Ist ein Teil von vier Teilen eines Blumen
topfes ein Viertel?

Mit der Lehrerfrage "Wie viele sind es?" erhilt die Lésungssuche eine stirker mathe-
matische Orientierung. Schnell ist klar, daBf es vier Bruchteile sind; Ma ‘wiederhoit’
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die Definition von Bruchteil und stellt durch sein Zeigen einer kreisformigen Bewe-
gung einen Zusammenhang des Ganzen mit dem Kreis her. J6 behauptet angesichts der
vier Bruchteile die: "Das ist ein Viertel, von einem. Ganzen." Nun stellt der Lehrer eine
Gegenfrage, die parallel von J6 und von Ma kommentiert wird. Lehrer: "Wenn du das
durch vier teilst, konnte man sagen, das sind in vier Bruchteile?" Jo bestitigt: "Vier
Teile, ja." Ma widerspricht mit dem Argument: "Nein, weil, das ist schon mehr .. Be-
stimmt." Damit schlieft die erste Phase.
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Phase 3.3 | (211-218) | Beispiel des Lehrers: Verschieden grofie Viertel in ¢inem

Kreis (und Wasser in vier gleiche Mengen aufteilen)

Phase 2 (183-194) | Aufgabe zur Bearbeitung in Einzel- oder Partnerarbeit:
Ein Viertel eines Papierkreises schraffieren.

Lehrer: "Jetzt wollen wir schauen, das Problem heute zu 16sen. Was sind eigentlich
Bruchteile. Jetzt pass’ auf. Jetzt nimmst deinen Kreis .. Ja, nimmst einen Kreis . Deine
Aufgabe: Schraffiere . mit Bleistift meinetwegen . ein Viertel des Kreises .. Schraffiere
ein Viertel des Kreises."

In Einzel- oder auch in Partnerarbeit sollen alle Schiiler diese Aufgabe bearbeiten.
Nach ca. drei bis vier Minuten unterbricht der Lehrer. Das Gesprich geht in die Phase
der Auswertung iiber..

Phase 3 (195-224) | Auswertung der Einzel- und Partnerarbeit: Sind tatsich-
lich "Viertel" schraffiert worden?
Phase 3.1 | (195-201) | Die Zeichnungen werden den Mitschiilern gezeigt

Die Schiiler, die in der Tiirreihe, "Mittel-" und in der "Fensterreihe" sitzen, halten
nacheinander ihre Zeichnungen hoch, damit ihre Mitschiilerinnen sie sehen kénnen.
Die Frage: "So. Was ist dir aufgefallen? ... Waren es Viertel? . Waren es keine Viertel?"
fithrt in die nichste Unterphase.

| Phase3.2 [(201-211) [ Problem: Was heift "genau" zeichnen? |

Ma verneint, daB es Viertel waren. Ac gibt eine vorsichtige, relativierende Einschiit-
zung: "Ja, es konnten vielleicht Viertel gewesen sein, aber die sind vielleicht nicht so
genau gewesen . wenn man irgendwie so gezeichnet hat . Ich habs so gefaltet und
dann." Er vergleicht die erstellten Viertel mit seinem eigenen Verfahren des Faltens;
doch der Lehrer nimmt aus der recht umfassenden Anmerkung von Achim nur ein
Stichwort heraus: "Du/ Du hast gesagt ‘genau’. Was verstehst du unter ‘genau’"? Da er
keine Antwort erhalt, bemerkt er: "Viertel, Viertel. Einige haben gesagt, das sind auch
Viertel da. Ja, die haben gesagt, das sind Viertel." Nach dieser Gegeniiberstellung von
"genau” mit der Behauptung von einigen Schiilern: "das sind auch Viertel" interpretiert
nun Ac, die Eigenschaft des "genau" ganz strikt: "Ja eigentlich nicht, weil die sind
verschieden groB ((zeigt nach vorne))". Mit der folgenden Bemerkung bestitigt der
Lehrer diese Aussage, und er gibt damit der Interpretation der Eigenschaft "genau"
indirekt die von ihm intendierte Bedeutung: "Na bitte, was sagt's ihr darauf? ..Seine
Meinung war, es war nicht so genau."

Der Lehrer zeigt nun eine von ihm erstellte Zeichnung (in der wohl recht eindeutig die
vier Unterteilungen (oder nur ein einziges Viertel?) des Papierkreises keine Viertel
darstellen, wahrend bei den Schiilerinnen in den Zeichnungen vor allem vielleicht nur
Zeichenungenauigkeiten oder mangelnde Prizision einen falschen Eindruck. Der Leh-
rer sagt: "Ich habe da auch eine gemacht."

Mt wirft sofort ein: "Die miissen ja gleich groB sein." und der Lehrer erwidert: "Das ist
aber auch irgendein Viertel, vielleicht, was weifl ich?" Ac, Ma und Mt widersprechen,
bis Mt ein allgemeines Argument formuliert: "wenn man jetzt . sagen wir einmal von
einem Kreis ein Viertel nimmt, dann miissen die anderen . genau so groB sein wieder ...
weil sonst (...)." Der Lehrer erinnert an einen Versuch mit dem Wasser und bestitigt
die Aussage von Mt: "Da haben wir auch versucht, gleich viel in jedes Glas reinzuge-
ben. Die Idee ...... ist gut gewesen, nicht?" AbschlieBend soll Mt noch einmal wieder-

holen.

[ Phase 3.4 | (219-223) | Resiimee: Alle Viertel miissen gleich groB sein ]

Mt argumentiert: "Wenn man jetzt ein Viertel dh, von dem Kreis einzeichnet, dann
miissen die anderen drei Viertel genau so grof sein wie das eine ."Der Lehrer wirft
prizisierend ein: "Alle Viertel miissen gleich" — Mt: "gleich groB sein" — L: "grof§ sein
.. Ja." An dem Beispiel von Vierteln ist die Aussage getroffen worden:
"Mathematische” Bruchteile sind genau gleich grofie Teile von einem Ganzen. Dies
bestitigt der Lehrer mit Berufung auf "die Mathematiker”: "Die Mathematiker geben
sich nicht zufrieden, einfach irgendwie wie so Blumentopfscherben.” Und ein Schiiler
hilt zu Ende die zentrale Eigenschaft fest: "((leise:)) gleich groB."

3. Wissenskonstruktion als individueller Verstehensprozefl

MAIER betrachtet die Konstitution bedeutungshaltigen Wissens im Unterricht als Kon-
sequenz von Verstehensprozessen einzelner Schiiler. Eine Erlauterung dieses an indivi-
dueller Bedeutungskonstruktion interessierten Theorieansatzes, der im Rahmen des
Projekts "Verstehen von Lehrerinstruktionen und -erklirungen durch Schiiler im Ma-
thematikunterricht" (VIMU) entwickelt wurde, verlangt zum einen eine Antwort auf
die Frage, wie hier Verstehen definiert sein soll, zum anderen eine Erlduterung der
Gesichtspunkte, nach denen entsprechende Verstehensprozesse beschrieben und evalu-
iert werden. Die auf den oben vorgestellten Unterrichtsausschnitt bezogenen Analy-
seergebnisse dienen der Ilustration dieser Erlduterung.

3.1 Formale Charakterisierung von Verstehen

Was soll also mit 'Verstehen' gemeint sein? MAIER (1988) expliziert, bezogeq auf ma-
thematisches Wissen (Begriffe, Sitze, Verfahren), einen Verstehensbegriff mit folgen-
den Merkmalen:

— Verstehen, ein initiierter und intentionaler geistiger Prozef3

Zum ersten wird Verstehen als eine durch Wahrmehmung von — vor allem sprachlicher
- AuBerungen angestoBene geistige Aktivitit aufgefaBt. Sie geschieht nicht nur auf-
grund duBerer Anldsse und Gelegenheiten, sondern auch aufgrund interner Antriebe,
fiir die das Bediirfniskonzept von MAsLow (1977) Erklirungshilfen bietet. Neben Be-
diirfnissen kénnen allerdings, besonderes bei Schiilern, auch Pflichten bzw. Verpflich-
tungen wichtige Aktivicrungsimpulse fiir Verstehensprozesse sein. Der Verstehende
versucht, scinen Wahrnechmungen Sinn, und das heiBit hier Sinn fiir sich selbst zu ge-



296 H. Maier/H. Steinbring

ben. Der Verstehensprozel wird damit zu einem zielgerichteten, orientierten Handeln
(siche WITTGENSTEIN 1953, CHOMSKY 1965, WESSELS 1990 und SIERPINSKA 1994).

— Verstehen, ein Prozef3 individueller Sinn- und Wissenskonstruktion

Verstehen wird aufgefaBt als geistiger ProzeB, in dem der Verstehende das Wissen, das
er aufgrund dubBerer AnstoBe generiert, autonom und in individueller Weise konstruiert.
Es ist davon auszugehen, dab fiir die Rezipienten die in Sprache formulierten Wérter
und Sitze bzw. die ihnen zugrunde liegenden Bedeutungen nicht etwa vorgegebene
mehr oder minder festgelegte GréBen sind, die in einem interindividuellen Interakti-
onsprozeh ‘iibermittelt’ werden konnten. Sprache ist fir sie also nicht instruktiv im
Sinne eines 'Transporteurs' von Bedeutungen. Vielmehr bilden die AuBerungen ledig-
lich einen AnlaB, um zu ihnen (selbst), in einem subjektiv bestimmten Akt spezifische
Bedeutungen zu konstruieren. Dabei liegen die Kriterien, anhand derer diese Bedeu-
tungskonstruktion erfolgt, im individuell unterschiedlichen Erfahrungsraum der jewei-
ligen Sprecher und Horer (siche DILTHEY 1924, NASSEN 1982, GADAMER 1960,
SCHAEFFLER 1973, GARDENER 1989, GLASERFELD 1987 und DORFLER 1988). Wegen
dieser unterschiedlichen Erfahrungen ist Sprachverstehen letztendlich auf eine prinzi-
piell subjektive Basis gestellt. Als autonome geistige Aktivitit ist dieses weder er-
zwingbar noch manipulierbar.

~ Verstehen, ein mentaler Prozef

Gefiihlsregungen und andere nicht-kognitve Personlichkeitsfaktoren sind im Verste-
hensprozessen zumeist mit dem kognitiven Geschehen so eng und untrennbar ver-
kniipft, dal man sie gleichsam als Komponenten des Verstehens auffassen mufl. Dies
ist gemeint, wenn Verstehen als ein mentaler Prozef bezeichnet wird (s. SIERPINSKA
1994).

~ Verstehen, ein auf Verstandenes rekurrierende Prozefifolge

Verstehensprozesse lassen sich nicht zureichend allein mit Blick auf das aktuelle Ge-
schehen beschreiben. Zum einen muf beriicksichtigt werden, daB jeder Verstehenspro-
zeB in der Regel zu (evtl. minimalen) dauerhaften Verdnderungen in der Wissensstruk-
tur des Verstehenden fiihrt, deren Ergebnis sich als Verstehensprodukt bezeichnen lifit.
Zum zweiten beginnen Verstehensprozesse nicht voraussetzungslos. Jede Wahrneh-
mung, die geeignet ist, einen solchen ProzeB auszulGsen, aktiviert im Verstehenden
Wissen bzw. Vorstellungen, die in vorausgehenden Verstehensprozessen generiert
wurden. Der das Verstehen charakterisierende ProzeB der aktiven Sinn- und Wissens-
konstruktion wire ohne Riickgriff auf bereits vorhandene und verfiigbare Verste-
hensprodukte kaum denkbar (siche REININGER 1970, UHLE 1978, BALLSTAEDT 1981,
HORMANN 1976, MEYER-DRAWE 1982 und WAGENSCHEIN 1968).

Bei den Verstehensprodukten, auf die zuriickgegriffen wird, handelt es sich nicht um
zufillig ausgewidhlte Teile einer amorphen Wissens- oder Vorstellungsmasse, sondern
um strukturierte Bedeutungseinheiten, die in der Literatur als Schemata, scripts, fra-
mes, Rahmungen, Argumentationsformate, subjektive Erfahrungsbereiche, usw. be-
schrieben werden. Die Bedeutungseinheiten werden in einem héchst selektiven Vor-
gang situations- bzw. inhaltsspezifisch eingesetzt und determinieren als Vorauskon-
struktion die Deutung der von aufien kommenden Impulse und Wissensinhalte durch
den Verstehenden. Sie wirken antizipatorisch, indem sie fir den Verstehensprozefl
Orientierungen erzeugen und Pline generieren. Sie stellen fiir ihn die Mittel bereit und
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beeinflussen seinen Verlauf (siche SEILER 1984, DAvis 1984 und 1992, WACHSMUTH

" 1985, STEINER 1991, WESSELS 1990, SCHANK & ABELSON 1977, DAViS & MCKNIGHT

1979 und BAUERSFELD 1983). Aufgrund des Verstehensprozesses, gleichsam als dessen
Produkt, entstehen also neue bzw. verdnderte Vorstellungen bzw. Wissensstrukturen,
die dann ihrerseits in neven Verstehensprozessen aktualisiert werden konnen, denen sie
wiederum in beschriebener Weise zugrunde liegen.

— Trennung von Beschreibung und Evaluation des Verstehens

Vielfach wird Verstehen, insbesondere in Bezug auf mathematisches Wissen, aus-
schlieBlich im Sinne bestimmter Kompetenzen, einer bestimmten Art von Wissen, ciner
Ziclqualitit aufgefaBt. Es wird als anzustrebender geistiger Zustand beschrieben, der in
mehr oder weniger langfristigen Lernbemiihungen erreicht werden kann und nach der
jeweils erreichten Stufe klassifiziert. Eine solche Beschreibung verlangt nach positiven
Normen, aufgrund deren sich entscheiden lafit, ob ein erwiinschter Zustand erreicht
wurde oder nicht. Wir haben es mit einem produkthaften, normativen Verstehensbegriff
zu tun. (Siche SKEMP 1979, HERscOVICS & BERGERON 1983, PIRIE & KIEREN 1989,
AESCHBACHER 1986 und VOLLRATH 1993).

Bei MAIER sind demgegeniiber nicht nur die Verstehensprozesse den Verstehenspro-
dukten vorgeordnet, sondern es wird auch versucht, die Beschreibung des Verstehens
von seiner Bewertung bzw. Evaluation zu trennen. Genauer gesagt wird zuerst gefragt,
was und wie der einzelne Schiiler verstanden hat, und erst dann, wie weit dieses sein
Verstechen gewissen empirischen Vorgaben bzw. impliziten oder expliziten Normen
gerecht wird. Die Evaluation ist der Beschreibung nachgeordnet, und man kann inso-
fern von einem prozefhaft-deskriptiven Verstehensbegriff sprechen.

3.2 Inhaltliche Charakterisierung von Verstehen

Wer sich fiir das Verstehen von Schiilern im Mathematikunterricht interessiert, wird
sich nicht mit einer formalen Definition bzw. Explikation dieses Begriffs begniigen. Er
wird danach fragen, was die Schiiler verstehen sollen bzw. verstanden haben, genauer
gesagt, auf welchen mathematischen Gegenstand, auf welches Element mathematischen
Wissens oder Tuns sich das Verstehen richtet. Zu dieser inhaltlichen Charakterisierung
des Verstehens werden nachfolgend ein Theoriemodell und das zugehdrige Analyseer-
gebnis zum ausgewihlten Unterrichtsabschnitt vorgestellt. (Beziiglich des angewende-
ten Analyseverfahrens siche MAIER 1991, BECK & MAIER 1994a und 1994b)

a) Inhaltliche Dimensionen des Verstehens

Verstehensinhalte in dem hier gemeinten Sinne konnen z. B. einzelne mathematische
Begriffe, Aussagen (etwa ein Lehrsatz) oder Verfahren sein. In der anschlieBend zu
analysierenden Unterrichtspassage ist es der Begriff Bruch. Daher soll am Beispiel
dieses Begriffs gezeigt werden, welche inhaltlichen Aspekte das Verstehen eines ma-
thematischen Wissenselements grundsitzlich umfassen kann. Die Aspekte lassen sich
nimlich nach zwei Dimensionen entfalten: )

Eine dieser Dimensionen betrifft den kognitiven Anspruch, den das betreffende Wissen
reprisentiert. Hinsichtlich dieser, als 'mental’ bezeichneten Dimension werden folgende
Komponenten unterschieden:

— eine auf das Beschreiben, Definieren, Erkliren oder Erliutern bezogene

(konzeptuelle) Komponente;,
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— eine auf das Erzeugen, Generieren, Ausfithren bezogene (prozedurale) Komponen-
te;

- eine Beziehungen, Zusammenhange und Strukturen betreffende (rel/ationale) Kom-
ponente;

— eine Ableiten, Begriinden, Schlu$folgern (induktiv oder deduktiv), logische Ordnen
(lokal oder global) bzw. Beweisen betreffende (argumentative) Komponente;

— eine das Losen mathematischer Probleme und mit ihm zusammenhinge kognitive
Aktivititen wie Mathematisieren, Losungspline entwickeln, Umstrukturieren, usw.
betreffende (elaborative) Komponente und

— eine nicht mathematische Sachverhalte selbst darstellende, sondern aus einer Meta-
sicht auf diese bezogene (reflexive) Komponente; es kann sich um Einordnung eines
Gegenstands in groBere Zusammenhdnge, um Evaluierungen, auch um persénliche
Einschitzungen, Beurteilungen oder Einstellungen handeln.

Die andere Dimensionen nimmt den Darstellungsmodus bzw. die Verkniipfung von

Darstellungsmodi in den Blick, in denen das Wissen représentiert werden kann. Diese

‘'modale Dimension’ gliedert sich

— in eine verbale oder schriftlich-symbolische Darstellung, die auf vorliegende kon-
krete Modelle oder Zeichnungen Bezug nimmt und diese fachinhaltlich interpretiert
(explizit intermodale Komponente);

— in eine verbale oder schriftlich-symbolische Darstellung, die erkennbar auf nicht
vorliegende konkrete Modelle oder Zeichnungen Bezug nimmt und diese fachin-
haltlich interpretiert (implizit intermodale Komponente) und

— in eine rein verbale oder schriftlich-symbolische fachliche Darstellung, die keinen
Bezug zu anschaulichen Vorstellungen erkennen 148t (sprachliche Komponente).

(Eine nur auf konkrete Modelle oder Zeichnungen bezogene, rein handlungsgebundene
bzw. ‘anschauliche’ Darstellung liegt eigentlich auBerhalb eines mathematischen Ver-
stehens, vor allem wenn die mit ihr verbundenen verbalen AuBerungen diese Darstel-
lung ausschlieBlich modellimmanent interpretieren.)
Die Vielgestaltigkeit eines mathematischen Wissenselements (Begriff, Aussage, Ver-
fahren) liBt sich nun dadurch entfalten, daB die beiden genannten Dimensionen mit-
einander verkniipft werden. Zum Begriff Bruch bedeutet die konzeptuelle Komponente
in intermodaler Ausprigung, daB an realen Gegenstinden bzw. Modellk6rpern auftre-
tende oder zeichnerisch dargestellte, mit einem Bruch beschreibbaren GroBenverhilt-
nisse, unabhingig von der spezieller GroBenart und -beziehung (auch fiir Spezialfille
wie 2/2 oder unechte Briiche wie 5/3), mit einer Bruchbezeichnung verbunden oder
umgekehrt Modelleigenschaften angegeben, gezeigt oder beim Zeichnen beriicksichtigt
werden, die einen Bruch charakterisieren. Mit anderen Worten heiBt dies, den Umfang
des Begriffs (seine Extension) in Gestalt zugehoriger Referenzobjekte festzulegen und
deren gemeinsame Kennzeichen (d. h. die Intension des Begriffs) zu benennen. Zur
sprachlichen Ausprigung gehért es insbesondere, verschiedene Definitionen fiir Bruch
zu formulieren und seine Teile wie auch mégliche Eigenschaften zu beschreiben.

Die prozedurale Komponente umfaBt im Beispiel Bruchbegriff infermodal Verfahren

zur Herstellung von konkreten oder zeichnerischen Bruchmodellen und sprachlich die

verbale Beschreibung solcher Darstellungsverfahren.

Die relationale Komponente umfaBt zum einen die fiir die Definition und Beschreibung

wichtigen multiplikativen Gréfenbeziehungen, zum anderen den Vergleich von Brii-

chen hinsichtlich des von ihnen reprisentierten Zahlenwerts. Diese Bezichungen kén-
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nen sprachlich und intermodal gegeben, d. h. gleichermaBen in Modellen realisiert wie
verbal formuliert und in Bruchsymbolen dargestellt werden.

Die argumentative Komponente betrifft im Fall des Bruchbegriffs im wesentlichen nur
Begriindungen dafiir, warum von zwei Briichen einer grofer, kleiner als der andere ist
oder warum beide Briiche gleich grof8 sind. Beides solite wiederum rein sprachlich
(verbal oder symbolisch) und streng logisch, aber auch in Verbindung mit oder bezogen
auf anschauliche Modelle, also intermodal, moglich sein.

Die elaborative Komponente des Verstehens hat ihren Schwerpunkt beim Losen ma-
thematischer Aufgaben und Probleme. Im Fall eines Begriffs wie Bruch kann sie -
gleichsam als Zusatz — allenfalls dadurch zum Tragen kommen, dal der Verstehende
das Finden geeigneter Definitionen als selbstindig zu l6sende Aufgabe iibernimmt.

Die reflexive Komponente des Versichens kann sehr verschiedene Sinngebungen um-
fassen. Mégliche Aspekte sind Spezifika und Bedeutungen des Begriffs Bruch im Kon-
text verschiedener Zahldarstellungen und sein Bezug zu bestimmten Zahlbereichen
(natiirliche, rationale und reelle Zahlen).

b) Analyseergebnis

- S

Die zusammenfassende Bemerkung des Lehrers "Ihr habt jetzt so Woérter gehabt ir-
gendwie mit 'brechen'..." (161 f) nimmt S1 als Impuls auf, und stellt, den Lehrer unter-
brechend, fest: "Das sind Bruchteile" (162). Er faBt damit die vorausgehend gesammel-
ten Ausdriicke unter einem gemeinsamen Oberbegriff, ndmlich 'Bruchteile’, zusammen.
Mit ihm schafft er einen losen begrifflichen Rahmen, unter den er auch einige weniger
passende Beispiele subsumiert und macht damit deutlich, was ihm an der Sammlung
von Begriffen fiir den Mathematikunterricht bedeutsam erscheint. Méglicherweise legt
S1 dem Terminus '‘Bruchteile' eine eher offene und undeutliche Bedeutungsvorstellung
zugrunde oder er bezicht die Bezeichnung nur auf jene Beispiele, auf die eine prizisere
Bedeutungsvorstellung relativ genau zutrifft. Um entscheiden zu kénnen, was zutrifft,
miifte man wissen, ob sich der Beitrag der modalen Dimension nach auf die sprach-
lich-symbolische Darstellungsebene beschrinkt, oder ob S1 der Begriffsbildung infer-
modal auch anschauliche Vorstellung aus den Beispielen zugrunde legt, z. B. einen im
vorausgehenden Unterricht durchgefiithrten Umschiittversuch, wo ein Liter Wasser auf
vier Viertellitergliaser verteilt und deren Inhalt mit 'ein Viertel Liter' beschrieben wor-
den war. Gleichwohl darf man diese induktive Begriffsbildung auf der Grundlage von
Beispielen, der mentalen Dimension nach, als Beitrag zur konzeptuellen Komponente
des Verstehens betrachten.

— Markus (Ma)

Zuerst antwortet Markus auf die durch die AuBerung von S1 angestoBene Lehrerfrage
"Was ist jetzt eigentlich ein Bruchteil?" (162 f) so: "Wenn es nicht das Ganze ist, son-
dern nur ein kleiner Teil davon oder auch ein groBer Teil" (163 f). Fiir den Schiiler ist
der Begriff 'Bruchteil' mit der Vorstellung einer Beziehung zwischen irgendeinem
Ganzen und einem Teil dieses Ganzen verbunden. Genauer stellt er den Ausdruck als
Bezeichnung fiir einen Teil eines Ganzen dar, der etwas kleiner oder groBer sein kann,
auf jeden Fall aber kleiner sein muf} als das Ganze. Man kann, mental geschen, von
einer Begriffserklirung durch Bezichungsangabe sprechen (Beitrag zum konzeptuellem
und relationalem Verstehen).
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Markus sicht sich durch die teilweise Wiederholung seiner Aussage durch den Lehrer
wohl bestitigt und fihrt deshalb in seiner Begriffserliuterung fort. Er bezieht sich dabei
auf Produkte der vorbereitenden Arbeit ~ die Schiiler hatten vor Stundenbeginn zwei
unterschiedlich groBe Kreise aus Papier ausgeschnitten — und verwendet diese als De-
monstrationsmittel. Am Beispiel zweier Kreise unterschiedlichen Durchmessers ver-
sucht er zu verdeutlichen, daB auch in Verbindung mit ihnen von Bruchteilen gespro-
chen werden kénne: "Ich glaub, ich hab hier auch so etwas. Ist auch hier auch so etwas.
Ist auch hier auch so ein biBchen was von dem GroBien." (165-167). Hier fiigt er, modal
gesehen, der rein sprachlichen Darstellung — wenngleich mit wesentlich groBerer Vor-
sicht und sprachlichen Unsicherheit — der ersten Erklirung ein anschauliches Element
an und zeigt somit ein explizit intermodales Verstehen an. Er sicht nimlich die beiden
Kreise als Bruchteile eines grofen Blattes (welches das Ganze darstellt, und aus dem
sie herausgeschnitten worden sind) oder den kleineren der beiden Kreise als Teil des
grofieren (weil er in ihm Platz hat oder sich aus ihm ausschneiden lieBe).

Der intermodale Verstehensanteil von Markus zum Begriff Bruchteil als einem ir-
gendwie gearteten Teil cines Ganzen wird kurze Zeit spiiter nochmals deutlich. Markus
bestitigt, dal der Lehrer mit vier Scherben eines zerschlagenen Blumentopfes tatsich-
lich "Bruchteile" vorzeigt Lehrerfrage: "Das wiren also vier Bruchteile?" (174) Ant-
wort: "Ja, aber von einem GroBen erst mal/ von einem . GroBen ist dann das der
Bruchteil" (175f). Dazu macht er mit den Hinden eine kreisformige Bewegung. Markus
legt also nochmals dar, daB fiir die Entstehung von Bruchteilen ein Ganzes als Voraus-
setzung gegeben sein mub. Er bezieht sich dabei wahrscheinlich auf die AuBerung von
Stefan, der zuvor (172-173) das Demonstrationsmodell als "Bruchteil von einem Blu-
mentopf" bezeichnet hatte. Vermutlich, weil der Lehrer nicht weiter darauf eingeht,
schwiicht Markus seine Aussage anschlieBend mit dem Satz "Also ich finde das einfach
so" (176) ab, hilt also an seiner Behauptung nicht als Tatsachenfeststellung fest, son-
dern relativiert sie zu einer subjektiven Anschauung.

Spéteren AuBerungen von Markus 148t sich entnehmen, daB er auch Bedeutungsvorstel-
lungen zum Terminus 'Viertel' konstruiert. Durch Kopfschiitteln und ein spontanes
"Nein" (179) stellt er klar, daff die Bezeichnung 'cin Viertel' auf ein vom Lehrer gezeig-
tes Brgchstiick eines Blumentopfes nicht zutrifft. Vermutlich will er mit seiner strikten
}k:rr}emu_ng eine Aussage von Jorg korrigieren. Dieser hatte nimlich behauptet: "Das
Ist ein Viertel von einem Ganzen" (177-178), was allerdings der Lehrer mit der Frage
“Glaubst du, das ist ein Viertel?" (178) schon in Zweifel gezogen hatte. Markus beant-
wortet zugleich diese Frage. Vermutlich ist ihm zu diesem Zeitpunkt bereits bewubt:
d;e Anyvendung der Bezeichnung 'ein Viertel' setzt nicht nur voraus, daB ein Kreis iri
vier Teile zerlegt ist, sondern darf sich nur auf Kreisstiicke beziehen, die (genau) vierte
Teile des ganzen Kreises sind. Als Indikator fiir diese Vermutung kann sein leider
abgebrochener Begriindungsversuch geschen werden: "Nein, weil das ist schon mehr"
(181)_. Das gezeigte Stiick erscheint ihm groBer als der vierte Teil des Blumentopfs, so
daB sich beim Zusammensetzen solcher Teile mehr als ein Ganzes ergeben wiirde. ’
quz darauf, als die Schiiler einen Teil ihres in vier Teile zerschnittenen Kreises hoch-
zeigen, verneint Markus, daB es sich um 'ein Viertel' handelt, weil offenbar die Teilung
In genau gleich groBe Teile nicht hinreichend gegliickt war: "Ich glaube, das waren
keine" (202¥. Mit einer weiteren AuBerung "Das ist aber eine (.)" (212) wird er leider
vom Lehfer unterbrochen. DaB jedoch ein nicht genau dem viertel Teil entsprechendes
Teilstiick eines Kreises "aber auch irgendein Viertel" (213) sein kénnte, verneint Mar-
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kus erncut entschlossen (214). Wir haben es hier in der mentalen Dimension gleichzei-
tig mit Elementen konzeptuellen, relationalen und argumentativen Verstehens zum
Begriff 'Viertel' zu tun. Dabei versteht Markus offensichtlich, an spezielle Modelle
gebunden, explizit intermodal.

- Jorg (Jo) )

Jorg bezieht sich mit seiner Aussage "Das ist ein Viertel von einem Ganzen" (177-178)
vermutlich auf die Passage 170 bis 175, in der iiber Bruchstiicke eines Blumentopfes
gesprochen wurde. Er vollzieht eine Prizisierung der Aussage von Stefan, der eine
Scherbe als Bruchteil bezeichnet hatte (172-173) und versucht, das aktuelle Geschehen
zu 'mathematisieren’, indem er die Bezeichnungen "Viertel” und "Ganzes" in das Ge-
sprich einfiithrt. Moglicherweise stellt Jorg auch eine Analogie zu dem vorher durchge-
fiihrten Versuch des Umschiittens (Ergebnis: viermal ein Viertelliter) her und verwen-
det die in der vorausgehenden Stunde eingefiihrte Bezeichnung 'ein Viertel' an dieser
Stelle in der Hoffnung, damit der Lehrererwartung gerecht zu werden. Der Lehrer will
thm mit seiner Frage "Glaubst du, das ist ein Viertel?" (178) die Moglichkeit geben,
iiber seine Aussage nachzudenken. Obwohl diese Frage Zweifel an seiner Behauptung
zum Ausdruck bringt und trotz des, von Kopfschiitteln begleiteten, widersprechenden
Zwischenrufs von Markus "Nein! Nein! Oder?" (179), bleibt Jorg bei seiner Darstel-
lung, ja er verstirkt sie sogar noch: "Vier Teile, ja" (180). Thm scheint das Kriterium
der GroBengleichheit der Teile in dieser Situation offensichtlich noch nicht bewufit zu
sein. Seiner Definition zufolge (konzeptuelles, intermodales Verstehen) darf man vier
Teile eines Ganzen, unabhingig von den Gréfenverhiltnissen als vier Viertel bezeich-

nen,

~ Achim (Ac)

Die Schiiler wurden vom Lehrer — bezogen auf vorbereitete, aus Papier ausgeschnittene
Kreise, aber ohne irgend eine Anweisung iiber das Verfahren — aufgefordert, in Allein-
oder Partnerarbeit "ein Viertel des Kreises zu schraffieren" (183). Nach der Fertigstel-
lung ihrer Arbeit werden die Ergebnisse gruppenweise vorgezeigt, und der Lehrer stellt
den Schiilern die alternativ formulierte Frage, was ihnen aufgefallen sei (201) und ob es
sich bei dem Gesehenen um Viertel gehandelt habe oder nicht: "Waren es Viertel? Oder
waren es keine Viertel?" (201f). Achim scheint nicht nur iiber ein Beurteilungskriteri-
um, sondern auch iiber ein angemessenes Verfahren fiir die Herstellung von Vierteln zu
verfiigen, wenn er feststellt. "Ja, es konnten vielleicht Viertel gewesen sein, aber die
sind vielleicht nicht so genau gewesen, wenn man irgendwie so gezeichnet hat. Ich
habe so gefaltet und dann" (203-205). An dieser Stelle wird er vom Lehrer unterbro-
chen. Mit der Charakterisierung ,,nicht so genau® (204) bringt der Schiiler zum Aus-
druck, daB er cine recht prizise relationale Vorstellung davon hat, wie sich die GroBe
cines Viertels zur GesamtgroBe des Kreises verhalten muB. Zudem ist fiir ihn die
zeichnerische Genauigkeit offenbar ein wichtiges Kriterium bei der Beantwortung der
gestellten Frage Seinen Mitschiilern billigt er zu, dab sie grundsitzlich ein angemesse-
nes Konstruktionsverfahren zur Erzeugung von Vierteln angewendet haben kénnten
und daB in einigen Fillen die Viertel sogar korrekt gezeichnet waren. Dije Teile man-
cher seiner Mitschiiler erfiillen aber offenbar seine strengen Kriterien nicht, da das von
ihnen angewendete Verfahren zur Bestimmung der Groe méglicherweise zu ungenau-
en Ergebnissen fiihrt. Haben sie doch nur "irgendwie so gezeichnet" (205). Achim
meint, dab fiir das zeichnerische Einteilen in Vierteln das AugenmaB nicht ausreiche,
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und daB sich dieses auch mit den vorhandenen Arbeitsmitteln (Lineal, Bleistift) mf:ht
in angemessener Weise ausfiihren lasse (argumentatives Verstehen). Daher hat er eine
Strategie entwickelt, die seiner Meinung nach zu dem ngﬁn§cht§n Erfolg ﬁlhrt, nim-
lich doppeltes Falten (prozedurales Verstehen). Inwiewelt er in diese Situation alltags-
weltliche Erfahrungen einspeist oder mathematische Uberlegungen zur Vlgnelung
einer symmetrischen Fliche anstellt, muf} offen bleiben.. Jedqch hgt sefn relationales,
argumentatives und prozedurales Verstchen zum Begriff ‘ein Viertel', der modalen
Dimension nach, sicherlich eine explizit intermodale Komponente.. o

Achim verscharft und prizisiert seine Argumentation anschheBenld nocp "mlt einer
negativen Abgrenzung auf die Lehrerfrage "Was verstqhst dq unter gsnau ? und. (.i'es-
sen provozierenden Impuls "Einige haben gesagt, das sind Viertel .da. (206-208): "Ja,
eigentlich nicht, weil die sind verschieden groB" (208-209). Damit §tellt er klar, daB
nur dann von Vierteln gesprochen werden darf, wenn ein 'Konst.ruknonsverfahren' an-
gewendet wird, das zu moglichst genau gleich grofen Telle;n fiilhrt. Er wendet dieses
Argument wohl auch in 214 und 215 nochmals an, wo er mit Bezug auf das vom Leh-
rer gezeigte Demonstrationsmodell nochmals klar verneint, dab es sich dabei um ein

Viertel handelt.

— Martin (Mt . .
Der Lehrerﬂ:cle)xeint eine Auseinandersetzung der anderen Schiiler mit Achims A}Jssage
zur Gleichheit der Teile im Fall von Vierteln anzustreben, indem er eme'vermuthch (in
der Videoaufzeichnung nicht erkennbar) 'falsch geviertelte' Schelbe.vorﬁlhn (208-209).
Martin veranlaht dies zu der Bemerkung, daB die Gleichheit Qer vier Te!le Beglngung
dafiir ist, dic Segmente als Viertel bezeichnen zu konnen: "Dle'miis.fen ja gleich grof
sein" (212). Auf eine vom Lehrer gespielte 'Gegendarste!lu_ng' hin - Dgs ist al?er auch
irgendein Viertel, vielleicht, was weil ich" (213) - bekrﬁftxgt Martin mit dqr, intermo-
dales Verstehen signalisierenden Aussage: "Nein, das muB ja/ wenn man jetzt, sagen
wir einmal, von einem Kreis ein Viertel nimmt, dann miissen die anderen genau so
groB sein wieder ... weil sonst..." (215-217). Hier bricht der Lehrer d_en Begrundungs-
ansatz ab, um dic Aussage durch cinen Vergleich mit der Umschiittsituation zu unter-
streichen und Martin zu bitten, seine Aussage nochmals zu wi;:derholen.(ZI.St). Dxeser

rizisiert daraufhin: "Wenn man jetzt ein Viertel, dh von einem Kreis elnzelchnf:t,

ann miissen die anderen drei Viertel genauso grof sein wie das eine" (219-221). Hler
versucht Martin eine argumentative Stiitzung zu seiner ersten Aussage, ur.ld er orien-
tiert sich dabei erneut intermodal an dem gegebenen Kreismod;ll. Hm;whthch der
mentalen Dimension darf man Martins Begriff von ‘ein Viertel' einen Beitrag zu kon-
zeptuellem, relationalem und argumentativem Verstehen nennen.

3.3 Evaluation des Verstehens '
Mit den dargelegten Beschreibungskategorien und ihrer Exemplifikation am Bqlsplel
des Bruchbegriffs sollte gezeigt werden, wie komplex sich das mathgmahschpn W1§sens
im Kontext seiner verstindigen Aneignung prisentiert. Aus dxdaktlscher Sicht mocihte
man freilich nicht bei einer bloBen Beschreibung des Verstehens gmzelner Sghuler
stehenbleiben, sondern dieses einer evaluierenden Beurteilung uptemehep. Dafir sol-
len nachfolgend wiederum zuerst ausfithrlich das im V.IM'U-PrOJekt entwickelte Theo-
riemodell vorgestellt und dieses dann auf das Analysebeispiel angewendet werden.
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a) Evaluationskriterien

Wie im Rahmen der formalen Definition des Verstehensbegriffs dargelegt, wird hiufig
mit dem Verstehensbegriff selbst unloslich eine evaluative Komponente verkniipft.
Verstehen ist dann eine bewertende Kategorie, wobei allerdings die Kriterien der Be-
wertung nicht explizit angegeben, vielleicht nicht einmal reflektiert werden. Zum einen
handelt es sich hierbei um Leistungsziele, die sich an mathematischen Konventionen
und Standards orientieren. Diese sind durch Ubereinkunft festgelegte Bestandteile eines
fachlichen Instrumentariums wie fixierte Begriffsdefinitionen, normierte Formulierun-
gen von Sitzen und Beweisen, aber auch standardisierte arithmetische, algebraische
und geometrische Verfahren sowie Vereinbarungen iiber die sprachliche, vor allem
schriftsprachliche Darstellung fachlicher Inhalte, u. a.
Ein Beurteilung nach solchen MabBstiben scheint jedoch als Grundlage einer tieferge-
henden Evaluation inhaltlichen Verstehens nicht ausreichend. Sie mufl sich in eine
Evaluation nach mathematischen Denk- und Arbeitsweisen einordnen. Gemeint sind
dabei insbesondere spezifische Formen
— der Begriffsbestimmung, Begriffsdefinition und begrifflicher Hierarchisierung;
— der Beschreibung arithmetischer, algebraischer und geometrischer Beziehungen
sowie der Formulierung von Gesetzen und Lehrsitzen;
— der Entwicklung und Bewertung algebraischer und geometrischer Verfahren und
Algorithmen;
— des Argumentierens, SchluBifolgerns und Beweisens zur Sicherung der Giiltigkeit
von Gesetzen und Sitzen.
Diese Aspekte verbinden sich mit den o. g. Standards und Konventionen zu dem, was
nachfolgend mathematische Evaluationskriterien genannt werden soll.
Es scheint in der Tat angemessen und wichtig, das Schiilerverstehen auf solche mathe-
matische Kriterien zu beziehen, und es aus deren Sicht zu evaluieren, auch wenn sich
darin oft ein hoher Anspruch verbirgt, der sich kaum von einem Schiiler in vollem
Umfang einlosen 14B8t. Man muB sich freilich bewuBt bleiben, daB8 es sich dabei um
keine objektiv fixierten MaBstibe handelt. Vielmehr kann der Evaluierende stets nur
sein eigenes mathematisches Wissen und seine eigene mathematische epistemologische
Kompetenz zugrunde legen. Das heifit, er mufl die von ihm angewandten MabBstibe vor
der Beurteilung offengelegt bzw. explizieren und damit der Nachprifung zuginglich
machen. Zudem sollten die mathematischen Kriterien nur als eines von mehreren Kri-
terien der Evaluierung von Schiilerverstehen aufgefaBt und verwendet werden.
Ein zweites Kriterium ist das, was man kurz als Lehrerintention bezeichnen kann. Mit
der Gestaltung des Unterrichts mochte der Lehrer bei den Schiilern bestimmte Verste-
hens- und Lernprozesse auslosen. Die damit charakterisierten Absichten sind vor-
nehmlich durch Unterrichts- bzw. Lehrziele bestimmt, die ihm teilweise in Lehrplinen
und Lehrmitteln vorgegeben sind und die er in ihrer Unterrichtsvorbereitung verfeinert
und prizisiert. Allerdings pflegt er solche Vorgaben aufgrund ihrer Einschitzung der
Aufnahme- und Leistungsfahigkeit der Schiiler zu modifizieren: Die Schiiler wissen,
daB mit den unterrichtlichen Instruktionen des Lehrers ganz bestimmte Erwartungen
verkniipft sind, und sie versuchen im allgemeinen, mit ihren unterrichtlichen Beitrigen
diesen gerecht zu werden. Insofern erscheint es sinnvoll, die erkennbaren Lehrerinten-
tionen zu einem weiteren Kriterium fiir die Evaluierung des Schiilerverstehens zu ma-
chen und beide miteinander zu vergleichen. Da sie im Unterricht sprachlich nur selten
verbal expliziert werden, sind sie oft nicht leicht zu identifizieren. Sie miissen in der



304 H. Maier/H. Steinbring

Analyse aus Inhalt, Art und Abfolge der Instruktionen sowie aus Kommentaren zu
SchiilerduBerungen hypothetisch erschlossen werden. Die Schwierigkeit ihrer Identifi-
zierung liegt auch darin begriindet, daB sie oft schon im Bewultsein des Lehrers selbst
nur undeutlich und wenig prizise reprisentiert sind, und sich andererseits durchaus
klare und bewubBte Intentionen hinter mehrdeutigen, fir verschiedene Interpretationen
offenen Instruktionen verbergen kénnen.

Wenn der einzelne Schiiler im Wege der Sinngebung und der Konstruktion von Bedeu-
tung ein moglichst reichhaltiges Verstehen generieren soll, so braucht er dazu in der
Regel addquate unterrichtliche AnstéBe in Form von Lehrerinstruktionen, -erkldrungen
und -kommentare oder geeigneter Beitrdge anderer Schiiler zur Interaktion. Man kann
vom unterrichtlichen Sinnangebot sprechen, das sich in der unterrichtlichen Interakti-
on konstituiert, und dieses wird — neben den mathematischen Kriterien und den Leh-
rerintentionen — als wichtigstes Evaluationskriterium fiir das Schiilerverstehen betrach-
ten. Gefragt wird hier danach, welche Verstehensprozesse bei einem einzelnen Schiiler
die realisierten unterrichtlichen Angebote angestofien haben und von welcher Art die
Verstehensprodukte sind, die er auf diese Weise generiert hat. Es mufl beachtet werden,
daB das Sinnangebot des Unterrichts ein Ergebnis der Unterrichtsanalyse durch den
Evaluierenden, also ein Interpretat ist, und daB es zum Verstehensprodukt eines Schii-
lers in einer komplexen Wechselbezichung steht. Jedenfalls 1abt sich das Verste-
hensprodukt Q:hl in naiver Weise aus dem Sinnangebot herleiten. Gleichwohl kann
man verschiedéne Formen der Verarbeitung dieser Angebote durch Schiiler unterschei-

den:

— Reproduktion und Rekonstruktion

Der evaluative Vergleich von Sinnangebot und Verstehensprodukt geht von ihrer
grundsitzlichen Unterschiedlichkeit aus. Gleichwohl 14fit sich beobachten, daB Schiiler
Sinnangebote in gleichem Umfang und in gleicher Gestalt, wie sie vorausgehend im
Unterricht dargeboten wurden, gewissermafien nach Art eines Ton- oder Videobandes,
wortlich wiedergeben, reproduzieren. Es diirfte einsichtig sein, daB in diesem, nur
selten auftretenden Fall fiir einen Beobachter Verstehensprozesse analytisch nicht faB-
bar werden konnen. Letzteres ist erst dann moglich, wenn die im Unterricht generierten
thematischen Sinnelemente in irgendeiner Form 'bearbeitet’ werden und sich dieser
individuelle BearbeitungsprozeB auch in der sprachlichen AuBerung des Schiilers zeigt.

Die einfachste Form der Bearbeitung ist die Rekonstruktion. Hier 14Bt der Verstehende
ein Sinnangebot, das in der unterrichtlichen Kommunikation geschaffen wurde, in der
nachfolgenden Situation in allen inhaltlichen Aspekten wiedererstehen. Er verwendet
dabei allerdings seine eigenen Worte bzw. Darstellungen, und diese unterscheiden sich
von den Darstellungen in der Ursprungssituation. Verstehen dokumentiert sich hier in
der Form einer individuell geformten Paraphrase, welche die im vorgegebenen Sinnan-
gebot reprisentierten Bedeutungen quantitativ und qualitativ vollinhaltlich zum Aus-
druck bringt, diese also nach Inhalt und Zusammenhang unverindert 148t. Bei einer
getreuen Rekonstruktion wird man im allgemeinen von erfolgreichem Verstehen spre-
chen, auch wenn die Verstehensprodukte gegen einige, in der Lehrerintention erkenn-
bare mathematische Evaluationskriterien verstoBen. Freilich kommt auch rekonstruie-
rendes Verstehen eher selten vor. Zumeist geht die '‘Bearbeitung', die der Verstehende
in seiner subjektiven Konstruktion an den Sinnangeboten vornimmt, weiter. Er ver-
kiirzt, modifiziert, erganzt erweitert diese Angebote; kurz, er verindert sie quantitativ
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oder qualitativ in eingr Weise, die sich mit ihrem urspriinglichen Gehalt und Zusam-
n'l'exll'hin%ﬁ nur n}(:)ch teilweise oder gar nicht mehr deckt. Im einzelnen lassen sich be-
ziiglic eser Form zwei Arten von Verstehen beschreiben: d j

abduktive Verstehen. | a8 redhitive und das

— Reduktives und abduktives Verstehen
Beim reduktiven Verstehen wird das Sinnangebot in ir endei i itati
quantitativ verkiirzt oder gemindert. s ® et Welse qualitativ oder
Die Verkiirzung oder Minderung kann zum ersten isoliert i i
. ] ! ¢ Bedeutungsinhalte wie
Begriffe, Yerfahren oder‘elgzelne Beziehungen betreffen, und zwar derengquantitativen
Umfang wie deren ql}allta_tlven Gehalt (inhaltliche Reduktion). Der Schiiler kann in
dem von ihm generierten Yerstehensprodukt Bedeutungsinhalte des Sinnangebots
weglassen, d. h. dieses quantitativ verkiirzen; er kann Begriffe und Beziehungen ihres
Vorstel}ungsgehalts entleeren, d. h. dekontextualisieren, und im Angebot begriindet
;usgeﬁxhne Verfahren rein mechanisch realisieren.
um zweiten kann die Verkiirzung bzw Minderung Bedeutun a i
| : . . gszusammenhinge, wie
z. B. Beglehungen zwischen Begriffen und Sitzen oder die Verkniipfung von \%erfah-
rensschrltten"betreffer} (strukturelle Reduktion). Dies trifft zu, wenn ein Schiiler solche
Zusammenhinge auflost und die Teile des Zusammenhangs nur noch isoliert betrach-
tet, also den §trpkturellen Zusammenhang fraktioniert, wenn er die Teile des Zusam-
menhangs miteinander vermengt, also Interferenzen bildet, oder wenn er globalisie-
rend_, str_ukturell relevante Einzelheiten wegliBt. ’
SchlieBlich kann_ die Verkiirzung oder Minderung die Darstellungsdimension tangieren
(moa’alg Reduktzo;_1), wenn der Schiiler z. B. ein intermodales Angebot auf eine nur
spraghhch—symbohsch_e oder auf eine nur anschaulich-modellgebundene Darstellung
Eerkurzt (syntaxreduziert bzw. modellreduziert). .
eim abduktiven Verstehen schopft der Schiiler ein unterrichtli inna;
aba rstehe  des ches Sinnangebot voll
a;luts, glbt ihm vac/ber sen:)e eigene, subjektiv gefirbte Prigung oder figt thm aus%em Vor-
al cigenen Wissens bzw. verfiigbarer Verstehensprodukte i itati
quantitgitiver Weise noch etwas hinzu. P " dualltativer oder auch
Fall§ die Modlﬁkation bzw. Erweiterung die Bedeutungsinhalte betrifft, legt sich der
Schpler z.'B. eigene Begqﬁworstellungen oder Aussagen zurecht, handelt also 'theo-
neblldenq, er lelte_t aus Einzelbeobachtungen selbsténdig Regeln und Gesetze ab, han-
dAeli; déll)mlt gcelnerla)lhs;frend oder iibergeneralisierend, oder er bildet fiir das Lﬁse’n von
gaben- oder Problemen eigene Formen und Must isi
(nheltiche Abdtoonn, uster aus und handelt strategisierend
Falls sich dle"Modiﬁkation oder Erweiterung auf Bedeutungszusammenhinge bezieht
stellt der Schiiler z. B. solche strukturelle Beziehungen selbst her, synthetisiert, ergéinzi
im Angqbot vorgegebene Zusgmmenhéinge um strukturvertrigliche Einzelheiten, er
d.xfferenzwn, oder er faBt weniger relevante Einzelheiten unter iibergeordneten ,Ge-
sichtspunkten zusammen und reduziert so die Komplexitit (strukturelle Abduktion).
In‘ der modalen Dimension befieutet die Abduktion entweder einen Ubergang von einer
rem“modellgebu.ndenen oder interaktiven zu sprachlich-symbolischer Darstellung, der
Schuler_ abstrahler't oder mathematisiert, oder umgekehrt einen Ubergang von ’rein
sprachllch_-.symbollschgr' Darstellung zu interaktiver oder anschaulicher Darstellung, d
h. der Schiiler konkretisiert oder exemplifiziert (modale Abduktion). o
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[n einer Ubersicht 148t sich das damit skizzierte Evaluierungsmodell so zusammenfas-
sen (die Eintrige in die Felder stellen Beispiele dar):

inhaltlich strukturell modal

verkiirzt quantitativ | fraktioniert reduziert auf Syntax
dekontextualisiert bildet Interferenzen reduziert auf Modell
mechanisiert globalisiert
bildet Theorien synthetisiert abstrahiert/
generalisiert/ differenziert mathematisiert
iibergeneralisiert reduziert Komplexitit | konkretisiert/
strategisiert exemplifiziert

b) Analyseergebnis

In den unter 3.2 gegebenen Analysebeispielen geht es um das Verstehen zweier Begrif-
fe, nimlich des Begriffs 'Bruchteile’ und des Begriffs 'Viertel' bzw. 'ein Viertel'. Wie
14t sich dieses fiir die Schiiler S1, Markus, Jorg und Martin evaluieren?

— Evaluation-hinsichtlich mathematischer Kriterien und Lehrerintentionen

Der Lehrer g:';;i das von S1 in den Unterricht eingefithrte Wort 'Bruchteil’ zwar auf,
148t aber kaum erkennen, welche Bedeutung er ihm zugeschrieben wissen méchte. Es
wird aber deutlich, dah er 'Bruchteil' nicht als einen nach den Formen der mathemati-
schen Begriffsdefinition festgelegten Fachterminus verwendet, sondern in einer M@-
schung von anschaulichen und fachlichen Aspekten. Die von Markus gegebene Defini-
tion als mehr oder weniger groBer Teil eines als Ganzes betrachteten Gegenstandes
scheint allerdings, den Kommentaren zufolge, seiner eigenen Bedeutungsvorstellung
zumindest nicht vollig zu widersprechen. In der Alltagssprache bezeichnet man ja iibli-
cherweise mit 'Bruchteil' einen quantitativ nicht genau bestimmten, aber doch meist
sehr kleinen Teil einer GréBencinheit oder eines 'Ganzen'. (Ein 'Bruchteil einer Sekun-
de' meint eine unbestimmte, aber sehr kurze Zeitspanne, 'Bruchteile eines Knochens'
sind eher kleine Splitter von ihm.) Aus spiteren Instruktionen und Erklirungen 1ift
sich erkennen, daB der Lehrer, im Gegensatz dazu, eher an Teile einer GroBeneinheit
oder eines konkreten 'Ganzen' denkt, die durch gleichmiBige Teilung entstanden sind
und daher mit einem Bruch beschrieben werden kénnen: 'die Viertel' eines Kuchens
bzw. einer Kreisscheibe oder die 'Drittel' einer Stunde. S1 verwendet den Ausdruck
offensichtlich weder in dem erwihnten alltagsweltlichen noch in dem vom Lehrer zu-
grunde gelegten Sinne. In der Bedeutungszuschreibung von Markus fehlt _beziiglich der
alltagssprachlichen das Element des Kleinen und beziiglich der Lehrerintention ver-
mutlich das Element der gleichméBigen Aufteilung.

Was die Ausdriicke 'Viertel' bzw. 'ein Viertel' angeht, bezeichnen sie mathematischen
Kriterien zufolge u. a. den vierten Teil einer (als Einheit gewihlten) GréBe, dienen also
der Beschreibung einer GroBe in Bezug auf eine andere GroBe des gleichen GroBienbe-
reichs. Mit dieser Auffassung deckt sich offenbar auch die Lehrerintention, so dah hier
mathematische Kriterien und Lehrerintention einen einheitlichen Evaluationsmafstab
bilden. Diesem kommt die Bedeutungszuschreibung von Markus zum Terminus 'ein
Viertel' weitgehend nach, falls die unter 3.2 entwickelte Deutung seines Verstehens
zutrifft. In besonderer Weise werden ihm sicherlich Achim und Martin mit ihrer star-
ken Betonung der Grébengleichheit der vier Teile gerecht. Fachlichen Anforderungen
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zufolge miiBte Achim allerdings auch klar sein, daB dem arithmetischen und geometri-
schen Gleichheitsideal mit Falten zwar vielleicht besser, aber grundsitzlich auch nur
niherungsweise entsprochen werden kann. Jérg verfehlt mit seinem Definitionsversuch
fiir 'ein Viertel' natiirlich gleichermaBen mathematische Bedingungen und Lehrerin-
tention insofern, weil fiir ihn eine Teilung der GroBe in vier Teile ausreicht und er
diese Teile auch dann 'Viertel' nennt, wenn sie verschieden grof sind.

— Evaluation hinsichtlich des unterrichtlichen Sinnangebots

Was den Begriff 'Bruchteil' angeht, geben die vorausgehenden Sinnangebote des Un-
terrichts, vor allem in der analysierten Stunde, keinerlei AnlaB zur Verwendung dieses
Wortes und keinerlei AnstoB fiir eine spezielle Bedeutungszuschreibung. Somit stellen
die bei S1 zu beobachtende Wortschépfung und die von S1 und Markus entwickelten
Begriffsvorstellungen cher recht eigenstindige Konstruktionen dar und lassen sich
daher als abduktives Verstehen evaluieren. S1 subsumiert die unter dem Wortfeld 'bre-
chen’ gesammelten Beispiele abstrahierend unter diesem Terminus, wobei freilich auch
alltagssprachliche Bedeutungsvorstellungen (im Sinne (kleiner) Stiicke, die durch Tei-
lung eines Gegenstandes entstanden sind) nur auf wenige der genannten Beispiele zu-
treffen. Warum fiihrt er das Wort tiberhaupt in die unterrichtliche Kommunikation ein?
Allenfalls kénnte S1 aufgrund kumulierter Erfahrungen aus dem bisherigen Unterrichts
oder durch Einsichtnahme in das Schiilerarbeitsbuch zu der Uberzeugung gekommen
sein, daB diese Vokabel dem Lehrer als wichtiges Wort erscheint, und da er mit dessen
Nennung das Unterrichtsgespriich im Sinne des Lehrers voranbringen konnte. In der
Tat greift der Lehrer die Bezeichnung auch auf und fragt nach seiner Bedeutung. Mar-
kus versucht spontan eine theoriebildende Antwort, die sich zumindest nicht vollstin-
dig an alltagssprachlichen Gepflogenheiten orientiert und die in dieser Form nicht
durch unterrichtliche Sinnangebote veranlaBt sein kann. .

Zum Begriff 'ein Viertel' hat Markus wohl das Sinnangebot der vorausgehenden ersten
Unterrichtseinheit der Sequenz im Sinne der Lehrerintention verarbeitet, wo das Zer-
schlagen des Blumentopfs in vier unterschiedlich groBe Teile dem 'genauen' Aufteilen
eines Liters Wasser in vier gleich groBen Quanten gegeniibergestellt und nur im letzten
Fall von 'Vierteln' gesprochen worden war. Man darf in diesem Fall von rekonstrukti-
vem Verstehen sprechen. Achim und Martin verbinden ihre Begriffserkldrung mit der
Aufgabe der Teilung eines Kreises in 'Viertel', die sic ohne vorherige Definition oder
Arbeitsanleitung des Lehrers schopferisch korrekt l1osen. Sie haben dabei vermutlich
einen Transfer von der Situation des Umschiittens eines Liter Wassers in Viertelliter-
glaser auf die Situation der Kreisteilung gebildet. (DaB dies auch der Erwartung des
Lehrers entsprach, zeigt sich an seiner Bemerkung in Zeile 218, wo er ausdriicklich die
Erkenntnis, die Martin aus dem Umgang mit dem Kreismodell gewonnen hat, mit dem
in der vorausgehenden Stunde durchgefiihrten Versuch verkniipft.) Insoweit kann man
beiden Schiilern abduktives Verstehen im Sinne einer Generalisierung bescheinigen.
Daf} Achim meint, die genaue Vierteilung auch empirisch realisieren zu konnen, kann
seinen Grund darin haben, daB der Lehrer mit seinem Arbeitsauftrag den Gedanken
nahezulegen scheint, die Aufgabe sei empirisch vollstindig losbar. Jorg hingegen ge-
lingt es offenbar nicht, den Gedanken von der GroBengleichheit der vier Teile aus dem
unterrichtlichen Sinnangebot herauszufinden. Das Beispiel des Umschiittversuchs (ein
Liter in vier Glaser), war fiir ihn offenbar zu wenig deutlich. Jedenfalls gelingt ihm der
Transfer auf die Teilung des Blumentopfs nicht, diese ist ihm wohl nicht — wie vom
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Lehrer intendiert — als Gegenbeispiel bewufit. Sein Verstehen bleibt reduktiv im Sinne
einer strukturellen Globalisierung.

4. Epistemologische Analyse interaktiver Bedeutungskonstitutionen

STEINBRING untersucht in epistemologischen Analysen mathematischen Wissens, wie
sich in alltiglichen Unterrichts-, Lern- und Kommunikationsprozessen mathematische
Bedeutungen interaktiv entfalten. Der entsprechende Theorieansatz soll nachfolgend
erldutert und dann am Beispicl der im Abschnitt 2 beschriebenen Unterrichtsepisode
verdeutlicht werden.

4.1 Theoriegrundlage

Die Konstruktion mathematischen Wissens und mathematischer Bedeutung geschieht
im Rahmen der Etablierung von Bezichungen und Strukturen zwischen Zeichen
(Symbolen, Diagrammen, Operationszeichen usw.) und Objekten / Referenzbereichen
(konkrete und abstrakte). Die Herstellung solcher Beziehungen zwischen Zeichen /
Symbol und Referenten kann man aus epistemologischer Sicht als ein sozial-
historisches Problem analysieren; hier ist es interessant festzustellen, wie sich Begriffe
oder neue Bedeutungen mathematischen Wissens entwickelt haben, welche epistemo-
logischen Hindernisse auftraten, wie und ob diese "iiberwunden" werden konnten, oder
wie in der mathematischen Community eine Balance zwischen inhaltlichen und kon-
ventionellen Aspekten mathematischen Wissens hergestellt wurde (JAHNKE & OTTE
1981).

Aber auch die Entwicklung mathematischen Wissens und mathematischer Bedeutungen
in verschiedensten Lehr-Lern-Situationen und in mathematischen Kommunikations-
prozessen kann unter der epistemologischen Perspektive der (durch Lehrer und Schiiler
interaktiv vorgenommenen) Herstellung von Bezichungen zwischen Zeichen / Symbol
und Referenten analysiert werden.

Die Strukturen, die bei einer epistemologischen Analyse des schulmathematischen
Wissens zwischen den Zeichen und Referenten untersucht werden, umfassen Bedin-
gungen des mathematischen Wissens selbst (als eines sozial-historisch gewachsenen
Wissensbestandes an Begriffen, Aussagen, Regeln, etc.) und die durch die Besonderheit
der Lehr-Lern-Situation einwirkenden und konstituierenden sozialen und individuellen
Aspekte. Das in der Kommunikation verhandelte mathematische Wissen hat eine hi-
storisch-sozial vorgegebene Struktur, die in der interaktiven Diskussion mit je spezifi-
schen sozialen, institutionellen, individuellen, etc. Faktoren in Konflikt und in Konkur-
renz treten; sie sind teilweise ‘Hindernisse” und zum anderen notwendige Katalysatoren
fiir die Entwicklung theoretischen mathematischen Wissens und mathematischer Be-
deutung.

In der qualitativen, epistemologischen Analyse des schulmathematischen Wissens wird
dieses Spannungsfeld zwischen den sozial-historisch gegebenen Strukturen des mathe-
matischen Wissens und den besonderen sozialen Rahmenbedingungen (von Unterricht
und Lernen) untersucht und beschrieben, und zwar insbesondere mit Blick auf die
Vielfalt und die Bedingungen bei der Konstitution von Bezichungen zwischen Zeichen/
Symbol und Referenten in mathematischen Lehr-Lern-Situationen.
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Entsprechend dieser Darstellung der Forschungskonzeption wird das epistemologische
Dreieck als ein zentrales Instrument der Beschreibung und der Analyse von mathemati-
schem Wissen benutzt (s. STEINBRING, 1989; 1991a, 1991b):

Gegenstand / Zeichen /
Referenzkontext " symbol

Begriff
Dieses theoretische Schema geht auf die Unterscheidung von Bezeichnetes, Bezeichen-
des und Zeichen aus der Sprachphilosophie zuriick. (vgl. insbesondere OGDEN &
RICHARDs 1923, sowie fiir die Mathematik FREGE 1969. Zu einer Analyse des Dreiecks
der Bedeutung von OGDEN & RICHARDS im Unterschied zum epistemologischen Drei-
eck vgl. STEINBRING 1998. Das Dreieck von FREGE: ,,Zeichen — Sinn — Bedeutung™ hat
eher eine statische Funktion, wogegen mit dem epistemologischen Dreieck unter einer
dynamischen Sichtweise die interaktive mathematische Bedeutungsentwicklung unter-
sucht werden soll.)
Das Charakteristikum des epistemologischen Dreiecks fiir die Analyse der interaktiven
Konstitution mathematischen Wissens in unterrichtlichen Lehr-Lern-Prozessen besteht
in der besonderen Wechselbeziehung zwischen den Zeichen / Symbolen und dem Ge-
genstand / Referenzkontext. Die Bezichungen zwischen den Eckpunkten dieses Drei-
ecks sind nicht explizit definiert, sie bilden ein sich wechselweise stiitzendes und ausba-
lancierendes System. In der fortschreitenden Entwicklung des Wissens verdndert sich
die Interpretation der Zeichensysteme und der entsprechenden Referenzkontexte.
Wichtig ist, daB der Referenzkontext, bzw. der Gegenstand, nicht vorab eindeutig vor-
gegeben wird, sondern daB er im Verlaufe der Entwicklung des mathematischen Wis-
sens mehr und mehr in einen strukturellen Zusammenhang umgedeutet wird. Dann 146t
sich mathematische Bedeutung im Wechselspiel zwischen einem Referenzkontext und
einem Zeichensystem herstellen, indem von einem relativ vertrauten, oder teilweise
bekannten Referenzbereich mégliche Bedeutungen auf ein neues, noch bedeutungsloses
Zeichensystem tibertragen werden.
Bei mathematischen Verstehensprozessen geht es immer darum, ‘Zeichen / Symbole’
zu deuten, d.h. im Rahmen des epistemologischen Dreiecks den Bezug zu einem
‘Gegenstand / Referenzkontext’” herzustellen. Die Konstitution einer solchen Beziehung
zwischen ‘Gegenstand / Referenzkontext «> Zeichen / Symbol’ kann in verschiedener
Weise vorgenommen werden:
— explizit oder implizit, d.h. sie kann direkt ausgesprochen bzw. durch Zeigen oder
aber nur durch den interaktiven Kontext / Rahmen "stillschweigend anwesend" sein.
— individuell oder interaktiv, d.h. sie kann von einzelnen Personen hergestellt oder
interaktiv konstituiert sein.
Neben der Art und Weise der Konstitution einer Beziehung zwischen ‘Gegenstand /
Referenzkontext «» Zeichen / Symbol’ ist es bei der Analyse wichtig zu beachten, daf
es unter den an der Kommunikation beteiligten Personen meist nicht explizit klar ist,
welche Aspekte des Wissens die Rolle des relativ vertrauten ‘Gegenstandes / Referenz-
kontextes’ und welche die Rolle des relativ neuen und unbekannten ‘Zeichens / Sym-
bols’ spiclen. Verschiedene Personen kénnen hierbei von verschiedenen Voraussetzun-
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gen ausgehen, also mit unterschiedlichen, jeweils vertrauten Referenzkontexten andere
unbekannte Zeichensysteme deuten wollen. Erst im Verlaufe der interaktiven Kommu-
nikation mégen sich teilweise und fiir gewisse Zeitspannen Ubereinstimmungen bei den
Beteiligten tiber die Rollen von ‘Gegenstand / Referenzkontext” und ‘Zeichen / Symbol’
einstellen, die jedoch - auch im Sinne der Entwicklung neuen Wissens und der Aus-
handlung neuer Bedeutungen - in Frage gestellt und wieder verindert werden.

Die beiden zentralen epistemologischen Charakteristika bei der Wissensanalyse mit
Hilfe des epistemologischen Dreiecks:

- die Art und Weise der Konstitution einer Beziechung zwischen ‘Gegenstand / Refe-
renzkontext «> Zeichen / Symbol’,

- die temporiare Festlegung und interaktive Auswechslung der Rollen von
‘Gegenstand / Referenzkontext’ und ‘Zeichen / Symbol’

werden nun bei der epistemologischen Analyse der Bedeutungskonstitution des Bruch-
begriffs im Verlauf der Episode angewendet und auf diese Weise auch verdeutlicht.

4.2 Analysebeispiel

a) Die interaktive Entwicklung einer gemeinsamen Deutung von "ein Viertel"

Zu Beginn der Episode findet sich entsprechend dem epistemologischen Dreieck auf
der Ebene von Zeichen / Symbol der zu interpretierende Name "Bruchteil"; diesem
Namen bzw. Worfoegriff soll durch Bezug auf dic Wortfamilic von "brechen" Bedeu-
tung gegeben werden; diese Wortfamilie stellt gewissermaBen den Referenzbereich /
Gegenstand fiir den Namen "Bruchteil" dar. In der Bezichung zwischen:

Gegenstand / . . Zeichen/
Referenzkontext " Symbol

zu Bruch gehen /

— .
zerbrechen Bruchteile

erhdlt der Worfbegriff in der Phase 1.2 interaktiv die folgende "Working definition":
"Bruchteile sind kleine oder auch groBe Teile eines Ganzen". Di¢ Relativierung "kleine
oder auch grofe Teile" stammt von Ma und sie hebt diese Definition schon ein wenig
aus dem konkreten Referenzkontext heraus und verleiht ihr erste mathematische
Aspekte (denn, wenn in der Realitét etwas zu Bruch geht, dann in viele kleine Stiicke).

In den Phasen 1.2 und 1.3 werden zwei unterschiedliche Beispiele fiir mégliche refe-
rentielle Gegenstinde von Bruchteilen herangezogen, einmal der Kreis (ein wichtiges
paradigmatisches Modell, auch spiter fiir die Idealisierung benutzt) und vier Scherben
cines Blumentopfes (als einem konkreten Gegenstand, der im folgenden auch als
"abschreckendes" Gegenbeispiel fiir mathematische Genauigkeit dient).
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Kreis / Blumen- Bruchteile
—

topfscherben (Namen)
Aspekt des
Bruchbegriffs

Mit dem Referenzgegenstand Blumentopf wird in Phase 1.3.2 weitergearbeitet; er dient
einer ersten "Mathematisierung", indem der Lehrer auf die Anzah! der Scherben ver-
weist. Damit ergibt sich in der Bezichung zwischen Referenzkontext und Zeichen /
Symbol eine Deutungsverschiebung von konkreten "Eigenschaften" der Bedeutungen
der Wortfamilie "brechen" zu "Quantititen". Das epistemologische Dreieck wird nun
interaktiv so gestaltet:

vier Blumen- Spezieller Bruchteil

——r .
topfscherben ein Viertel

NS

Aspekt des
Bruchbegriffs

In der interaktiven Bedeutungsaushandlung zu diesem Bezichungsrahmen zwischen
"vier Blumentopfscherben" und "ein Viertel" treten die quantitativen (mathematischen)
Aspekte in den Vordergrund und der eher konkrete Aspekt des "Brechens" wird durch
den eher mathematisch zu verstehenden Aspekt des "Teilens" ersetzt. Die Fokussierung
des Lehrers auf die "Vier" provoziert bei Jo die spontane Behauptung "Das ist ein
Viertel, von einem Ganzen" (177/8/9), also eine Ersetzung von Bruchteil durch ein
Viertel. Der Lehrer verstirkt mit seiner Frage: "Wenn du das durch vier feilst konnte
man sagen, das sind in vier Bruchteile?" (179/80/81) die mathematisch, quantitative
Interpretation (absehen von Bruch, betonen von Teil, teilen); Jo gibt eine "abwartend,
bestitigende" Antwort: "Vier Teile, ja." (180); wihrend Ma mit dem Argument: "Nein,
weil, das ist schon mehr .. Bestimmt. " (181/2) bezug auf dic mathematische Operation
des Teilens zu nehmen scheint, bei der es ja auch um gerechtes, gleiches Aufteilen
geht. Tendenziell wird somit das Augenmerk in der Interaktion nur noch auf die
quantitativen Beziehungen in Referenzbereich und Zeichen / Symbol-Ebene im episte-
mologischen Dreieck gerichtet.

vier (gleiche) ein Viertel

N

Aspekt des
Bruchbegriffs

Teile, teilen
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Im Kern sind schon ansatzweise und implizit zu Ende der ersten Phase im epistemolo-
gischen Dreieck die Interpretationen und Deutungen enthalten, die der Lehrer anzielt
und zu Ende der Episode auch erreicht. An dieser Stelle gilt es nun, diese Sichtweise
bei allen Schiilern explizit zu machen, was durch die Phase 2 der Einzel- und Part-
nerarbeit geschehen soll. Die Aufgabe besteht darin, ein Viertel eines Papierkreises zu
schraffieren; jetzt wird der (mathematische) Kreis als Referenzkontext fiir das Zeichen /
Symbol "ein Viertel" benutzt. Hier stellt sich das Problem: Sollen die Kinder ausgehend
von der Kenntnis, was ein Viertel ist, ein Viertel des Kreises schraffieren, oder umge-
kehrt, sollen sie aus der Kenntnis von einem Viertel eines Kreises (oder der Aufteilung
eines Kreises in vier gleiche Teile) eine Erklarung fiir den neuen Begriff des speziellen
Bruchteiles "ein Viertel” geben kénnen (so etwas wie eine exemplarische Definition fiir
ein Viertel)? Das nun von den Schiilerinnen zu deutende epistemologische Dreieck
kann man folgendermaBen verstehen:

+—————— ¢in Viertel

NS

Aspekt des
Bruchbegriffs

Nach den Auﬁemngen wihrend der Phase 3.2 ldBt sich vermuten, daff die Kinder wohl
in die Kreise in folgender "ungenauer" Weise Viertel eingezeichnet und dann eines
schraffiert haben; es ist dem Dokument nicht zu entnehmen, ob die Kinder immer alle
vier Teile eingezeichnet haben oder auch nur nach Abschiitzen oder Abmessen genau
ein einziges Viertel versucht haben zu schraffieren (der Lehrer hatte den Auftrag gege-
ben, ein Viertel zu schraffieren, aber in der Diskussion zuvor wurde schon immer auch
auf "vier Teile", "durch vier teilen", "ein Bruchstiick des Blumentopfes ist schon mehr
als die anderen” usw. hingewiesen). Beispiele fiir mogliche Zeichnungen der Kinder:

Eine exemplarische Deutung des epistemologischen Dreiecks konnte somit an dieser
Stelle der Interaktion folgendermafen aussehen:
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< » ein Viertel

N

Aspekt des
Bruchbegriffs

Handelt es sich um eine korrekte Interpretation? Sind es wirklich Viertel, die die Kin-
der schraffiert haben? Es gibt zwei mégliche Interpretationen: Aus der Kenntnis, was
ein Viertel ist, kann man zum Beispiel diesen Kreis mit der eingezeichneten Schraffur
durchaus als ein Viertel, also als korrekte Antwort interpretieren. Diese Interpretation
scheint Achim zu Beginn im Auge zu haben, wenn er bemerkt: "Ja, es kénnten viel-
leicht Viertel gewesen sein, aber die sind vielleicht nicht so genau gewesen . wenn man
irgendwie so gezeichnet hat." (203/4/5). Dies wire eine wechselweise Deutung zwi-
schen "Referenzkontext / Gegenstand" und "Zeichen / Symbol", dic zudem angemessen
erscheint, da Zeichnungen nie véllig genau sind, man schon weiB, was ein Viertel ist,
also einen ersten Begriff davon hat und damit bestimmte Situationen im Blick auf ma-
thematische Bruchteile bewerten kann, insbesondere auch den Charakter einer mathe-
matischen Reprisentation / eines Diagramms fiir eine begriffliche Beziehung hervorhe-
ben mochte: Der schraffierte Teil in der Zeichnung ist nicht ein Viertel, er soll ein
Viertel darstellen, er reprdsentiert (die mathematischen Beziehungen fiir) ein Viertel,
man kann in das Diagramm e¢in Viertel hineindeuten.

Der Lehrer will eine andere Deutung der Bezxehung zwischen Zelchnung und ein
Viertel: Die Zeichnung muf genau sein, damit sie die Erklarungsgrundlage fiir den
noch unbekannten Begriff "ein Viertel" werden kann; dazu isoliert er aus der Bemer-
kung von Achim nur das Stichwort "genau", bringt auch hiermit dann Achim dazu,
seinen Vorschlag nicht weiter zu erldutern, sondern gewissermafen zuriickzuziehen
und sich dem Argument des Lehrers anzuschlieBen, daB andere Teile nicht verschieden
groB sein diirfen.

Um seinen Standpunkt zu verdeutlichen und ihn in pragnanter Weise explizit zu ma-
chen, zeigt er den Schiilerinnen eine eigene Zeichnung mit Schraffur (nicht in dem
Dokument enthalten), die wohl in extremer Weise die Ungenauigkeit einer Zeichnung /
Schraffur fiir ein Viertel beinhaltet und somit sein Argument stiitzt. Man kann sich
vielleicht eine folgende Zeichnung und damit fiir die Interaktion das folgende epistemo-
logische Dreieck vorstellen:
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Aspekt des
Bruchbegriffs

Mit dieser extremen (oder einer dhnlich extremen) Zeichnung und Schraffur "zwingt"
der Lehrer seine Schiilerinnen, seinen Standpunkt in "absoluter” Weise einzunchmen,
das heifit, keine "Ungenauigkeiten” irgendwelcher Art zuzulassen und als Grundlage
fiir die Bestimmung von einem Viertel davon auszugehen, daB dann die anderen Viertel
alle genauso grofl sein miissen, dhnlich wie von Mt beschrieben. " wenn man ... von
einem Kreis ein Viertel nimmt, dann miissen die anderen . genau so grof ..." (215-
217).

Die idealen, genau gleich grofien vier Teile, wie man sie im Kreis eintragen kann (und
wie im Beispiel mit dem Wasser vorher schon vorgefiithrt) werden zur konkreten, festen
Basis der Definition von einem Viertel; die genaue Zeichnung und Schraffur wird zur
Definition des Zeichens "ein Viertel"; fiir die abschlieBende Phase 3.4 kann man sich in
der Interaktion als Hintergrund das folgende epistemologische Dreieck vorstellen:

» ein Viertel

~ 7

Aspekt des
Bruchbegriffs

Die "einseitigen" Pfeile im Dreieck sollen andeuten, dab die ideale und genau gleiche
Aufteilung des Papierkreises in vier Teile die Grundlage ist, von der aus man den neu-
en Begriff "ein Viertel" mathematisch exakt definieren kann, so wie es der Lehrer in-
tendiert hat. Die Schlufbemerkung des Lehrers verstirkt diese Deutung in negativer
Abgrenzung zu den Blumentopfscherben: "Die Mathematiker geben sich nicht zufrie-
den, einfach irgendwie so Blumentopfscherben." (222/3).

Die Analyse hat gezeigt, daB cine interaktive Transformation der Deutung der Aus-
gangsdefinition von Bruchteil stattgefunden hat; zu Beginn gab es eine auf konkrete
Gegenstiande und Referenzkontexte (Wortfamilie von "brechen") bezogene Definition:
"Bruchteile sind kleine oder auch groBe Teile cines Ganzen." Am Ende der Episode
kann man eine in der Interaktion verhandelte (vom Lehrer intendierte) exemplarische
Definition finden, die Bruchteile nun neu definiert: "Bruchteile sind genau gleich grofie
Teile eines Ganzen." Diese hier so nicht explizit formulierte Definition hat eine exem-
plarische Form fiir Viertel: "Die speziellen Bruchteile der Viertel sind dic genau gleich
grofen vier Teile eines Kreises." Diese Definition ist in der Interaktion zu einer
"mathematischen Definition" geworden.
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Wir beobachten somit die folgende Ablosung/Ersetzung einer Definition fiir Bruchteile:

Definition: mit Bezug auf | Referenzkontext:
Bruchteile sind kleine oder grofie Teile Blumentopf
eines Ganzen

wird in der Interaktion ersetzt durch:
Bruchteile sind genau gleich grofie Kreis
Teile eines Ganzef # s

_—

In welchen Schritten und mit welchen Umdeutungen und Einschrinkungen kommt es
zu diesem Definitions-Wechsel?

Phase, FEtap- | Gegenstand / Referenzkon- | Beziehung | Zeichen/ Symbol
pe text +—>
1), 1.1 zu Bruch gehen, zerbrechen —— | Bruchteile (Namen)
2), 1.2, 1.3.1 | Kreise, Blumentopf ——» | Bruchteile (Namen)
3),1.3.2 vier Blumentopfscherben ——— | spez.Bruchteil: Viertel
4),1.3.2 vier (gleiche) Teile, teilen ———— | ein Viertel
5), 1.3.2 Kreis +——» | ein Viertel
6),3.1,3.2 ungenau gezeichnete und ein Viertel
schraffierte Viertel im Kreis
7,33 extrem ungenau gezeichnetes ein Viertel
und schraffiertes Viertel ’ (kann kein Viertel sein)
8), 3.4 vier genau gleich grofe Teile ein Viertel
im Kreis —* .

Ausgangspunkt ist, wie gesehen, folgende Definition: "Bruchteile sind kleine oder gro-
Be Teile eines Ganzen". Die hier zu beobachtende Umdeutung dieser Definition beruht
im wesentlichen auf ciner Idealisierung und Einengung des referenticllen Gegenstan-
des, also einem ProzeB einer "aristotelischen Abstraktion einher gehend mit einer Ein-
schrankung von Bedingungen". Das benutzte Beispiel fiir einen den Begriff "Bruchteil”
erklirenden Gegenstand, ndmlich der Blumentopf, wird durch die "Anzahl 4", durch
"teilen durch 4", und dann schlieBlich durch den "Kreis als einem idealen Ganzen"
ersetzt. Man abstrahiert durch Absehen von Eigenschaften des konkreten Blumentop-
fes, kommt so auf Zahlen und mathematische Operationen / Bezichungen. Schlieilich
wird noch eine "verschirfte" Bedingung zusitzlich eingefithrt: Beim mathematischen
Teilen in vier Teile miissen alle 4 Teile genau gleich groB sein; diese Bedingung wird
zur Definition von einem Viertel herangezogen: wenn man ein Viertel von einem Kreis
bestimmt, dann miissen alle vier Viertel gleich groB sein. Damit ist interaktiv die vom
Lehrer angestrebte mathematische Definition von Bruchteilen im Prinzip erreicht:
"Bruchteile sind genau gleich groBe Teile eines Ganzen."

Im Prinzip haben beide Definitionen von Bruchteilen den gleichen epistemologischen
Status; die erste beruht auf konkreten Gegenstandsbeziigen, wihrend die zweite einen
idealen Gegenstand als Referenz benutzt. Beiden ist der Typ der Definition gemeinsam:
Die Gegenstinde (ob nun konkret oder ideal) und ihre Eigenschaften sind die einzige,
erkldarende Grundlage fiir die Definition von Bruchteilen; was Bruchteile sind, das kann
man eindeutig aus den Eigenschaften der Gegenstiinde ableiten.
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Der interaktive Diskussionsverlauf zeigt, wie die Rollen von "Gegenstand / Referenz-
kontext" und "Zeichen / Symbol" zeitweise partiell festgelegt und wie diese Rollen von
"Gegenstand / Referenzkontext” und "Zeichen / Symbol" interaktiv ausgetauscht wer-
den; insbesondere die Rolle fiir den Kreis und die "Bruchteile” des Kreises wechselt in
der Interaktion; einmal ist der Kreis ein "Gegenstand”, auf den Bezug genommen wird,
ein anderes Mal ist der Kreis im Sinne eines idealen geometrischen Modells als ein
"Zeichen / Symbol" zu verstehen.

b) Epistemologische Begriffsanalyse des interaktiven Verstindnisses von "ein
Viertel"

Bei Prozessen der mathematischen Bedeutungsentwicklung ist es méglich, mittels der
epistemologischen Analyse von alltidglichen interaktiven Kommunikationsprozessen
folgende erkenntnistheoretische Problematik zu untersuchen. Bei der Erklirung von
unbekannten Symbolen geht es zundchst und auch nur vordergriindig darum, die unbe-
kannten Zeichen mit Hilfe des relativ vertrauten Referenzkontextes und mittels bekann-
ter Sachverhalte zu deuten bzw. den unbekannten Symbolen einen bekannten Namen
zu geben. Im Verlaufe der Entwicklung des theoretischen, mathematischen Wissens im
eigentlichen Sinne wird es immer mehr notwendig, daB man anstelle einer eindeutigen
Beziehung zwischen einzelnen Elementen eines Referenzbereichs und eines Zeichen-
systems, sowohl den Referenzbereich als auch das Zeichen / Symbolsystem als eine
reichhaltige Struktur sieht und demgeméf Beziehungen zwischen den strukturellen
Verbindungen von Referenzkontext und Zeichensystem herstellt.

Der grundlegende Unterschied zwischen diesen beiden Formen der Verkniipfung zwi-
schen "Gegenstand / Referenzkontext” und "Zeichen / Symbol" 148t sich in folgender
Gegeniiberstellung verdeutlichen:

Wechselbeziehun )
Gegenstand/ gen / Deutungen Zeichen / Symbol

Referenzkontext

direkte Beziehung

einzelne Elemente

einzelne Elemente

zwischen einzelnen | p) 15 r3 14, ... T s s sssa,
Elementen
systemische Bezie- | Netzwerk zwi- Netzwerk zwischen
hung zwischen schen einzelnen einzelnen Elementen
Netzwerken von Elementen
Bezichungen zwi- — S4
schen verschiedenen r f AN S5
Elementen f AN Ty —>

S3 ¢

I'3 ¢
Te

15 ¢

$2
\ S6
1

St J
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In der betrachteten Unterrichtsepisode wird vor allem immer wieder zwischen dem
"Gegenstand / Referenzkontext" und dem "Zeichen / Symbol" eine direkte Beziehung
zwischen einzelnen Elementen hergestellt. Z. B. wird im Verlaufe der Interaktion -
stark durch den Lehrer veranlaBt - folgendes kollektive Argument entwickelt: "Wenn
man jetzt ein Viertel #h, von dem Kreis einzeichnet . dann miissen die anderen drei
Viertel genau so groB sein wie das eine ." L: " Alle Viertel miissen gleich " Mt: "gleich
groB sein" L: " groB sein .. Ja." (219-223).

Dieses Argument 4Bt sich folgendermafen zusammenfassen: "Wenn man ein Viertel
eines Kreises zeichnen mochte, und vier Teile des ganzen Kreises zeichnet, dann miis-
sen alle vier Teile gleich grof sein." (gemdB der angezielten Definition: "Bruchteile
sind genau gleich groBe Teile eines Ganzen."). Kurz: "Wenn man ein Viertel eines
Kreises hat, dann sind die anderen drei Viertel alle gleich groB." Bzw. mit dem Hin-
weis des Lehrers: "Wenn man ein Viertel eines Kreises hat, dann sind alle Viertel
gleich grof}." Diesc Aussage wird vom Lehrer wohl zunichst spontan als Herstellungs-
regel fiir ein Viertel entsprechend cinem ,prozeduralen Verstindnis (im Sinne von
MAIER) intendiert gewesen sein; solche Regeln gerinnen jedoch hiufig in der mathe-
matischen Interaktion mangels der bewuBiten Reflexion einer expliziten Definition zu
einer festen Working Definition. Im weiteren Gesprichsverlauf kann man beobachten,
dab diesec Regel als Definition fiir ein Viertel benutzt wird, und damit tritt die Ungenau-
igkeit, ja der Mangel dieses Arguments deutlich hervor, insbesondere in der letzten
kurzen Form. Zunichst: Wenn von den drei anderen Teilen schon als drei Vierteln
gesprochen wird, dann miissen diese vier Teile alle per Viertel gleich groB sein; damit
ist wohl in dem Argument gemeint: "Wenn man ein Viertel eines Kreises hat, dann
sind alle vier Teile alle gleich groB."

Diese "Wenn - Dann - Aussage" ist nur in der umgekehrten Form allgemeingiiltig:
"Wenn alle vier Teile eines Ganzen gleich groB sind, dann hat man ein‘Viertel (bzw.
vier Viertel)." Die interaktiv konstituierte Aussage: "Wenn man ein Viertel hat, dann
miissen alle vier Teile gleich grof} sein." ist nicht giiltig, wie man an verschiedenen
Beispielen belegen kann.

Diese Beispicle zeigen, dah der Bruchteil "ein Viertel" nicht in strikter und direkter
Abhingigkeit oder Vergleich mit den anderen drei (oder auch nur zwei oder fiinf und
mehr) Teilen eines Ganzen verstanden und definiert werden muB. Der Bruchteil "ein
Viertel" existiert als ein eigenstidndiges Konzept unabhingig von der idealen Teilung
eines Ganzen in vier gleiche Teile. Diese Vorstellung hilft zwar, die Idee von vier
Vierteln und auch von einem Viertel sich in einfachen Fillen zu vergegenwirtigen; so
"sicht” man etwa in beiden Kreisen beim Blick auf das schraffierte Viertel vielleicht
spontan dahinter dic prototypische Vierteilung des Kreises, die Achim sich mit der
entsprechenden Faltung des Papierkreises hergestellt hat, aus der man - im Rahmen
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zulassiger Ungenauigkeiten - entnehmen kann, daB es sich in der Tat um ein Viertel
des Kreises handelt.

In der Episode wird das pragmatische Argument herausgebildet: "Wenn man ein Vier-
tel eines Kreises hat, dann miissen alle vier Teile gleich grob sein.” Dies ist ein exem-
plarischer Fall fiir das der allgemeinen Definition unterlicgende Argument: "Bruchteile
sind genau gleich groBe Teile eines Ganzen." Wir sehen, daB auch diese allgemeine
Definition nicht stimmt, Bruchteile ecines Ganzen kdnnen durchaus verschieden groB
sein. Auch Blumentopfscherben kénnen als mathematische Bruchteile interpretiert
werden, auch wenn sie zugegebenermafen nur schwer mit Zahlenverhiltnissen zu
quantifizieren sind.

Im Grunde unterliegt der Idee, nach der der Lehrer ein Viertel definiert, nur eine
brauchbare Vorgehensweise zur Konstruktion eines Viertels eines Kreises, indem man
den Kreis - etwa mit Hilfe der Faltungs-Idee von Achim - in vier moglichst genau
gleich groBe Teile teilt und sich so ein Viertel herstellt. Diese Herstellungsregel eines
Viertels: "Wenn man ein Viertel eines Ganzen konstruieren mochte, dann teile man das
Ganze in genau vier gleiche Teile." wird in unzuldssiger Weise zu einer Definition
"verallgemeinert : "Wenn man ein Viertel hat, dann sind alle Teile gleich groB."

Hinter dieser Deutung steht die folgende unzulissige logische Aussage:

"Einer von vier Teilen eines & "Alle vier Teile eines Ganzen sind
Ganzen ist eine Viertel." gleich grof."

In einer "Richtung" ist diese Aussage allgemeingiiltig:

"Einer von vier Teilen eines Gan- <« "Alle vier Teile eines Ganzen sind
zen ist eine Viertel." gleich groB."

In der anderen "Richtung" ist diese Aussage falsch:

"Einer von vier Teilen eines Gan- = "Alle vier Teile eines Ganzen sind
zen ist eine Viertel." gleich groB."

Die hier analysierte pragmatische, allgemeine Definition von "einem Viertel", wie sie
im Verlaufe der Unterrichtsinteraktion konstituiert wird, dient vor allem dazu, im
Rahmen der Anderungen und Entwicklungen der Bezichungen zwischen "Gegenstand /
Referenzkontext" und "Zeichen / Symbol" im epistemologischen Dreieck die Erklarung
/ Definition dieses speziellen Bruchteils immer eindeutig auf der Grundlage des Ge-
genstandes (erst konkret, dann ideal) zu belassen; es gibt scheinbar eine feste, empi-
risch idealisierte Grundlage, die genau bestimmt und sagt, was ein Viertel ist. Auf diese
Weise wird somit angestrebt, eine méglichst eindeutige und direkte Beziehung zwi-
schen den einzelnen Elementen von Referenzbereich und Symbolbereich festzulegen.
Die Interaktion zur Konstituierung dieser "Definition" von "ein Viertel" 148t sich als
ein "thematisches Muster” (VOIGT 1994, S. 98) verstehen, in welchem vor allem die
konkreten Aspekte des idealen Kreises thematisiert werden.

Wiirde man die hier anhand der Diagramme dargestellte Situation zulassen, also auch
Viertel in Kreisen mit verschieden grofien und nicht immer genau vier gleichen
Bruchteilen, dann miiBte ein Viertel als mathematischer Begriff auch unabhingig von
ciner genauen Aufteilung eines Ganzen in vier gleiche Teile existieren; ein Viertel
wire nicht mehr absolut durch eine Standardkonfiguration vorgegeben. Und dies wire
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eine theoretische, flexible Auffassung des Bruchbegriffs, nach der letztlich die mathe-
matischen Begriffe in einer grundlegenden Beziehung eigenstiindig existieren und nicht
auf empirische oder idealisierte, quasi empirische Gegenstinde reduziert werden kon-
nen. Man denke etwa an die Verstehens-Probleme bei der Bruchrechnung im Mathe-
matikunterricht, wenn bedeutungstos und schematisch die Regeln der Addition, Mul-
tiplikation und der Division von Briichen benutzt werden, weil die anfangs hergestelite
konkrete Festlegung der Briiche als feste Teile eines gegebenen Ganzen keine inhaltli-
che Bedeutung mehr beitragen kann, die hier nur von einer Interpretation eines ma-
thematischen Bruchs als einer variablen "Bezichung" zwischen Zahlen (Teilen und
Ganzem) zu erwarten ist.

Eine solche Loslosung der Deutung des Bruchteiles von einer festen Bindung an einen
Gegenstand zu einem eigenstindigen Konzept in einer echten Wechselbeziehung zwi-
schen "Gegenstand / Referenzkontext" und "Zeichen / Symbol" macht den Begriff
"Bruchteil” nach und nach eigenstindig und weist dem Kreis und den Darstellungen
von Bruchteilen im Kreis die Rolle eines strukturellen Referenzkontextes / Diagramms
zu, welches in bestimmten Formen die Beziehungen von Bruchteilen symbolisiert. Man
muf aber auch eine tatsichlich eigenstindige Idee von "ein Viertel” haben, um diese
Beziehung ins Diagramm hineinlesen, in ihm entdecken zu kénnen. So wird man die
verschiedenen "Viertel" in diesem Kreis nicht einfach ablesen und entnehmen kénnen,
man muf} mit einer eigenstindigen begrifflichen Idee von "ein Viertel" viele Viertel in
dieses Diagramm hineinsehen (genauer: die entsprechenden Beziehungen, die die Be-
ziehung "ein Viertel" symbolisieren, ins Diagramm aktiv hineinkonstruieren).

Auf diese Weise lieie sich eine systemische Beziehung zwischen Netzwerken von Be-
zichungen zwischen verschiedenen Elementen im Referenzbereich sowie im Symbolbe-
reich entwickeln. Vielleicht war in der Ausfithrung von Achim der Keim einer solchen
begrifflich eigenstindigen Idee mit einer relationalen Deutung von einem Viertel ent-
halten, oder er wire vielleicht in der weiteren Interaktion entwickelbar gewesen. Auf
die Frage des Lehrers: "Waren es Viertel? . Waren es keine Viertel?" (201/2) hat
Achim folgendermaBen reagiert: "Ja, es konnten vielleicht Viertel gewesen sein, aber
die sind vielleicht nicht so genau gewesen . wenn man irgendwie so gezeichnet hat."
(203/4/5). Um solch eine Aussage treffen zu konnen, dal ungenau gezeichnete vier
Teile (oder auch nur ein Teil) eines Ganzen eines oder mehrere Viertel sind, mu man
sich auch schon Viertel partiell unabhingig von einer empirisch reduktiven Definition
vorstellen kénnen. Eine offene, die Unterschiede von Zeichenungenauigkeit und idea-
lem Modell betreffende Diskussion von "genau", oder auch die Prisentation einer Leh-
rerzeichnung in ihrer Struktur dhnlich zu dieser Figur,
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hitte zu einer Offnung in der Beziehung zwischen "Gegenstand / Referenzkontext" und
"Zeichen / Symbol" beitragen und sie ausbauen konnen; statt dessen fithrt der Lehrer
durch seine Einschrinkung der Aussage von Achim auf das Stichwort "ungenau" auf
eine eindeutig festgelegte Beziehung zwischen "Kreis mit vier genau gleich grofien
Teilen" und "einem Viertel" zuriick.

5. Vergleich der Analyseansiitze von MAIER und STEINBRING

Nachdem nun die beiden Ansitze von MAIER und STEINBRING zur Analyse von Schii-
lerverstehen im alltidglichen Mathematikunterricht vorgestellt und exemplifiziert wur-
den, erheben sich Fragen des Vergleichs:

— Was haben die beiden Ansitze gemeinsam und worin unterscheiden sie sich?

— Basieren eventuelle Gemeinsamkeiten und Unterschiede auf wesentlich verschiede-
nen Auffassungen und verfolgen beide Ansitze unterschiedliche Erkenntnisinteressen
und Ziele?

Ubereinstimmung besteht in der formalen Charakterisierung von Verstehen insoweit,
als MAIER wie STEINBRING Verstehen auf Zeichen und Symbole, auf Sprache bezichen,
die der Verstehende wahrnimmt. Verstehen bedeutet Generierung von Bedeutung durch
und von Sinn fiir den Verstehenden, die nicht etwa in den wahrgenommenen Zeichen
und Symbolen fertig, gleichsam iibernehmbar gegeben sind. Sie werden im Verste-
hensprozef durch Entschliisseln, Deuten, Rekonstruieren oder Konstruieren erst ge-
schaffen. Die Bezugnahme auf Referenzobjekte kann dabei explizit oder implizit erfol-
gen.

Es gibt aber auch gravierende Unterschiede in der Art, wie sich beide dem Phdnomen
Verstehen nihern. Fiir MAIER handelt es sich um einen intentionalen Prozef, um ein
zielgerichtetes geistiges Handeln einer Person, das in einer rekurrierenden Prozeffolge
immer wieder auf frither Verstandenes zuriickgreift. Damit richtet er den Blick deutlich
auf ein verstehendes Individuum, das — angestofien durch Aufierungen anderer — sein
Wissen aufbaut, indem es Neues in bereits Verfiigbares integriert. STEINBRING hinge-
gen betont das interaktive Hervorbringen, die gemeinsame Konstitution von Sinn und
Bedeutung im gedanklichen Austausch und sieht Verstehen damit mehr als einen sozia-
len ProzeB, der sich aktuell in der unterrichtlichen Interaktion entfaltet. Dieser Unter-
schied zeigt sich schon sprachlich in den beiden Analyseniederschriften. Bei MAIER
haben alle Sitze, die iiber Analyseergebnisse berichten, stets einen einzelnen Schiiler
bzw. eine einzelne Person zum Gegenstand: ,,Zuerst antwortet Markus...“, | Fir ihn ist
der Begriff ‘Bruchteil’ mit der Vorstellung ... verbunden®, ,Markus sieht sich ... besti-
tigt“, usw. Bei STEINBRING dagegen herrschen als Modus das iiberindividuelle Passiv
und die objektivierende Satzkonstruktion vor: ,,..wird zu einer ersten ‘Mathe-
matisierung’” benutzt, ..., ,Damit ergibt sich ... eine Bedeutungsverschiebung...”,
»...ireten die quantitativen (mathematischen) Aspekte in den Vordergrund...”,
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. Tendenziell wird somit das Augenmerk in der Interaktion nur noch ... Wenn er den-
noch AuBerungen des Lehrers oder einzelner Schiiler anspricht, dann geschieht dies im
Sinne eines Beitrags zur interaktiven Konstitution gemeinsamer Bedeutungen und
gemeinsamen Wissens.,

Freilich versucht auch STEINBRING, das Verstehen von Mathematik im alltdglichen
Unterricht in zweierlei Hinsicht zu erfassen: zum einen als Verstehen, das der einzelne
Schiiler von gewissen mathematischer Inhalten entwickelt; zum anderen als ein ProzeB,
der sich in Wechselbezichung zwischen inhaltlichen und sozialen Bedingungen voll-
zieht. In dessen Verlauf geht es nicht bloB um das Aufassen eines mathematischen
Sachverhalts selbst, sondern gleicherweise darum, ihn so aufzufassen, wie ihn der Leh-
rer (oder auch ein Mitschiiler) versteht bzw. verstanden wissen méchte. Diese schwieri-
ge Wechselbezichung zwischen dem individuellen und interaktiven, vom Lehrer be-
stimmten mathematischen Verstehen kann sich verallgemeinernd oder auch einschriin-
kend auf das Wissen um mathematische Sachverhalte auswirken.

Die individuelle wie die soziale Perspektive auf Verstehen haben ihre Vorziige und
Nachteile. Seine kollektive Betrachtung der Wissenskonstitution erméglicht es
STEINBRING, die Prozesse der Bedeutungsfindung in ihrer Entwicklung im Verlauf
einer Unterrichtsepisode zu betrachten und Modifikationen der konstituierten Bedeu-
tung in den Blick zu nehmen. Man findet in seinem Analysebeispiel immer wieder
Sétze der Art ,In welchen Schritten und mit welchen Bedeutungen und Einschrinkun-
gen kommt es zu diesem Definitionswechsel? oder ,Die hier zu beobachtende Umdeu-
tung...“. Die individuellen Beitrige einzelner Schiiler zur unterrichtlichen Kommuni-
kation sind hingegen in der Regel von so lokaler Art, dal MAIER bei ihnen Verinde-
rungen und Entwicklungen in ihrem Verstehen zunichst nicht zu erfassen vermag.
(Sogar die von ihm durchgefiihrten Einzelinterview im Anschluf an den Unterricht
konnen in der Regel nur ,Momentaufnahmen® liefern.)

Umgekehrt konzentriert die soziale Perspektive STEINBRING die Aufmerksamkeit auf
das rational-kognitive Geschehen, das den unterrichtlichen Diskurs pragt. MAIER hin-
gegen versucht, mehrere am Verstehen des Individuums beteiligt personale Dimensio-
nen zu betrachten und dabei insbesondere auch emotionale Aspekte einzubeziehen
(Verstehen als mentaler Prozef). Freilich zeigt sich in seinen Analyseergebnissen deut-
lich, wie schwer andere als kognitive Aspekte des Verstehens der Interpretation zu-
ginglich sind. Die Schwierigkeiten, andere als kognitive bzw. epistemologische Di-
mensionen des mathematischen Verstehens von Schiilern zu erfassen, sind aber zu
einem betriachtlichen Teil auch darin begriindet, da beide Autoren sich vornehmlich
solcher Analyse-Instrumente bedienen, die auf die kognitiven mathematischen Aspekt
ausgerichtet sind.

Deutliche Unterschiede zwischen den beiden Ansitzen zeigen sich in der inhaltlichen
Charakterisierung von Verstehen mathematischen Wissens. STEINBRING konzentriert
sich hier auf eine sehr eingehende, vertiefte Analyse dessen, was MAIER die modale
Dimension des Verstehens nennt. Er fragt danach, wie die Verstehenden beim Deuten
Symbole und Zeichen zu Gegenstinden und Referenzkontexten in Beziehung bringen
und so Bedeutung konstituieren; dabet ist fiir “mathematisches Verstehen“ insbesondere
erforderlich, daB die empirischen, konkreten Aspekte mehr und mehr durch eine rela-
tionale Sichtweise auf die Bezichung zwischen Gegenstinden abgelést werden und die
Struktur in den Vordergrund tritt. MAIER unterscheidet in der modalen Dimension
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ausschlieBlich an Sprache gebundenes von explizit oder implizit intermodalem Verste-
hen. Er méchte aber, neben der modalen, noch eine zweite, von ihm mental genannte
inhaltliche Dimension des Verstehens erfassen. Sie betrifft konzeptuelle, prozedurale,
relationale, argumentative, elaborative und reflexive Aspekte des Verstehens mathema-
tischer Sachverhalte.

Was die Evaluation des Verstehens angeht, zeigen die beiden Ansitze Gemeinsamkei-
ten wie auch uniibersehbare Unterschiede. Einig sind sich MAIER und STEINBRING vor
allem in zwei Gesichtspunkten: Zum ersten kann es nicht um eine dichotome Entschei-
dung der Frage gehen, ob bei Schiillern Verstehen stattgefunden hat oder nicht. Unter-
sucht wird vielmehr, wie bzw. in welcher Weise dies geschehen ist. Zum zweiten stehen
die Analysen unter der Vorannahme, daB sich Verstehensprozesse nicht, quasi objektiv,
als ‘richtig’ oder ‘falsch’ bewerten lassen. Verstehen von Individuen bedeutet immer
das Bemiihen, sich einen persénlichen Sinn fiir neue Sachverhalte anzueignen. Dabei
geht es also darum, neue Zeichen und Symbole, Sprache, mit Hilfe von schon relativ
vertrauten Referenzbereichen zu interpretieren. Ein Individuum versteht etwas, indem
es den neuen Zeichen, der Sprache, einen personlichen Sinn, einen Bezug verleiht. Ob
dieser Bezug, diese Bedeutung nun, z. B. gemessen an mathematischen Standards,
richtig oder falsch ist, tangiert zunichst nicht den Verstehensprozef selbst. ‘Richtiges’
Verstehen ist nicht schon vorab durch mathematische Standards objektiv geklirt. Dies
schliefit dennoch nicht aus, daB Verstehen evaluiert wird.

Wie das geschehen soll, 148t allerdings wieder weitgehende Unterschiede der beiden
Theorieansitze deutlich werden. STEINBRING versucht, mit Hilfe eines epistemologi-
schen Theorieansatzes die beobachtbaren Anstrengungen des interaktiven Verstehens
zu beschreiben sowie Moglichkeiten und Hindernisse der Generierung von Verstehen
(als Herstellung von Beziehungen zwischen neuen Symbolen und bekannten Referenz-
bereichen) zu identifizieren. Demzufolge hat die Evaluation ihren Schwerpunkt in
mathematisch-epistemologischen Kriterien, wobei der Analysierende seine Kriterien an
das im sozialen ProzeB generierte Verstehen — im Sinne einer Deutung von Symbolen
und Zeichen mit Bezug auf Gegenstinde und Referenzkontexte — anlegt.

Auch MAIER evaluiert — allerdings das individuelle Verstehen einzelner Schiiler — nach
mathematischen Kriterien. Er will sich aber nicht auf dieses Kriterium beschrinken,
sondern nimmt die Lehrerintentionen — d. h. die Frage, welche Art des Verstehens der
Lehrer von den Schiilern im Unterricht erwartet — und das unterrichtliche Sinnangebot
— also die Frage, wodurch und wie das Verstehen der Schiiler im Unterricht angeregt
wurde — als Kriterien fiir weitere Evaluationsschritte hinzu. Eine solche Differenzie-
rung in der Evaluation erschiene im Fall von STEINBRING wenig sinnvoll, wo Verstehen
und Sinnangebot als interaktiv zusammenhingend und nicht als personell voneinander
getrennte Prozesse gesehen werden.

MAIER benutzt ein elaboriertes Evaluationsmodell, in dem vorab die Dimension und die
wissensbezogenen Charakteristika des mathematischen Verstehens auf der Grundlage
theoretischer Uberlegungen mehr oder weniger explizit ausgearbeitet sind, um eine
interpretative Bewertung von Verstehensprozessen individueller Schiiler vornehmen zu
konnen.

Ein anderer Unterschied besteht darin, dal MAIER die Evaluation des Verstchen aus-
driicklich von dessen inhaltlicher Charakterisierung trennt und als gesonderten Schritt
erst nach der Deskription gema# dem Analysemodell folgen lift. Bei STEINBRING hin-
gegen stellen Beschreibung und Bewertung von mathematischem Verstehen eine Ein-
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heit dar. Man erkennt das an Sétzen in seiner Anlyseniederschrift wie "Handelt es sich
um eine korrekte Interpretation? Sind es wirklich Viertel, die die Kinder schraffiert
haben?" oder "Mit dieser extremen (oder ciner dhnlich extremen) Zeichnung und
Schraffur ‘zwingt’ der Lehrer seine Schiiler, seinen Standpunkt in ‘absoluter Weise
einzunchmen,...".

Der Vergleich der beiden Ansétze zur Analyse von Verstehensprozessen im alltigli-
chen Mathematikunterricht 148t deutlich werden, dabB sie — bei aller Verwandtschaft der
angewendeten Untersuchungsmethode und bei allen auch bestehenden Gemeinsamkei-
ten in der Auffassung von Verstehen — doch auf recht unterschiedlichen Grundannah-
men basieren und auch von unterschiedlichem Erkenntnisinteresse geleitet sind.
STEINBRING betrachtet das gemeinsam erarbeitende Gesprich, wie es sich in der analy-
sierten Episode présentiert, als eine aktuelle weit verbreitete Unterrichtsform, in der
den Schiiler dic gingigen mathematischen Lernméglichkeiten bereitgestellt werden.
"Mathematisches Verstehen" als ein ProzeB der "Herstellung von Deutungen fiir unbe-
kannte, neue Symbole" ist zu einem grofen Teil nur sozial und nicht allein durch indi-
viduelle Anstrengungen realisierbar. Daher liegt es nahe, Verstehen als interaktive
Generierung von Bedeutungen aufzufassen. Ein Forschungsziel besteht darin, fiir den
Verlauf dieses Prozesses der Bedeutungsgenerierung, wie er sich in dem von der sog.
‘Erarbeitung’  geprigten, alltdglichen Mathematikunterricht ereignet, mégliche
"Ursachen" und "Wirkungen" zu identifizieren sowie epistemologische ZweckmiBig-
keiten und Stérungen in diesem interaktiven ProzeB aufzudecken. Lehrer als mogliche
Adressaten einer solchen Forschung sollten beziiglich ihres eigenen Unterrichts sowie
der Rolle, die sie in diesem Unterricht notwendiger Weise spielen, auf mégliche und fiir
sie nicht erkennbare Probleme aufmerksam gemacht werden.

MAIER hélt den gemeinsam erarbeitenden Mathematikunterricht grundsitzlich nicht fiir
eine dem Aufbau mathematischen Wissens angemessene Lehr- und Lernform. Er
scheint ihm nicht geeignet, dem Lehrer Einblick in die Verstehensprozesse bei einzel-
nen Schiilern zu geben und gezielt EinfluB auf sie zu nehmen. Mit seiner Beschreibung
und Evaluation individuellen Verstehens méchte er die Aufinerksamkeit von Lehrern
als Adressaten seiner Forschung darauf lenken, wie sich die Generierung mathemati-
schen Wissens beim einzelnen Schiiler abspielen, und in welcher Beziehung diese nicht
nur zu mathematischen Kriterien und Lehrerintentionen, sondern auch zum unterricht-
lichen Sinnangebot stehen kann. Damit sollen auch Schwiichen des gemeinsam erarbei-
tenden Unterrichtsgesprichs hinsichtlich des Lernerfolgs der Schiiler offengelegt und
die Suche nach Unterrichtsformen angeregt werden, die individuelles Lernen und die
dialogische ‘Kontrolle’ und Initiierung individueller Verstehensprozesse durch den
Lehrer bzw. die Lehrerin erméglichen (Lehrer-Schiiler-Gesprich in Verbindung mit
Einzelarbeit, textlichen Eigenproduktionen von Schiilern in der Einzel-, Partner- oder
Kleingruppenarbeit, Gespréch von Partnern und innerhalb von Gruppen sowie Lehrer-
gesprich mit Partnern und Kleingruppen).

So gesehen basieren die beiden Ansitze auf unterschiedlichen Grundannahmen iiber
die Moglichkeiten der Analyse von Verstehensprozessen und verfolgen unterschiedli-
che Ziele und Erkenntnisinteressen: Sie verfolgen verschiedene didaktische Paradigma-
ta.
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Anhang:

Transkriptausschnitt aus "Einfiihrung in die Briiche II" (5. Klasse HS)

Die Transkription erfolgt in Form numerierter Partiturzeilen, die man sich linear an-
einandergefiigt denken muB8. Jeder Sprechende erhilt eine mit L (fiir Lehrer) oder der
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Abkiirzung eines Schiillernamens eingeleitete Zeile, gleichzeitig Gesprochenes steht
untereinander. Sprechpausen von 1 bis 3 Sekunden sind mit der entsprechenden Zahl
von Punkten markiert, lingere als Kommentar in Doppelklammern. Einfach Einge-
klammertes konnte nicht sicher oder, im Fall von Punkten, gar nicht verstanden wer-

den.

Unterstrichene Wérter wurden auffallend betont. Schrigstriche markieren Ande-

rungen der Formulierungsabsicht.

161
162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

173

| L _Gut! Ihr habt jetzt so viele Wérter gehabt irgendwie mit
L "brechen" (..) bitte Was sind jetzt eigentlich
S1 Das sind Bruchteile.
L Bruchteile? ((4 sec))
Ma Wenn es nicht das Ganze ist, sondern
L Nicht das

Ma nur ein kleiner Teil davon . oder auch ein groRer Teil

L. Ganze, sondern nur ein Teil davon.
Ma Ich glaub, ich habe hier

L
Ma auch so etwas. Ist auch hier auch so etwas. Ist hier auch

L
Ma so ein biBchen was von dem Gro3en. ((hdlt unterschiedlich

L Nicht das
Ma groRe Papierkreise in die Hohe und nuschelt))
SS Hm?

L Ganze, sondern nur ein Teil davon ((6 sec))
Ma Ist ein Bruchteil

L Mhm . Johanna

SS ((melden sich))

S1 Ach ja

Jh (Ja vielleicht ist es ein Blumen-

L Es ist ein Blumentopf gewesen .. Kénnen wir von Bruchtei-
Jh topf)

L len sprechen? Ja?
SS Mhm; ja.
St n Es ist ein Bruchteil von einem

L
St ./ das ist ein Bruchteil von einem Blumentopf
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174 | L Wie viele sind es? .. Vier . Das wiéren also
SS(...)

St Vier

S1 Vier

175 | L vier Bruchteile
Ma Ja, aber von einem groBen erst mal/ von einem .

176 (L
Ma GroBen ist dann das der Bruchteil ((macht mit den Handen eine

177 |L
Ma kreisférmige Bewegung)) .. Also ich finde das einfach so .
Jo Das ist ein

178 | L Glaubst du, das ist ein Viertel? ..
J6 Viertel, von einem. Ganzen.

179 | L (Wenn du das durch)
Jo (..) Viertel
Ma ((schiittelt Kopf)) Nein! Nein! Oder?

180 | L vier teilst kénnte man sagen, das
Jo Vier Teile, ja .
Ma Aber eins

181 | L sind in vier Bruchteile?
Ma Nein, weil, das ist schon mehr ..

182 | L Ja gut. Jetzt wollen wir schauen,
Ma Bestimmt (...)
JO Vier (Teile)

183 | L das Problem heute zu I6sen . Was sind eigentlich Bruchteilen.
Jetzt pal auf. Jetzt nimmst deinen Kreis .. Ja, nimmst

einen Kreis . Deine Aufgabe: Schraffiere . mit Bleistift
meinetwegen . ein Viertel des Kreises .. Schraffiere ein

184 | L Viertel des Kreises, oder (....) .. Mach, was du willst

S1 (..)
185 | L ... Schraffiere, oder male aus ein Viertel des Kreises
186 | L

SS ((29 sec, markieren Bruchteile auf ausgeschnittenen Papier-

187 |L Kannst ruhig auch in Partnerarbeit, daB ihr vielleicht
SS kreisen))

188 | L ein biRchen mehr .. Ideen habt ((6 sec)) Ruhig deutlich aus-
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189 FL malen, da3 man es auch sieht, oder schraffieren, richtig deut-

190 | L lich. So, jetzt wollen wir allméhlich
SS ((1:12 min; arbeiten))

191 [ L fertig werden .. Braucht keine Schénheitszeichnung werden.

192 L ' So, bitte dann
Ma [Wird auch keine Schénheitszeichnung] .

193 | L fertig werden . Entscheide dich fiir irgendwas.
SS ((20 sec;

194 | L Stift weglegen . Das muB reichen . weg
S8 beenden ihre Arbeit))

195 | L damit ((4 sec)) So, machen wir es so. Ah, ihr da driiben, ..

196 rL haltet es bitte hoch, eueren Kreis, daB es die anderen sehen.

197 | L So hoch halten .. Halt s hoch ...
SS - ((Tirreihe hélt bearbeitete

198 | L Schaut es euch an ..Kann man es erkennen? {....) an-
SS Kreise hoch))

199 | L schauen, bitte! .. So, macht es ihr da driiben, hochheben.
Deutlich, dal’ man es sieht, hoch. ((5 sec)) So, und jetzt in
der Mitte. Haltet sie so nach hinten, oder ihr mii3t es

200 | L ein biBchen drehen, daB es jeder sieht .. Halt es nur
sSS ((murmeln))

201 [L_hoch, Steffi ..So . Was ist dir aufgefallen? ... Waren es
202 | L Viertel? . Waren es keine Viertel?

Ma (Ich glaube, das waren gar
203 |L Jorg, ah/ Achim
Ac Ja, es kdnnten vielleicht Viertel gewesen
Ma keine)
204 | L
Ac sein,aber die sind vielleicht nicht so genau gewesen . wenn man
205 | L

Ac irgendwie so gezeichnet hat . Ich habs so gefaltet und dann

206 [L_Du/ Du hast gesagt "genau”. Was verstehst du unter "genau"? .
207 [L Viertel, Viertel. Einige haben gesagt, das sind auch Viertel

| neorieansalze Zutl Aldlydt VULI VOIDIGHIGH DI Ve owwis ——

208 [L da. Ja, die haben gesagt, das sind Viertel.
Ac Ja eigentlich nicht,

209 | L So? ... Na
Ac weil die sind verschieden groB. ((zeigt nach Vorne))

210 [L bitte, was sagt's ihr darauf? ..Seine Meinung war, es war nicht
211 [L so genau. Ich habe da auch eine gemacht.

212 |L Hm? ..

Mt Die miissen ja gleich gro sein.

Ma Das ist aber eine (....)
213 [L Das ist aber auch irgendein Viertel, vielleicht, was wei ich?
214 | L Hm! Bist du noch nicht

Ma Nein

Ac Nein((schiittelt den Kopf))

215 [ L einverstanden? Martin!

Ac Nein

mt Nein, das muR ja ./ wenn man jetzt .
216 | L .

Mt sagen wir einmal von einem Kreis ein Viertel nimmt, dann missen
217 1L

Mt die anderen . genau so groB sein wie der ... weil sonst ()

218 [L Ja, wenn du dich an den Versuch mit dem Wasser erinnerst, den
die Nina gemacht hat. Da haben wir auch versucht, gieich viel
in jedes Glas reinzugeben. Die Idee, glaube ich, ist gut gewe-

219 [L sen, nicht?..Kannst du das noch einmal wiederholen?
[ mt Wenn man jezt

220 | L
Mt ein Viertel dh,von dem Kreis einzeichnet . dann miissen die ande-

221 | L. Alle Viertel
Mt ren drei Viertel genau so grof sein wie das eine.

222 | L miussen gleich groB sein..Ja. Die Mathematiker geben
Mt gleich groB sein

223 [ L sich nicht zufrieden, einfach irgendwie so Blumentopfscherben.
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