
1. Vorbemerkung
Wie werden im alWiglichen Mathematikunterricht Bedeutungen ~athematischen ~is-
sens konstituiert? Dies ist die zentrale Fragestellung, an der die belden Verfasser dleses
Beitrags seit mehreren Jahren arbeiten. Dabei folgen sie gemeinsam dem i~t~rpretati-
ven Forschungsparadigma und der Methode qualitativer. I~haltsanalyse~. Sle mterpre-
tiert auf Video aufgezeichnete und anschlieBend transknblerte Ausschnitte d~r ynt~r-
richtskommunikation extensiv, d. h. sie deuten in Analysegruppen von zwel blS VIer
Personen die Sprachbeitrage von Lehrer und SchUlem Si.nnein~eit ~r Sinneinh~it ~it
Blick auf die oben gestellte Frage. Gleichwohl unterscheld.en slch dl~se Analysen hm-
sichtlich des ihnen zugrunde gelegten Theorierahmens. DIes hat bel den A~tor~n das
Interesse geweckt, einmal gleiche Unterrichtsaussch~itte get~ennt zu ana~ysleren und
anschlieBend ihre Ergebnisse miteinander zu verglelchen. Sle taten das msbesondere
am Beispiel eines Unterrichtsausschnitts zur Einfuhrung der SchUler in d~n Bruchbe-
griff in einer funften bayerischen Hauptschulklasse. Genau ~andelte es slch urn den
Anfang der zweiten Lehreinheit aus der entsprechenden Untemchtssequenz.
Der Vergleich erschien uns so interessant, daB wir ihn nachfolgend vorst~llen moc~ten.
Zunachst wird der erwahnte Unterrichtsausschnitt, bei dem es thematlsch urn emen
Begriffsaufbau geht, auf der Grundlage einer. erste.n ro~en Analys~ st~uriert (2?
Dann prasentieren wir nacheinander ausfuhrh~h ~le belden T.heo~eansatze ..und ~le
zugehOrigen Analyseergebnisse (3 und 4). SchheBhch werd~n dIe .bel~en ~nsatze mlt-
einander verglichen und auf Gemeinsamkeiten und Unterschlede hm dlskutlert (5).

2. Strukturierung der Episode und kurze Charakterisierung der Phasen
Die interpretierte Unterrichtsepisode (siehe Anhang) hat die "Einfuhrung in die Bm-
che" zum Thema (in einer 5. Klasse, Hauptschule). Vorausgehend hatten die SchUler
moglichst viele Worter, die zur Wortfamilie "brechen" gehOren, gesucht. Dabei wurden
neben alltagssprachlichen Beschreibungen (Wolkenbruch, einbrechen, ausbrechen,
abbrechen, zusammenbrechen, erbrechen, aufbrechen, Bruchbude, Briiche, bruchstiick-
weise, Bruchteil, Vulkanausbruch, Knochelbruch, Bruchlandung, Gesetzesbruch), auch
schon erste "mathematische" Deutungen in dieser Wortfarnilie besprochen. Auf die
Frage des Lehrers hin, "was solI in Mathematik eine Wortfamilie brechen", gaben die
SchUler weitere Beispiele: "mit Bmchen rechnen", "Bruch", "ein Viertel oder so etwas,
das ist ein Bruch, eine Viertel Stunde zum Beispiel - und dann ein Halb. Alles was mit
Bruch und so" (Jo), ein "Viertel Liter Wasser", "drei Viertel Liter Wasser" (Ju). Hier
beginnt die vorliegende Episode.
Die folgende Strukturierung der Unterrichtsepisode in Phasen und Unterphasen, stiitzt
sich darauf, wie einzelne Gesprachsabschnitte mit Fragen, Problemen oder Auftragen
eroffnet, und dann durch Bemerkungen des Lehrers abgeschlossen Oder abgebrochen
(unterbrochen) werden, weil die eingangs gestellte Frage beantwortet wurde bzw. der
Lehrer signalisiert, daB diese Frage zunachst anhand einer Teilfrage weiter bearbeitet
werden soIl. Die Stabilitat solcher Strukturierungen von Unterrichtsgesprachen ist im-
mer wieder beobachtet worden (s. MEHAN1979, SINCLAIR& COULTHARD1975). Diese
Einteilung in einzelne Phasen mit ihren inhaltlichen Themen wird zusammenfassend
dargesteIlt, und es werden die vorhandenen Inhalte auf der Basis eines groben Vorver-
standnisses charakterisiert.

Phase 1
Phase 1.1 (161-165) Nicht das Ganze, sondem ein kleiner ( roBer) Teil davon

Vor dem Hintergrund der Hausaufgabe, viele Worter zur Wortfarnilie "brechen" zu
suchen, wird der Begriff "Bruchteil" bezogen auf die Realitat und die Erfahrungen der
Kinder nach Art einer Anfangsdefinition so beschrieben: "Bruchteih~ sind Dicht das
Ganze, sondern nur ein Teil davon." Interessant ist die vom SchUler Ma gegebene De-
finition: "Wenn es nicht das Ganze ist, sondern nur ein kleiner Teil davon . oder auch
ein groBer Teil davon."

Phase 1.2 1(165-170) 11. Beispiel: Zwei Papierkreise I
An zwei Papierkreisen versucht Ma nun beispielhaft diese Deutung von Bruchteil zu
belegen. Zusammen mit dem Lehrer formuliert er: "Nicht das Ganze, sondern nur ein
Teil davon .... ist ein Bruchteil."

Phase 1.3.1 1(170-17:3) 12. Beispiel: Bruchteile (-stucke) eines Blumentopfes I
An dem Beispiel eines Bmchstucks von einem Blumentopf wird noch einmal Bruchteil
als ein Teil von einem ganzen (Blumentopf) interpretiert.

Phase 1.3.2 (174-182) 2. Beispiel: 1st ein Teil von vier Teilen eines Blumen
to fes ein Viertel?

Mit der Lehrerfrage "Wie viele sind esT' erhalt die Losungssuche eine starker mathe-
matische Orientierung. Schnell ist klar, daB es vier Bruchteile sind; Ma 'wiederholt'
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Phase 2 (183-194) Aufgabe zur Bearbeitung in Einzel- oder Partnerarbeit:
Ein Viertel eines Pa ierkreises schraffieren.

Lehrer: "Jetzt wolIen wir schauen, das Problem heute zu losen. Was sind eigentlich
Bruchteile. Jetzt pass' auf. Jetzt nimmst deinen Kreis .. Ja, nimmst einen Kreis. Deine
Aufgabe: Schraffiere . mit Bleistift meinetwegen . ein Viertel des Kreises .. Schraffiere
ein Viertel des Kreises. "

In Einzel- oder auch in Partnerarbeit soilen aile Schiiler diese Aufgabe bearbeiten.
Nach ca. drei bis vier Minuten unterbricht der Lehrer. Das Gesprach geht in die Phase
der Auswertung uber.

Phase 3.3 (211-218) Beispiel des Lehrers: Verschieden grofie Viertel in einem
Kreis (und Wasser in vier leiche Men en aufteilen)

Mt wirft sofort ein: "Die mussen ja gleich grofi sein." und der Lehrer erwidert: "Das ist
aber auch irgendein Viertel, vielIeieht, was weill ieh?" Ac, Ma und Mt widersprechen,
bis Mt ein allgemeines Argument formuliert: "wenn man jetzt . sagen wir einmal yon
einem Kreis ein Viertel nimmt, dann miissen die anderen . genau so grofi sein wieder ...
weil sonst (...)." Der Lehrer erinnert an einen Versuch mit dem Wasser und bestatigt
die Aussage yon Mt: "Da haben wir auch versucht, gleich viel in jedes Glas reinzuge-
ben. Die Idee ist gut gewesen, nicht?" AbscWiefiend solI Mt noch einmal wieder-
holen.

I Phase 3.4 I (219-223) I Resumee: AlIe Viertel mussen gleich groB sein
Mt argumentiert: "Wenn man jetzt ein Viertel ah, yon dem Kreis einzeichnet, dann
mussen die anderen drei Viertel genau so grofi sein wie das eine ."Der Lehrer wirft
prazisierend ein: "Aile Viertel mussen gleieh" - Mt: "gleich grofi sein" - L: "grofi sein
.. Ja." An dem Beispiel yon Vierteln ist die Aussage getroffen worden:
"Mathematische" Bruchteile sind genau gleich grofie Teile yon einem Ganzen. Dies
bestatigt der Lehrer mit Berufung auf "die Mathematiker": "Die Mathematiker geben
sich nieht zufrieden, einfach irgendwie wie so Blumentopfscherben." Und ein SchUler
halt zu Ende die zentrale Eigenschaft fest: "((leise:» gleich gro6."

die Definition yon Bruchteil und stellt durch sein Zeigen einer kreisfOrmigen Bewe-
gung einen Zusammenhang des Ganzen mit dem Kreis her. Jo behauptet angesiehts der
vier Bruchteile die: "Das ist ein Viertel, yon einem. Ganzen." Nun stellt der Lehrer eine
Gegenfrage, die paralIel yon Jo und yon Ma kommentiert wird. Lehrer: "Wenn du das
durch vier teilst, konnte man sagen, das sind in vier Bruchteile?" 10 bestatigt: "Vier
Teile, ja." Ma widerspricht mit dem Argument: "Nein, weil, das ist schon mehr .. Be-
stimmt." Darnit schlieBt die erste Phase.

Phase 3 (195-224) Auswertung der Einzel- und Partnerarbeit: Sind tatsach-
lich "Viertel" schraffiert worden?

Phase 3.1 (195-201) Die Zeichnungen werden den Mitschiilem gezei.!tt

Die Schuler, die in der Tiirreihe, "Mittel-" und in der "Fensterreihe" sitzen, halten
nacheinander ihre Zeichnungen hoch, damit ihre Mitschiilerinnen sie sehen konnen.
Die Frage: "So. Was ist dir aufgefallen? ...Waren es Viertel? . Waren es keine Viertel?"
fuhrt in die nachste Unterphase.

Phase 3.2 I (201-211) IProblem: Was hei6t "genau" zeichnen?

Ma verneint, daB es Viertel waren. Ac gibt eine vorsichtige, relativierende Einschat-
zung: "Ja, es konnten vielIeicht Viertel gewesen sein, aber die sind vielIeicht nicht so
genau gewesen . wenn man irgendwie so gezeiehnet hat . Ich habs so gefaltet und
dann." Er vergleicht die erstellten Viertel mit seinem eigenen Verfahren des Faltens;
doch der Lehrer nimmt aus der recht umfassenden Anmerkung yon Achim nur ein
Stiehwort heraus: "Du/ Du hast gesagt 'genau'. Was verstehst du unter 'genau"'? Da er
keine Antwort erhalt, bemerkt er: "Viertel, Viertel. Einige haben gesagt, das sind auch
Viertel da. Ja, die haben gesagt, das sind Viertel." Nach dieser GegenuberstelIung yon
"genau" mit der Behauptung yon einigen Schiilem: "das sind auch Viertel" interpretiert
nun Ac, die Eigenschaft des "genau" ganz strikt: "Ja eigentlich nicht, weil die sind
verschieden gr06 «zeigt nach vome»". Mit der folgenden Bemerkung bestatigt der
Lehrer diese Aussage, und er gibt damit der Interpretation der Eigenschaft "genau"
indirekt die yon ihm intendierte Bedeutung: "Na bitte, was sagt's ihr daraufl ..Seine
Meinung war, es war nicht so genau."

Der Lehrer zeigt nun eine yon ihm erstelIte Zeichnung (in der wohl recht eindeutig die
vier Unterteilungen (oder nur ein einziges Viertel?) des Papierkreises keine Viertel
darstelIen, wahrend bei den Schiilerinnen in den Zeichnungen vor allem vielIeieht nur
Zeichenungenauigkeiten oder mangelnde Prazision einen falschen Eindruck. Der Leh-
rer sagt: "lch habe da auch eine gemacht. "

3. Wissenskonstruktion als individueller Verstehensprozell
MAIERbetrachtet die Konstitution bedeutungshaltigen Wissens im Unterricht als Kon-
sequenz yon Verstehensprozessen einzelner SchUler. Eine Erlauterung dieses an indivi-
dueller Bedeutungskonstruktion interessierten Theorieansatzes, der irn Rahmen des
Projekts "Verstehen yon Lehrerinstruktionen und -erklarungen durch SchUler im Ma-
thematikunterricht" (VIMU) entwickelt wurde, verlangt zum einen eine Antwort auf
die Frage, wie hier Verstehen definiert sein solI, zum anderen eine Erlauterung der
Gesichtspunkte, nach denen entsprechende Verstehensprozesse beschrieben und evalu-
iert werden. Die auf den oben vorgestellten Unterrichtsausschnitt bezogenen Analy-
seergebnisse dienen der Illustration dieser Erlauterung.

3.1 Formale Charakterisierung yon Verstehen
Was solI also mit 'Verstehen' gemeint sein? MAIER(1988) expliziert, bezogen auf ma-
thematisches Wissen (Begriffe, Satze, Verfahren), einen Verstehensbegriff mit folgen-
den Merkmalen:

- Verstehen, ein initiierter und intentionaler geistiger Prozeft
Zum ersten wird Verstehen als eine durch Wahrnehmung yon - vor allem spracWicher
- Aufierungen angestofiene geistige Aktivitiit aufgefaBt. Sie geschieht nieht nur auf-
grund aufierer Anlasse und Gelegenheiten, sondem auch aufgrund interner Antriebe,
fur die das Bedurfniskonzept yon MAsLOW (1977) Erklarungshilfen bietet. Neben Be-
durfnissen konnen allerdings, besonderes bei Schiilem, auch Pflichten bzw. Verpflich-
tungen wichtige Aktivierungsimpulse fur Verstehensprozesse sein. Der Verstehende
versucht, seinen Wahrnehmungen Sinn, und das heiBt hier Sinn fur sieh selbst zu ge-



ben. Der Verstehensproze6 wird damit zu einem zielgerichteten, orientierten Handeln
(siehe WITIGENSTEIN1953, CHOMSKY1965, WESSELS1990 und SIERPINSKA1994).

- Verstehen, ein Prozeft individueller Sinn- und Wissenskonstruktion
Verstehen wird aufgefaBt als geistiger Proze6, in dem der Verstehende das Wissen, das
er aufgrund auBerer Anst06e generiert, autonom und in individueller Weise konstruiert.
Es ist davon auszugehen, daB fur die Rezipienten die in Sprache formulierten Worter
und Satze bzw. die ihnen zugrunde liegenden Bedeutungen nicht etwa vorgegebene
mehr oder minder festgelegte Gr06en sind, die in einem interindividuellen Interakti-
onsproze6 'iibermittelt' werden konnten. Sprache ist fur sie also nicht instruktiv im
Sinne eines 'Transporteurs' yon Bedeutungen. Vielmehr bilden die AuBerungen ledig-
lich einen AnlaB, urn zu ihnen (selbst), in einem subjektiv bestimmten Akt spezifische
Bedeutungen zu konstruieren. Dabei liegen die Kriterien, anhand derer diese Bedeu-
tungskonstruktion erfolgt, im individuell unterschiedlichen Erfahrungsraum der jewei.
ligen Sprecher und Horer (siehe DILTHEY 1924, NASSEN 1982, GADAMER1960,
SCHAEFFLER1973, GARDENER1989, GLASERFELD1987 und DORFLER 1988). Wegen
dieser unterschiedlichen Erfahrungen ist Sprachverstehen letztendlich auf eine prinzi-
piell subjektive Basis gestellt. Als autonome geistige Aktivitiit ist dieses weder er-
zwingbar noch manipulierbar.

- Verstehen, ein men taler Prozeft
Gefuhlsregungen und andere nicht-kognitve Personlichkeitsfaktoren sind im Verste-
hensprozessen zumeist mit dem kognitiven Geschehen so eng und untrennbar ver-
kniipft, daB man sie gleichsam als Komponenten des Verstehens auffassen muB. Dies
ist gemeint, wenn Verstehen als ein mentaler Proze6 bezeichnet wird (s. SIERPINSKA
1994).

beeinflussen seinen VerIauf (siehe SEILER1984, DAVIS 1984 und 1992, WACHSMUTH
. 1985, STEINER1991, WESSELS1990, SCHANK& ABELSON1977, DAVIS & MCKNIGHT

1979 und BAUERSFELD1983). Aufgrund des Verstehensprozesses, gleichsam als dessen
Produkt, entstehen also neue bzw. veranderte Vorstellungen bzw. Wissensstrukturen,
die dann ihrerseits in neuen Verstehensprozessen aktualisiert werden konnen, denen sie
wiederum in beschriebener Weise zugrunde liegen.

- Trennung von Beschreibung und Evaluation des Verstehens
Vielfach wird Verstehen, insbesondere in Bezug auf mathematisches Wissen, aus-
schlie61ich im Sinne bestimmter Kompetenzen, einer bestimmten Art von Wissen, einer
Zielqualitat aufgefaBt. Es wird als anzustrebender geistiger Zustand beschrieben, der in
mehr oder weniger langfristigen Lernbemiihungen erreicht werden kann und nach der
jeweils erreichten Stufe klassifiziert. Eine solche Beschreibung verlangt nach positiven
Normen, aufgrund deren sich entscheiden laBt, ob ein erwiinschter Zustand erreicht
wurde oder nicht. Wir haben es mit einem produkthaften, normativen Verstehensbegriff
zu tun. (Siehe SKEMP 1979, HERSCOVICS& BERGERON1983, PIRIE & KIEREN 1989,
AESCHBACHER1986 und VOLLRATH1993).
Bei MAIER sind demgegeniiber nicht nur die Verstehensprozesse den Verstehenspro-
dukten vorgeordnet, sondern es wird auch versucht, die Beschreibung des Verstehens
yon seiner Bewertung bzw. Evaluation zu trennen. Genauer gesagt wird zuerst gefragt,
was und wie der einzelne SchUler verstanden hat, und erst dann, wie weit dieses sein
Verstehen gewissen empirischen Vorgaben bzw. impliziten oder expliziten Normen
gerecht wird. Die Evaluation ist der Beschreibung nachgeordnet, und man kann inso-
fern yon einem proze6haft-deskriptiven Verstehensbegriff sprechen.

- Verstehen, ein aujVerstandenes rekurrierende Prozeftjolge
Verstehensprozes~e lassen sich nicht zureichend allein mit Blick auf das aktuelle Ge-
schehen beschreiben. Zum einen muB berucksichtigt werden, daB jeder Verstehenspro-
ze6 in der Regel zu (evtl. minimalen) dauerhaften Veranderungen in der Wissensstruk-
tur des Verstehenden fuhrt, deren Ergebnis sich als Verstehensprodukt bezeichnen laBt.
Zum zweiten beginnen Verstehensprozesse nicht voraussetzungslos. Jede Wahrneh-
mung, die geeignet ist, einen solchen ProzeB auszulOsen, aktiviert im Verstehenden
Wissen bzw. Vorstellungen, die in vorausgehenden Verstehensprozessen generiert
wurden. Der das Verstehen charakterisierende ProzeB der aktiven Sinn- und Wissens-
konstruktion ware ohne Riickgriff auf bereits vorhandene und verfugbare Verste-
hensprodukte kaum denkbar (siehe REININGER1970, UHLE 1978, BALLSTAEDT1981,
HORMANN1976, MEYER-DRAWE1982 und WAGENSCHEIN1968).
Bei den Verstehensprodukten, auf die zUrUckgegriffen wird, handelt es sich nicht urn
zufalIig ausgewahlte Teile einer amorphen Wissens- oder Vorstellungsmasse, sondern
urn strukturierte Bedeutungseinheiten, die in der Literatur als Schemata, scripts, fra-
mes, Rahmungen, Argumentationsformate, subjektive Erfahrungsbereiche, usw. be-
schrieben werden. Die Bedeutungseinheiten werden in einem hOchst selektiven Vor-
gang situations- bzw. inhaltsspezifisch eingesetzt und determinieren als Vorauskon-
struktion die Deutung der yon auBen kommenden Impulse und Wissensinhalte durch
den Verstehenden. Sie wirken antizipatorisch, indem sie fur den Verstehensproze6
Orientierungen erzeugen und Plane generieren. Sie stell en fur ihn die Mittel bereit und

3.2 Inhaltliche Charakterisienmg von Verstehen
Wer sich fur das Ver~tehen YOn SchiiIern im Mathematikunterricht in'teressiert, wird
sich nicht mit einer formalen Definition bzw. Explikation dieses Begriffs begniigen. Er
wird danach fragen, was die Schiiler verstehen soIlen bzw. verstanden haben, genauer
gesagt, auf welchen mathematischen Gegenstand, auf welches Element mathematischen
Wissens oder Tuns sich das Verstehen richtet. Zu dieser inhaltlichen Charakterisierung
des Verstehens werden nachfolgend ein Theoriemodell und das zugehOrige Analyseer-
gebnis zum ausgewahlten Unterrichtsabschnitt vorgestellt. (Beziiglich des angewende-
ten Analyseverfahrens siehe MAIER 1991, BECK& MAIER 1994a und 1994b)

a) Inhaltliche Dimensionen des Verstehens
Verstehensinhalte in dem hier gemeinten Sinne konnen z. B. einzelne mathematische
Begriffe, Aussagen (etwa ein Lehrsatz) oder Verfahren sein. In der anschlieBend zu
anaIysierenden Unterrichtspassage ist es der Begriff Bruch. Daher solI am Beispiel
dieSes Begriffs gezeigt werden, welche inhaltlichen Aspekte das Verstehen eines ma-
thematischen Wissenselements grundsatzlich urnfassen kann. Die Aspekte lassen sich
namlich nach zwei Dimensionen entfalten:
Eine dieser Dimensionen betriffi den kognitiven Anspruch, den das betreffende Wissen
reprasentiert. Hinsichtlich dieser, als 'mental' bezeichneten Dimension werden folgende
Komponenten unterschieden:
- eine auf das Beschreiben, Definieren, Erklaren oder Erlautern bezogene

(konzeptuelle) Komponente;



- eine auf das Erzeugen, Generieren, Ausfuhren bezogene (prozedurale) Komponen-
te;

- eine Beziehungen, Zusammenhange und Strukturen betreffende (relationale) Kom-
ponente;

- eine Ableiten, Begriinden, ScWullfolgem (induktiv oder deduktiv), logische Ordnen
(lokal oder global) bzw. Beweisen betreffende (argumentative) Komponente;

- eine das Losen mathematischer Probleme und mit ihm zusammenhange kognitive
AktivWiten wie Mathematisieren, Losungsplane entwickeln, Umstrukturieren, usw.
betreffende (elaborative) Komponente und

- eine nicht mathematische Sachverhalte selbst darstellende, sondem aus einer Meta-
sieht auf diese bezogene (reflexive) Komponente; es kann sieh urn Einordnung eines
Gegenstands in gro6ere Zusammenhange, urn EvaIuierungen, auch urn personliche
Einschatzungen, Beurteilungen oder Einstellungen handeln.

Die andere Dimensionen nimmt den Darstellungsmodus bzw. die Verkniipfung yon
Darstellungsmodi in den Blick, in denen das Wissen reprasentiert werden kann. Diese
'modale Dimension' gliedert sieh
- in eine verbale oder schriftlich-symbolische Darstellung, die auf vorliegende kon-

krete Modelle oder Zeiehnungen Bezug nimmt und diese fachinhaItIieh interpretiert
(explizit intermodale Komponente);

- in eine verbale oder schriftlich-symbolische Darstellung, die erkennbar auf nicht
vorliegende konkrete Modelle oder Zeichnungen Bezug nimmt und diese fachin-
haltlich interpretiert (implizit intermodale Komponente) und

- in eine rein verhale oder schriftlieh-symbolische facWiche Darstellung, die keinen
Bezug zu anschaulichen Vorstellungen erkennen laBt (sprachliche Komponente).

(Bine nur auf konkrete Modelle oder Zeichnungen bezogene, rein handlungsgebundene
bzw. 'anschauliche' Darstellung liegt eigentlich aullerhalb eines mathematischen Ver-
stehens, vor allem wenn die mit ihr verbundenen verhalen Aullerungen diese Darstel-
lung ausschlie61ich modellimmanent interpretieren.)
Die Vielgestaltigkeit eines mathematischen Wissenselements (Begriff, Aussage, Ver-
fahren) laBt sich nun dadurch entfalten, daB die beiden genannten Dimensionen mit-
einander verkniipft werden. Zum Begriff Bruch bedeutet die konzeptuelle Komponente
in intermodaler Auspragung, daB an realen Gegenstanden bzw. Modellkorpem auftre-
tende oder zeichnerisch dargestellte, mit einem Bruch beschreibbaren Gro6enverhaIt-
nisse, unabhangig yon der spezieller Gro6enart und -beziehung (auch fur SpezialfaIle
wie 2/2 oder unechte Briiche wie 5/3), mit einer Bruchbezeichnung verbunden oder
umgekehrt Modelleigenschaften angegeben, gezeigt oder beim Zeichnen beriicksichtigt
werden, die einen Bruch charakterisieren. Mit anderen Worten hei6t dies, den Umfang
des Begriffs (seine Extension) in Gestalt zugehOriger Referenzobjekte festzulegen und
deren gemeinsame Kennzeichen (d. h. die Intension des Begriffs) zu benennen. Zur
sprachlichen Auspragung gehOrt es insbesondere, verschiedene Definitionen fur Bruch
zu formulieren und seine Teile wie auch mogliche Eigenschaften zu beschreiben.
Die prozedurale Komponente umfaBt im Beispiel Bruchbegriff intermodal Verfahren
zur Herstellung yon konkreten oder zeichnerischen Bruchmodellen und sprachlich die
verbale Beschreibung solcher Darstellungsverfahren.
Die relationale Komponente umfaBt zum einen die fur die Definition und Beschreibung
wichtigen multiplikativen GrOBenbeziehungen, zum anderen den Vergleich yon Brii-
chen hinsichtlich des yon ihnen reprasentierten ZaWenwerts. Diese Beziehungen kO.n-

nen sprachlich und intermoda/ gegeben, d. h. gleichermaBen in Modellen realisiert wie
verbal formuliert und in Bruchsymbolen dargestellt werden.
Die argumentative Komponente betrifft im Fall des Bruchbegriffs im wesentlichen nur
Begriindungen dafiir, warum yon zwei Briichen einer gro6er, kIeiner als der andere ist
oder warum beide Briiche gleich gr06 sind. Beides sollte wiederum rein sprachlich
(verbal oder symbolisch) und streng logisch, aber auch in Verbindung mit oder bezogen
auf anschauIiche Modelle, also intermodal, moglich sein.
Die elaborative Komponente des Verstehens hat ihren Schwerpunkt beim Losen ma-
thematischer Aufgaben und Probleme. 1m Fall eines Begriffs wie Bruch kann sie -
gleichsam als Zusatz - allenfaIls dadurch zum Tragen kommen, daB der Verstehende
das Finden geeigneter Definitionen als selbstandig zu losende Aufgabe tibemimmt.
Die reflexive Komponente des Verstehens kann sehr verschiedene Sinngebungen um-
fassen. Mogliche Aspekte sind Spezifika und Bedeutungen des Begriffs Bruch im Kon-
text verschiedener Zahldarstellungen und sein Bezug zu bestimmten Zahlbereichen
(natiirliche, rationale und reelle Zahlen).

b) Analyseergebnis
- Sl
Die zusammenfassende Bemerkung des Lehrers "Ihr habt jetzt so Worter gehabt ir-
gendwie mit 'brechen' ... " (161 f) nimmt S1 als Impuls auf, und stellt, den Lehrer unter-
brechend, fest: "Das sind Bruchteile" (162). Er faBt damit die vorausgehend gesammel-
ten Ausdriicke unter einem gemeinsamen Oberbegriff, namlich 'Bruchteile', zusammen.
Mit ihm schaffl er einen losen begrifflichen Rahmen, unter den er auch einige weniger
passende Beispiele subsumiert und macht damit deutlich, was ihm an der Sammlung
yon Begriffen fur den Mathematikunterricht bedeutsam erscheint. Moglicherweise legt
S1 dem Terminus 'Bruchteile' eine eher offene und undeutliche Bedeurungsvorstellung
zugrunde oder er bezieht die Bezeichnung nur auf jene Beispiele, auf die eine prazisere
Bedeutungsvorstellung relativ genau zutrifft. Urn entscheiden zu konnen, was zutrifft,
miillte man wissen, ob sich der Beitrag der modalen Dimension nach auf die sprach-
lich-symbolische Darstellungsebene beschrankt, oder ob SI der Begriffsbildung inter-
modal auch anschauliche Vorstellung aus den Beispielen zugrunde legt, z. B. einen im
vorausgehenden Unterricht durchgefuhrten Umschiittversuch, wo ein Liter Wasser auf
vier Viertelliterglaser verteilt und deren Inhalt mit 'ein Viertel Liter' beschrieben wor-
den war. Gleichwohl darf man diese induktive Begriffsbildung auf der Grundlage yon
Beispielen, der mentalen Dimension nach, als Beitrag zur konzeptuellen Komponente
des Verstehens betrachten.

- Markus (Ma)
Zuerst antwortet Markus auf die durch die Aullerung yon SI angesto6ene Lehrerfrage
"Was ist jetzt eigentlich ein Bruchteil?" (162 f) so: "Wenn es nicht das Ganze ist, son-
dem nur ein kleiner Teil davon oder auch ein gr06er Teil" (163 f). Flir den SchUler ist
der Begriff 'BruchteiI' mit der Vorstellung einer Beziehung zwischen irgendeinem
Ganzen und einem Teil dieses Ganzen verbunden. Genauer stellt er den Ausdruck als
Bezeichnung fur einen Teil eines Ganzen dar, der etwas kleiner oder gro6er sein kann,
auf jeden Fall aber kleiner sein mull als das Ganze. Man kann, mental gesehen, yon
einer Begriffserklarung durch Beziehungsangabe sprechen (Beitrag zum konzeptuellem
und relationalem Verstehen).



Markus sieht sich durch die teilweise Wiederholung seiner Aussage durch den Lehrer
wohl bestatigt und fahrt deshalb in seiner Begriffserlauterung fort. Er bezieht sich dabei
auf Produkte der vorbereitenden Arbeit - die Schtiler hatten vor Stundenbeginn zwei
unterschiedlich gro6e Kreise aus Papier ausgeschnitten - und verwendet diese als De-
monstrationsmittel. Am Beispiel zweier Kreise unterscbiedlichen Durcbmessers ver-
sucht er zu verdeutlichen, daB auch in Verbindung mit ihnen von Bruchteilen gespro-
chen werden konne: "Ich glaub, ich hab bier auch so etwas. 1st auch bier auch so etwas.
1st auch hier auch so ein bi6chen was von dem Gro6en." (165-167). Hier fugt er, modal
gesehen, der rein sprachlichen Darstellung - wenngleich mit wesentlich gro6erer Vor-
sicht und sprachlichen Unsicherheit - der ersten Erklarung ein anschauliches Element
an und zeigt somit ein explizit intermodales Verstehen an. Er sieht niimlich die beiden
Kreise als Bruchteile eines groBen Blattes (welches das Ganze darstellt, und aus dem
sie herausgeschnitten worden sind) oder den kleineren der beiden Kreise als Teil des
groBeren (weil er in ibm Platz hat oder sich aus ihm ausschneiden lieBe).
Der intermodale Verstehensanteil von Markus zum Begriff Bruchteil als einem ir-
gendwie gearteten Teil eines Ganzen wird kurze Zeit spater nochmals deutlich. Markus
bestatigt, daB der Lehrer mit vier Scherben eines zerschlagenen Blumentopfes tatsach-
lich "Bruchteile" vorzeigt Lehrerfrage: "Das waren also vier Bruchteile?" (174) Ant-
wort: "Ja, aber von einem GroBen erst mall von einem . GroBen ist dann das der
Bruchteil" (175f). Dazu macht er mit den Handen eine kreisformige Bewegung. Markus
legt also nochmals dar, daB fur die Entstehung von Bruchteilen ein Ganzes als Voraus-
setzung gegeben sein muB. Er bezieht sich dabei wahrscheinlich auf die AuBerung von
Stefan, der zuvor (172-173) das Demonstrationsmodell als "Bruchteil von einem Blu-
mentopf' bezeichnet hatte. Vermutlich, weil der Lehrer nicht weiter darauf eingeht,
schwacht Markus seine Aussage anschlie6end mit dem Satz "Also ich finde das einfach
so" (176) ab, halt also an seiner Behauptung nicht als Tatsachenfeststellung fest son-
dern relat~:,iert sie zu einer subjektiven Anschauung. '
Spateren AuBerun~en v~n ~ar~us laBt si~h entnehmen, daB er auch Bedeutungsvorstel-
!,un~e? zum Termmus Viertel. konstr~llert. Durch Kopfschiitteln und ein spontanes
Nem (17~,>ste~lt er kIar, daB die Be.zelchnu~g 'ein Viertel' auf ein vom Lehrer gezeig-

tes B~chstuc~ emes B1umentopfes mcht zutnfft. Vermutlich will er mit seiner strikten
Ye~em~ng eme A~ssage von Jo~g korrigieren. Dieser hatte namlich behauptet: "Das
~,stem Viertel vo~ el~em ~anzen (177-178), was allerdings der Lehrer mit der Frage
Glaubst du,. das I.Stem Viertel?" (178) schon in Zweifel gezogen hatte. Markus beant-

~ortet zuglelch dlese Fra~e. Vertr,J~tlic~ ist ihm zu diesem Zeitpunkt bereits bewuBt:
d~e An~endung d~r Bezelchnung ~m Viertel' setzt nicht nur voraus, daB ein Kreis in
vle.r Telle zerlegt 1st, s?nde~ darf slch n~r auf Kreisstiicke beziehen, die (genau) vierte
Telle des ganzen Krelses smd. Als Indlkator fur diese Vermutung kann sein leider
abgebrochener ~egriin~ungsvers~ch. gesehen werden: "Nein, weil das ist schon mehr"
(181): Das ~ezelgte Stuck erschemt Ihm g~OBerals der vierte Teil des Blumentopfs, so
daB slch belm Zus~mme~setze.n solch~r .Telle mehr als ein Ganzes ergeben wiirde.
K~rz darauf, ~ls die Schuler emen Tetllhres in vier Teile zerschnittenen Kreises hoch-
~elgen, verne.mt Markus, ~aB e~ sich urn 'ein Viertel' handelt, weil offenbar die Teilung
m .genau glelch gro6e Telle mcht hinreichend gegliickt war: "Ich glaube da
k " (2~ M" . .. , s wareneme . It emer welteren AuBerung "Das ist aber eine (...)" (212) wird er leider
vo~ ~.eh e~ unterbr?ch~~. DaB jedoch ein nicht genau dem viertel Teil entsprechendes
Tetlstuck ellles Krelses aber auch irgendein Viertel" (213) sein konnte, verneint Mar-

kuS erneut entschlossen (214). Wir haben es bier in der mentalen Dimension gleichzei-
tig mit Elementen konzeptuellen,relationalen und argumentativen Verstehens zum
Begriff 'Viertel' zu tun. Dabei versteht Markus offensichtlich, an spezielle Modelle
gebunden, explizit intermodal.

- Jorg (Jo)
JOrg bezieht sich mit seiner Aussage "Das ist ein Viertel von einem Gauzen" (177-178)
vermutlich auf die Passage 170 bis 175, in der tiber Bruchstiicke eines Blumentopfes
gesprochen wurde. Er vollzieht eine Prazisierung der Aussage von Stefan, der eine
Scherbe als Bruchteil bezeichnet hatte (172-173) und versucht, das aktuelle Geschehen
zu 'mathematisieren', indem er die Bezeichnungen "Viertel" und "Ganzes" in das Ge-
sprach einfuhrt. Moglicherweise stellt Jorg auch eine Analogie zu dem vorher durchge-
fuhrten Versuch des Umschiittens (Ergebnis: viermal ein Viertelliter) her und verwen-
det die in der vorausgehenden Stunde eingefuhrte Bezeichnung 'ein Viertel' an dieser
Stelle in der Hoffnung, damit der Lehrererwartung gerecht zu werden. Der Lehrer will
ihm mit seiner Frage "Glaubst du, das ist ein Viertel?" (178) die Moglichkeit geben,
tiber seine Aussage nachzudenken. Obwohl diese Frage Zweifel an seiner Behauptung
zum Ausdruck bringt und trotz des, von Kopfschiitteln begleiteten, widersprechenden
Zwischenrufs von Markus "Nein! Nein! Oder?" (179), bleibt Jorg bei seiner Darstel-
lung, ja er verstiirkt sie sogar noch: "Vier Teile, jato (180). Ibm scheint das Kriterium
der GroBengleichheit der Teile in dieser Situation offensichtlich noch nicht bewuBt zu
sein. Seiner Definition zufolge (konzeptuelles, intermodales Verstehen) darf man vier
Teile eines Ganzen, unabhangig von den GrOBenverhaltnissen als vier Viertel bezeich-
nen.

- Achim (Ac)
Die Schiiler wurden vom Lehrer - bezogen auf vorbereitete, aus Papier ausgeschnittene
Kreise, aber ohne irgend eine Anweisung iiber das Verfahren - aufgeforde'rt, in Allein-
oder Partnerarbeit "ein Viertel des Kreises zu schraffieren" (183). Nach der Fertigstel-
lung ihrer Arbeit werden die Ergebnisse gruppenweise vorgezeigt, und der Lehrer stellt
den Schiilern die alternativ formulierte Frage, was ihnen aufgefallen sei (201) und ob es
sich bei dem Gesehenen urn Viertel gehandelt habe oder nicht: "Waren es Viertel? Oder
waren es keine Viertel?" (201f). Achim scheint nicht nur iiber ein Beurteilungskriteri-
urn, sondern auch iiber ein angemessenes Verfahren fur die Herstellung von Vierteln zu
verfugen, wenn er feststellt. "Ja, es konnten vielleicht Viertel gewesen sein, aber die
sind vielleicht nicht so genau gewesen, wenn man irgendwie so gezeichnet hat. Ich
habe so gefaltet und dann" (203-205). An dieser Stelle wird er vom Lehrer unterbro-
chen. Mit der Charakterisierung "nicht so genau" (204) bringt der Schiller zum Aus-
druck, daB er eine recht prazise relationale Vorstellung davon hat, wie sich die GroBe
eines Viertels zur GesamtgroBe des Kreises verhalten muB. Zudem ist fur ihn die
zeichnerische Genauigkeit offenbar ein wichtiges Kriterium bei der Beantwortung der
gestellten Frage Seinen Mitschiilern billigt er zu, daB sie grundsatzlich ein angemesse-
nes Konstruktionsverfahren zur Erzeugung von Vierteln angewendet haben konnten
und daB in einigen Fallen die Viertel sogar korrekt gezeichnet waren. Die Teile man-
cher seiner Mitschtiler erfullen aber offenbar seine strengen Kriterien nicht, da das von
ihnen angewendete Verfahren zur Bestimmung der GrOBe moglicherweise zu ungenau-
en Ergebnissen fuhrt. Haben sie doch nur "irgendwie so gezeichnet" (205). Achim
meint, daB fur das zeichnerische Einteilen in Vierteln das AugenmaB nicht ausreiche,



und daB sich dieses auch mit den vorhandenen Arbeitsmitteln (Lineal, Bleistift) nicht
in angemessener Weise ausfiihren lasse (argumentatives Verstehen). Daher hat er eine
Strategie entwickelt, die seiner Meinung nach zu dem gewtinschten Erfolg fuhrt, nam-
lich doppeltes Falten (prozedurales Verstehen). Inwiewei.~ er in diese Situatio~ alltags-
weltliche Erfahrungen einspeist oder mathematische Uberlegungen zur Vlertelung
einer symmetrischen Flache anstellt, mull offen bleiben. Jedoch hat sein relationales,
argumentatives und prozedurales Verstehen zum Begriff 'ein Viertel', der modalen
Dimension nach, sicherlich eine explizit intermodale Komponente.. .
Achim verscharft und prazisiert seine Argumentation anschlieBend noch mit emer
negativen Abgrenzung auf die Lehrerfrage "Was verstehst du unter 'genau'?" und des-
sen provozierenden Impuls "Einige haben gesagt, das sind Viertel.da." (206-208): "la,
eigentlich nicht, weil die sind verschieden groB" (208-209). Damlt stellt er klar, daB
nur dann yon Vierteln gesprochen werden darf, wenn ein Konstruktionsverfahren an-
gewendet wird, das zu moglichst genau gleich groBen Teil~n fuhrt. Er wendet dieses
Argument wohl auch in 214 und 215 nochmals an, wo e~ mlt Bezug ~uf das v.om Le~-
rer gezeigte Demonstrationsmodell nochmals klar vememt, daB es slch dabel urn em
Viertel handelt.

- Martin (Mt)
Der Lehrer scheint eine Auseinandersetzung der anderen Schiiler mit Achims Aussage
zur Gleiehheit der Teile im Fall yon Vierteln anzustreben, indem er eine vermutlich (in
der Videoaufzeichnung nicht erkennbar) 'falsch geviertelte' Scheibe vorfuhrt (208-209).
Martin veranlaBt dies zu der Bemerkung, daB die Gleichheit der vier Teile Bedingung
dafur ist die Segmente als Viertel bezeichnen zu konnen: "Die mtissen ja gleich groB
sein" (2i2). Auf eine yom Lehrer gespielte 'Gegendarstellung' hin - "Das ist aber auch
irgendein Viertel, vielleicht, was weiB ich" (213) - bekrafti~ Martin mit d~r, intermo-
dales Verstehen signalisierenden Aussage: "Nein, das mull Ja/ wenn man Jetzt, sagen
wir einmal, yon einem Kreis ein Viertel nimmt, dann mtissen die anderen genau so
groB sein wieder .. , weil sonst..." (215-217). Hier bricht der Lehrer d.en ~egrtindungs-
ansatz ab, urn die Aussage durch einen Vergleich mit der Umschtittsltuatlon zu u~ter-
streichen und Martin zu bitten, seine Aussage nochmals zu wiederholen (218t). Dleser

"'-prazisiert daraufhin: "Wenn man jetzt ein Viertel, ah yon einem Kreis einzeichnet,
ttann mtissen die anderen drei Viertel genauso groB sein wie das eine" (219-221). Hier
versucht Martin eine argumentative Sttitzung zu seiner ersten Aussage, und er orien-
tiert sich dabei emeut intermodal an dem gegebenen Kreismodell. Hinsichtlich der
mentalen Dimension darf man Martins Begriff yon 'ein Viertel' einen Beitrag zu kon-
zeptuel/em, relationalem und argumentativem Verstehen nennen.

3.3 Evaluation des Verstehens
Mit den dargelegten Beschreibungskategorien und ihrer Exemplifikation am Beispiel
des Bruchbegriffs sollte gezeigt werden, wie komplex sich das mathematischen Wissens
im Kontext seiner verstandigen Aneignung prasentiert. Aus didaktischer Sieht mochte
man freilich nicht bei einer bloBen Beschreibung des Verstehens einzelner Schiller
stehenbleiben, sondem dieses einer evaluierenden Beurteilung unterziehen. Dafur sol-
len nachfolgend wiederum zuerst ausfuhrlich das im VlMU-Projekt entwickelte Theo-
riemodell vorgestellt und dieses dann auf das Analysebeispiel angewendet werden.

a) Evaluationskriterien
W.ie im Rahmen der formalen Definition des Verstehensbegriffs dargelegt, wird haufig
mlt dem Verstehensbegriff selbst unlOslich eine evaluative Komponente verkntipft.
Verstehen ist dann eine bewertende Kategorie, wobei allerdings die Kriterien der Be-
wertung nicht explizit angegeben, vielleicht nicht einmal reflektiert werden. Zum einen
handelt es sich hierbei urn Leistungsziele, die sich an mathematischen Konventionen
und Standards orientieren. Diese sind durch Ubereinkunft festgelegte Bestandteile eines
fachlichen Instrumentariums wie fixierte Begriffsdefinitionen, normierte Formulierun-
gen yon Satzen und Beweisen, aber auch standardisierte arithmetische, algebraische
und geometrische Verfahren sowie Vereinbarungen tiber die sprachliche, vor allem
schriftsprachliche Darstellung fachlicher Inhalte, u. a.
Ein Beurteilung nach solchen MaBstaben scheint jedoch als Grundlage einer tieferge-
henden Evaluation inhaltlichen Verstehens nicht ausreiehend. Sie mull sich in eine
Evaluation nach mathematischen Denk- und Arbeitsweisen einordnen. Gemeint sind
dabei insbesondere spezifische Formen
- der Begriffsbestimmung, Begriffsdefinition und begriffiicher Hierarchisierung;
- der Beschreibung arithmetischer, algebraischer und geometrischer Beziehungen

sowie der Formulierung yon Gesetzen und Lehrsatzen;
- der Entwicklung und Bewertung algebraischer und geometrischer Verfahren und

Algorithmen;
- des Argumentierens, Schlullfolgems und Beweisens zur Sicherung der GtiItigkeit

yon Gesetzen und Satzen.
Diese Aspekte verbinden sich mit den o. g. Standards und Konventionen zu dem was
nachfolgend mathematische Evaluationskriterien genannt werden soli. '
Es scheint in der Tat angemessen und wichtig, das Schiilerverstehen auf solche mathe-
matische Kriterien zu beziehen, und es aus deren Sicht zu evaluieren, au~h wenn sich
darin oft ein hoher Anspruch verbirgt, der sieh kaum yon einem Schiller in vollem
Urnfang einlosen laBt. Man mull sich freilich bewuBt bleiben, daB es sich dabei urn
keine objektiv fixierten MaBstabe handelt. Vielmehr kann der Evaluierende stets nur
sein eigenes mathematisches Wissen und seine eigene mathematische epistemologische
Kompetenz zugrunde legen. Das heiBt, er mull die yon ihm angewandten MaBstabe vor
der Beurteilung offengelegt bzw. explizieren und damit der Nachpriifung zuganglich
machen. Zudem sollten die mathematischen Kriterien nur als eines yon mehreren Kri-
terien der Evaluierung yon Schiilerverstehen aufgefaBt und verwendet werden.
Ein zweites Kriterium ist das, was man kurz als Lehrerintention bezeichnen kann. Mit
der GestaItung des Unterrichts mochte der Lehrer bei den Schiilem bestimmte Verste-
hens- und Lemprozesse auslosen. Die damit charakterisierten Absichten sind vor-
nehmlich d~rch Unterrichts- bzw. Lehrziele bestimmt, die ihm teilweise in Lehrplanen
und LehrmItteln vorgegeben sind und die er in ihrer Unterrichtsvorbereitung verfeinert
und prazisiert. Allerdings pflegt er solche Vorgaben aufgrund ihrer Einschatzung der
Aufnahme- und Leistungsfahigkeit der Schiller zu modifizieren; Die Schiller wissen,
daB mit den unterrichtlichen Instruktionen des Lehrers ganz bestimmte Erwartungen
v~rkntipft sind, und sie versuchen im allgemeinen, mit ihren unterriehtlichen Beitragen
dlesen gerecht zu werden. Insofem erscheint es sinnvoll, die erkennbaren Lehrerinten-
tionen zu einem weiteren Kriterium fur die Evaluierung des Schtilerverstehens zu ma-
chen und beide miteinander zu vergleichen. Da sie im Unterricht sprachlich nur seIten
verbal expliziert werden, sind sie oft nicht leicht zu identifizieren. Sie mussen in der
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SchiilerauBerungen hypothetisch erschlossen werden. DIe SchwiengkeIt Ihrer IdentIfi-
zierung liegt auch darin begriindet, daB sie oft schon im BewuBtsein des L~hrers selbst
nur undeutIich und wenig prazise reprasentiert sind, und sich andererselts durchaus
klare und bewuBte Intentionen hinter mehrdeutigen, fur verschiedene Interpretationen
offenen Instruktionen verbergen konnen.
Wenn der einzelne Schuler im Wege der Sinngebung und der Konstruktion von Bedeu-
tung ein moglichst reichhaltiges Verstehen generieren soli, so braucht er dazu in der
Regel adaquate unterrichtIiche AnstOBe in Form von Lehrerinstruktione~, -erklarungen
und -kommentare oder geeigneter Beitrage anderer Schiiler zur InteraktIOn. Man kann
vom unterrichtlichen Sinnangebot sprechen, das sich in der unterrichtlichen Interakti-
on konstituiert, und dieses wird - neben den mathematischen Kriterien und den Leh-
rerintentionen - als wichtigstes Evaluationskriterium fur das Schulerverstehen betrach-
ten. Gefragt wird hier danach, welche Verstehensprozesse bei einem einzelnen Schiil~r
die realisierten unterrichtlichen Angebote angestoBen haben und von welcher Art dIe
Verstehensprodukte sind, die er auf diese Weise generiert hat. Es muB beachtet werden,
daB das Sinnangebot des Unterrichts ein Ergebnis der Unterrichtsanalyse durch den
Evaluierenden, also ein Interpretat ist, und daB es zum Verstehensprodukt eines Schii-
lers in einer komplexen Wechselbeziehung steht. Jedenfalls laBt sich das Verste-
hensprodukt ~ht in naiver Weise aus dem Sinnangebot herleiten. GleichwoW kan.n
man verschiedlne Formen der Verarbeitung dieser Angebote durch Schiiler unterscheI-
den:

- Reproduktion und Rekonstruktion .
Der evaluative Vergleich von Sinnangebot und Verstehensprodukt geht von Ihrer
grundsiitzlichen Unterschiedlichkeit aus. GleichwoW laBt sich beobachten, daB SchUler
Sinnangebote in gleichem Urnfang und in gleicher Gestalt, wie sie vorausgehend im
Unterricht dargeboten wurden, gewissermaBen nach Art eines Ton- oder Videobandes,
wortlich wiedergeben, reproduzieren. Es durfte einsichtig sein, daB in diesem, nur
selten auftretenden Fall fur einen Beobachter Verstehensprozesse analytisch nicht faB-
bar werden konnen. Letzteres ist erst dann moglich, wenn die im Unterricht generierten
thematischen Sinnelemente in irgendeiner Form 'bearbeitet' werden und sich dieser
individuelle BearbeitungsprozeB auch in der spracWichen AuBerung des SchUlers zeigt.
Die einfachste Form der Bearbeitung ist die Rekonstruktion. Hier laBt der Verstehende
ein Sinnangebot, das in der unterrichtlichen Kommunikation geschaffen wurde, in der
nachfolgenden Situation in allen inhaltlichen Aspekten wiedererstehen. Er verwendet
dabei allerdings'seine eigenen Worte bzw. Darstellungen, und diese unterscheiden sich
von den Darstellungen in der Ursprungssituation. Verstehen dokumentiert sich hier in
der Form einer individuell geformten Paraphrase, welche die im vorgegebenen Sinnan-
gebot reprasentierten Bedeutungen quantitativ und qualitativ vollinhaltlich zum Aus-
druck bringt, diese also nach Inhalt und Zusammenhang unverandert laBt. Bei einer
getreuen Rekonstruktion wird man im allgemeinen von erfolgreichem Verstehen spre-
chen, auch wenn die Verstehensprodukte gegen einige, in der Lehrerintention erke~n-
bare mathematische Evaluationskriterien verstoBen. Freilich kommt auch rekonstruIe-
rendes Verstehen eher selten VOL Zumeist geht die 'Bearbeitung', die der Verstehende
in seiner subjektiven Konstruktion an den Sinnangeboten vomimmt, weiter. Er ver-
kiirzt, modifiziert, erganzt erweitert diese Angebote; kurz, er verandert sie quantitativ

oder qualitativ in einer Weise, die sich mit ihrem urspriinglichen Gehalt und Zusam-
menhang nur noch teilweise oder gar nicht mehr deckt. 1m einzelnen lassen sich be-
ziiglich dieser Form zwei Arten von Verstehen beschreiben: das reduktive und das
abduktive Verstehen.

- Reduktives und abduktives Verstehen
Beim .re~uktiven Verstehen wird das Sinnangebot in irgendeiner Weise qualitativ oder
quantItahv verkiirzt oder gemindert.
Die yerkiirzung oder Minderung kann zum ersten isolierte Bedeutungsinhalte wie
Begnffe, V.erfahren oder. ei~elne Beziehungen betreffen, und zwar deren quantitativen
Urnfang w~e deren q~alIta~Iven Gehalt (inhalt/iche Reduktion). Der SchUler kann in
dem von Ihm g~nenerten ye~stehensprodukt Bedeutungsinhalte des Sinnangebots
weglassen, d. h. dieses quantItatIv verkiirzen; er kann Begriffe und Beziehungen ihres
Vorste~lungsgehalts entl~eren, d. h. dekontextualisieren, und im Angebot begriindet
ausgefuhrte Verfahren rem mechanisch realisieren.
Zum zwe~ten kann di~ Verkiirzun.g bzw. Minderung Bedeutungszusammenhange, wie
Z. B. Be~Iehungen zWIschen Begnffen und Satzen oder die Verkniipfung von Verfah-
rensschntten betreffen (strukturelle Reduktion). Dies trifft zu, wenn ein Schiiler solche
Zusammenhiinge auflost und die Teile des Zusammenhangs nur noch isoliert betrach-
tet, also den strukturellen Zusammenhang fraktioniert, wenn er die Teile des Zusam-
menhangs miteinander vermengt, also Interferenzen bildet, oder wenn er globalisie-
rend, strukturell relevante Einzelheiten weglaBt. '
SchlieBlich kann die Verkiirzung oder Minderung die Darstellungsdimension tangieren
(modale. ReduktlO~), wenn der Schiiler Z. B. ein intermodales Angebot auf eine nur
spra~hhch-symbohsc~e oder auf eine nur anschaulich-modellgebundene Darstellung
verkurzt (syntaxreduziert bzw. modellreduziert).
Beim .ab~uktiven Ve,:steh~n sch6p~ de~ SchUler ein unterrichtliches Sinnangebot voll
aus, ~Ibt Ihm at.>erseme eigene, subJektiv gefarbte Pragung oder fugt ihm aus dem Vor-
rat eI~en.en WIs~ens bzw. verfugbarer Verstehensprodukte in qualitativer oder auch
quanhtatlVer WeIse noch etwas hinzu.
Falls die Modifikation bzw. Erweiterung die Bedeutungsinhalte betriffi: legt sich der
~ch~ler z', B. ei~ene Begr."fsvorstellungen oder Aussagen zurecht, handelt also 'theo-
nebIlden?, er leIte.t ~us Emzelbeobachtungen selbstandig Regeln und Gesetze ab, han-
delt damit generahsierend oder iibergeneralisierend, oder er bildet fur das Losen von
~ufgab~n- oder Problemen eigene Formen und Muster aus und handelt strategisierend
(mhaltlIche Abduktion).
Falls sich die..Modifikation oder Erweiterung auf Bedeutungszusammenhange bezieht,
~tellt der Schuler z. B. solche strukturelle Beziehungen selbst her, synthetisiert, erganzt
I~ Ange~ot vorgegebene Zusa.mmenhiinge urn strukturvertragliche Einzelheiten, er
~Ifferenziert, oder er faBt wemger relevante Einzelheiten unter iibergeordneten Ge-
sichtspunkten zus~mme~ und reduziert so die Komplexitat (struktur.elle Abduktion).
In. der modalen DImenSIOn be?eutet d.ie Abduktion entweder einen Ubergang von einer
rem ..modellgebu.ndenen oder mteraktlVen zu sprachlich-symbolischer Darstellung, der
Schule~ abstrahIe~ oder mathematisiert, oder umgekehrt einen Ubergang von rein
sprachhch~symbohscher. DarstelIung zu .interaktiver oder anschaulicher DarstelIung, d.
h. der Schuler konkretisiert oder exemphfiziert (modale Abduktion).
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[n einer Ubersicht laBt sich das damit skizzierte Evaluierungsmodell so zusammenfas-
,en (die Eintrage in die Felder stellen Beispiele dar):

zufolge m~te ~c~m alle.rdings auch klar sein, dafi dem arithmetischen und geometri-
schen Glelchheltsldeal mlt Falten zwar vielleicht besser, aber grundsatzlich auch nur
naherungsweise entsprochen werden kann. Jorg verfehlt mit seinem Definitionsversuch
fur 'ein Viertel' naturlich gleichermafien mathematische Bedingungen und Lehrerin-
tention insofem, weil fur ihn eine Teilung der GrOBe in vier Teile ausreicht und er
diese Teile auch dann 'Viertel' nennt, wenn sie verschieden groB sind.

- Evaluation hinsichtlich des unterrichtlichen Sinnangebots
Wa~ den Begriff 'B~chteil' angeht, geben die vorausgehenden Sinnangebote des Un-
temchts, vor a~lem l~ der analysie~en Stunde, keinerlei Anlafi zur Verwendung dieses
~orte~ und kellleriel AnstoB fur eme spezielle Bedeutungszuschreibung. Somit stellen
die bel Sl zu beobachtende WortscbOpfung und die yon Sl und Markus entwickelten
Begriffsvorstellungen eher recht eigensmndige Konstruktionen dar und lassen sich
daher als abduktives Verstehen evaluieren. Sl subsumiert die unter dem Wortfeld 'bre-
chen' gesamm.elten Beispiele abstrahierend unter diesem Terminus, wobei freilich auch
alltags~prachllche Bedeutungsvorstellungen (im Sinne (kleiner) StUcke, die durch Tei-
lung ellles Gegenstandes entstanden sind) nur auf wenige der genannten Beispiele zu-
treffen. Warum fuhrt er das Wort iiberhaupt in die unterrichtliche Kommunikation ein?
Allenfalls konnte Sl aufgrund kumulierter Erfahrungen aus dem bisherigen Unterrichts
o~er durch. Einsiehtnahme in das Schiilerarbeitsbuch zu der Uberzeugung gekommen
sem, dafi dlese Vokabel dem Lehrer als wichtiges Wort erscheint, und dafi er mit dessen
Nennu~g das Unterrichtsgesprach im Sinne des Lehrers voranbringen konnte. In der
Tat grelft der Lehrer die Bezeichnung auch auf und fragt nach seiner Bedeutung. Mar-
kus versucht spontan eine theoriebildende Antwort, die sich zumindest nicht vollstan-
dig an alltagssprachlichen Gepflogenheiten orientiert und die in dieser Form nicht
durch unterrichtliche Sinnangebote veranlafit sein kann. ,
Zum ~egri~ 'ein. Viertel' hat Markus wohl das Sinnangebot der vorausgehenden ersten
Untemchtsemhelt der Sequenz im Sinne der Lehrerintention verarbeitet, wo das Zer-
s~hlage.n des Blume~topfs in vier unterschiedlich groBe Teile dem 'genauen' Aufteilen
ellles LIters Wasser m vier gleich groBen Quanten gegenubergestellt und nur im letzten
Fall yon 'Vierteln' gesprochen worden war. Man darf in diesem Fall yon rekonstrukti-
vem Verstehen sprechen. Achim und Martin verbinden ihre BegriffserkHirung mit der
Aufg~be de~ Teilung eines Kreises in 'Viertel', die sie ohne vorherige Definition oder
Arbeltsanleltung des Lehrers schOpferiseh korrekt losen. Sie haben dabei vermutlieh
einen Transfer yon der Situation des Umsehiittens eines Liter Wassers in Viertelliter-
glaser auf die Situation der Kreisteilung gebildet. (Dafi dies auch der Erwartung des
Lehrers entspraeh, zeigt sieh an seiner Bemerkung in Zeile 218, wo er ausdriieklieh die
~rkenntnis, die Martin aus dem Umgang mit dem Kreismodell gewonnen hat, mit dem
m.der vorausgehenden Stunde durehgefuhrten Versueh verkniipft.) Insoweit kann man
belden Sehiilem abduktives Verstehen im Sinne einer Generalisierung beseheinigen.
Dafi Achim meint, die genaue Vierteilung aueh empiriseh realisieren zu konnen kann
seinen Grund darin haben, dafi der Lehrer mit seinem Arbeitsauftrag den Gedanken
~ahezulegen sehei~t, die Aufgabe sei empiriseh vollstandig IOsbar. Jorg hingegen ge-
hngt es offenbar meht, den Gedanken yon der GrOBengleiehheit der vier Teile aus dem
u~ten:ieh~lichen Sinnangebot herauszufinden. Das Beispiel des Umschuttversuchs (ein
Liter m vier G~aser): war fur ihn offenbar zu wenig deutlieh. Jedenfalls gelingt ihm der
Transfer auf die TeIlung des Blumentopfs nieht, diese ist ihm wohl nicht - wie yom

inhaltlich strukturell :1.. '. ......... .................. . . ..

11~1~verkurzt quantitativ fraktioniert reduziert auf Syntax
dekontextualisiert bildet Interferenzen reduziert auf Modell

:::::::::::;:;:;:::::;:;:;:::;:;:;:::::::::::;:::::::;:;
mechanisiert globalisiert~:rrr:::::::::::::::::·:·:·:·········· ..B'. bildet Theorien synthetisiert abstrahiertl
generalisiertl differenziert mathematisiert

f[)rf\U}UmU!li!:!~rf ubergeneralisiert reduziert Komplexitiit konkretisiertl
strategisiert exemplifiziert

b) Analyseergehnis
In den unter 3.2 gegebenen Analysebeispielen geht es urn das Verstehen zweier Begrif-
fe, namlieh des Begriffs 'Bruchteile' und des Begriffs 'Viertel' bzw. 'ein Viertel'. Wie
laBt sieh dieses fur die Schuler SI, Markus, Jorg und Martin evaluieren?

- Evaluatio~nsichtlich mathematischer Kriterien und Lehrerintentionen
Der Lehrer greyt das yon SI in den Unterricht eingefuhrte Wort 'Bruchteil' zwar auf,
laBt aber kaum erkennen, welche Bedeutung er ihm zugesehrieben wissen moehte. Es
wird aber deutlieh, dafi er 'Bruehteil' nicht als einen nach den Formen der mathemati-
schen Begriffsdefinition festgelegten Faehterminus verwendet, sondem in einer Mi-
sehung yon anschaulichen und faehlichen Aspekten. Die yon Markusgegebene Defini-
tion als mehr oder weniger groBer Teil eines als Ganzes betrachteten Gegenstandes
scheint allerdings, den Kommentaren zufolge, seiner eigenen Bedeutungsvorstellung
zumindest nicht vollig zu widersprechen. In der Alltagssprache bezeichnet man ja ubli-
cherweise mit 'Bruchteil' einen quantitativ nieht genau bestimmten, aber doch meist
sehr kleinen Teil einer GroBeneinheit oder eines 'Ganzen'. (Ein 'Bruchteil einer Sekun-
de' meint eine unbestimmte, aber sehr kurze Zeitspanne, 'Bruchteile eines Knochens'
sind eher kleine Splitter yon ihm.) Aus spateren Instruktionen und Erklarungen laBt
sich erkennen, dafi der Lehrer, im Gegensatz dazu, eher an Teile einer GroBeneinheit
oder eines konkreten 'Ganzen' denkt, die dUTChgleichmaBige Teilung entstanden sind
und daher mit einem Bruch beschrieben werden konnen: 'die Viertel' eines Kuchens
bzw. einer Kreisscheibe oder die 'Drittel' einer Stunde. SI verwendet den Ausdruck
offensichtlich weder in dem erwahnten alltagsweltlichen noch in dem yom Lehrer zu-
grunde gelegten Sinne. In der Bedeutungszuschreibung yon Markus fehlt bezuglich der
alltagssprachlichen das Element des Kleinen und bezuglich der Lehrerintention ver-
mutlich das Element der gleichmaBigen Aufteilung.
Was die Ausdriicke 'Viertel' bzw. 'ein Viertel' angeht, bezeichnen sie mathematischen
Kriterien zufolge u. a. den vierten Teil einer (als Einheit gewahlten) GroBe, dienen also
der Beschreibung einer GroBe in Bezug auf eine andere GrOBedes gleichen GroBenbe-
reichs. Mit dieser Auffassung deckt sich offenbar auch die Lehrerintention, so dafi hier
mathematische Kriterien und Lehrerintention einen einheitlichen Evaluationsmafistab
bilden. Diesem kommt die Bedeutungszuschreibung yon Markus zum Terminus 'ein
Viertel' weitgehend nach, falls die unter 3.2 entwickelte Deutung seines Verstehens
zutrifft. In besonderer Weise werden ihm sicherlich Achim und Martin mit ihrer star-
ken Betonung der GroBengleichheit der vier Teile gerecht. Fachlichen Anforderungen



Lehrer intendiert - als Gegenbeispiel bewufit. Sein Verstehen bleibt reduktiv im Sinne
einer strukturellen Globalisierung.

Entsprechend dieser Darstellung der Forschungskonzeption wird das epistemologisc~e
Dreieck als ein zentrales Instrument der Beschreibung und der Analyse von mathemau-
schem Wissen benutzt (s. STEINBRING,1989; 1991a, 199Ib):

4. Epistemologische Analyse interaktiver Bedeutungskonstitutionen
STEINBRINGuntersucht in epistemologischen Analysen mathematischen Wissens, wie
sich in alWiglichen Unterrichts-, Lern- und Kommunikationsprozessen mathematische
Bedeutungen interaktiv entfalten. Der entsprechende Theorieansatz soli nachfolgend
erlautert und dann am Beispiel der im Abschnitt 2 beschriebenen Unterriehtsepisode
verdeutlicht werden.

Gegenstand I
Referenzkontext

Zeichen I

• Symbol

/
4.1 Theoriegrundlage
Die Konstruktion mathematischen Wissens und mathematischer Bedeutung geschieht
im Rahmen der Etablierung von Beziehungen und Strukturen zwischen Zeichen
(Symbolen, Diagrammen, Operationszeichen usw.) und Objekten / Referenzbereichen
(konkrete und abstrakte). Die Herstellung soIcher Beziehungen zwischen Zeichen /
Symbol und Referenten kann man aus epistemologischer Sicht ~Is .ein soz~al-
historisches Problem analysieren; hier ist es interessant festzustellen, Wle sich Begriffe
oder neue Bedeutungen mathematischen Wissens entwickelt haben, welche epistemo-
logischen Hindernisse auftraten, wie und ob diese "iiberwunden" werden konnten, oder
wie in der mathematischen Community eine Balance zwischen inhaItIichen und kon-
ventionellen Aspekten mathematischen Wissens hergestellt wurde (JAHNKE& OTTE
1981).
Aber auch die Entwicklung mathematischen Wissens und mathematischer Bedeutungen
in verschiedensten Lehr-Lern-Situationen und in mathematischen Kommunikations-
prozessen kann unter der epistemologischen Perspektive der (durch Lehrer und Schiiler
interaktiv vorgenommenen) Herstellung von Beziehungen zwischen Zeichen / Symbol
und Referenten analysiert werden.
Die Strukturen, die bei einer epistemologischen Analyse des schulmathematischen
Wissens zwischen den Zeichen und Referenten untersucht werden, umfassen Bedin-
gungen des mathematischen Wissens selbst (als eines sozial-historisch gewachsenen
Wissensbestandes an Begriffen, Aussagen, Regeln, etc.) und die durch die Besonderheit
der Lehr-Lern-Situation einwirkenden und konstituierenden sozialen und individuellen
Aspekte. Das in der Kommunikation verhandelte mathematische Wissen hat eine hi-
storisch-sozial vorgegebene Struktur, die in der interaktiven Diskussion mit je spezifi-
schen sozialen, institutionellen, individuellen, etc. Faktoren in Konflikt und in Konkur-
renz treten; sie sind teilweise 'Hindernisse' und zum anderen notwendige Katalysatoren
rur die Entwicklung theoretischen mathematischen Wissens und mathematischer Be-
deutung.
In der qualitativen, epistemologischen Analyse des schulmathematischen Wissens wird
dieses Spannungsfeld zwischen den sozial-historisch gegebenen Strukturen des mathe-
matischen Wissens und den besonderen sozialen Rahmenbedingungen (von Unterricht
und Lernen) untersucht und beschrieben, und zwar insbesondere mit Blick auf die
Vielfalt und die Bedingungen bei der Konstitution von Beziehungen zwischen Zeichenl
Symbol und Referenten in mathematischen Lehr-Lern-Situationen.

Begriff
Dieses theoretische Schema geht auf die Unterscheidung von Bezeichnetes, Bezeichen-
des und Zeichen aus der Sprachphilosophie zmiick. (vgl. insbesondere OGDEN &
RiCHARDS1923, sowie rur die Mathematik FREGE 1969. Zu einer Analyse des Dreiecks
der Bedeutung von OGDEN& RiCHARDSim Unterschied zum epistemologischen Drei-
eck vgl. STEINBRING1998. Das Dreieck von FREGE:"Zeiche~ - Sinn - .Bedeutung". hat
eher eine statische Funktion, wogegen mit dem epistemologischen Dreleck unter elDer
dynamischen Sichtweise die interaktive mathematische Bedeutungsentwicklung unter-
sucht werden soli.)
Das Charakteristikum des epistemologischen Dreiecks rur die Analyse der interaktiven
Konstitution mathematischen Wissens in unterrichtlichen Lehr-Lern-Prozessen besteht
in der besonderen Wechselbeziehung zwischen den Zeichen / Symbolen und dem Ge-
genstand / Referenzkontext. Die Beziehungen zwischen den Eckpunkten dieses Drei-
ecks sind nieht explizit definiert, sie bilden ein sich wechselweise stiitzendes und aus?a-
lancierendes System. In der fortschreitenden Entwicklung des Wissens verandert Sich
die Interpretation der Zeiehensysteme und der entsprechenden Referenzkontexte.
Wichtig ist, dafi der Referenzkontext, bzw. der Gegenstand, nicht vorab eindeutig vor-
gegeben wird, sondern daB er im Verlaufe der Entwicklung des mathematischen Wis-
sens mehr und mehr in einen strukturellen Zusammenhang umgedeutet wird. Dann liillt
sich mathematische Bedeutung im Wechselspiel zwischen einem Referenzkontext und
einem Zeichensystem herstellen, indem von einem relativ vertrauten, oder teilweise
bekannten Referenzbereich mogliche Bedeutungen auf ein neues, noch bedeutungsloses
Zeichensystem iibertragen werden.
Bei mathematischen Verstehensprozessen geht es immer darum, 'Zeichen / Symbole'
zu deuten, d.h. im Rahmen des epistemologischen Dreiecks den Bezug zu einem
'Gegenstand / Referenzkontext' herzustellen. Die Konstitution einer solchen Beziehung
zwischen 'Gegenstand / Referenzkontext ~ Zeichen / Symbol' kann in verschiedener
Weise vorgenommen werden:
- explizit oder implizit, d.h. sie kann direkt ausgesprochen bzw. durch Zeigen oder
aber nur durch den interaktiven Kontext / Rahmen "stillschweigend anwesend" sein.
- individuell oder interaktiv, d.h. sie kann von einzelnen Personen hergestellt oder
interaktiv konstituiert sein.
Neben der Art und Weise der Konstitution einer Beziehung zwischen 'Gegenstand /
Referen'zkontext ~ Zeichen / Symbol' ist es bei der Analyse wichtig zu beach ten, dafi
es unter den an der Kommunikation beteiligten Personen meist nicht explizit klar ist,
welche Aspekte des Wissens die Rolle des relativ vertrauten 'Gegenstandes / Referenz-
kontextes' und welchc die Rolle des relativ neuen und unbekannten 'Zeichens / Sym-
bols' spielen. Verschiedene Personen konnen hierbei von verschiedenen Voraussetzun-



gen ausgehen, also mit unterschiedlichen, jeweils vertrauten Referenzkontexten andere
unbekannte Zeichensysteme deuten wollen. Erst im Verlaufe der interaktiven Kommu-
nikation mogen sich teilweise und fur gewisse Zeitspannen Ubereinstimmungen bei den
Beteiligten iiber die Rollen von 'Gegenstand / Referenzkontext' und 'Zeichen / Symbol'
einstellen, die jedoch - auch im Sinne der Entwicklung neuen Wissens und der Aus-
handlung neuer Bedeutungen - in Frage gestellt und wieder verandert werden.
Die beiden zentralen epistemologischen Charakteristika bei der Wissensanalyse mit
Hilfe des epistemologischen Dreiecks:
- die Art und Weise der Konstitution einer Beziehung zwischen 'Gegenstand / Refe-
renzkontext ~ Zeichen / Symbol',
- die temporare Festlegung und interaktive Auswechslung der Rollen von
'Gegenstand / Referenzkontext' und 'Zeichen / Symbol'
werden nun bei der epistemologischen Analyse der Bedeutungskonstitution des Bruch-
begriffs im Verlauf der Episode angewendet und auf diese Weise auch verdeutlicht.

4.2 Analysebeispiel

aj Die interaktive Entwicklung einer gemeinsamen Deutung von "ein Viertel"

Zu Beginn der Episode findet sich entsprechend dem epistemologischen Dreieck auf
der Ebene von Zeichen / Symbol der zu interpretierende Name "Bruchteil"; diesem
Namen bzw. Wortbegriff soli durch Bezug auf die Wortfamilie von "brechen" Bedeu-
tung gegeben werden; diese Wortfamilie stellt gewissermaBen den Referenzbereich /
Gegenstand fur den Namen "Bruchteil" dar. In der Beziehung zwischen:

Kreis I Blumen-

topfscherben

Bruchteile
• (Namen)

Aspekt des
Bruchbegriffs

Mit dem Referenzgegenstand Blumentopfwird in Phase 1.3.2 weitergearbeitet; er dient
einer ersten "Mathematisierung", indem der Lehrer auf die Anzahl der Scherben ver-
weist. Damit ergibt sich in der Beziehung zwischen Referenzkontext und Zeichen /
Symbol eine Deutungsverschiebung von konkreten "Eigenschaften" der Bedeutungen
der Wortfamilie "brechen" zu "Quantitaten". Das epistemologische Dreieck wird nun
interaktiv so gestaltet:

vier Blumen-

topfscherben

Spezieller Bruchteil

ein Viertel

/
Aspekt des
Bruchbegriffs

In der interaktiven Bedeutungsaushandlung zu diesem Beziehungsralun,en zwischen
"vier Blumentopfscherben" und "ein Viertel" treten die quantitativen (mathematischen)
Aspekte in den Vordergrund und der eher konkrete Aspekt des "Brechens" wird durch
den eher mathematisch zu verstehenden Aspekt des "Teilens" ersetzt. Die Fokussierung
des Lehrers auf die "Vier" provoziert bei 10 die spontane Behauptung "Das ist ein
Viertel, von einem Ganzen" (177/8/9), also eine Ersetzung von Bruchteil durch ein
Viertel. Der Lehrer verstarkt mit seiner Frage: "Wenn du das durch vier tei/st konnte
man sagen, das sind in vier Bruchteile?" (179/80/81) die mathematisch, quantitative
InterPretation (absehen von Bruch, betonen von Teil, teilen); 10 gibt eine "abwarte~d,
bestatigende" Antwort: "Vier Teile, ja." (180); wahrend Ma mit dem Argument: "Nem,
weil, das ist schon mehr .. Bestimmt. " (181/2) bezug auf die mathematische Operation
des Teilens zu nehmen scheint, bei der es ja auch urn gerechtes, gleiches Aufteilen
geht. Tendenziell wird somit das Augenmerk in der Interaktion nur noch auf die
quantitativen Beziehungen in Referenzbereich und Zeichen / Symbol-Ebene im episte-
mologischen Dreieck gerichtet.

vier (gleiche)

Teile, teilen

Gegenstand /
Referenzkontext

Zeichen /• Symbol

zu Bruch gehen /
zerbrechen

erhalt der Wortbegriff in der Phase 1.2 interaktiv die folgende "Working definition":
"Bruchteile sind kleine oder auch groBe Teile eines Ganzen". Die Relativierung "kleine
oder auch grope Teile" stammt von Ma und sie hebt diese Definition schon ein wenig
aus dem konkreten Referenzkontext heraus und verleiht ihr erste mathematische
Aspekte (denn, wenn in der Realitat etwas zu Bruch geht, dann in viele kleine Stiicke).

In den Phasen 1.2 und 1.3 werden zwei unterschiedliche Beispiele fur mogliche refe-
rentielle Gegensrnnde von Bruchteilen herangezogen, einmal der Kreis (ein wichtiges
paradigmatisches Modell, auch spiiter fur die Idealisierung benutzt) und vier Scherben
eines Blumentopfes (als einem konkreten Gegenstand, der im folgenden auch als
"abschreckendes" Gegenbeispiel fur mathematische Genauigkeit dient).

/
Aspekt des
Bruchbegriffs



1m Kern sind schon ansatzweise und implizit zu Ende der ersten Phase im epistemolo-
gischen Dreieck die Interpretationen und Deutungen enthalten, die der Lehrer anzielt
und zu Ende der Episode auch erreicht. An dieser Stelle gilt es nun, diese Sichtweise
bei allen Schiilern explizit zu machen, was dUTChdie Phase 2 der Einzel- und Part-
nerarbeit geschehen soIl. Die Aufgabe besteht darin, ein Viertel eines Papierkreises zu
schraffieren; jetzt wird der (mathematische) Kreis als Referenzkontext fur das Zeichen /
Symbol "ein Viertel" benutzt. Hier stellt sich das Problem: Sollen die Kinder ausgehend
yon der Kenntnis, was ein Viertel ist, ein Viertel des Kreises schraffieren, oder umge-
kehrt, sollen sie aus der Kenntni:; yon einem Viertel eines Kreises (oder der Aufteilung
eines Kreises in vier gleiche Teile) eine ErkHirung fur den neuen Begriff des speziellen
Bruchteiles "ein Viertel" geben konnen (so etwas wie eine exemplarische Definition fur
ein Viertel)? Das nun yon den Schiilerinnen zu deutende epistemologische Dreieck
kann man folgenderrnafien verstehen:o· ·e;" V;erte'

~/

~ -4----~ein Viertel

"'./
Aspekt des
Bruchbegriffs

Handelt es sich urn eine korrekte Interpretation? Sind es wirklich Viertel, die die Kin-
der schraffiert haben? Es gibt zwei mogliche Interpretationen: Aus der Kenntnis, was
ein Viertel ist, kann man zum Beispiel diesen Kreis mit der eingezeichneten Schraffur
dUTchaus als ein Viertel, also als korrelcte Antwort interpretieren. Diese Interpretation
scheint Achim zu Beginn im Auge zu haben, wenn er bemerkt: "la, es konnten viel-
leicht Viertel gewesen sein, aber die sind vielleicht nicht so genau gewesen . wenn man
irgendwie so gezeichnet hat." (203/4/5). Dies ware eine wechselweise Deutung zwi-
schen "Referenzkontext / Gegenstand" und "Zeichen / Symbol", die zudem angemessen
erscheint, da Zeichnungen nie vollig genau sind, man schon weifi, was ein Viertel ist,
also einen ersten Begriff davon hat und damit bestimmte Situationen im Blick auf ma-
thematische Bruchteile bewerten kann, insbesondere auch den Charakter einer mathe-
matischen Reprasentation / eines Diagramms fur eine begriffiiche Beziehung hervorhe-
ben mochte: Der schraffierte Teil in der Zeichnung ist nicht ein Viertel, er soli ein
Viertel darstellen, er reprasentiert (die mathematischen Beziehungen fur) ein Viertel;
man kann in das Diagramm ein Viertel hineindeuten.
Der Lehrer will eine andere Deutung der Beziehung zwischen Zeichnung und ein
Viertel: Die Zeichnung mufi genau sein, damit sie die Erklarungsgrundlage fur den
noch unbekannten Begriff "ein Viertel" werden kann; dazu isoliert er aus der Bemer-
kung yon Achim nUT das Stichwort "genau", bringt auch hierrnit dann Achim dazu,
seinen Vorschlag nicht weiter zu erlautem, sondem gewissermafien zuriickzuziehen
und sich dem Argument des Lehrers anzuschliefien, dafi andere Teile nicht verschieden
grofi sein durfen.
Urn seinen Standpunkt zu verdeutlichen und ihn in pragnanter Weise explizit zu ma-
chen, zeigt er den Schulerinnen eine eigene Zeichnung mit Schraffur (nicht in dem
Dokument enthalten), die wohl in extremer Weise die Ungenauigkeit einer Zeichnung /
Schraffur fur ein Viertel beinhaltet und somit sein Argument stutzt. Man kann sich
vielleicht eine folgende Zeichnung und damit fur die Interaktion das folgende epistemo-
logische Dreieck vorstellen:

Aspekt des
Bruchbegriffs

Nach den Aufierungen wahrend der Phase 3.2 laBt sich vermuten, dafi die Kinder wohl
in die Kreise in folgender "ungenauer" Weise Viertel eingezeichnet und dann eines
schraffiert haben; es ist dem Dokument nicht zu entnehmen, ob die Kinder immer aIle
vier Teile eingezeichnet haben oder auch nur nach Abschatzen oder Abmessen genau
ein einziges Viertel versucht haben zu schraffieren (der Lehrer hatte den Auftrag gege-
ben, ein Viertel zu schraffieren, aber in der Diskussion zuvor wurde schon immer auch
auf "vier Teile", "dUTChvier teilen", "ein Bruchstuck des Blumentopfes ist schon mehr
als die anderen" usw. hingewiesen). Beispiele fur mogliche Zeichnungen der Kinder:

Eine exemplarische Deutung des epistemologischen Dreiecks konnte somit an dieser
Stelle der Interaktion folgendermafien aussehen:



H. Maier/H. Steinbring Theorieansatze zur Analyse von Verstehensprozessen

(f) -4----. ein Viertel

~/
Aspekt des
Bruchbegriffs

Mit dieser extremen (oder einer ahnlich extremen) Zeichnung und Schraffur "zwingt"
der Lehrer seine Schulerinnen, seinen Standpunkt in "absoluter" Weise einzunehmen
das heiBt, keine "Ungenauigkeiten" irgendwelcher Art zuzulassen und als Grundlag~
fur die Bestimmung von einem Viertel davon auszugehen, daB dann die anderen Viertel
aIle genauso groB sein mussen, ahnlich wie von Mt beschrieben. " wenn man ... von
einem Kreis ein Viertel nimmt, dann mussen die anderen . genau so groB ... " (215-
217).
Die idealen, genau gleich groBen vier Teile, wie man sie im Kreis eintragen kann (und
wie im Beispiel mit dem Wasser vorher schon vorgefiihrt) werden zur konkreten, festen
Basis der Definition von einem Viertel; die genaue Zeichnung und Schraffur wird zur
Definition des Zeichens "ein Viertel"; fur die abschlieBende Phase 3.4 kann man sich in
der Interaktion als Hintergrund das folgende epistemologische Dreieck vorstellen:

Definition: mit Bezug auf Referenzkontext:
Bruchteile sind kleine oder groBe Teile • Blumentopf
eines Ganzen

wird in der lnteraktion ersetzt durch:
Bruchteile sind genau gleich groBe Kreis
Teile eines Ganzen •

In welchen Schritten und mit welchen Umdeutungen und Einschrankungen kommt es
zu diesem Definitions-Wechsel?

/

Phase, Etap- Gegenstand / Referenzkon- Beziehung Zeichen / Symbol
pe text ~ •
1), 1.1 zu Bruch gehen, zerbrechen • Bruchteile (Namen)
2),1.2,1.3.1 Kreise, Blumentopf • Bruchteile (Namen)
3), 1.3.2 vier Blumentoofscherben • soez.Bruchteil: Viertel
4), 1.3.2 vier (gleiche) Teile, teilen • ein Viertel
5), 1.3.2 Kreis ~ • ein Viertel
6),3.1,3.2 ungenau gezeichnete und ~ ~ ein Viertel

schraffierte Viertel im Kreis
7),3.3 extrem ungenau gezeichnetes ein Viertel

und schraffiertes Viertel ~ (kann kein Viertel sein)
8),3.4 vier genau gleich groBe Teile ein Viertel

im Kreis •

Aspekt des
Bruchbegriffs

Die "einseitigen" Pfeile im Dreieck sollen andeuten, daB die ideale und genau gleiche
Aufteilung des Papierkreises in vier Teile die Grundlage ist, von der aus man den neu-
en Begriff "ein Viertel" mathematisch exakt definieren kann, so wie es der Lehrer in-
tendiert hat. Die SchluBbemerkung des Lehrers verstarkt diese Deutung in negativer
Abgrenzung zu den Blumentopfscherben: "Die Mathematiker geben sich nicht zufrie-
den, einfach irgendwie so Blumentopfscherben." (222/3).
Die Analyse hat gezeigt, daB eine interaktive Transformation der Deutung der Aus-
gangsdefinition von Bruchteil stattgefunden hat; zu Beginn gab es eine auf konkrete
Gegenstande und Referenzkontexte (Wortfamilie von "brechen") bezogene Definition:
"Bruchteile sind kleine oder auch groBe Teile eines Ganzen." Am Ende der Episode
kann man eine in der Interaktion verhandelte (vom Lehrer intendierte) exemplarische
Definition finden, die Bruchteile nun neu definiert: "Bruchteile sind genau gleich groBe
Teile eines Ganzen." Diese hier so nicht explizit formulierte Definition hat eine exem-
plarische Form fur Viertel: "Die speziellen Bruchteile der Viertel sind die genau gleich
groBen vier Teile eines Kreises." Diese Definition ist in der Interaktion zu einer
"mathematischen Definition" geworden.

Ausgangspunkt ist, wie gesehen, folgende Definition: "Bruchteile sind kleine oder gro-
Be Teile eines Ganzen". Die hier zu beobachtende Umdeutung dieser Definition beruht
im wesentlichen auf einer Idealisierung und Einengung des referentiellen Gegenstan-
des, also einem ProzeB einer "aristotelischen Abstraktion einher gehend mit einer Ein-
schrankung von Bedingungen". Das benutzte Beispiel fur einen den Begriff "Bruchteil"
erklarenden Gegenstand, namlich der Blumentopf, wird dUTChdie "Anzahl 4", durch
"teilen dUTCh4", und dann schlieBlich dUTChden "Kreis als einem idealen Ganzen"
ersetzt. Man abstrahiert dUTChAbsehen von Eigenschaften des konkreten Blumentop-
fes, kommt so auf Zahlen und mathematische Operationen / Beziehungen. SchlieBlich
wird noch eine "verscharfte" Bedingung zusatzlich eingefuhrt: Beim mathematischen
Teilen in vier Teile mussen aIle 4 Teile genau gleich groB sein; diese Bedingung wird
zur Definition von einem Viertel herangezogen: wenn man ein Viertel von einem Kreis
bestimmt, dann mussen aIle vier Viertel gleich groB sein. Damit ist interaktiv die vom
Lehrer angestrebte mathematische Definition von Bruchteilen im Prinzip erreicht:
"Bruchteile sind genau gleich groBe Teile eines Ganzen."
1m Prinzip haben beide Definitionen von Bruchteilen den gleichen epistemologischen
Status; die erste beruht auf konkreten Gegenstandsbeziigen, wahrend die zweite einen
id~alen Gegenstand als Referenz benutzt. Beiden ist der Typ der Definition gemeinsam:
Die Gegenstande (ob nun konkret oder ideal) und ihre Eigenschaften sind die einzige,
erklarende Grundlage fur die Definition von Bruchteilen; was Bruchteile sind, das kann
man eindeutig aus den Eigenschaften der Gegenstande ableiten.



Der interaktive Diskussionsverlauf zeigt, wie die Rollen von "Gegenstand I Referenz-
kontext" und "Zeichen I Symbol" zeitweise partiell festgelegt und wie diese Rollen von
"Gegenstand I Referenzkontext" und "Zeichen I Symbol" interaktiv ausgetauscht wer-
den; insbesondere die Rolle fur den Kreis und die "Bruchteile" des Kreises wechselt in
der Interaktion; einmal ist der Kreis ein "Gegenstand", auf den Bezug genommen wird,
ein anderes Mal ist der Kreis im Sinne eines idealen geometrischen Modells als ein
"Zeichen I Symbol" zu verstehen.

In der betrachteten Unterrichtsepisode wird vor allem immer wieder zwischen dem
"Gegenstand I Referenzkontext" und dem "Zeichen I Symbol" eine direkte Beziehung
zwischen einzelnen Elementen hergestellt. Z. B. wird im Verlaufe der Interaktion -
stark durch den Lehrer veranlaBt - folgendes kollektive Argument entwickelt: "Wenn
man jetzt ein Viertel ah, von dem Kreis einzeichnet . dann mussen die anderen drei
Viertel genau so groB sein wie das eine ." L: " Aile Viertel mussen gleich " Mt: "gleich
groB sein" L: " groB sein .. la." (219-223).
Dieses Argument laBt sich folgendermaBen zusammenfassen: "Wenn man ein Viertel
eines Kreises zeichnen mochte, und vier Teile des ganzen Kreises zeichnet, dann mus-
sen aile vier Teile gleich groB sein." (gemaB der angezielten Definition: "Bruchteile
sind genau gleich groBc Teile eines Ganzen."). Kurz: "Wenn man ein Viertel eines
Kreises hat, dann sind die anderen drei Viertel aile gleich groB." Bzw. rnit dem Hin-
weis des Lehrers: "Wenn man ein Viertel eines Kreises hat, dann sind aile Viertel
gleich groll." Diese Aussage wird vom Lehrer wohl zunachst spontan als Herstellungs-
regel fur ein Viertel entsprechend einem "prozeduralen Verstandnis (im Sinne von
MAiER) intendiert gewesen sein; solche Regeln gerinnen jedoch haufig in der mathe-
matischen Interaktion mangels der bewufiten Reflexion einer expliziten Definition zu
einer festen Working Definition. 1m weiteren Gesprachsverlauf kann man beobachten,
daB diese Regel als Definition fur ein Viertel benutzt wird, und damit tritt die Ungenau-
igkeit, ja der Mangel dieses Arguments deutlich hervor, insbesondere in der letzten
kurzen Form. Zunachst: Wenn von den drei anderen Teilen schon als drei Vierteln
gesprochen wird, dann mlissen diese vier Teile alle per Viertel gleich groB sein; damit
ist wohl in dem Argument gemeint: "Wenn man ein Viertel eines Kreises hat, dann
sind aile vier Teile aile gleich groll."
Diese "Wenn - Dann - Aussage" ist nur in der umgekehrten Form allgemeingliltig:
"Wenn aile vier Teile eines Ganzen gleich groB sind, dann hat man eill'Viertel (bzw.
vier Viertel)." Die interaktiv konstituierte Aussage: "Wenn man ein Viertel hat, dann
mussen aile vier Teile gleich groB sein." ist nicht gliltig, wie man an verschiedenen
Beispielen belegen kann.

b) Epistemologische Begriffsanalyse des interaktiven Verstandnisses von "ein
Viertel"

Bei Prozessen der mathematischen Bedeutungsentwicklung ist es moglich, mittels der
epistemologischen Analyse von alltaglichen interaktiven Kommunikationsprozessen
folgende erkenntnistheoretische Problematik zu untersuchen. Bei der Erklarung von
unbekannten Symbolen geht es zunachst und auc~ nur vordergrundig darum, die unbe-
kannten Zeichen mit Hilfe des relativ vertrauten Referenzkontextes und rnittels bekann-
ter Sachverhalte zu deuten bzw. den unbekannten Symbolen einen bekannten Namen
zu geben. 1m Verlaufe der Entwicklung des theoretischen, mathematischen Wissens im
eigentlichen Sinne wird es immer mehr notwendig, daB man anstelle einer eindeutigen
Beziehung zwischen einzelnen Elementen eines Referenzbereichs und eines Zeichen-
systems, sowohl den Referenzbereich als auch das Zeichen I Symbol system als eine
reichhaltige Struktur sieht und demgemaB Beziehungen zwischen den strukturellen
Verbindungen von Referenzkontext und Zeichensystem herstellt.
Der grundlegende Unterschied zwischen diesen beiden Formen der Verknlipfung zwi-
schen "Gegenstand I Referenzkontext" und "Zeichen I Symbol" laBt sich in folgender
Gegeniiberstell ung verdeutlichen:

Wechselbeziehun
Gegenstandl gen I Deutungen Zeichen I Symbol
Referenzkontext

direkte Beziehung einzelne Elemente einzelne Elemente
zwischen einzelnen 4 •
Elementen

f},Q,r3,f4, ... SI,S2,s3,s4, ...

systemische Bezie- Netzwerk zwi- Netzwerk zwischen
hung zwischen schen einzelnen einzelnen Elementen
Netzwerken von Elementen
Beziehungen zwi-

1~'S5schen verschiedenen 11'·2Elementen 4 •
S2 S3 ~

f3 ~ \ S6
\ f4 Sl

f5 f6

-L
24

Diese Beispiele zeigen, daB der Bruchteil "ein Viertel" nicht in strikter und direkter
Abhangigkeit oder Vergleich rnit den anderen drei (oder auch nur zwei oder funf und
mehr) Teilen eines Ganzen verstanden und definiert werden mull. Der Bruchteil "ein
Viertel" existiert als ein eigenstandiges Konzept unabhangig von der idealen Teilung
eines Ganzen in vier gleiche Teile. Diese Vorstellung hilft zwar, die Idee von vier
Vierteln und auch von einem Viertel sich in einfachen Fallen zu vergegenwartigen; so
"sieht" man etwa in beiden Kreisen beim Blick auf das schraffierte Viertel vielleicht
spontan dahinter die prototypische Vierteilung des Kreises, die Achim sich mit der
entsprechenden Faltung des Papierkreises hergestellt hat, aus der man - im Rahmen



zulassiger Vngenauigkeiten - entnehmen kann, dafi es sich in der Tat urn ein Viertel
des Kreises handelt.
In der Episode wird das pragmatische Argument herausgebildet: "Wenn man ein Vier-
tel eines Kreises hat, dann mussen alle vier Teile gleieh groB sein." Dies ist ein exem-
plarischer Fall rur das der allgemeinen Definition unterliegende Argument: "Bruchteile
sind genau gleich groBe Teile eines Ganzen." Wir sehen, daB auch diese allgemeine
Definition nicht stimmt, Bruchteile eines Ganzen konnen durchaus verschieden groB
sein. Auch Blumentopfscherben konnen als mathematische Bruchteile interpretiert
werden, auch wenn sie zugegebenermafien nur schwer mit ZaWenverhaltnissen zu
quantifizieren sind.
1m Grunde unterliegt der Idee, nach der der Lehrer ein Viertel definiert, nur eine
brauchbare Vorgehensweise zur Konstruktion eines Viertels eines Kreises, indem man
den Kreis - etwa mit Hilfe der Faltungs-Idee yon Achim - in vier moglichst genau
gleich groBe Teile teilt und sich so ein Viertel herstellt. Diese Herstellungsregel eines
Viertels: "Wenn man ein Viertel eines Ganzen konstruieren mochte, dann teile man das
Ganze in genau vier gleiche Teile." wird in unzulassiger Weise zu einer Definition
"verallgemeinert": "Wenn man ein Viertel hat, dann sind alle Teile gleieh groB."

Hinter dieser Deutung steht die folgende unzulassige logische Aussage:
"Einer yon vier Teilen eines ¢:> "Aile vier Teile eines Ganzen sind
Ganzen ist eine Viertel." gleich glOB."

In einer "Richtung" ist diese Aussage allgemeingilltig:
"Einer yon vier Teilen eines Gan- ~ "Aile vier Teile eines Ganzen sind
zen ist eine Viertel." gleieh glOB."

In der anderen "Richtung" ist diese Aussage falsch:
"Einer yon vier Teilen eines Gan- => "Alle vier Teile eines Ganzen sind
zen ist eine Viertel." gleieh glOB."

Die hier analysierte pragmatisc~e, allgemeine Definition yon "einem Viertel", wie sie
im Verlaufe der Vnterrichtsinteraktion konstituiert wird, dient vor allem dazu, im
Rahmen der Anderungen und Entwicklungen der Beziehungen zwischen "Gegenstand /
Referenzkontext" und "Zeiehen / Symbol" im epistemologischen Dreieck die Erklarung
/ Definition dieses speziellen Bruchteils immer eindeutig auf der Grundlage des Ge-
genstandes (erst konkret, dann ideal) zu belassen; es gibt scheinbar eine feste, empi-
risch idealisierte Grundlage, die genau bestimmt und sagt, was ein Viertel ist. Auf diese
Weise wird somit angestrebt, eine moglichst eindeutige und direkte Beziehung zwi-
schen den einzelnen Elementen yon Referenzbereich und Symbolbereich festzulegen.
Die Interaktion zur Konstituierung dieser "Definition" yon "ein Viertel" lliBt sich als
ein "thematisches Muster" (VOIGT 1994, S. 98) verstehen, in welchem vor allem die
konkreten Aspekte des idealen Kreises thematisiert werden.
Wurde man die hier anhand der Diagramme dargestellte Situation zulassen, also auch
Viertel in Kreisen mit verschieden groBen und nicht immer genau vier gleichen
Bruchteilen, dann mtiBte ein Viertel als mathematischer Begriff auch unabhangig yon
einer genauen Aufteilung eines Ganzen in vier gleiche Teile existieren; ein Viertel
ware nicht mehr absolut durch eine Standardkonflguration vorgegeben. Vnd dies ware

eine theoretische, flexible Auffassung des Bruchbegriffs, nach der letztlich die mathe-
matischen Begriffe in einer grundlegenden Beziehung eigenstandig existieren und nicht
auf empirische oder idealisierte, quasi empirische Gegensmnde reduziert werden kon-
nen. Man denke etwa an die Verstehens-Probleme bei der Bruchrechnung im Mathe-
matikunterricht, wenn bedeutungslos und schematisch die Regeln der Addition, Mul-
tiplikation und der Division yon Bmchen benutzt werden, weil die anfangs hergestellte
konkrete Festlegung der Bmche als feste Teile eines gegebenen Ganzen keine inhaltli-
che Bedeutung mehr beitragen kann, die hier nur yon einer Interpretation eines ma-
thematischen Bruchs als einer variablen "Beziehung" zwischen ZaWen (Teilen und
Ganzem) zu erwarten ist.
Eine solche Loslosung der Deutung des Bruchteiles yon einer festen Bindung an einen
Gegenstand zu einem eigenstlindigen Konzept in einer echten Wechselbeziehung zwi-
schen "Gegenstand / Referenzkontext" und "Zeichen / Symbol" macht den Begriff
"Bruchteil" nach und nach eigenstlindig und weist dem Kreis und den Darstellungen
yon Bruchteilen im Kreis die Rolle eines strukturellen Referenzkontextes / Diagramms
zu, welches in bestimmten Formen die Beziehungen yon Bruchteilen symbolisiert. Man
muB aber auch eine tatsacWich eigenstlindige Idee yon "ein Viertel" haben, urn diese
Beziehung ins Diagramm hineinlesen, in ihm entdecken zu konnen. So wird man die
verschiedenen "Viertel" in diesem Kreis nicht einfach ablesen und entnehmen konnen,
man muB mit einer eigenstlindigen begrifllichen Idee yon "ein Viertel" viele Viertel in
dieses Diagramm hineinsehen (genauer: die entsprechenden Beziehungen, die die Be-
ziehung "ein Viertel" symbolisieren, ins Diagramm aktiv hineinkonstruieren).

Auf diese Weise lieBe sich eine systemische Beziehung zwischen Netzwerken yon Be-
ziehungen zwischen verschiedenen Elementen im Referenzbereieh sowie im Symbolbe-
reich entwickeln. Vielleicht war in der Ausfiihrung yon Achim der Keirn einer solchen
begriffiieh eigenstlindigen Idee mit einer relationalen Deutung yon einem Viertel ent-
halten, oder er ware vielleicht in der weiteren Interaktion entwickelbar gewesen. Auf
die Frage des Lehrers: "Waren es Viertel? . Waren es keine Viertel?" (201/2) hat
Achim folgendermafien reagiert: "la, es konnten vielleicht Viertel gewesen sein, aber
die sind vielleicht nieht so genau gewesen . wenn man irgendwie so gezeichnet hat."
(203/4/5). Urn solch eine Aussage treffen zu konnen, daB ungenau gezeichnete vier
Teile (oder auch nur ein Teil) eines Ganzen eines oder mehrere Viertel sind, muB man
sich auch schon Viertel partiell unabhangig yon einer empirisch reduktiven Definition
vorstellen konnen. Eine offene, die Unterschiede yon Zeichenungenauigkeit und idea-
km Modell betreffende Diskussion yon "genau", oder auch die Prasentation einer Leh-
rerzeichnung in ihrer Struktur ahnlich zu dieser Figur,



"Tendenziell wird somit das Augenmerk in der Interaktion nur noch ..." Wenn er den-
noch AuBerungen des Lehrers oder einzelner Schiiler anspricht, dann geschieht dies im
Sinne eines Beitrags zur interaktiven Konstitution gemeinsamer Bedeutungen und
gemeinsamen Wissens.
Freilich versucht auch STEINBRING,das Verstehen yon Mathematik im alItaglichen
Unterricht in zweierlei Hinsicht zu erfassen: zum einen als Verstehen, das der einzelne
Schiiler yon gewissen mathematischer Inhalten entwickelt; zum anderen aIs ein ProzeB,
der sich in Wechselbeziehung zwischen inhaltlichen und sozialen Bedingungen voll-
ziehl. In dessen Veri auf geht es nicht bloB urn das Aufassen eines mathematischen
SachverhaIts selbst, sondem gleicherweise darum, ihn so aufzufassen, wie ihn der Leh-
rer (oder auch ein Mitschiiler) versteht bzw. verstanden wissen mochte. Diese schwieri-
ge Wechselbeziehung zwischen dem individuellen und interaktiven, yom Lehrer be-
stimmten mathematischen Verstehen kann sich verallgemeinemd oder auch einschran-
kend auf das Wissen urn mathematische Sachverhalte auswirken.
Die individuelle wie die soziale Perspektive auf Verstehen haben ihre Vorziige und
Nachteile. Seine kollektive Betrachtung der Wissenskonstitution errnoglicht es
STEINBRING,die Prozesse der Bedeutungsfindung in ihrer Entwicklung im Verlauf
einer Unterrichtsepisode zu betrachten und Modiftkationen der konstituierten Bedeu-
tung in den Blick zu nehmen. Man findet in seinem Analysebeispiel immer wieder
Satze der Art "In welchen Schritten und mit welchen Bedeutungen und Einschrankun-
gen kommt es zu diesem Definitionswechsel?" oder "Die hier zu beobachtende Umdeu-
tung ... ". Die individuellen Beitrage einzelner SchUler zur unterrichtlichen Kommuni-
kation sind hingegen in der Regel yon so lokaler Art, daB MAIERbei ihnen Verande-
rungen und Entwicklungen in ihrem Verstehen zunachst nicht zu erfassen vermag.
(Sogar die yon ihm durchgefuhrten Einzelinterview im AnschluB an den Unterricht
konnen in der Regel nur "Momentaufnahmen" liefem.)
Umgekehrt konzentriert die soziale Perspektive STEINBRINGdie Aufmerksamkeit auf
das rational-kognitive Geschehen, das den unterrichtlichen Diskurs pragt. MAIERhin-
gegen versucht, mehrere am Verstehen des Individuums beteiligt personaIe Dimensio-
nen zu betrachten und dabei insbesondere auch emotionale Aspekte einzubeziehen
(Verstehen als mentaler ProzeB). Freilich zeigt sich in seinen Analyseergebnissen deut-
lich, wie schwer andere als kognitive Aspekte des Verstehens der Interpretation zu-
ganglich sind. Die Schwierigkeiten, andere als kognitive bzw. epistemologische Di-
mensionen des mathematischen Verstehens yon Schiilem zu erfassen, sind aber zu
einem betrachtlichen Teil auch darin begrundet, daB beide Autoren sich vomehmlich
solcher Analyse-Instrumente bedienen, die auf die kognitiven mathematischen Aspekt
ausgerichtet sind.
Deutliche Unterschiede zwischen den beiden Ansatzen zeigen sich in der inhalt/ichen
Charakterisierung von Verstehen mathematischen Wissens. STEINBRINGkonzentriert
sich hier auf eine sehr eingehende, vertiefte Analyse dessen, was MAIER die modale
Dimension des Verstehens nennt. Er fragt danach, wie die Verstehenden beim Deuten
Symbole und Zeichen zu Gegenstanden und Referenzkontexten in Beziehung bringen
und so Bedeutung konstituieren; dabei ist fur "mathematisches Verstehen" insbesondere
erforderlich, daB die empirischen, konkreten Aspekte mehr und mehr durch eine rela-
tionale Sichtweise auf die Beziehung zwischen Gegenstanden abgelOst werden und die
Struktur in den Vordergrund tritt. MAIER unterscheidet in der modalen Dimension

hatte zu einer 0ffnung in der Beziehung zwischen "Gegenstand / Referenzkontext" und
"Zeichen / Symbol" beitragen und sie ausbauen konnen; statt dessen fuhrt der Lehrer
durch seine Einschrankung der Aussage yon Achim auf das Stichwort "ungenau" auf
eine eindeutig festgelegte Beziehung zwischen "Kreis mit vier genau gleich groBen
Teilen" und "einem Viertel" zuruck.

5. Vergleich der Analyseansiitze von MAIER und STEINBRING
Nachdem nun die beiden Ansatze yon MAIER und STEINBRINGzur Analyse yon Schii-
lerverstehen im alltaglichen Mathematikunterricht vorgestellt und exemplifiziert wur-
den, erheben sich Fragen des Vergleichs:
- Was haben die beiden Ansatze gemeinsam und worin unterscheiden sie sich?
- Basieren eventuelle Gemeinsantkeiten und Unterschiede auf wesentlich verschiede-
nen Auffassungen und verfolgen beide Ansatze unterschiedliche Erkenntnisinteressen
und Ziele?
Ubereinstimmung besteht in der formalen Charakterisierung von Verstehen insoweit,
als MAIER wie STEINBRINGVerstehen auf Zeichen und Symbole, auf Sprache beziehen,
die der Verstehende wahmimmt. Verstehen bedeutet Generierung yon Bedeutung durch
und yon Sinn fur den Verstehenden, die nieht etwa in den wahrgenommenen Zeichen
und Symbolen fertig, gleichsam iibemehmbar gegeben sind. Sie werden im Verste-
hensprozeB durch Entschliisseln, Deuten, Rekonstruieren oder Konstruieren erst ge-
schaffen. Die Bezugnahme auf Referenzobjekte kann dabei explizit oder implizit erfol-
gen.
Es gibt aber auch gravierende Unterschiede in der Art, wie sich beide dem Phanomen
Verstehen nahem. Fiir MAIER handelt es sich urn einen intentionalen ProzeB, urn ein
zielgerichtetes geistiges Handeln einer Person, das in einer rekurrierenden ProzeBfolge
immer wieder auffruher Verstandenes zuruckgreift. Damit richtet er den Blick deutlich
auf ein verstehendes Individuum, das - angestoBen durch AuBerungen anderer - sein
Wissen aufbaut, indem es Neues in bereits Verfugbares integriert. STEINBRINGhinge-
gen betont das' interaktive Hervorbringen, die gemeinsame Konstitution yon Sinn und
Bedeutung im gedanklichen Austausch und sieht Verstehen damit mehr als einen sozia-
len ProzeB, der sich aktuell in der unterrichtlichen Interaktion entfaltet. Dieser Unter-
schied zeigt sich schon sprachlich in den beiden Analyseniederschriften. Bei MAIER
haben aIle Satze, die iiber Analyseergebnisse berichten, stets einen einzelnen SchUler
bzw. eine einzelne Person zum Gegenstand: "Zuerst antwortet Markus ...", "Fiir ihn ist
der Begriff 'Bruchteil' mit der Vorstellung ... verbunden", "Markus sieht sieh ... besta-
tigt", usw. Bei STEINBRINGdagegen herrschen als Modus das iiberindividuelle Passiv
und die objektivierende Satzkonstruktion vor: " ...wird zu einer ersten 'Mathe-
matisierung' benutzt, ...", "Damit ergibt sich ... eine Bedeutungsverschiebung ",
" ...treten die quantitativen (mathematischen) Aspekte in den Vordergrund ",



ausschlielHieh an Sprache gebundenes von explizit oder implizit intermodalem Verste-
hen. Er mochte aber, neben der modal en, noch eine zweite, von ihm mental genannte
inhaltliehe Dimension des Verstehens erfassen. Sie betrifl't konzeptuelle, prozedurale,
relationale, argumentative, elaborative und reflexive Aspekte des Verstehens mathema-
tischer Sachverhalte.
Was die Evaluation des Verstehens angeht, zeigen die beiden Ansatze Gemeinsamkei-
ten wie auch uniibersehbare Unterschiede. Einig sind sich MAIERund STEINBRINGvor
allem in zwei Gesichtspunkten: Zum ersten kann es nieht urn eine dichotome Entschei-
dung der Frage gehen, ob bei SchUlem Verstehen stattgefunden hat oder nicht. Unter-
sucht wird vielmehr, wie bzw. in welcher Weise diesgeschehen ist. Zum zweiten stehen
die Analysen unter der Vorannahme, dafi sich Verstehensprozesse nicht, quasi objektiv,
als 'richtig' oder 'falsch' bewerten lassen. Verstehen von Individuen bedeutet immer
das Bemiihen, sich einen personlichen Sinn fUr neue Sachverhalte anzueignen. Dabei
geht es also darum, neue Zeiehen und Symbole, Sprache, mit Hilfe von schon relativ
vertrauten Referenzbereichen zu interpretieren. Ein Individuum versteht etwas, indem
es den neuen Zeichen, der Sprache, einen personlichen Sinn, einen Bezug verleiht. Ob
dieser Bezug, diese Bedeutung nun, z. B. gemessen an mathematischen Standards,
richtig oder falsch ist, tangiert zunachst nicht den VerstehensprozeB selbst. 'Richtiges'
Verstehen ist nicht schon vorab durch mathematische Standards objektiv geklart. Dies
schlieBt dennoch nieht aus, daB Verstehen evaluiert wird.
Wie das geschehen soli, laBt allerdings wieder weitgehende Unterschiede der beiden
Theorieansatze deutlich werden. STEINBRINGversucht, mit Hilfe eines epistemologi-
schen Theorieansatzes die beobachtbaren Anstrengungen des interaktiven Verstehens
zu beschreiben sowie Moglichkeiten und Hindernisse der Generierung von Verstehen
(als Herstellung von Beziehungen zwischen neuen Symbol en und bekannten Referenz-
bereichen) zu identifizieren. Demzufolge hat die Evaluation ihren Schwerpunkt in
mathematisch-epistemologischen Kriterien, wobei der Analysierende seine Kriterien an
das im sozialen ProzeB generierte Verstehen - im Sinne einer Deutung von Symbolen
und Zeichen mit Bezug auf Gegensmnde und Referenzkontexte - anlegt.
Auch MAIERevaluiert - allerdings das individuelle Verstehen einzelner SchUler - nach
mathematischen Kriterien. Er will sich aber nicht auf dieses Kriterium beschranken,
sondem nimmt die Lehrerintentionen - d. h. die Frage, welche Art des Verstehens der
Lehrer von den Schiilem im Unterricht erwartet - und das unterrichtliche Sinnangebot
- also die Frage, wodurch und wie das Verstehen der SchUler im Unterricht angeregt
wurde - als Kriterien fUr weitere Evaluationsschritte hinzu. Eine solche Differenzie-
rung in der Evaluation erschiene im Fall von STEINBRINGwenig sinnvoll, wo Verstehen
und Sinnangebot als interaktiv zusammenhangend und nicht als personell voneinander
getrennte Prozesse gesehen werden.
MAIERbenutzt ein elaboriertes Evaluationsmodell, in dem vorab die Dimension und die
wissensbezogenen Charakteristika des mathematischen Verstehens auf der Grundlage
theoretischer Uberlegungen mehr oder weniger explizit ausgearbeitet sind, urn eine
interpretative Bewertung von Verstehensprozessen individueller SchUler vomehmen zu
konnen.
Ein anderer Unterschied besteht darin, daB MAIER die Evaluation des Verstehen aus-
dmcklich von dessen inhaltlicher Charakterisierung trennt und als gesonderten Schritt
erst nach der Deskription gemaB dem Analysemodell folgen laBt. Bei STEINBRINGhin-
gegen stellen Beschreibung und Bewertung von mathematischem Verstehen eine Ein-

heit dar. Man erkennt das an Satzen in seiner Anlyseniederschrift wie "Handelt es sich
urn eine korrekte Interpretation? Sind es wirklich Viertel, die die Kinder schraffiert
haben?" oder "Mit dieser extremen (oder einer ahnlich extremen) Zeiehnung und
Schraffur 'zwingt' der Lehrer seine SchUler, seinen Standpunkt in 'absoluter Weise
einzunehmen, ... ".
Der Vergleich der beiden Ansatze zur Analyse von Verstehensprozessen im alltagli-
chen Mathematikunterricht laBt deutlich werden, daB sie - bei aller Verwandtschaft der
angewendeten Untersuchungsmethode und bei allen auch bestehenden Gemeinsamkei-
ten in der Auffassung von Verstehen - doch auf recht unterschiedlichen Grundannah-
men basieren und auch von unterschiedlichem Erkenntnisinteresse geleitet sind.
STEINBRINGbetrachtet das gemeinsam erarbeitende Gesprach, wie es sieh in der analy-
sierten Episode prasentiert, als eine aktuelle weit verbreitete Unterrichtsform, in der
den SchUler die gangigen mathematischen Lemmoglichkeiten bereitgestellt werden.
"Mathematisches Verstehen" als ein ProzeB der "Herstellung von Deutungen fUr unbe-
kannte, neue Symbole" ist zu einem groBen Teil nur sozial und nicht allein durch indi-
viduelle Anstrengungen realisierbar. Daher liegt es nahe, Verstehen als interaktive
Generierung von Bedeutungen aufzufassen. Ein Forschungsziel besteht darin, fUr den
Verlauf dieses Prozesses der Bedeutungsgenerierung, wie er sich in dem von der sog.
'Erarbeitung' gepragten, alltaglichen Mathematikunterricht ereignet, mogliche
"Ursachen" und "Wirkungen" zu identifizieren sowie epistemologische ZweckmaBig-
keiten und Storungen'in diesem interaktiven ProzeB aufzudecken. Lehrer als mogliche
Adressaten einer solchen Forschung sollten beziiglich ihres eigenen Unterrichts sowie
der Rolle, die sie in diesem Unterricht notwendiger Weise spielen, auf mogliche und fUr
sie nieht erkennbare Probleme aufmerksam gemacht werden.
MAIERhalt den gemeinsam erarbeitenden Mathematikunterricht grundsatzlich nicht fUr
eine dem Aufbau mathematischen Wissens angemessene Lehr- und Lernform. Er
scheint ihm nicht geeignet, dem Lehrer Einblick in die Verstehensprozesse bei einzel-
nen SchUlem zu geben und gezielt EinfluB auf sie zu nehmen. Mit seiner Beschreibung
und Evaluation individuellen Verstehens mochte er die Aufmerksamkeit von Lehrem
als Adressaten seiner Forschung darauf lenken, wie sieh die Generierung mathemati-
schen Wissens beim einzelnev. SchUler abspielen, und in welcher Beziehung diese nieht
nur zu mathematischen Kriterien und Lehrerintentionen, sondem auch zum unterricht-
lichen Sinn~mgebot stehen kann. Damit sollen auch Schwachen des gemeinsam erarbei-
tenden Unterrichtsgesprachs hinsichtlich des Lemerfolgs der SchUler offengelegt und
die Suche nach Unterriehtsformen angeregt werden, die individuelles Lemen und die
dialogische 'Kontrolle' und Initiierung individueller Verstehensprozesse durch den
Lehrer bzw. die Lehrerin ermoglichen (Lehrer-SchUler-Gesprach in Verbindung mit
Einzelarbeit, textlichen Eigenproduktionen von SchUlem in der Einzel-, Partner- oder
Kleingruppenarbeit, Gesprach von Partnem und innerhalb von Gruppen sowie Lehrer-
gesprach mit Partnem und Kleingruppen).
So gesehen basieren die beiden Ansatze auf unterschiedlichen Grundannahmen tiber
die Moglichkeiten der Analyse von Verstehensprozessen und verfolgen unterschiedli-
che Ziele und Erkenntnisinteressen: Sie verfolgen verschiedene didaktische Paradigma-
ta.
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Anhang:
Transkriptausschnitt aus "EinfUhrung in die Bruche II" (5. Klasse HS)
Die Transkription erfolgt in Form numerierter Partiturzeilen, die man sich linear an-
einandergefUgt denken mufi. Jeder Sprechende erhalt eine mit L (fUr Lehrer) oder der



Abkiirzung eines Sehiilernamens eingeleitete Zeile; gleiehzeitig Gesproehenes steht
untereinander. Spreehpausen yon Ibis 3 Sekunden sind mit der entspreehenden Zahl
yon Punkten markiert, langere als Kommentar in Doppelklammern. Einfaeh Einge-
klammertes konnte nicht sieher oder, im Fall yon Punkten, gar nieht verstanden wer-
den. Unterstriehene Worter wurden auffallend betont. Sehragstriehe markieren Ande-
rungen der Forrnulierungsabsieht.

161 I L Gut! Ihr habt jetzt so viele WOrter gehabt irgendwie mit

162 L "breehen" (..) bitte Was sind jetzt eigentlieh
S1 Das sind Bruehteile.

163 L Bruehteile? «4 see»
Ma Wenn es nieht das Ganze ist, sondern

L Wie viele sind es? ..
SS (....)
St
S1

Vier
Vier

175 L vier Bruehteile
Ma Ja, aber van einem roBen erst mall van einem .

176 L
Ma GroBen ist dann das der Bruehteil maeht mit den Handen eine

164 L Nieht das
Ma nur ein kleiner Teil davon . oder aueh ein roBer Teil

165 L Ganze, sondern nur ein Teil davon.
Ma leh laub, ieh habe hier

166 L
Ma aueh so etwas. 1staueh hier aueh so etwas. 1sthier aueh

177 L
Ma kreisformige Bewegung» .. Also ieh finde das einfaeh so .
Jo Das ist ein

178 L Glaubst du, das ist ein Viertel? ..
Jo Viertel, von einem. Ganzen.

179 L
Jo
Ma

(....) Viertel
Nein! Nein! Oder?

167 L
Ma so ein biBehen was van dem GroBen. halt untersehiedlieh

168 L Nieht das
Ma groBe Papierkreise in die Hohe und nusehelt»
SS Hm?

169 L Ganze, sondern nur ein Teil davon «6 see»
Ma 1stein Bruehteil

170 L Mhm . Johanna
SS «melden sieh»
S1 Aehja
Jh Ja vielleieht ist es ein Blumen-

171 L Es ist ein Blumentopf gewesen .. Konnen wir von Bruehtei-
Jh to f.

180 L vier teilst konnte man sagen, das
Jo Vier Teile, ja .
Ma Aber eins

181 L sind in vier Bruehteile?
Ma Nein, weil, das ist schon mehr ..

182 L Ja gut. Jetzt wollen wir sehauen,
Ma Bestimmt (...)
Jo Vier eile

183 L das Problem heute zu losen . Was sind eigentlieh Bruehteilen.
Jetzt paB auf. Jetzt nimmst deinen Kreis .. Ja, nimmst
einen Kreis. Deine Aufgabe: Sehraffiere . mit Bleistift
meinetwe en. ein Viertel des Kreises .. Sehraffiere ein

184 L Viertel des Kreises, oder (....) .. Mach, was du willst
S1

1851 L ... Sehraffiere, oder male aus ein Viertel des Kreises

186 L
SS 29 see; markieren Bruehteile auf aus esehnittenen Pa ier-

172 Lien spreehen? Ja?
Mhm; ja.

n Es ist ein Bruehteil von einem

188 I L ein biBehen mehr .. Ideen habt «6 see» Ruhig deutlieh aus-



malen, dal1 man es auch sieht, oder schraffieren, richtig deut-

So, jetzt wollen wir allmahlich

208 L da. Ja, die haben gesagt, das sind Viertel.
Ac Ja ei entlich nicht,

1:12 min; arbeiten

191 I L fertig werden .. Braucht keine Schonheitszeichnung werden.

192 L So, bitte dann
Ma Wird auch keine Schonheitszeichnun

193 L fertig werden. Entscheide dich fUr irgendwas.
SS 20 see;

194 L Stitt weglegen . Das mul1 reichen . weg
SS beenden ihre Arbeit

195 I L damit «4 see» So, machen wir es so. Ah, ihr da drOben, ..

196 I L haltet es bitte hoch, eueren Kreis, dal1 es die anderen sehen.

197 L So hoch halten .. Halt s hoch ...
SS Orreihe halt bearbeitete

198 L Schaut es euch an ..Kann man es erkennen? (....) an-
SS Kreise hoch

199 L schauen, bitte! " So, macht es ihr da drOben, hochheben.
Deutlich, dal1 man es sieht, hoch. «5 see» So, und jetzt in
der Mitte. Haltet sie so nach hinten, oder ihr mOl1t es

209 L
Ac weil die sind verschieden

210 L bitte, was sa t's ihr darauf? ..Seine Meinun war, es war nicht

211 I L so genau. Ich habe da auch eine gemacht.

212 L Hm?.
Mt Die mOssen ja gleich grol1 sein.
Ma Das ist aber eine

213 L Das ist aber auch i endein Viertel, vielleicht, was weil1 ich?

214 L Hm! Bist du noch nicht
Ma Nein
Ac Nein schOttelt den Ko

215 L einverstanden? Martin!
Ac Nein
Mt Nein, das mul1 'a .I wenn man "etzt .

200 L ein bil1chen drehen, dal1 es jeder sieht ..
SS

201 I L hoch, Steffi ..So . Was ist dir aufgefallen? ...Waren es

202 L Viertel? . Waren es keine Viertel?
Ma Ich laube, das waren ar

217 L
Mt die anderen. enau so rol1 sein wie der ... weil sonst ..~

218 L Ja wenn du dich an den Versuch mit dem Wasser erinnerst, den
die' Nina gemacht hat. Da haben wir auch versucht, gleich viel
in 'edes Glas reinzu eben. Die Idee, laube ich, ist ut ewe-

219 I L sen, nicht?.Kannst du das noch einmal wiederholen? .I Mt Wenn man Jezt

220 L
Mt ein Viertel ah,von dem Kreis einzeichnet . dann mOssen die ande-

Aile Viertel
rol1 sein wie das eine.

221 L.
Mt ren drei Viertel

Jorg, aht Achim
Ja, es konnten vielleicht Viertel gewesen

222 L mOssen gleich grol1 sein ..Ja. Die Mathematik.er geben
Mt leich rol1 sein

223 L sich nicht zufrieden, einfach ir endwie so Blumento fscherben.

206 I L Dut Du hast gesagt "genau". Was verstehst du unter "genau"? .

207 I L Viertel, Viertel. Einige h"aben gesagt, das sind auch Viertel
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