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Einleitung

Als Hauptvorteil von Spektralmethoden gegeniiber finite Differenzen oder finite Elemente, wird
meistens die hohe Konvergenzordnung hervorgehoben, sofern die Losung ausreichende Glattheit
besitzt. Beim Losen von zeitabhdngigen partiellen Differentialgleichungen ist es allerdings
allgemein effizienter Spektralmethoden nur auf die rdumliche Dimension anzuwenden und die
zeitabhingige Losung iterativ von einem Zeitschritt zum ndchsten zu berechnen. Dadurch kann
jedoch bei der Berechnung in der Zeitdimension, bei ungeeigneter Wahl der Zeitschrittweite, der
Fehler fiir jeden weiteren Zeitschritt immer weiter anwachsen, sogar in exponentieller Weise,
wodurch die Konvergenz der numerischen Losung nicht mehr gegeben ist. Obwohl es mdglich ist
die Zeitkoordinate auch spektral zu behandeln, ist die eben genannte Vorgehensweise deutlich
giinstiger als die Berechnung iiber das gesamte Raum-Zeit-Gebiet auf einmal. Somit bleibt das
Problem der richtigen Zeitschrittwahl, das heif3t eine, welche die Konvergenz der Losung garantiert.
In diesem Zusammenhang sei hier der Begriff der Stabilitit verwendet.

Die Vorgehensweise der Diskretisierung der rdumlichen Koordinaten auf ein System von
gewohnlichen Differentialgleichungen, die nur noch von der Zeitkoordinate abhidngen, wird auch
oft als Linienmethode bezeichnet. Bedingungen zu finden, welche fiir die Linienmethode eine
konvergente Losung sicherstellen, ist ein zentrales Thema dieser Arbeit. Dabei spielen unter
anderem die Figenwerte der Diskretisierung eine wichtige Rolle. Ein Nachteil von
Spektralmethoden gegeniiber finite Elemente/Differenzen ist die Vollbesetztheit der aus der
Diskretisierung resultierenden Matrix, die im Regelfall auch nicht normal ist. In solchen Féllen
kann es sein, dass die Eigenwertanalyse nicht mehr ausreichend gute Vorhersagen macht, mit
Pseudospektren sind dann eventuell bessere Vorhersagen moglich.

Das auf ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen in der Zeit reduzierte Problem kann
dann zum Beispiel mit einem Runge-Kutta-Verfahren oder einem linearen Mehrschrittverfahren
gelost werden. Ein wichtiges Werkzeug im Zusammenhang mit diesen Methoden sind
Stabilitdtsgebiete, die in Verbindung mit den Eigenwerten oder Pseudospektren der rdumlichen
Diskretisierung fiir entsprechende Restriktionsabschidtzungen fiir die Zeitschrittwahl behilflich sein
konnen.

Die Grundlagen zur Implementierung von oft benutzten Spektralmethoden werden im ersten
Kapitel kurz erlautert, dabei werden iiberwiegend die Grundlagen aus ,,Spectral Methods* von
Shen,Tang,Wang [21] und ,,Spectral Methods in MATLAB* von Trefethen [25] tibernommen. Es
handelt sich dabei hauptsdchlich um die Berechnung von diskreten Ableitungen von Funktionen,
um diese flir die Diskretisierung von Differentialgleichungen zu verwenden. Die erste dieser
Methoden besteht darin, auf die abzuleitende Funktion zuerst eine diskrete Fouriertransformation
anzuwenden, um dann im Fourierraum mit einfachen Regeln eine Ableitung durchzufiihren. Mit der
anschlieBenden Riicktransformation erhédlt man dann die gesuchte diskrete Ableitung. Fiir die
Anwendung wird im ersten Kapitel eine Ableitungsmatrix hergeleitet, so dass diese Methode mit
einer Matrix-Vektor-Multiplikation umgesetzt werden kann. Eine weitere Methode um auch fiir die
Diskretisierung einer Differentialgleichung die Randbedingungen mit zu berticksichtigen, fiihrt {iber
die Verwendung eines speziellen Diskretisierungsgitters, definiert iiber Chebyshev-Polynome. Auch
hierfiir wird eine Ableitungsmatrix vorgestellt. Auch wenn dies z.B. in MATLAB recht einfach zu
implementieren ist, ist der Weg iiber Ableitungsmatrizen oft nicht der schnellste was Rechenzeit



betrifft. Daher wird alternativ sowohl fiir die Fourier- als auch die Chebyshevmethode eine
effizientere Variante mittels schneller Fouriertransformation vorgestellt. Die Betrachtung von
Ableitungsmatrizen macht trotzdem Sinn, da fiir die Uberlegungen zur Stabilitit in den darauf
folgenden Kapiteln, die zugehorigen Eigenwerte von Bedeutung sein werden. Wie sich zeigen wird,
ist vor allem das Auffinden der Eigenwerte der Chebyshev-Ableitungsmatrix zweiter Ordnung nicht
trivial, so dass eine numerische Anndherung herangezogen werden muss.

Das Losen einer partiellen Differentialgleichung durch Reduktion auf ein System von gewo6hnlichen
Differentialgleichungen, erfordert natiirlich die Kenntnis iiber Losungsmethoden fiir Letzteres.
Daher werden ausgehend von einigen Standardwerken der Numerik von LeVeque [16], Rannacher
[18] und Siili und Mayers [22] im zweiten Kapitel Einschrittverfahren und lineare Mehrschritt-
verfahren zum Losen von gewoOhnlichen Differentialgleichungen vorgestellt. Dabei geht es vor
allem um Konvergenzaussagen fiir diese Verfahren, insbesondere um Konvergenzbedingungen, die
an die Wahl von Zeitschrittweiten gebunden sind. Diese Bedingungen sind vor allem fiir die
konkrete Berechnung der Differentialgleichungen und nicht nur fiir theoretische Uberlegungen von
Bedeutung. Die Konvergenz des Verfahrens im Hinblick auf die Wahl der Zeitschritte, stellt die
erste wichtige Art der Stabilitdt in dieser Arbeit dar. Dabei sind die Werkzeuge zur Auffindung von
geeigneten Schrittweiten fiir Ein- und Mehrschrittverfahren nicht die gleichen. Fiir beide Arten von
Verfahren spielen jedoch Stabilititsgebiete eine bedeutende Rolle. Genauso der Zusammenhang
dieser Gebiete mit den Eigenwerten der diskretisierten Gleichung. Stabilititsgebiete grafisch
darzustellen kann von Vorteil sein, wenn man eine grobe Orientierung dafiir haben will, ob
Eigenwerte innerhalb des Gebietes liegen. Daher werden hier einfache Algorithmen vorgestellt wie
diese grafische Darstellung mit Hilfe von MATLAB umgesetzt werden kann. Im Allgemeinen ist es
bekanntlich nicht so einfach das Stabilitdtsgebiet von Hand zu bestimmen, sofern es sich nicht blof3
um ein Intervall handelt.

Da wie schon eingangs erwdhnt, die Betrachtung von Eigenwerten nicht immer ausreichend sind,
benutzen wir Pseudospektren als eine Verallgemeinerung von Eigenwerten. Dies ist der Inhalt von
Kapitel drei, das sich liberwiegend an ,,Spectra and Pseudospectra® von Lloyd N. Trefethen und
Mark Embree [27] hélt. Es gibt dabei verschiedene, in bestimmten Fillen zueinander dquivalente
Definitionen von Pseudospektren, da je nach Situation eine jeweils andere Definition fiir
Berechnungen oder Beweise hilfreich sein kann. Einige wichtige Eigenschaften von Pseudospektren
finden sich ebenfalls in diesem Kapitel, insbesondere bezogen auf den Unterschied zwischen
normalen und nicht normalen Matrizen. Dabei ist auch der Vergleich von Lage oder Grofle des
Pseudospektrums einer Matrix mit der Menge der Eigenwerte, also dem Spektrum, interessant. Die
Menge des Pseudospektrums ist fiir gewdhnlich an einen gewissen Parameter € gebunden. Ahnlich
wie der Spektralradius einer Matrix, kann auch ein gewisser Radius eines e-Pseudospektrums fiir
ein bestimmtes € berechnet und grafisch dargestellt werden. Damit kann nun &hnlich wie mit den
Eigenwerten, die Entfernung eines e-Pseudospektrums zu einem Stabilititsgebiet bestimmt werden,
was sich, wie sich herausstellen wird, zur Bestimmung von geeigneten Zeitschritten als niitzlich
erweist.

In Kapitel vier wird dazu eine nicht allgemeingiiltige, aber fiir Anwendungsfille als oft ausreichend
zu betrachtende Faustregel formuliert, die den Zusammenhang der Stabilititsgebiete mit
Eigenwerten oder bedarfsweise Pseudospektren beinhaltet. Diese Regel kann dann als eine
Restriktionsbedingung fiir die Linienmethode zur Losung von zeitabhidngigen partiellen
Differentialgleichungen betrachtet werden. Basierend auf den Erkenntnissen aus den vorherigen
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Kapiteln wird dies préziser iiber einen Satz formuliert, der in [19,20] von Reddy und Trefethen
bewiesen wurde. Dieser Satz gibt eine Abschitzung fiir stabile Zeitschritte fiir zeitabhingige
partielle Differentialgleichungen an, auch fiir den allgemeineren Fall einer nicht normalen
rdumlichen Diskretisierung. Der Beweis dieses Satzes wird hier nach der Vorgehensweise wie
Reddy und Trefethen es erstmals bewiesen haben, wiedergegeben. Der etwas technische Beweis
erfordert ein paar Voriiberlegungen und stiitzt sich hauptsiachlich auf einem Hilfsresultat, das eine
Version des als Kreiss-Matrix-Theorem bekannten Satzes ist. Des Weiteren erfordert der Beweis ein
paar Riickgriffe auf Resultate aus der Funktionentheorie, wie die Berechnung von Residuen, und
vor allem die Verwendung des Dunford-Taylor-Integrals zur Darstellung einer Resolvente als
Integral, die in dem umfangreichen Werk von Tasio Kato ,Perturbation Theory for Linear
Operators* [14] nachgelesen werden konnen.

AbschlieBend findet sich in Kapitel fiinf, mit etwas modifizierten Programmen aus dem 10. Kapitel
des Buches ,,Spectral methods in MATLAB* eine Nachstellung der Versuchsreihe, wie sie auch bei
Trefethen durchgefiihrt wird, um zu erproben wie bei Anwendung einer Linienmethode die
Eigenwerte der Diskretisierungsmatrix mit den Stabilitdtsgebieten in Beziehung stehen miissen, um
fiir zeitabhingige Probleme passende Zeitschritte zu finden. Dabei wird eine rdumliche
Diskretisierung mit den zuvor in Kapitel eins behandelten Spektralmethoden durchgefiihrt und
geeignete Differenzenverfahren fiir die Zeitintegration verwendet. Als Erweiterung dazu, folgt ein
Beispiel einer Wellengleichung erster Ordnung, als ein Fall der illustriert, wie Pseudospektren bei
nicht ausreichen der Eigenwertanalyse eine geeignetere Abschitzung liefern konnen. Als kleines
Unterthema wird zusitzlich die Methode des integrierenden Faktors vorgestellt, als eine Methode
um Restriktionen an Zeitschritte zu lockern und damit Rechenzeit einzusparen. In Anlehnung an die
Ubungsaufgaben aus Kapitel 10 von ,Spectral methods in MATLAB®, folgen weitere
Anwendungsbeispiele der Linienmethode und des integrierenden Faktors auf ein paar bekannte
zeitabhéngige partielle Differentialgleichungen. Darunter befindet sich die Korteweg-de-Vries-
Gleichung und die Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung, sowie die Burgersgleichung. Die Berechnung
dieser Gleichungen erfolgen wie in [21,25] mit einem integrierenden Faktor und einem Runge-
Kutta-Verfahren vierter Stufe fiir die Zeitintegration.



1 Fourier und Chebyshev Spektralmethoden

Die grundlegende Idee von Spektralmethoden beruht auf der Annahme, dass eine unbekannte
Funktion u(x) durch eine Summe von N + 1 Basisfunktionen ¢,, (x) approximiert werden kann:

N
u(z) = uy(x) = Z AP (T)
n=0
Setzt man diese Summe in die Gleichung
Lu = f(z)

ein, wobei L der entsprechende Operator der Differential- oder Integralgleichung ist, erhdlt man
daraus die sogenannte Residuumsfunktion

R(x;a9,a1,...,an) = Luy — f.

Da die Residuumsfunktion fiir die exakte Losung gleich null ist, besteht das Ziel darin, die
Koeffizienten a,, so zu wihlen, dass R(z; ao, . . ., an ) minimiert wird.

Spektralmethoden fallen in zwei grof3e Kategorien, grob gesagt, die der interpolierenden und die der
nicht interpolierenden. Die von der interpolierenden Art werden auch als pseudospektrale Methoden
bezeichnet, bei denen die Basisfunktionen mit einem Gitter assoziiert werden. Die Koeffizienten a,,
konnen dadurch gefunden werden, dass die Residuumsfunktion an jedem dieser Gitterpunkte gleich
null wird. Das heif3t eine pseudospektrale Methode fordert, dass die Differentialgleichung an diesen
Punkten exakt erfiillt ist. Die entsprechenden Gitterpunkte heilen Interpolations- oder auch
Kollokationspunkte. Da die Residuumsfunktion dazu gezwungen ist an den Gitterpunkten zu ver-
schwinden, wird sie mit einer Erhohung der Anzahl dieser Punkte, im Bereich zwischen diesen
Punkten immer néher an null heranriicken, so dass un (z) mit wachsendem N gegen u(x) konver-
giert [4].

Die hier Benutzten Methoden basieren zum einen auf Fourierreihen und zum anderen auf
Chebyshev-Polynome, bei beiden auch unter Zuhilfenahme einer schnellen Fouriertransformation,
auch FFT (fast Fourier transform) genannt.

Wir beginnen mit stetigen Fourierreihen. Zunichst sei das komplexe Exponential bezeichnet durch

e*® = cos(kx) + isin(kx) = (cos(z) + isin(z))".

Die Menge {e“‘“’x ke Z} bildet ein vollstindiges Orthogonalsystem im komplexen Hilbertraum
L?(0, 27), ausgestattet mit dem Skalarprodukt

1

(’LL,U) = %

27
/ u(z)o(x)dz, und der Norm lul| = v/ (u, ).
0

v ist dabei das komplex konjugierte zu v.



Fiir jede komplexwertige Funktion u € L?(0, 2r) ist ihre Fourierreihe definiert durch

wobei die sog. Fourierkoeffizienten gegeben sind durch

. 1 27 .
g = (u,e™) = / u(z)e”*®dz. (1.1)
0

27

Man sieht leicht, dass wenn u reellwertig ist, die Fourierkoeffizienten ¢._j, = s, k € Z, erfiillen
und g reell ist.
Zur Approximation an ein v € (0, 27) benutzen wir das trigonometrische Polynom

Fn(u) = Y e, (1.2)

welches in der L?-Norm gegen u konvergiert. Wenn w stetig, periodisch und von beschrinkter
Variation auf [0, 27] ist, dann konvergiert Fn (u) gleichmaBig gegen w [21].
Die Approximation (1.2) kann auch mit einer Faltung formuliert werden, und zwar

1 27

Fn(u)(x) = (Dn * u)(z) Dy (z — t)u(t)dt,

wobei Dy den Dirichlet-Kern bezeichnet, welcher gegeben ist durch

N N
, sin((N +1/2)x)
Dy (zx) := " =142 cos(kr) = - .
k:z—:N ];::1 sin(x/2)
Diskrete Fouriertransformation
Fiir positive IV seien
vj=jh=j%,  0<j<N-1

die Fourier-Interpolationspunkte welche ein dquidistantes Gitter auf [0, 27) bilden. Die Fourier-
koeftizienten in (1.1) konne im Regelfall nicht exakt ausgewertet werden, also greifen wir auf eine
Quadraturformel zuriick. Einfach zu berechnen und auch recht genau fiir 27-periodische Funktionen
ist die Rechteckregel



N-1

1 [T 1 '«
), v(x)dx ~ I 2 v(z;), Vv eC[0,2m),

welche exakt ist fiir alle u € span {e“”' 10 < k| <N —1}[21].
Anwendung der Quadraturformel auf (1.1) ergibt die Approximationen

N

[

N ~

1 — .
Uy ~ Uy, = N u(mj)e*mj, kE=0,+1,.... (1.3)
§=0

Man beachte dass uy N-periodisch ist, das heif3t

N-1 N—

. 1
—1(k Ty __
u(x;)e (kN2 = N

7=0 7=0

[ay

N 1 o o
UKEN = 37 u(zj)e Fws eF2mii =

und damit gilt insbesondere fiir gerade NV
U_Ny/2 = UN/2- (1.4)

AuBlerdem folgt fiir gerade N, dass auf dem Gitter {z; };.V:_Ol nicht zwischen den Moden mit
k = £ N /2 unterschieden werden kann, da

eiN@i /2 _ piim _ p=ijm _ o=iNw;/2 0<j<N-1 (1.5)
Um es einfacher zu halten, ist es fiir die diskrete Fouriertranformation sinnvoll ein gerades N zu
benutzen und eine symmetrische endliche Menge von Wellenzahlen —N/2 < k < N /2. Wegen

(1.4) und (1.5) muss daher die Approximation (1.3) umformuliert werden zu

N —

[ay

u(z;)e i k=-N/2,... ,N/2, (1.6)
J

~ ~ 1
7=0

wobei ¢ = 1 fiir |k| < N/2 und ¢, = 2 fiir K = £=N/2. Dieser Ausdruck ist die Diskrete Fourier-
transformation (DFT).

Wir benutzen nun die Darstellung (1.2) als Interpolationspolynom. Mit

IN =R u= g uRe™™ 1 U_Njo = Un/2
=—N/2

sei In : C0,27) — Ly der Interpolationsoperator definiert durch



(Inu)() = p() = e (1.7)

Das folgende Lemma zeigt, dass p(z;) = u(z;), das heiit die Interpolation ist exakt an den
Interpolationspunkten.

Lemma 1.1: Fiir beliebiges u € C[0, 27) gilt

N—-1
p(x) = ) uj(x;)h;(w),
7=0
1 —_ .
wobei hy(@) = 5 sin [NL;EJ] cot {%} € In (1.8)

und dabei wird h;(zy) = d;; furalle j, k= 0,1..., N — 1 erfillt.

Beweis: vgl. auch [21]. Mit Hilfe von (1.6) und (1.7) ergibt sich zunichst

N/2 1 N-1
p(ZU) _ Z N Z u(xj)e—zkxj ezkx
CL -
k=—N/2 j=0
N-1 1 N/2 1
=D |5 2 < ulw)
j=0 k=—N/2 k
N-1
=: Z hj(z)u(z;).

<

Unter Verwendung des Dirichlet-Kerns und der Additionstheoreme rechnet man weiter

N/2

1 1 .
b _ = — ik(z—xj)
i(2) Nk_ZN/2 e
N/2-1
1 ik(z—2,) L (1 injaw—ay) | L —iNj2(2—2))
5| X - N (56 3¢
k=—N/2+41

- % (DN/2_1(90 — 1) + cos {wa
¥

sin[ 2522



_ 1 (Sin[(N_ D5 s [NMD _ (1.9)

N sin[*5= ] 2

Schreibt man h;(z) wie in (1.9) dann ist wegen (1.5) h;(x) € Zn. Des Weiteren ist leicht zu sehen,
dass hj(z) = 0 fiir  # j und setzt man in (1.9) = = z; so erhélt man h;(z) = 1.

OJ

Aus der Interpolationsformel (1.7) und p(z;) = u(z;) erhdlt man sofort die inverse diskrete

Fouriertransformation
N/2
u(z;)= Y wpe*™,  j=01...,N-1 (1.10)
k=—N/2

Wegen (1.4) und (1.5) ist U_p /o - e~N%/2 = Gy - €N%/2, doch wegen dem Vorfaktor 1/2 aus
(1.6) kommt dieser Summand praktisch nur einmal in der Summe vor, so kann man die (inverse)
DFT auch firk = N/2 — 1, ..., N/2 aufschreiben.

Schnelle Fouriertransformation

Die Diskrete Fouriertransformation und ihre Inverse kann mittels Matrix-Vektor-Multiplikation
berechnet werden, fordert jedoch O(N?) Rechenoperationen. Mit der schnellen Fouriertrans-
formation nach Cooley and Tukey kann dies jedoch in nur O(N log, N') Operationen bewerkstelligt
werden.

Mit der Substitution w = exp(—i27/N) ldsst sich (1.6) schreiben als

N-1
U=y ulz)wt,  k=-N/2-1,... N/2, (1.11)
7=0

wobei N wieder als gerade vorausgesetzt wird. Hier zunédchst ohne den Faktor 1/N, dieser kann
jedoch ohne groBBen Aufwand zur Transformation hinzugefiigt werden. Die inverse Transformation
lautet also dann

N/2
u(e;) = Y e j=0,1...,N—1
k=—N/2+1

Die Grundidee ist jetzt, die Summe in zwei Teilsummen aufzuteilen, nach geraden und ungeraden
Komponenten:

y; = u(z2;) zj = u(r2;-1) j=1...,N/2,

10



mit ihren eigenen Transformationen

N/2 N/2
Ok = ) yw und 7= zuw k=1...,N/2
J=0 J=0

Mit einer Matrixmultiplikation briuchte man jeweils (N/2)? Operationen um diese beiden
Transformationen zu bilden. Konnte man die gesuchte Transformation aus diesen beiden
zusammensetzen, dann briuchte man bloB 2(N/2)? = N?/2 Operationen, hitte also den
Rechenaufwand halbiert. Es geht aber sogar noch besser. Dafiir schreibt man (1.11) als

N/2
ﬂk = Zu(:cgj)wk@]) -+ U(l’gj_l)wk@‘]_l)

j=1
= Uk +w "2 k=1...,N/2.

Es fehlt noch die andere Hilfte der Transformation, das heif3t fir k = —N/2 4 1, ..., 0. Dafiir nutzt
man aus, dass w*N/2 — _ ¥ und erhélt damit

ﬂk_N/2:§k—wk§k, ]C:l,...,N/Z.

Somit ldsst sich eine Transformation der Lidnge N aus zwei Transformationen der Lange N/2
berechnen. Fiir diese geht man dann genauso vor und setzt sie zusammen aus Transformationen der
Lénge N/4, und so weiter. Ist N eine Zweierpotenz, dann kommt man am Ende bei der trivialen
Transformation der Lénge eins an, so dass man die gesuchte Transformation der Lange N rekursiv
aus den kiirzeren erhélt. Etwas genauer, ist N = 2" so fingt man mit 2" Transformationen der
Linge 1 an, die dann zu 2" ! Transformationen der Linge 2 zusammengefiigt werden, mit jeweils 2
Operationen. Dies flihrt man fort bis zur Transformation der Lange 2", zusammengefiihrt aus 2
Transformationen der Lange 2" . Auf jeder Stufe s bendtigt man also 2"~ * Zusammenfiihrungen
mit jeweils 2° Operationen, somit 2"~ - 2° = 2" Operationen pro Stufe. Weil die Anzahl der Stufen
n betrdgt, kommt man insgesamt auf einen Rechenaufwand von 2"n = N log, N Operationen und
das ganz ohne Matrixmultiplikation. Ist dazu noch u eine reelle Funktion, dann gilt %_;, = &, und
somit miissen nur die Hélfte der Koeffizienten der inversen Transformation gespeichert werden.

In allgemeineren Fillen wird in einzelne Transformationen mit jeweils der Lange der Primfaktoren
von N zerlegt. Wobei dieses Vorgehen stets weniger Zeitersparnis bringt, je grofSer die Primfaktoren
sind [4,12].

In MATLAB kann die FFT und ihre Inverse (iFFT) mit integrierten Softwarepaketen berechnet
werden. Mit gegebenen Daten {u(x;)}, gespeichert in einem Vektor v, gibt die Funktion v = fft(v)
den Vektor mit den Frequenzen aus Formel (1.6) zuriick. Umgekehrt erhdlt man mit der Funktion
ifft(v) die physikalischen Werte aus Formel (1.10). Zu beachten ist hierbei, dass die Elemente des
Frequenzvektors in der Reihenfolge £ = 0,1,...,N/2, —N/2 +1,..., —1 gespeichert werden.
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Fourier spektrale Ableitung

Mit Hilfe der Fouriertransformation soll die diskrete Ableitung einer Funktion u(x) bestimmt
werden. Dafiir nutzen wir die Darstellung aus Lemma 1.1 und schreiben

p(x) = ) uj(z;)h;(z), (1.12)

Dies kann man auch als Matrix-Vektor-Multiplikation aufschreiben

ul™ = D(m)u, m >0,
wobei DM — (dﬂj) 1= h§~m)(xk))k:.j:0,...,N—1 (1.13)
und u = (u(zo),u(xy). ..., u(zy_1))%,
u™ = (u(m)(xo), u(m)(xl), e ,u(m)(xN,l))T

Lemma 1.2: Die Ableitungsmatrix erster Ordnung ist durch die folgenden Eintridge gegeben

(_1%k+.7' C0t<(k;\]j)ﬂ), falls &k # j,

1) _ 31 _
Ay = o) = {0 falls k= j

Beweis: vgl. [21]. Ableiten von (1.9) gibt

1 — — 1 — —
R (z) = = cos NEZ T ot [ 2280 — gin [ NE8 | o2 [ 2224,
J 2 2 2 2N 2 2

Fiir k£ # j wird der Sinus im rechten Term null und der linke Term wird offensichtlich zu

)k P . . . . o
( 1% - cot((k =7 ) ). Fir den Fall k = j benutzen wir zur besseren Ubersicht die Substitution

8 = (x — z;)/2 und konne dann die obige Formel umschreiben zu

cos(NO) cos(0) sin(f) — N~1sin(NO)
2sin?(h)

Wi(x) =

Die einzelnen Terme im Zihler und Nenner mit einer Taylor-Entwicklung an der Stelle 0 dargestellt
ergeben
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cos(N®) cos(#) sin(h) = 6 + O(6?), N~1'sin(N6@) = 60 + O(6%)
und 25in?(0) = 2+ O(6>).

Da fiir x — x; auch 6 — 0, folgt damit lim h’(x) = 0.

T—T;

0

Zur besseren Unterscheidung zur spiter verwendeten Chebyshev-Ableitungsmatrix schreiben wir
die Fourier-Ableitungsmatrix als D = D).

Dy ist eine reelle schiefsymmetrische Matrix, da cot(—x) = — cot(x) und dgr = 0, und eine
Toeplitzmatrix, da dy; = dr11,j4+1. Diese beiden Eigenschaften vereinfachen das Erstellen der
Matrix wahrend der Programmierung. Die paarweise verschiedenen Eigenwerte von Dp sind
{ik:k=N/2+1,...,N/2 — 1} und der Eigenwert 0 hat die Vielfachheit 2.

Ahnlich wie die Matrix D leitet man auch D(F?) oder allgemeiner D%m) her. Es ist hier zu betonen,
dass nicht einfach Dg) = D% gilt.

Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Matrixmultiplikation O(N?) Rechenoperationen benétigt.
Eine effizientere Methode zur Ableitung erfolgt mit Hilfe der oben formulierten FFT, die mit einem
Aufwand von nur O(N log, N') Operationen moglich ist.

Eine Funktion wie in (1.12) kann man wie schon gezeigt auch in der Form

schreiben wobei wieder u_ /2 = /2 gilt. Die Ableitung in den Punkten z; = 2% ist somit

N/2
p'(z;) = Z ik, e,
k=—N/2
fir j=0,1..., N — 1. In Kurzform kann man das Vorgehen zur Implementierung folgenderweise

aufschreiben [25]:
* Mit gegebenen Eingangsdaten {u(x;)}, berechne mittels FFT {uy }.
* Setze wy = ikuy, da hier die Symmetrie wy /o = —wy /2 nicht gegeben ist, setze wy /o = 0.

* Berechne mittels iFFT {w; } von {wy}.

Fiir hohere Ableitungen funktioniert das sehr dhnlich, die m-te Ableitung erfolgt einfach durch eine
Multiplikation durch (ik)™, der zweite Schritt muss also ersetzt werden durch

* Setze wy, = (ik)" Uy, mit Ausnahme wy /o = 0 falls m ungerade ist.
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Chebyshev spektrale Ableitung

Die bisher betrachteten spektralen Ableitungen bezogen sich auf (27-)periodische Funktionen. Fiir
nicht periodische Probleme eignet sich eine andere Art von spektraler Ableitung.

Angenommen es liegt eine nicht periodische Funktion auf dem Intervall [—1,1] vor. Mit einer
trigonometrischen Interpolation auf einem dquidistanten Gitter zu arbeiten, also die Fouriermethode
wie im vorigen Abschnitt, kdnnte hier zu erheblichen Problemen fiihren. In Féllen bei denen die
Losung am Rand exponentiell auf null oder einen Konstanten Wert féllt, wiirde dieser Ansatz noch
funktionieren, ansonsten fiihrt die Nichtperiodizitit zu Schwierigkeiten. Nimmt man beispielsweise
ein glatte Funktion die periodisch erweitert wird, erhdlt man eine stiickweise glatte Funktion die an
den Periodeniibergéingen Sprungstellen aufweist. Aufgrund des Gibbs-Phinomens kommt es zu
groflen Ungenauigkeiten an den Sprungstellen, fiir die Interpolante als auch fiir ihre Ableitungen.
Eine Alternative wire somit statt trigonometrische Poylnome, algebraische also von der Form

p(x) = ag +ayx + - - + axz zu benutzen. Diese auf ein dquidistantes Gitter anzuwenden fiihrt
jedoch zu dem bekannten Problem des Runge-Phédnomens, welches sich dadurch auszeichnet, dass
bei hoheren Polynomgraden starken Oszillationen insbesondere am Rand auftreten. Um diese
Unannehmlichkeit auch noch zu umgehen, wéhlt man ein Gitter mit nicht gleichméBigen
Abstdnden, dessen Punkte sich an den Ridndern hiufen. Es gibt dazu verschiedene solcher Gitter, sie
werden normalerweise so gewéhlt, dass asymptotisch fir N — oo etwa N/(mv/1 — 2?) Punkte pro
Langeneinheit vorliegen. Das heif3t insbesondere, dass der mittlere Abstand zwischen Punkten nahe
bei x ~ +1 von der Ordnung O(N~2) ist und O(N~') im Inneren, wobei der mittlere Abstand
zwischen benachbarten Punkten in der Ndhe von z = 0 asymptotisch an 7/N liegt [25]. Die hier
benutzten Punkte, welche die oben genanten Gittereigenschaften erfiillen, sind die Chebyshev-
Punkte

x; = cos(jm/N), j=0,...,N,

welche auch Chebyshev-Extrempunkte genannt werden, da sie die Extremstellen des Chebyshev-
polynoms Ty (z) = cos(N@) auf [—1, 1] sind.

Betrachte man nun eine diskrete Funktion v definiert auf einem Gitter bestehend aus Chebyshev-
Punkten. Weiter sie p das eindeutige Polynom vom Grad < N mit p(z;) = v;. Eine diskrete
Ableitung w erhilt man nun durch die Ableitung von p in den Punkten z;, also w; = p’(z;). Da
diese Operation linear ist, kann sie durch eine Multiplikation mit einer (N + 1) x (/N + 1)-Matrix
reprasentiert werden. Anders als im Abschnitt {iber Fourier spektrale Ableitungen kann hier N auch
ungerade sein. Fiir p wihlen wir die Lagrangeinterpolation, das heif3t

r —T;

N N
p(@) =Y ulz)pi(x)  mit  pi(a)=]]

./’E4 _:L' :
=0 g

Die Ableitung von p ist also
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p(x) =) ulz;)p)(z).

j=0

Ahnlich wie in (1.13) kann dies mit einer Matrix-Vektor-Multiplikation ausgedriickt werden

u' = Dcu
mit Do = (dij := pj(Tr))k.j=0,...,N+1,
u = (u(zo),u(z1). ..., u(zy 1)),
u = (u(x0),u (z1),...,u (xn_1))T.

Wir benutzen die Notation D¢ um von der Fourier-Ableitungsmatrix D zu unterscheiden.
Die Eintrdge der Matrix D¢ sehen dabei wie folgt aus [25]:

2N? +1 IN2 + 1
(Dc)oo = 5 (De)nn = — 5
T

D L i=1,...,N—1 1.13
( C)JJ 2(1—.@?)’ J ’ 9 5 ( )

cp(—1)kti , ‘
(Dc)ka—k(i), k# j, k,j=0,...,N,

cj(xp — ;)

) 2, k=0 oder N,

wobel L = )

1, sonst

Ein Weg um diese Matrix in MATLAB zu erstellen, konnte dann so erfolgen (vgl. [25]):

function [D,x] = cheb(N)

if N==0, D=0; x=1; return, end

x = cos(pi*(0:N)/N)";

c = [2; ones(N-1,1); 21.%(-1).”~(0:N)";
X = repmat(x,1,N+1);

dX = X-X';

D = (c*(1./c)")./(dX+(eye(N+1))); % Nebendiagonaleintrage
D = D - diag(sum(D")); % Diagonaleintrage

end

Die Funktion cheb( ) nimmt die Zahl N als Input und gibt ein Gitter mit /N + 1 Chebyshev-Punkten
und die zugehorige Ableitungsmatrix zuriick. Die Diagonaleintrige werden hier jedoch nicht
einfach aus (1.13) bestimmt, sondern aus der Gleichung

N

(Do)kk = — Z(Dc)kj,

#k
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wodurch das Programm etwas vereinfacht wird und sich die Genauigkeit fiir die Ableitung erhoht
[3]. Anders als bei der Fouriermethode, ist es fiir hohere Ableitungen moglich, die entsprechende
Potenz der Matrix zu verwenden. So kann man einfach die zweite Ableitung mit Hilfe der Matrix
D?; berechnen was O(N?®) Rechenoperationen erfordert, alternativ benutzt man explizite Formeln
von der Art wie in (1.13) oder Rekursionen welche mit einem Aufwand von O(N?) Operationen
auskommen [25].

Eine einfache Modglichkeit um mit einer Chebyshev-Spektralmethode homogene Dirichlet-
Randbedingungen zu behandeln, verlauft nach folgendem Schema. Angenommen wir wollen ein
Randwertproblem der Art

Upe = fz), x€(—1,1), wu(£l)=0,

16sen, wobei u,, die zweite rdumliche Ableitung bezeichnet. Nun nimmt man nur die inneren
Chebyshev-Punkte als Gitter und wieder ein Polynom p mit Grad < N und mit p(z;) = v; fir
j=1,...,N —1und setzt w; = p”(z;). Da nun die Matrix DZ eine (N + 1) x (N + 1)-Matrix
ist, die einen Vektor v = (vg,...,v,)" auf einen Vektor w = (wy,...,w,)" abbildet, miissen
demnach die Komponenten vy und vy null gesetzt werden und wo und wpy ignoriert werden.
Ersteres hat zur Folge, dass die erste und letzte Spalte von D7 keinen Effekt haben, da sie mit null
multipliziert werden, man kann also diese beiden Spalten der Matrix einfach weglassen. Will man
die erste und letzte Komponente von w ignorieren, zieht man einfach die erste und letzte Reihe von
D% heraus. Insgesamt bleibt eine (N — 1) x (N — 1)-Matrix iibrig und es wird jetzt nur noch der
Vektor (vq, ... ,’UN_l)T auf (wq, . .. ,wN_l)T abgebildet [25].

Chebyshev spektrale Ableitung mittels FFT

Um die Berechnungsgeschwindigkeit zu erhohen, kann &hnlich wie bei Fourier spektralen
Ableitungen die Ableitung im Frequenzraum mit Hilfe einer FFT erfolgen. Um dies fiir Chebyshev-
Polynome zu bewerkstelligen, bendtigt man eine Transformation auf dquidistante Stiitzstellen um
nach einer Ableitung im Frequenzraum wieder auf das Chebyshev-Gitter zuriick zu transformieren.
Dabei nutzt man aus, dass

ian T ( Zancos (nd) Zan Ze—l—e i© ) (1.14)
n=0

mit x = cos(f) und T}, (x) = cos(nd) gilt. Die Koeffizienten a,, sollen mit einer FFT bestimmt
werden. Betrachten wir weiter die Approximationspolynome

N
:Zancos(nH) und p(x Zan

n=0 n=0
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wobei P eine Funktion F'(©) definiert auf R approximiert, und p eine Funktion f, definiert auf
x € [—1.1]. Des Weiteren sei F'(O) = f(cosO). p abgeleitet ergibt

_PO) =N naysinn) SN nay,sin(nd)

"(z) = = = 1.15

p(z) dx/dO —sin(#) V1 — 22 (1.15)

Fiir z = +1 berechnet man mit der Regel von [‘Hospital die Werte
N N
p'(1) = Z n?a, und p'(—1)= Z(—l)”+1n2an. (1.16)
n=0 n=0

Die Vorgehensweise sieht nun wie folgt aus [25]:
* Mit gegebenen Daten u(xg),...,u(xx) an entsprechenden Chebyshev-Punkten, erweitert man

diese Daten auf eine Anzahl von 2N durch hinzufiigen der Werte w(zon—;) = u(x;) fir
j=1,....,N—1

* Jetzt haben wir 2NV dquidistante Punkte 6; auf [0, 277] und konnen mit einer FFT die Koeffizienten
ug, k=—N+1,..., N berechnen.

¢ Definiere nun Wk = ikuy, mit der Ausnahme WN =0.

* Mit der inversen FFT erhélt man jetzt die Ableitung W;, j =0,...,2N — 1 der Interpolanten P
auf dem aquidistanten Gitter.

Mit Hilfe von (1.15) und (1.16) bestimmt man die Ableitung der Interpolanten p auf dem

Chebyshev-Gitter:

Wy = ———, 7=1,...,N—1, fir die inneren Punkte,

und

N N
wo = Z n2ay,, wy = Z(—l)"“nQan fiir die Endpunkte.
n=0

n=0

Auf dhnliche Weise kann man héhere Ableitungen berechnen. Im dritten Schritt wird allgemein fiir
die m-te Ableitung mit (k)" multipliziert und fiir ungerade m setzt man Wy =0 und fiir das
weitere Vorgehen sind wieder Formeln notwendig um die Ableitungen auf dem &dquidistanten und
dem Chebyshev-Gitter in Beziehung zu setzen. Die zweiten Ableitungen sind z.B. verkniipft durch

" . T / 1
PiE) = (1 —x2)3/2p ©)+ 1— 22

P"(0).

Mit Wj(z) als zweite Ableitung auf dem é&quidistanten Gitter, lautet die Formel flir die zweite
Ableitung auf dem Chebyshev-Gitter
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acj 1 (2) .

wy? () =

J

Der Programmcode zu dem eben aufgefiihrten Algorithmus ist dann [25]:

N = length(v)-1; if N==0, w=0; return, end

X = CO ((0 N)'*pI/N)

k = 0:N

v = v(: ) = [v; flipud(v(2:N))]; % transformiere x nach theta
U = real(fft(V));

W = real(ifft(1i*[k 0 1-N:-11'.*U))

w = zeros(N+1,1);

(2:N) = -W(2:N)./sqrt(1-x(2:N).™2); % transformiere theta nach x
w(1l) = sum(k'.~2.*U(k+1))/N + .5*N*U(N+1);

W(N+1) = sum((-1).~(k+1)".*k"'.~2.*U(k+1))/N + ...
S*¥(-1)N(N+1)*N*U(N+1);

=

Zur Berechnung der Endpunkte w(1) und w(N+1) werden die Summen jeweils durch N geteilt, da
MATLAB die Fourierkoeffizienten etwas anders ausgibt als in (1.6) definiert.

Eigenwerte der Ableitungsmatrizen

Da, wie sich im darauffolgenden Kapitel zeigen wird, die Eigenwerte der Diskretisierungsmatrix
hilfreich fiir die Wahl der Zeitschrittweite ist, sollen in diesem Abschnitt die Eigenwerte der eben
besprochenen Matrizen Dp, D¢ und D% bestimmt werden, wenn auch zum Teil nur
nidherungsweise.

Die Eigenwerte von Dp sind rein imagindr und gleichméBig tiber das komplexe Intervall
[—imN/2,imN/2] verteilt. Fiir gerades N hat der Eigenwert null die Vielfachheit zwei. Die
Eigenvektoren sind komplexe Exponentialfunktionen.

D¢ besitzt Eigenwerte mit negativem Realteil, die meisten davon verlaufen entlang eines Bogens
ausgehend vom Punkt —; N nach ¢/V. Ein paar der Eigenwerte liegen jedoch weit aullerhalb dieses
Bogens und sind von der GroBenordnung O(N?) fiir N — oo, ihre Anzahl steigt mit wachsendem
N (siehe Abb.5.5 im fiinften Kapitel). Die Eigenvektoren zu diesen Ausreillern werden von starken
Oszillationen dominiert. Dies erschwert die Zeitschrittwahl fiir Chebyshev Spektralmethoden [28].
Die Bestimmung der Eigenwerte der Chebyshev-Ableitungsmatrix zweiter Ordnung D7 gestaltet
sich etwas schwieriger. Genauer betrachten wir die Matrix D% nach Streichung der erste und letzten
Zeile und Spalte, wie zur Behandlung von homogenen Randwertaufgaben. Die Eigenwerte des
stetigen Ableitungsoperators zweiter Ordnung der Gleichung

D?u(z) = Mu(z), —-1<z<1,
u(£1) =0,

sind
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k272

Mo = == k=1,2,3,...

mit den zugehorigen normalisierten Eigenfunktionen [30]

=

{cos(lkmc), k ungerade

u(x) =< |

sin(zkmz), k gerade.

Fiir eine Finite-Differenzen-Methode angewendet auf dieses Problem, sind die Eigenwerte der
zugehorigen Matrix analytisch bestimmbar, filir die spektrale Ableitungsmatrix kann man lediglich
eine Abschitzung angeben. Hinzu kommt, dass fiir finite Differenzen und finite Elemente die
Ableitungsmatrix normalerweise einen Spektralradius von O(N?) aufweist, fiir Spektralmethoden
auf einem nicht periodischen Gebiet hingegen, eher von der GroBenordnung O(N?). Dies hat zur
Folge, dass fiir explizite Zeitintegrationsformeln sehr restriktive Zeitschrittwahlen der Ordnung
O(N~*) notwendig sind. In [7] wurde gezeigt, dass die Eigenwerte von D?% reell, negativ und
paarweise verschieden sind. Die kleinen Eigenwerte, numerisch bestimmt, sind nahe an denen des
stetigen Problems. Diese Eigenwerte werden als ,,inliers® bezeichnet, wobei die, welche die
Eigenwerte des stetige Problems in keinster Weise approximieren, als ,outliers® (Ausrei3er)
bezeichnet werden. Die groBten outliers wachsen sehr schnell von der Ordnung O(N?) und
erzwingen die strikte Restriktion. Der Anteil der Eigenwerte die inliers sind, betrdgt in etwa 2N/,
bzw. nédhert sich 2/m fiir N — oco. Die zugehorigen Eigenvektoren der inliers sind gute
Approximationen von Sinus- und Kosinusfunktionen, wogegen die der outliers starken
Oszillationen an den Réndern unterliegen. Eine erste Erkldrung fiir dieses Verhiltnis ist, dass fiir
k > 2N /7 die Sinus- und Kosinusfunktionen, welche die Eigenfunktionen des stetigen Problems
darstellen, weniger als zwei Punkte pro Wellenldnge im Zentrum des Chebyshev-Gitters zur
Interpolation haben, wo die Abstdnde zwischen den Gitterpunkten etwa w/N betrdgt. Im
grobmaschigen Zentrum des Gitters konnen sie also nicht durch Polynominterpolation aufgelost
werden. Die zu den Ausreiflern gehdrenden Eigenvektoren gehoren zu den nicht physikalischen
Eigenmoden welche keine globalen Sinus- oder Kosinusfunktionen sind, aber stark in den
Bereichen fiir x = +1 konzentriert sind. Abb. 1.1 zeigt dieses Verhalten.

Fiir die Ermittlung von Stabilititsrestriktionen, wére die Kenntnis des groften Eigenwertes von D%
hilfreich. Eine Abschitzung fiir den Spektralradius p(DZ) ist [30]:

. p(DZ) 11
1 </ ~0.0482, 1.17
N Nt = Voares (17

was sich auch recht gut mit numerischer Bestimmung vereinbaren ldsst. In 4bb.1.2 sind die Betrige
der Eigenwerte der GroB3e nach in einer logarithmischen Skala eingetragen, die outliers sind gut von
den inliers zu unterscheiden. Die Eigenwerte und Eigenvektoren sind mit der MATLAB-Funktion
eig() bestimmt worden.

19



4 |

01r T

011 7

k=35

0.4 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Abb.1.1: Interpolation der Eigenvektoren zum 5. und 35. Eigenwert (betragsmdlsig von
klein nach grof sortiert).

Eine genauere Begriindung fiir den Interpolationsfehler der groen Eigenwerte und dem kritischen
Wert 27 /N ergibt sich aus folgender Beobachtung. Sei fy(z) = e'*N? definiert auf [—1,1]. Sei
weiter py () ein Polynom vom Grad N, das fy(z) an den Chebyshev-Punkten interpoliert. Dann
ist eine ausreichende Bedingung fiir Konvergenz im Sinne von

H{fg’fN(ZC)—pN(«TN —0 fiir N — oo,

dass o < 1 gilt [30]. Im Fall der Eigenfunktionen ist (1/2)km = |a| N, also muss (1/2)km < N
gelten oder umgeformt k£ < 2/N/m. Des Weiteren entspricht dies einer minimalen Wellenldnge von
27 /N. Da der mittlere Abstand zwischen den Gitterpunkten 2/N betrégt, sind also im Durchschnitt

mindestens 7 Gitterpunkte pro Wellenldnge notwendig um die Eigenfunktionen ausreichend
auflosen zu konnen.
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Eigenwert
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: 2N/=x 60

Wellenzahl k

Abb.1.2: Die betragsmdBig nach GréRe sortierten Eigenwerte von D%. Der Anteil der
AusreilSer befindet sich rechts von der Wellenzahl 2N /.

Programmcode zu Abb.1.2

N = 60; [D,x] = cheb(N); D2 = D~2; D2 = D2(2:N,2:N);

e = eig(D2); [e,ii] = sort(-e);

e_max = max(e);

plot(e,'.','markersize',10)

title(['N = "int2str(N) '  |\lambda {max}| = ' num2str(max(e)/N"~4) 'N™~4'])
axis([0 N 0 120000]),

xticks([0 2*N/pi NJ)

xticklabels({'0','2N/\pi',int2str(N)})

ylabel Eigenwert, xlabel 'Wellenzahl k'
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2 Stabilitatsgebiete

Wir betrachten im Folgenden Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

u'(t) = f(t,u(?)), 2.1
mit Anfangsbedingung u(to) = wo,

dabei seien u(t) = (u1(t)....,un(®)" und f(t,x) = (fi(t,z)...., fn(t,z))T Vektorfunktionen.
Ausgehend von einem Anfangspunkt (to, up) € R x RY werden Losungen u(t) auf einem Intervall
[to, T] gesucht die u(ty) = ug erfiillen. Die Existenz und Eindeutigkeit vorausgesetzt, soll es nun im
weiteren Verlauf darum gehen, zu beschreiben, wann ein numerisches Losungsverfahren fiir (2.1)
stabil ist, das heifit kurz gesagt, wann sich Fehler im Laufe des Verfahrens nicht exponentiell
aufsummieren. Als numerische Losungsmethode fiir (2.1) betrachten wir Ein- und Mehrschritt-
verfahren.

Einschrittverfahren

Die allgemeine Form eines Einschrittverfahrens sieht wie folgt aus [18]
Unp+1 = Unp + hF(h, tn» Uy un—&—l): (22)

wobei u,, die Ndherungslosungen zu u(t, ) bezeichnen, h = t,, — t,,_; die Schrittweite und F ist
die sogenannte Verfahrensfunktion. Wenn die Nidherungslosung nur von der vorausgehenden
Néherung u,, abhingt, wird diese Methode explizit genannt. Héngt sie auch noch von w, ab,
dann spricht man von einem impliziten Verfahren und es ist fiir jeden Schritt eine Losung eines im
Allgemeinen nichtlinearen Gleichungssystems erforderlich.

Das einfachste Einschrittverfahren ist das Euler-Verfahren mit F'(h, t,,, ty, Uns1) = f(tn, uy), also

Up4+1 = Up + hf(tna un) (23)

Zur Veranschaulichung der numerischen Stabilitdt von Einschrittverfahren, betrachten wir zuerst ein
skalares Testproblem als Spezialfall von (2.1)

o' (t) = Au(t) AeC (2.4)

und wenden darauf das Euler-Verfahren an. Man erhélt also Naherungen u,11 = (1 + h\)u,,
zunichst fiir A € R und A < 0. Es ergibt sich induktiv u,, = (1 + hX)"ug. Man sieht hier, dass fiir
|1 + hA| > 1 die diskrete Losung exponentiell wichst, also muss die Schrittweite h so gewdhlt
werden, dass |1 + hA| < 1 oder dquivalent dazu h < |2/ .
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Im Allgemeinen wird zur numerischen Stabilitit von Differenzenverfahren zunéchst rein intuitiv
gefordert, dass fiir eine festes h im Falle sup,-. ||u(t)|| < oo auch sup,,~q [|un|| < oo erfiillt ist.
Die Losung der Testgleichung (2.4) ist u(t) = e*!. Das Verhalten dieser Losung ist fiir t — oo durch
das Vorzeichen von Re(\) bestimmt.

- Fiir Re()\) < 0 folgt |u(t)| = e* — 0.
- Fir Re(\) = O ist |u(t)| = 1.
- Fiir Re(\) > 0 folgt |u(t)| = eM — .

Also Beschrinktheit wenn der Realteil von A kleiner oder gleich null ist. Da fiir die
Néherungslosungen das gleiche Verhalten gefordert wird, kommt man so auf folgende Definition.

Definition 2.1: Ein Einschrittverfahren heif3t absolut stabil fiir ein Ah # 0, wenn es angewendet auf
das Testproblem (2.4) fir Re()\) <0 beschrinkte Néherungen erzeugt, das heift:
P, 5 [un | < cc.

Fiir das Euler-Verfahren liegt also genau dann absolute Stabilitdt vor, wenn fiir die sogenannte
Stabilititsfunktion w(Ah) := 1 + Ah die Bedingung |w(Ah)| < 1 gilt. Um zu wissen flir welche h
fir ein festes A mit Re(\) <0 das Verfahren absolut stabil ist, definiert man mit Hilfe der
Stabilititsfunktion das Stabilitdtsgebiet.

Defintion 2.2: Das Stabilititsgebiet S eines Einschrittverfahrens ist die Menge aller Punkte AZ in

der komplexen Ebene fiir welche das Verfahren absolut stabil ist, oder anders ausgedriickt, fir die
w(Ah) < 1 gilt.

Gilt {z € C: Re(z) <0} C S, das heift ist die ganze linke Seite der komplexen Halbebene in S
enthalten, dann heiit das Verfahren A-stabil. Man kann zeigen, dass explizite Verfahren nicht A-
stabil sein konnen [18], implizite jedoch schon.

Lineare Mehrschrittverfahren

Im Gegensatz zu Einschrittmethoden werden bei linearen Mehrschrittverfahren in jedem
Iterationsschritt mehr als ein Wert aus den vorherigen Schritten bendtigt. Allgemein hat eine s-
Schritt-Methode die Form [16]:

S S
> jtngg =0 Bif(tnij,tnts). 2.5)
§=0 j=0

Dabei wird wu,,s aus den vorherigen Werten wy,4s—1,Un4s—2,...,Uu, und den zugehodrigen

Funktionswerten von f berechnet. Wenn 5, = 0 gilt, dann ist die Methode explizit, sonst implizit.
Eine Multiplikation beider Seiten mit einer Konstanten ergibt im Wesentlichen die selbe Methode,
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nur die Koeffizienten a;; und 3; wiirden sich édndern. Bevor auf die Bedingungen fiir Stabilitét von
Mehrschrittverfahren eingegangen wird, die etwas komplizierter sind als bei Einschrittverfahren,
miissen erst die Begriffe Konvergenz und Konsistenz geklart werden.

Definition 2.3 (Konvergenz): Eine lineares Mehrschrittverfahren heif3t konvergent, wenn fiir jede
Anfangswertaufgabe (2.1) gilt

— fir h =0
[nax, lun —u(ty,)|| — 0  fiir ,

mit der Voraussetzung, dass die Startwerte uq, . . ., us_1 konvergieren, das heil3t

max |lu, —u(to)|| — 0 fir h — 0.
0<n<s—1

Um Konsistenz von linearen Mehrschrittverfahren zu definieren, braucht man zuerst den lokalen
Diskretisierungsfehler (Abschneidefehler), den man durch Einsetzen in die Differenzengleichung
(2.5) erhilt:

T (tn) == h7" Z aju(tngs) — Z Bif (tnj, ultnsj)).
j=0 J=0

Definition 2.4 (Konsistenz): Eine lineares Mehrschrittverfahren heif3t konsistent, wenn

max ||7'h(tn)H —0 mit h — 0,
tne[t07T]

und ist von der Ordnung p > 0, wenn fiir hinreichend glatte u gilt, dass max 7" (tn)|| = O(hP).
tn€lto, T

Fiir weitere Betrachtungen sind die beiden charakteristischen Polynome hilfreich:
p(z) = Zozjzj und o(z) = Zszj.
j=0 j=0

p ist ein Polynom vom Grad s, genauso o falls die Methode implizit ist, sonst ist der Grad von o
kleiner als s.

Wie man an der allgemeinen Formel (2.5) sieht, sind s Startwerte wy, ..., us_1 notwendig, bevor
eine s-Schritt-Methode auf das Anfangswertproblem (2.1) angewendet werden kann. Von diesen
Startwerten ist uo bereits durch den Anfangswert gegeben, aber die anderen wuq, ..., us_1 miissen
noch berechnet werden, z.B. durch eine passende Einschrittmethode. In jedem Fall werden die
Startwerte numerische Fehler beinhalten und es ist wichtig wie diese weitere Approximationen uy,
n > s berechnet durch (2.5), beeinflussen. Daher wird eine Art von Stabilitdt der numerischen
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Methode in Bezug auf kleine Stérungen der Startwerte bendtigt. Dies fiihrt auf die Definition der
Nullstabilitét.

Definition 2.5 (Nullstabilitit): Eine lineare s-Schritt-Methode fiir die gewohnliche Differential-
gleichung (2.1) heiBt nullstabil, wenn eine Konstante K existiert, so dass fiir zwei Folgen (uy) und
(wr) generiert durch dieselbe Formel, aber mit jeweils verschiedenen Startwerten wuy, ..., us_; und

Wo, ...y Ws—1 gllt
[un — wn| < K maz {Jug — wol , [ur —wi|, ..., [us—1 — ws—1[}

fuirt <Tundh — 0.
Man kann zeigen, dass es ausreicht, wenn man nur das Verhalten der Methode angewendet auf
u’ = 0 betrachtet. Deshalb auch die Bezeichnung Nullstabilitdt [22]. Obwohl die obige Definition
die intuitive Vorstellung, dass kleine Stérungen der Startwerte grofe Storungen im Ergebnis
hervorrufen kénnen, gut wiedergibt, wire es zu mithsam nur unter Verwendung dieser Definition
eine lineare Mehrschrittmethode auf Nullstabilitét zu priifen. Daher bedient man sich lieber der sog.
Wurzelbedingung. Hierfiir wird erst ein Hilfsresultat bendtigt.
Lemma 2.1: Gegeben sei die homogene lineare Rekursionsgleichung

AsUn4-s +-F A1Un+1 + aou, = 0: n= Oa 17 2... > (26)
mita, #0, a9 #0, a; €R, j=0,1,...,s, und dem zugehdrigen charakteristischen Polynom

p(z) =asz® + -+ 12 + ap.

Seien weiter z, mit 1 < r <[, [ <s, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms p und m,. die

Vielfachheit der z,, mit m; +--- 4+ m; = s. Wenn eine Folge (un) von komplexen Zahlen die
Bedingung (2.6) erfiillt, dann gilt

!
Uy, = Zp,, (n)z fiir alle n > 0, 2.7)
r=1

wobei p,- ein Polynom in n ist vom Grad m, — 1. Sind insbesondere alle Nullstellen einfach, d.h.
m, =1, 1 <r < s, dann sind die p, alle konstant.

Beweis: siehe [22].
Jetzt kann die wesentliche Bedingung zur Uberpriifung der Nullstabilitit formuliert werden.

Satz 2.1 (Wurzelbedingung): Ein lineares Mehrschrittverfahren ist nullstabil fiir ein Anfangswert-
problem der Form (2.1) genau dann, wenn alle Nullstellen des ersten charakteristischen Polynoms
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des Verfahrens innerhalb der geschlossenen Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene liegen,
mit allen auf dem Einheitskreis liegenden Nullstellen einfach.

Beweis: erfolgt mit obigem Lemma, siche [22].

Ein wichtiger Satz der Konvergenz, Konsistenz und Nullstabilitit in Verbindung bringt ist der
folgende.

Satz 2.2 1Dahlguist-&guivalenzsatz): Ein lineares s-Schrittverfahren, das konsistent ist mit der
gewohnlichen Differentialgleichung der Form (2.1) und fiir das alle Startwerte mit A — 0 gegen den
exakten Startwert u(%o) konvergieren, konvergiert genau dann, wenn es nullstabil ist.

Beweis: siehe z.B. [9].

Aufgrund des Aquivalenzprinzips gilt, dass wenn ein lineares Mehrschrittverfahren nicht nullstabil
ist, ihr globaler Fehler nicht beliebig klein gemacht werden kann, indem man die Schrittweite
beliebig klein macht fiir geniigend genaue Anfangswerte. Genauer gesagt, wenn die Wurzel-
bedingung nicht erfiillt ist, dann existiert eine Losung die in einem festen Zeitintervall beliebig
schnell wachsen wird, wie genau die Startwerte auch sein mogen [22]. Aus diesem Grund ist die
Nullstabilitdt von grofler Wichtigkeit in praktischen Anwendungen.

Auch wenn eine konsistente nullstabile Methode konvergent ist, bezieht sich das im Allgemeinen
auf eine gegen null konvergierende Schrittweite h. Bei realistischen Berechnungen kann es daher
trotzdem zu Instabilititen kommen, wenn die Schrittweite zu grof3 gewéhlt wird. Eine zu klein
gewihlte Schrittweite kann jedoch einen zu hohen Rechenaufwand erfordern. Es wire also hilfreich
zu wissen, ob eine bestimmte Schrittweite ohne zu groB3e Fehler auskommt. Aus diesem Grund sind
noch weitere Uberlegungen zur Stabilitit notwendig, die jedoch auf den bisherigen aufbauen.

Dafiir betrachten wir wieder die Testgleichung ' = Au, A € C und wenden darauf die Formel (2.5)
fiir allgemeine lineare Mehrschrittverfahren an, das ergibt

s s
E OjUn+j = h E BjAunJrjs
J=0 J=0

umgeformt erhélt man eine Differenzengleichung s-ter Ordnung

S

Z(O&j - )\hﬁj)unJrj =0. (28)

J=0

Das zugehorige charakteristische Polynom ist

S

m(z;Ah) =) (o — hAB;) 2. (2.9)

Jj=0
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Dies ist ein Polynom in z aber die Koeffizienten sind abhéingig von Ah. Es wird auch als das
Stabilititspolynom des linearen Mehrschrittverfahrens bezeichnet. Mit Hilfe des ersten und zweiten
charakteristischen Polynoms kann man es auch schreiben als

7(z; Ah) = p(2) — Aho(2).

Nach Lemma 2.1 kann die Losung der Differenzengleichung (2.8) in der Form
l
r=1

dargestellt werden. Wenn hier eines der z, betragsmdfig groBer als eins ist, dann konnen die
Néherungslosungen nicht mehr beschrankt sein. Wenn die Vielfachheit m,. von z,. grofer als eins ist,
dann muss fiir die Beschréinktheit z, sogar betragsmiBig kleiner als eins sein. Denn dann hat das
zugehorige Polynom p, nach Lemma 2.1 den Grad m, — 1, ist also von der Form
2™t o 20 4 2™, Selbst mit |z.| = 1 folgt dann mit wachsendem 7 fiir die Naherungs-
l6sungen w,, — oo. Daher kann keine Konvergenz gegen die exakte Losung gegeben sein, fiir die
mit ¢ — oo eine Konvergenz gegen null zu erwarten ist.

Auf diesen Erkenntnissen basierend erhidlt man nun eine Wurzelbedingung fiir das Polynom (2.9),

die dabei behilflich ist eine geeignete Zeitschrittweite zu wéhlen.

Definition 2.6: Fin lineares Mehrschrittverfahren heifit absolut stabil fiir einen gegebenen Wert
Ah € C, wenn jede Nullstelle z, = z,(Ah) des zugehorigen Stabilititspolynoms 7( - ; Ah) die
Bedingung |z (Ah)| < 1 erfiillt, und fiir mehrfache Nullstellen |z, (\R)| < 1.

Das Stabilititsgebiet ist nun iiber alle Ak definiert, welche die Bedingungen aus Definition 2.6
erfiillen. Analog zu den Einschrittverfahren definiert man A-Stabilitit.

Wir wollen nun noch zu einer allgemeineren Begriindung fiir die Verwendung der Testgleichung
(2.4) kommen. Bei gewohnlichen Differentialgleichungen der Form v’ = f(¢, u) wird die Analyse
numerischer Stabilitit oft liber Eigenwerte vollzogen. Dafiir reduziert man das Problem in drei
Schritten auf ein skalares, lineares Problem mit konstanten Koeffizienten [11,18]. Da f im
Allgemeinen nichtlinear ist, wird die Gleichung zuerst linearisiert. Fiir eine Losung v (t) die nahe
an u(t) liegt definiert man w(t) = u(t) — u*(¢), mit kleinem w(t). Dann linearisiert man f durch

ftu) = ft,w) + A@)w(t) + o[lw®)]),
wobei A(t) die Jacobi-Matrix von f ist, mit den partiellen Ableitungen in u:

AW = g (6a @), 1S4k N.

Mit w(t) klein, kann also (2.1) mit einem linearen Problem
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u'(t) = ft,u*) + At)w(t) (2.10)

approximiert werden.
Setzt man in (2.10) f(¢,u*) = (u*)'(t) = v/ (t) — w'(t) ein, so erhilt man

Im néchsten Schritt werden die Koeffizienten ,,eingefroren” indem man A = A(t*) setzt, fiir einen
festen Zeitpunkt ¢*. Die Idee dahinter ist, dass Instabilitdt ein lokales Phdnomen ist, das zu
bestimmen Zeitpunkten t* auftritt. Es ergibt sich also das lineare Problem mit konstanten
Koeffizienten

w' = Aw. (2.11)
Fiir den letzten Schritt wird A als diagonalisierbar vorausgesetzt. Wir konnen also AV =V D
schreiben, wobei D die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A auf der Hauptdiagonalen ist
und V' enthilt Spaltenweise die zugehdrigen Eigenvektoren.

Nun wenden wir auf (2.11) ein lineares Mehrschrittverfahren an (fiir Einschrittverfahren verlauft
der Rest vollig analog) [15]:

Z QjWp445 = h Z 6jAwn+j. (212)
3=0 Jj=0

wy, ldsst sich nun als Linearkombination der Eigenvektorbasis aufschreiben, das heilit w,, = Vw,,.
Setzt man dies in (2.12) ein, so erhdlt man

Z aszn+j =h Z BjAVZn—Fj
7=0 j=0

<~ Z ()éjVZn+j =h Z BjVDZn+j.
3=0 j=0

Multiplikation mit V ! ergibt schlieBlich
Z QjZntj = h Z ﬁjDZJn+j.
j=0 j=0
Schreibt man dies zeilenweise auf, dann folgt
Zaj’z?il—l-j:hZBj)\iZ;L—Fj? i:O,...,N,
j=0 j=0

mit z°, die Komponenten von z,, und \; die im Allgemeinen komplexen Eigenwerte von A.
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Ist Re(A;) <0, dann ist wegen lim, o [|un|| = 0 < lim, o0 ||2n]| = 0 das Verfahren (2.12)
stabil, wenn die lineare Mehrschrittmethode angewendet auf

stabil ist, das heillit wenn \;h € S.

Generell sagt man dann, dass ein numerisches Verfahren fiir (2.1) stabil ist um eine Losung bei t* zu
berechnen, wenn der Zeitschritt 4 klein genug ist, so dass fiir jeden Eigenwert A von A(t*), Ah in
dem Stabilititsgebiet des entsprechenden Verfahrens liegt. Ist A nicht normal, kann diese
Eigenwertanalyse jedoch zu falschen Vorhersagen fiihren.

Dazu betrachten wir wieder das Problem w’ = Aw, mit A eine konstante N x N-Matrix und
approximieren es mit einem expliziten R-stufigen Runge-Kutta-Verfahren mit Zeitschrittweite h.
Das diskretisierte Problem ist dann w,, 11 = @(hA)w, wobei ¢ mit R < 4 ein Polynom vom Grad
R ist. Die Néaherungslosung fiir w(t) zum Zeitpunkt nh ldsst sich auch schreiben als
wp, = p(hA)"wy. Um das Verhalten von ¢(hA)"™ mit wachsendem n (bzw. Wachsendem t) zu
untersuchen, betrachtet man die Norm || (hA)"|| induziert von einer beliebigen Vektornorm, dann
erhilt man die Abschitzung o(p(hA))" < ||p(hA)™|| < |[@(RA)||™ [27]. Wenn A nicht normal ist,
kann die Liicke zwischen diesen Grenzen ziemlich groB} sein [11]. Kurz gesagt, fiir kleine t nahe bei
null ist die Abschitzung nach oben schirfer. Wohingegen die FEigenwerte wegen
limy o0 [l0(RA)"||Y™ = 6(p(hA)) eher fiir t — oo eine Auskunft fiir das Verhalten von o(hA)"
geben [27]. Fiir kleine ¢ ungleich null, ist eine Abschitzung mit Hilfe der e-Pseudospektren genauer.
Wie in Kapitel vier zu sehen sein wird, ist die Stabilitdt hier dadurch bestimmt, wie weit die e-
Pseudospektren von hA von S entfernt sind.

Plotten der Stabilitatsgebiete

Wie bereits erwéhnt ist flir Einschrittverfahren das Stabilititsgebiet durch die Stabilitétsfunktion w
bestimmt, genauer gesagt werden alle Punkte z € C gesucht, fir die |w(z)| <1 ist. Anders
formuliert ist es die von den Punkten eingeschlossene Region, die |w(z)| = 1 eriiillen,. Diese w(z)
lassen sich demnach schreiben als w(z) = ¢©, © € [0,27). Wir wollen zunichst fiir explizite
Runge-Kutta-Verfahren bis zur vierten Stufe, das heiflit R < 4, die Stabilititsgebiete, bzw. ihre
Rénder, grafisch darstellen. Die Vorgehensweise richtet sich nach [5]. Fiir jeden Winkel © = 27 /n
16st man w(z) — €'® = 0 zwischen 0 und 27 R, unter Verwendung des Newton-Verfahrens. Dabei
wird jeweils als Startwert das Ergebnis genommen, das fiir den vorherigen Winkel bestimmt wurde
und null als Startwert fiir die allererste Approximation bei © = 0.

Ein Problem mit dieser Vorgehensweise ist, dass fiir |w(z)| = 1 mehrere Losungen moglich sind.
Als Alternative zum Newton-Verfahren kann man auch fiir die Funktion |w(z)| mit einem
Konturplotter die Konturlinie mit dem Wert 1 zeichnen lassen. Diese Alternative erfordert jedoch
normalerweise mehr Rechenzeit.

Es fehlt nun noch die Bestimmung der Stabilitidtsfunktion fiir das Runge-Kutta-Verfahren. Die
zugehorige Verfahrensfunktion ist [18]:
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F(h, t,un—i—laun) - Z brkr(h; trm“n)y kl — f(tn; un)7

r—1

k. = f(tn + hdm“n + hzarsks)-
s=1

Angewendet auf das Testproblem (2.4) ergibt sich dann z.B. fiir R = 2 (Heun-Verfahren):

kl - )\Un;
ka = AMup, + hAuy) = Au, + hA\u,,.

1 1 1
= Upy1 = Uy + hi)\un + hi()\un + hA%u,) = (1 4+ hA + ihg)\z)un.

Analog erhidlt man fiir R-stufige Runge-Kutta-Verfahren mit R < 4

R

wAh) =) (Ah')r

T
r=0

als Stabilitatsfunktion.

Runge-Kutta

Abb.2.1: Die Rénder der Stabilitdtsgebiete der Runge-Kutta-Verfahren 1. bis 4. Stufe.
Mit steigender Ordnung wird das Gebiet gréer.
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Die Implementierung unter Verwendung des Newton-Verfahrens, ist z.B. in [25] einsehbar.
Erginzend wird hier die Version mit Hilfe des Konturplotters aufgefiihrt, da diese vor allem in
MATLAB einfach umzusetzen ist.

plot ([-4 2],[0 0]) , hold on, plot ([0 0],[-4 4], 'b') % Koordinatensystem zeichnen
% 1. Ordnung

x =-3:0.1:1; y = -3:0.1:3; [X,Y] = meshgrid(x,y); w = X+1i*Y;
W = abs(1+w);

contour(x,y,W,[1,1],'black");

% 2. Ordnung

W = abs(1l+w+.5*w."2);

contour(x,y,W,[1,1],'r");

% 3. Ordnung

W = abs(1+w+.5*w.”~2+w.”3/6);

contour(x,y,W,[1,1],'m");

% 4. Ordnung

W = abs(1+w+.5*w.”24+w."3/6+w."4/24);
contour(x,y,W,[1,1]);

toc

axis([-4 2 -3.5 3.5]),axis square, grid on, title Runge-Kutta

Ein Nachteil dieser Methode ist wie gesagt die ldngere Berechnungszeit. Mit einem groberen Gitter
kann sie verkiirzt werden, ein zu grobes Gitter liefert jedoch ungenaue Konturlinien, die dann im
Plot eckig erscheinen.

Im Falle von linearen Mehrschrittverfahren wurde schon gezeigt, dass ein Punkt ¢ im Stabilitéts-
gebiet S liegt, wenn das Stabilititspolynom 7(z; () die Wurzelbedingung erfiillt. Wir wollen wieder
die Randpunkte von S suchen um S grafisch darzustellen [15,16]. Da die Nullstellen eines
Polynoms stetig von den Koeffizienten abhingen, muss fiir einen Punkt ¢ fiir den mindestens eine
Nullstelle von 7(z; ) den Betrag eins hat, dieser Punkt auf dem Rand von S' liegen. Diese Nullstelle
ist von der Form z=¢€® und es gilt 7(e©;¢) = p(e'®) — (o(e!®) =0, daraus folgt
¢ = p(e®)/o(c®).

Ist der Winkel © bekannt, kann ¢ aus dieser Formel bestimmt werden. Man plottet also einfach die
Kurve

Um herauszufinden auf welcher Seite der Kurve das Innere von S ist, kann z.B. fiir einen Punkt auf
einer der Seiten neben der Kurve gepriift werden, ob 7(z; ¢) hier die Wurzelbedingung erfiillt.
Als Beispiel wird das Adams-Bashforth-Verfahren dritter Ordnung betrachtet

h
Up43 = Upto + E(5fn —16fnt1 + 23 frg2).

3.2
Hier ist p(z) = 53 22 16Z =
o(z) 22— 12+ 13

Fir die Adams-Bashforth-Verfahren erster bis dritter Ordnung sind die Réander der gesuchten
Gebiete in Abb.2.2 zu sehen.
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1 8 Adams-Bashforth

0.5t

-0.5 T

-1.5 : : : :
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5

Abb.2.2: Das grole Kreisformige Gebiet ist das zur 1. Ordnung gehérende, mit
steigender Ordnung werden die Stabilitdtsgebiete kleiner.

Der zugehorige Programmcode ist:

plot ([-8 8],[0 0]), hold on, plot ([0 0],[-8 8],'b")

z = exp(li*pi*(0:200)/100);

% 1.0rdnung

zeta = z-1; plot(zeta,'black’)

% 2.0rdnung

zeta = 2*%(z.72-z2)./(3*z-1); plot(zeta,'r")

% 3.0rdnung

zeta = 12%(z.73-2.72)./(23*2.72-16*z+5); plot(zeta,'m"')
axis([-2.5 .5 -1.5 1.5]), axis square, grid on

title Adams-Bashforth

32



3 Pseudospektren

Wie schon im vorigen Kapitel angesprochen, spielt die Eigenwertanalyse eine wichtige Rolle fiir
die Behandlung von zeitabhéngigen Differentialgleichungen, wird jedoch in bestimmen Fillen eine
nicht ausreichend genaue Vorhersage gewdhrleisten konnen. Bei gewissen Problemen bei denen
sich gezeigt hat, dass Vorhersagen basierend auf der Auswertung von Eigenwerten nicht mit den
Beobachtungen {ibereinstimmen, findet sich eine mogliche Anwendung von Pseudospektren. Dabei
handelt es sich fiir gewohnlich um Probleme bei denen Matrizen oder Operatoren involviert sind,
die nicht normal sind. Wir beschrinken uns im Folgenden nur auf Matrizen A in CV*¥ mit einer
Norm induziert von einer Vektornorm auf C». Ausweitungen auf lineare Operatoren in
Banachrdumen sind ebenfalls mdglich (sieche z.B. [27]). Fiir nicht normale Matrizen ist
ausschlaggebend, dass ihre Eigenvektoren nicht orthogonal sind. Darliber hinaus ist die
Konditionszahl der Matrix der Eigenvektoren groBer als 1 und mdglicherweise sogar viel groBer
[23].

Ein Eigenwert einer Matrix A ist bekanntlich eine Zahl z € C mit der z/-A singulér ist. Eine
Ausweitung dieser Definition kann so aussehen, dass man nicht nur untersucht ob (zI1-A)~!
existiert, sondern ob [[(zI — A)~!|| groB oder klein ist. Die Matrix (2I-A)~" wird dabei als die
Resolvente von A im Punkt z € C bezeichnet. Die Idee dahinter ist, dass eine kleine Stérung von A
einen Ubergang von Singularitit zu Nichtsingularitit oder umgekehrt bedeuten kann. Einfach nur
nach der Invertierbarkeit von z/-A zu fragen, kann daher in gewissen Problemstellungen zu grob
sein.

Sei nun 0 (A) C C das Spektrum der Matrix A (fiir Matrizen ist o (A) endlich, diskret und nichtleer).
Um die ,,GroBe* der Resolvente zu bestimmen, bietet sich nun folgende Definition an.

Definition 3.1: Sei A € CV*V. Fiir beliebiges ¢ > 0 bezeichnet man die Teilmenge von C definiert
durch

oc(A)={z€C:||(zI - A7 >e"} (3.1
als das e-Pseudospektrum von A.

In Anlehnung an die Definition von Eigenwerten schreiben wir H (21 — A)~1 H =oofalls z € 0(A).
So ist das Spektrum o(A) Teilmenge des e-Pseudospektrums fiir alle € > 0. In Worten formuliert,
kann man das e-Pseudospektrum beschreiben als die offene Teilmenge der komplexen Ebene
begrenzt durch die ¢~ Konturlinie der Resolventennorm. Diese Konturlinien macht man sich auch
zu Nutze um die e-Pseudospektren grafisch darzustellen. Des Weiteren sind die e-Pseudospektren
von A eine Folge von verschachtelten Mengen,

0:,(A) Co,(A)C..., 0<ep <ea<...

die fiir e — oo soweit anwachsen bis sie die ganze komplexe Ebene ausfiillen. Der Schnitt von allen
Pseudospektren ist das Spektrum:
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ﬂ o:(A) =o(A).

Intuitiv konnte man annehmen, dass ||(zI — A)_lH gerade dann grof ist, wenn z nahe an einem
Eigenwert von A liegt. Dies ist tatsdchlich fir normale Matrizen mit der Spektralnorm |||,
zutreffend. Fiir nicht normale Matrizen kann die Norm der Resolvente aber sogar grof3 sein wenn z
weit vom Spektrum entfernt ist.

Eine weitere Definition von Pseudospektren wird im Sinne von Eigenwerten einer gestdrten Matrix
formuliert. Fiir eine beliebige Matrix A € CV <V sei

0:(A)={2€C:z€0(A+E) fir E€CVN mit|E| <e}. (3.2)

In einer dritten Definition des e-Pseudospektrums wird die Existenz eines zugehdrigen Eigen-
vektors mit einbezogen:

0c(A)={z€C: (2 — A)v| < ¢ fiir ein v € CV mit |v|| =1} (3.3)

Die Zahl z ist ein e-Pseudoeigenwert von A und v ist der zugehorige e-Pseudoeigenvektor.
Gleichbedeutende Bezeichnungen fiir v sind Pseudoeigenfunktion, Pseudoeigenmode, und Pseudo-
mode.

Satz 3.1: Fiir eine beliebige Matrix A € CV*¥ sind die Definitionen (3.1) — (3.3) dquivalent.
Beweis: sieche [27].

CV wird ausgeriistet mit dem Standardskalarprodukt (u, v) = v*u und der dadurch induzierten 2-
Norm ||v||, = vV v*v, die zugehorige Matrixnorm ist die schon erwéhnte Spektralnorm.
Eine vierte dquivalente Definition, die auch fiir die Berechnung der Pseudospektren angemessener

ist, beinhaltet den kleinsten Singuldrwert s,,;, der Resolvente. Fiir eine beliebige Matrix
A e CNXN gej

0e(A) ={2 € C: smn(zl — A) < €} (3.4)

In einem allgemeinen Banachraum sind nur die Definitionen (3.1) — (3.3) dquivalent aber nicht
(3.4). Hier in C" (Hilbertraum) und mit der Spektralnorm |[|-||5, wie es in Anwendungen meist
angemessen ist, ist die Aquivalenz von (3.1) und (3.4), und damit auch zu den anderen Definitionen,
leicht einzusehen: Die Spektralnorm einer Matrix ist gleich ihrem groBten Singuldrwert, und die
Norm ihrer Inversen ist gleich die Inverse des kleinsten Singuldrwertes. Damit gilt

et < ||(2] - A)_1||2 = [Spin (2] — A)] 71 = Smin(z] — A) < €.

Um jetzt die Problemstellung der Nichtnormalitdt zu behandeln, sei noch mal die Definition einer
normalen Matrix erwihnt.
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Definition 3.2: Eine Matrix A € CV*¥ ist normal, wenn sie eine vollstindige Menge von
orthogonalen Eigenvektoren besitzt, das bedeutet wenn sie unitir diagonalisierbar ist:

A=UDU", (3.5)
wobei U eine unitidre Matrix und D eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A ist.

Wenn A normal ist, dann ist 0-(A) genau die Menge von Punkten in C in einem Abstand < € von
o(A). Wenn A nicht normal ist, kann diese Menge deutlich groBer sein. Um dies in einem Satz zu
beweisen sind noch ein paar Definitionen niitzlich. Eine offene Kugel mit Radius € sei
folgendermaf3en bezeichnet:

Ac={z€C:|z| <¢}, (3.6)
und die Menge von Punkten um das Spektrum mit einem Abstand kleiner € durch

og(A)+ A ={2€C:z2=121+29, 21 €0(A), 220 € A}
={z e C:dist(z,0(A)) < e}.

(3.7)

Wobei dist die Entfernung von einem Punkt zu einer Menge in der komplexen Ebene bezeichnet.
Satz 3.2: Fiir eine Matrix A € CV*¥ gilt

o(A)+ A Co-(A) Ve > 0, (3.8)
und falls A normal ist und die Spektralnorm benutzt wird, dann ist

o(A)+ A = 0:(A) Ve > 0. (3.9)

Beweis: vgl. auch [27]. Wenn z ein Eigenwert von A ist und J € C mit || < €, dann gilt
z+d€0(A)+A.. Setze in (32) E=6I, dann ist ||[F| =|f|<é& und damit
z+d€0(A+0])=0(A+ FE)=0:(A).

Um (3.9) zu zeigen, sei A als normal vorausgesetzt, dann kann sie unter Benutzung der
Spektralnorm als diagonal vorausgesetzt werden, mit den Eigenwerten \; als Diagonaleintrige,
ohne dass sich ihre Norm veréndert. Die Resolvente ist dann ebenfalls diagonal und es gilt

1 1
min; [z — \;|  dist(z,0(A))

1 =), =

und mit (3.1) ist dann dist(z, 0(A)) < € fiir ein e-Pseudoeigenwert z, das heifit z € 0(A) + Ac. Es

folgt also 0= (A) C 0(A) + Ac und zusammen mit (3.8) schlieBlich 0(A) + A: = o-(A).
O
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Sei jetzt A diagonalisierbar angenommen, aber nicht notwendig normal, das bedeutet A = VDV ~*

wobei V € C die Matrix der Eigenvektoren von A ist. Die Konditionszahl der Basis der
Eigenvektoren ist dann

Smax(v)

— — -1 —
K(V) = IVl = IVl = 2250,

(3.10)

Man beachte, dass (V') fiir eine gegebene Matrix A nicht eindeutig ist, da auch V' nicht eindeutig
bestimmt ist. Im Allgemeinen ist x(V") eine Zahl im Bereich 1 < (V) < oo und der Wert (V') = 1
ist nur moglich, genau dann wenn A normal ist.

Mit der Konditionszahl kann nun auch eine obere Schranke fiir ein e-Pseudospektrum angegeben
werden.

Satz 3.3(Bauer-Fike): Sei A € CV*¥ diagonalisierbar, das heift A = V. DV !, Dann gilt fiir alle
€ > 0 unter Verwendung der Spektralnorm, dass

o(A) +A: Coe(A) Co(A) + Ackiy), (3.11)
Beweis: vgl. [27]. Die erste Inklusion gilt nach (3.8). Fiir die zweite berechnet man
(2l —A) = -VDV H L=Vl -D)WV Yt =V(I-D) v,

woraus

— A7, < oy =)
1=, < s a1 - D7, =
folgt. Mit (3.1) gilt dann fiir ein z € 0-(A) die Ungleichung dist(z,0(A)) < ex(V) und somit
z € O'(A) + Agﬁ(v).

U

Zur Berechnung von Pseudospektren macht man sich Definition (3.4) zum Vorteil. Dazu wertet man
Omin(2] — A) mit einer Singuldrwertzerlegung (wie hier die in MATLAB vordefinierte) in den
Punkten z eines Gitters in der komplexen Ebene aus. Mit den daraus resultierenden Zahlen erstellt
man einen Konturplot der fiir ausgewéhlte Isolinien der Hohe ¢ die zugehorigen e-Pseudospektren
darstellt. Dies ist die grundlegende, einfach umzusetzende Vorgehensweise. Wenn A hermitesch ist,
ist die Menge symmetrisch beziiglich der reellen Achse und man kann sich diese Symmetrie zu
nutze machen um die Rechenzeit zu halbieren. Im Allgemeinen ist der Aufwand dieser
Vorgehensweise jedoch hoch, auf einem m x m- Gitter miissen m? Singuldrwertzerlegungen
durchgefiihrt werden, der Rechenaufwand fiir eine N x N-Matrix ist somit von der Ordnung
O(m?N?).  Verschiedene ~ Methoden ~ wurden  bereits  vorgeschlagen um  die
Berechnungsgeschwindigkeit gegeniiber der oben genannten Methode zu beschleunigen. Einer
dieser Algorithmen der eine deutliche Beschleunigung ermdglicht, ist die Methode der Fortsetzung
(method of continuation). Dabei wird A mittels einer Schur-Zerlegung durch die Matrix 7" ersetzt,
(21 —-T) (21 — A)
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(21 — T') hat nun die Eigenschaft, die gleichen Singuldrwerte wie (I — A) zu besitzen, die jetzt
jedoch mit weniger Aufwand berechnet werden konnen, da (zI — T') eine obere Dreiecksmatrix ist.
Der Gesamtaufwand wird so auf die GroBenordnung O(N?3 + m?N?) reduziert [24].

Im nichsten Kapitel wollen wir nun die Vorteile von Pseudospektren ausnutzen, um fiir bestimmte
Fragen zur Stabilitdt Auskunft zu erteilen, wo sonst Eigenwerte dazu verwendet werden, jedoch auf
Grund von Nichtnormalitit die Eigenwertanalyse nicht ausreichend ist. Der Nachteil dieser
Alternative ist jedoch, dass Pseudospektren nicht so einfach zu bestimmen und anzugeben sind wie
Eigenwerte und man eher nur in Form von Abschitzungen Antworten erhélt.
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4 Stabilitat der Linienmethode

Eine oft benutzte Methode um zeitabhéngige partielle Differentialgleichungen zu 16sen, besteht
darin eine (spektrale) Diskretisierung der raumlichen Ableitungen vorzunehmen, in Verbindung mit
einem Differenzenverfahren fiir die Zeitschritte. Letzteres kann mit einem der in Kapitel zwei
aufgefiihrten Verfahren realisiert werden, das heit Runge-Kutta, Adams-Bashforth oder Ahnliche.
Nach der rdumlichen Diskretisierung bleibt ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen
iibrig, darstellbar liber eine Diskretisierungsmatrix fiir die dann eine Eigenwertanalyse gemacht
werden kann, oder eben in speziellen Fillen eine Analyse der Pseudospektren.

Die Entkopplung von Raum und Zeit ist als die Linienmethode bekannt und hat vor allem den
Vorteil, dass sie auf einem einfachen Prinzip beruht. Obwohl hier fiir ausreichende Genauigkeit eher
kleine Zeitschritte i vonndten sind, erhdlt man dennoch fiir gewdhnlich akzeptable Ergebnisse, da
der Rechenaufwand mit kleiner werdendem % nur linear steigt und der Speicherbedarf gar nicht
wéchst [19]. Die numerische Stabilitdt von solch einer Linienmethode basierend auf spektralen
rdumlichen Ableitungen ist jedoch, wie sich zeigen wird, nicht immer unproblematisch.

Um die Linienmethode formal auszudriicken, betrachten wir eine Gleichung der Form

4.1

wobei L ein zeitabhdngiger linearer Differentialoperator ist und « eine skalare Funktion oder eine
Vektorfunktion abhéingig von der Zeit ¢ und einer oder mehrerer Raumvariablen x. u; bezeichnet die
Ableitung nach der Zeit. Zuerst wird diese Gleichung mit finiten Differenzen, finiten Elementen
oder wie hier eher von Interesse, mit einer Spektralmethode in Bezug auf die Raumvariablen
approximiert. Damit wird die partielle Differentialgleichung (4.1) zu einem System von gewdhn-
lichen Differentialgleichungen

V¢ = thv U<0) = fh7 (42)

wobei v(t) ein Vektor der Dimension Ny, und L;, die Diskretisierungs- bzw. Ableitungsmatrix ist.
Die Semidiskretisierung (4.2) wird dann mit einem linearen Mehrschrittverfahren, oder einem
Einschrittverfahren beziiglich der Zeit ¢ approximiert. Schreibt man v, ~ v(nh) dann lautet die
vollstindig diskretisierte Gleichung

mit geeigneten Anfangswerten. Fiir eine Einschrittmethode ist v, = vn, wohingegen fiir ein lineares
s-Schritt-Verfahren

Un+s Un+s—1

Vintl = , vV, = \ (4.4)

Un+1 Un
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mit Vektoren jeweils der Lénge sNj. Die Funktion G(w) charakterisiert die entsprechende
Zeitintegrationsformel. Fiir eine lineare Mehrschrittmethode bildet sie eine Begleitmatrix mit
affinen und rationalen Funktionen in w, sowohl fiir explizite als auch implizite Verfahren. Fiir
Runge-Kutta- oder Einschrittverfahren ist G(w) ein Polynom oder rationale Funktion die e fiir
w ~ 0 approximiert [20].

Wendet man (4.3) auf das altbekannte Modellproblem u; = Au an, so erfiillt die Folge {vn }

vn = [G(AR)]" vy, n > 0. (4.5)

Die Folge ist beschrankt wenn [G(A\R)]|™ fiir alle n > 0 beschrinkt ist, dies gilt genau dann wenn
alle Eigenwerte dieser Matrix kleiner gleich eins sind, mit nur einfachen Eigenwerten vom Betrag
genau gleich eins [27]. Da es sich hier um eine Begleitmatrix handelt deren Eigenwerte genau die
Nullstellen der charakteristischen Polynoms (2.9) sind, gilt hier also die Beschrinktheit von (4.5)
genau dann wenn A\h im Stabilitdtsgebiet S liegt.

Stabilititsanalysen stellen sich hier fiir spektrale Methoden als schwieriger heraus als fiir finite
Differenzen, da die beteiligten Operatoren nicht normal sind. Zudem sind die Grenzen fiir
Zeitschrittweiten deutlich restriktiver, typischerweise h < C/N? fiir explizite Methoden von
Problemen erster Ordnung und h < C'//N*? fiir solche zweiter Ordnung, auf einem Gitter mit N
Punkten pro Raumdimension. Versucht man zu umgehen, bei expliziten Methoden geringe
Schrittweiten zu wihlen um Stabilitit zu gewéhrleisten, indem man eine A-stabile implizite
Methode wihlt, ist man gezwungen unter groem Aufwand stark besetzte und schlecht
konditionierte Matrizen zu invertieren.

Zum Problem der Stabilitdtsanalyse sind in erster Linie die Eigenwerte der Diskretisierungsmatrix
von Bedeutung. Ahnlich wie schon in Kapitel zwei formuliert gilt als Faustregel, dass die
Linienmethode stabil ist, wenn die Eigenwerte der rdumlichen Diskretisierungsmatrix, multipliziert
mit A, in dem Stabilitdtsgebiet der Zeitdiskretisierung liegen.

Anders ausgedriickt, sei L der raumliche Diskretisierungsoperator, dann miissen die Eigenwerte
von hLj in dem Stabilitdtsgebiet der Zeitschrittformel liegen. Jedoch gilt auch hier wieder, dass L,
normal sein muss, andernfalls kann diese Vorhersagemethode versagen. Im Falle von
Spektralmethoden kann L, fiir kleine A weit von einer normalen Matrix abweichen, in dem Sinne,
dass die Eigenvektoren dieser Matrix ldngst nicht orthogonal sind, oder wie es in Kapitel drei
ausgedriickt wurde, die Konditionszahl der Matrix der Eigenvektoren ist sehr grof3. Als Alternative,
insbesondere bei Verdacht einer nicht normalen Matrix, ersetzt man in dieser Faustregel die
Eigenwerte mit e-Pseudospektren. Genauer gesagt muss das e-Pseudospektrum in einem Abstand
O(g) + O(h) von dem Stabilititsgebiet liegen, fiire — O und h — 0.

Zu beachten ist auch, dass fiir eine feiner werdende rdumliche Diskretisierung sich die Anzahl der
Eigenwerte von hLj erh6ht und wenn sie von der Anzahl der Gitterpunkte abhéngen, immer grof3er
werden. Fiir die Konvergenz von (4.3) muss daher mit kleiner werdender raumlicher Gitterweite Ax
auch die Zeitschrittweite mit einer passenden Rate kleiner werden.

Was wir nun noch brauchen ist ein fiir partielle Differentialgleichungen dhnlicher Begriff zur
Nullstabilitét.
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Definition 4.1(Lax-Stabilitiit): Die volle Diskretisierung (4.3) heilit Lax-stabil, wenn

|AR] < C, Vn,hmit0<nh<T,
fiir eine Konstante C und geniigend kleine Zeitschritte h.
Ahnlich dem Dahlquist-Aquivalenzsatz fiir gewdhnliche Differentialgleichungen gibt es den
Aquivalenzsatz von Lax der besagt, dass eine konsistente Methode der Form (4.3) fiir 4 gegen null

konvergent ist, genau dann wenn sie Lax-stabil ist [20].
Die Bedingung sup,,~ || A" || ist dquivalent zu der Bedingung, dass alle Eigenwerte von A in der

Einheitskreisscheibe liegen und alle Eigenwerte auf dem Einheitskreis einfach sind [27].
Diese Bedingung an die Eigenwerte gibt jedoch keine Auskunft dariiber, wie groB sup,,~q ||A"|]

sein konnte, fir eine bestimmte Wahl von A, und auch nicht ob fiir eine Familie von Matrizen A,
eine gleichméBige Beschrinktheit der Form sup,|A}| unabhingig von v gilt. Diese

gleichméafige Beschrinktheit wird gerade fiir die Stabilitdt der Linienmethode bendtigt. Der
folgende Satz gibt dafiir eine hinreichende und notwendige Bedingung, iiber die Entfernung der e-
Pseudospektren von der Einheitskreisscheibe D, an.
Satz 4.1: Wenn fiir die Familie von Matrizen { A, } gilt, dass
lAzll<C Yn=0 (4.6)
fiir eine Konstante C, unabhingig von v, dann erfiillen die e-Pseudospektren {\. } dieser Matrizen
dist(As, D) < Ce Ve > 0. (4.7)
Umgekehrt folgt aus (4.7)
|AL ]| < 2eC min{Ny,n} vn > 0. (4.8)
Beweis: siche [19,17].
Eine bessere Abschéitzung ohne den Faktor 2 wird in [20] angegeben.

Betrachten wir nun eine s-Schritt lineare Mehrschrittmethode als Approximation zur Semidiskreti-
sierung (4.2) gegeben durch

Z QjVUp4j = h Z ththn—l—ja (49)

mit der Konvention agy = 1. Umgeformt ergibt sich daraus
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s—1

Vnts = (L= BshLn) ™ | Y (BihLn — aj)vny; | (4.10)

j=0
Mit den Vektoren aus (4.4) erhilt man dann fiir (4.3) die sNj, x sV}, - Matrix

Ag—1 ... ay Qo
1
Ap = G(hLy) = . , 4.11)

mita; = (I — BshLy) " (BjhLy — a;I), 0 < j < s — 1und [ ist die Identititsmatrix der
Dimension Nj,.
Wie auch schon fiir die grafische Darstellung der Stabilititsgebiete verwendet, bezeichne

die rationale Funktion, welche die Einheitskreisscheibe D auf das Stabilititsgebiet abbildet.
Die nichsten Resultate beziehen sich auf Mehrschrittverfahren, die folgende Voraussetzungen
erfiillen:

(V.1) S ist beschrankt mit r(z) # oo fir z € 9D.
(V.2) 7' (z) # 0 fiirz € OD.

Fiir explizite Methoden folgt schon aus r(z) # oo fiir z € D, dass S beschrénkt ist, fiir implizite
Methoden reicht dies jedoch nicht aus. (V.2) impliziert, dass das Stabilititsgebiet keine Spitzen
aufweist [20].

Der folgende Satz ist das Hauptresultat fiir die Stabilitdt der Linienmethode auf unendlichen
Zeitintervallen. Der Beweis erfolgt durch eine Ubertragung von Satz 4.1, von der Einheits-
kreisscheibe auf ein beliebiges Stabilitatsgebiet. Zunéchst fiir unendliche Zeitintervalle [0, co).

Satz 4.2: Sei (4.9) die Diskretisierung von (4.1) mit einer linearen Mehrschrittmethode die (V.1)
und (V.2) erfiillt. Wenn

AR < Cr, V>0, (4.12)
dann erfiillen die e-Pseudoeigenwerte { i } von {h Ly}
dist(pe, S) < Cae Ve > 0. (4.13)
Umgekehrt folgt aus (4.10)
AR < C3min{Ny,n},  Vn>0. (4.14)
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Die Konstanten C; sind unabhéngig von i und von Ax.

Beweis: (vgl. [19]). Ersetzt man (4.13) mit

dist(\., D) < Cle, (4.15)

dann folgt die Behauptung aus Satz 4.1. Also reicht es zu zeigen, dass (4.15) und (4.13) dquivalent
sind. Aus der Definition fiir e-Pseudoeigenwerte folgend, kann man (4.13) schreiben als

-1 C'2 i
| (uI —hLp)~H| < s " €C\ S, (4.16)
und (4.15) als |(AL—Ap)7H| < % AeC\ D, (4.17)

wir zeigen also die Aquivalenz von (4.16) und (4.17).

(i) Wir zeigen zuerst, aus (4.16) folgt (4.17) und nehmen dafiir an, dass A nahe an D liegt und
definieren den Ring Q2. = {z € C:0 < dist(z,D) < 7.} fir ein 7, > 0 klein genug, so dass
r(z) # oo fiir alle z € 2, was nach (V.1) mdglich ist. Sei A € €, beliebig und definiere 1 = r(\).
Da Ay, = G(hLy), kann (AT — Ah)_1 als Resolventenintegral beziiglich w geschrieben werden,

(M — Ap) ! = 2i (M — G(w)) ™' @ (wl — hLy) ™! dw. (4.18)

™ Jr

Wobei I eine geschlossene Kurve in der w-Ebene ist, im Gebiet auf dem (A\I — G(w)) ™" analytisch
ist und das Spektrum von hL; umschlieBend [14]. Das Tensorprodukt & ergibt eine Matrix der
Dimension s N}, aus einer Matrix von Dimension s und einer von Dimension Nj,. (A\I — G(w)) ™" ist
eine s x s matrixwertige Funktion von w, die analytisch ist in der w-Ebene, aufler an einem Pol bei
w = 7(A). Dieser muss einfach sein, da wie schon erwéhnt (A — G(w)) eine affine Funktion ist.
Um das Integral auszuwerten, wihlen wir I' als eine Vereinigung einer Kurve I';, ein kleiner Kreis
der den Punkt p in negativer Richtung umléuft, und I's, ein GroBer Kreis der © und das Spektrum
von hLj umgibt. Das Residuum von (wI — hL)~* bei w = oo ist I und bezeichne R(u) das
Residuum von (A — G(w)) ™! bei w = p. Damit lassen sich die Teilintegrale einzeln auswerten
und zwar ergibt sich —R(p) ® (uI — hLy,) ™" fiir den Anteil von I'; und (A — G(c0)) ™! @ I fiir
den Anteil von 'y, Wobei (M — G(c0))™! ein Abkiirzung fiir limy,, oo (M — G(w))™! ist.
Insgesamt ergibt sich somit

(M —Ap) =\ - G(0) ' @1 — R(p) ® (uI — hLp)™, (4.19)
und daraus die Abschitzung

|AL = 40) 7 < Cut-Cs | (ud — hi) ™

, (4.20)
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wobei Cy = sup H(z[— G(oo))_lH und C5 = sup ||R(r(z))||
2€Q, zeQ,

Beide Konstanten sind endlich, da die Suprema stetige Funktionen auf der Kompakten Menge 2.
beinhalten. Setzt man (4.16) in (4.20) ein, so erhélt man

_ C2C5
—Ap)7 < —_ 4.21
H()\I n) H <Cit dist(u, S) ( )
Da S nach (V.1) beschrénkt ist, gilt
dist(A, D) < Cgdist(u, S) Ve, (4.22)

fiir eine Konstante Cs unabhingig von A. Da insbesondere noch dist(\, D) < 7, fuir alle A € €2,
ergibt sich aus (4.21) und (4.22)

CsC
. 1 . < . 2V5 .
|(AT — Ap)~H|| dist(X, D) < Cydist(X, D) + Tst(n. 9) dist(\, D)

C2C5C%
dist(u, S)
S C47’z + 020506-

< Cydist(A, D) + dist(u, S)

— -1 52
= [[(AM = A4p) 7] < T VA€ .,

(A, D)

mit 52 = Cy1, + C5C5C%. Damit erhilt man Gleichung (4.17) fiir A € €2,. Um die restlichen Werte
A € C\ D zu behandeln, und zwar die mit dist(A, D) > 7, schreibt man die Resolvente wie oben

mit Hilfe des Dunford-Taylor-Integrals, diesmal in der z-Ebene

(M — Ap)~ ! = 2% (A —2)" Nzl — Ap) 7 da. (4.23)
N

Wobei I'={z € C:|z[ =1+ 37.} eine geschlossene Kurze ist, die das Spektrum von A,
umschlieBt. Fiir dist(A, D) > 7, und z auf I" hat man die beiden Abschéitzungen

-1 2
R oW

. Co 20
und (=] = An) | < dist(z, D) T,

Die Kurvenldnge von T ist gleich 27 (1 + %Tz ), man erhélt schlieBlich fiir das Integral (4.23) die
Abschitzung

4(1 -+ %Tz)az B Cé
r.dist(\, D)  dist()\, D)’

|(A = Ap)7H| <
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Mit O = 4(1 + 7,)Cy /7, gilt somit (4.17) auch fiir alle A € C \ D.

(ii) Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir diesmal an, dass i nahe an S liegt und definieren
dazu noch den Ring Qw = {w € C: 0 < dist(w, S) < 7w}. Aus (V.1) kann man zeigen, dass man
ein 7, klein genug auswéhlen kann, so dass fiir jedes i € €2, eine Zahl \ € (), existiert die
r(A\) = pu, erfillt, genauer nimmt man die Nullstelle A von 7(A) = p mit hochstem Betrag. Fiir alle
diese u € 2y, gilt dann

dist(u, S) < Crdist(\, D). (4.24)
Dieses paar p, A erfiillt dann wieder (4.19) und daraus erhélt man die Abschétzung

| (I = hLp)~H| < Cs(Ca+ [|[(AT = An) 7, (4.25)

mit

Cs =[inf sup |R(r(z))ij|]_1 (4.26)

2€Q: 1<4,5j<s

und Cy ist beschrinkt, da R(r(z)) eine stetige Funktion auf €2, ist. Nach Multiplikation von (4.25)
mit dist(u, S) und unter Benutzung von (4.17) und (4.24) folgt weiter

Cs

-1
[(ud = hLp) M| < Tt 9)

Y € Qy,

mit Cy = Cy C7(Cyt, + C%). In gleicher Weise wie fiir die andere Richtung, benutzt man das
Integral

1
(ul —hLp) ' = — [ (p—w) Y (wl — hLy)™! dw,
2wt Jr
auf der Kurve I' = {w € C : dist(w, S) = 37, }, um die letzte Abschitzung aufalle . € C\ S
auszuweiten. So ergibt sich schlielich die Abschitzung

2LC;  Cy
Todist(p, S)  dist(u, S)’

| (I — L)~ <

mit Cy = 2LC5 /7, wobei L die Kurvenlinge von I ist. Damit gilt also (4.16) fiiralle u € C\ S.
0

Fiir endliche Zeitintervalle [0, 7] kann ein sehr dhnlicher Satz formuliert werden, hier ohne Beweis
(vgl.[20])).
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Satz 4.3: Sei (4.9) die Diskretisierung von (4.1), mit einer linearen Mehrschrittmethode die (V.1)
und (V.2) erfiillt und geniigend kleinem Zeitschritt 2. Wenn

A7 <C,  0<nh<T, 4.27)
dann erfiillen die e-Pseudoeigenwerte { e } von {h Ly}

dist(pe, ) < Coe + Csh Ve > 0. (4.28)
Umgekehrt folgt aus (4.28)

|4} < Co(T)min{Ny,n}, 0<nh<T. (4.29)

Die Konstanten C; sind unabhéngig von i und von Ax.
Die beiden letzten Sdtze gelten nicht fiir lineare Mehrschrittverfahren deren Stabilitdtsgebiete
Spitzen haben. Nimmt man als Beispiel eine Spitze wg € S die im Spektrum von h L, enthalten ist,
dann gibt es ein A im Spektrum von A, mit 7(A\) = wo und A ist ein Eigenwert mit Betrag eins,
jedoch nicht einfach. Somit kann die Beschrinktheit von A}’ nicht erfiillt sein [20].
Fiir Einschrittverfahren schreibt man die Diskretisierung (4.3) als

U7L+1 = Ahvn = ¢(th)/U'n,, UO - fh (4.30)
wobei ¢(w) ein rationale Funktion ist. Das Stabilitétsgebiet ist hier definiert durch

S ={w e C: ¢(w) € D}.

An das S soll folgende Voraussetzung gebunden sein.
(V.3) S ist beschrinkt und ¢’ (w) # 0 fiir w € 98S.
Diese Bedingung schlie3t A-stabile und andere implizite Methoden mit unbeschriankten
Stabilitdtsgebieten aus. Die Bedingung an die Ableitung ist gleichbedeutend dazu, dass |¢(w)|

keinen Sattelpunkt auf 0.5 hat.

(V.4) Es existiert ein nicht leeres Gebiet V' € C und eine Konstante M < oo, so dass
|(uI = hLy)™!|| < M fiiralle p € V und alle h.

Mit (V.3) und (V.4) vorausgesetzt, lassen sich zu Satz 4.2 und 4.3 analoge Séitze fiir Einschritt-
verfahren formulieren.
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5 Anwendungen und Beispiele

Die ersten drei Beispielprogramme in diesem finalen Kapitel behandeln zeitabhdngige partielle
Differentialgleichungen mit einer spektralen Diskretisierung in Raumkoordinaten und einer
Leapfrog-Diskretisierung in der Zeit, um die Rolle der Zeitschrittwahl mit Hilfe von
Stabilititsgebieten zu erldutern. Dabei handelt es sich um die Durchfiihrung der numerischen
Experimente wie sie von Trefethen in [25] aufgezeigt wurden. Die spiter in diesem Kapitel
aufgefiihrten Programme sind an den Ubungsaufgaben aus Kapitel 10 von [25] motiviert.

Das Leapfrog-Verfahren (zentrale Differenzen) ist ein wegen seiner Einfachheit beliebtes Verfahren,
definiert durch

Unyo — Un = 2hf(Uny1,tny1), (5.1)

also ein explizites 2-Schritt-Verfahren. Es hat gewisse Nachteile, zum Beispiel, dass die Losung an
ungeraden Zeitschritten immer weiter von der Losung an den geraden Zeitschritten abweicht [4].
Fiir die hier gemachten Versuche ist das Verfahren jedoch ausreichend. Auflerdem kann man das
zugehorige Stabilitiatsgebiet S recht einfach bestimmen. Die Programme zu den drei Gleichungen
werden mehrfach ausgefiihrt, mit einer jeweils immer héheren Zeitschrittweite. Dabei wird dann
verglichen ob die Eigenwerte der rdumlichen Diskretisierung multipliziert mit dem gewihlten
Zeitschritt noch in S liegt oder nicht. Mit anderen Worten, ob die in Kapitel vier vorgestellte
Faustregel erfiillt ist oder nicht. Die drei dafiir verwendeten Modellprobleme sind:

1) Wellengleichung mit variablem Koeffizient:

ut + c(x)uz = 0auf [—m, 7, wobei c(z) = £ +sin®(z — 1),

mit periodischen Randbedingungen und Startwert u(z,0) = exp(—100(z — 1)?).
Fourier Spektralmethode mit FFT fiir die rdumliche Disktretisierung, N = 128,

2) Wellengleichung 2. Ordnung:

Ut = Ugy, « € [—1,1], ¢t>0, wu(£l)=0.
Chebyshev Spektralmethode mit FFT, N = 80.

3) Wellengleichung 2. Ordnung in 2D:

Ut = Uzz + Uyy, X,y € [—1,1], ¢t>0, wu=0aufdem Rand
und mit Anfangswerten u(z, y,0) = exp(—40(z — 0,4)? + 3?), ue(z,y,0) = 0.
Chebyshev Spektralmethode mit Ableitungsmatrix, N = 30.
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Programm 1

% Gitter, Koeffizientenfunktion, Startwerte:

N = 128; x = (2*pi/N)*(1:N); t = 0; dt = 1.89/N;

c =.2 +sin(x-1).72;

ul = exp(-100*(x-1).72); u0 = exp(-100*(x-.2*dt-1).72);

ppsec = 6; % plots pro Sekunde
tmax = §;
nplot = round((1/ppsec)/dt);
steps = round(tmax/dt);
data = ul; tdata = 0;
for n = 1:steps
t = t+dt;
u_hat = fft(ul);
w_hat = 1i*[0:N/2-1 0 -N/2+1:-1] .*u_hat;
w = real(ifft(w_hat));
u2 = u0 - 2*dt*c.*w; u0 = ul; ul = u2; % Leapfrog-Verfahren
if max(ul) >5
break % Abbruch, wenn Fehler zu grof
end
if mod(n, nplot) ==
data = [data;ul]; tdata = [tdata t];, % Naherungslésungen die gezeichnet werden
end
end

waterfall(x,tdata,data), colormap([0 0 0]), view(10,60)
axis([0 2*pi 0 tmax -1 3]), ylabel t, zlabel u, grid off

Programm 2

% Gitter, Ableitungsmatrix und Zeitschritte
N = 80; x = cos(pi*(0:N)/N); t=0; dt = 9.1/N"2;
u0 = exp(-200*x.72)";

%Euler-Schritt fur Startwert

ul = u0 + dt*chebfft(u0); ul(l) = 0; ul(N+1) = 0;
ppsec = 15; % plots pro Sekunde
tmax = 4;
nplot = round((1/ppsec)/dt);
steps = round(tmax/dt); % runden auf ganzzahlige Werte fur Schleife
data = [u0';ul';zeros(floor(steps/nplot),N+1)];
tdata = [0 dt];
i=1;
for n = 1:steps
t = t+dt;
w = chebfft(chebfft(ul)); w(1l) = 0; w(N+1) = 0;
u2 = 2*ul - u0 + dt™2*w; u0 = ul; ul = u2;
if mod(n, nplot) ==
i=i+1;
data(i,:) = u2'; tdata = [tdata t]; % Naherungslosungen die gezeichnet werden
end
end

waterfall(x,tdata,data)
axis([-1 1 0 tmax -2 2]), view(10,70), grid off
colormap([0 0 0]), ylabel t, zlabel u,
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Programm 3

% Gitter und Anfangswerte
N = 30; [D,x] = cheb(N); D2 = D™2; D2 = D2(2:N,2:N);
y = x'; dt =6.4/N"2; [xx,yy] = meshgrid(x,y);

tmax=1;
steps = round(tmax/dt);
vv = exp(-40*((xx-.4)."2 + yy."2)); % Startwert
vvold = vv;
for n = 1:steps
t = n*xdt;
M=abs(min(vv,[],'all'));
if M > 10
break % Abbruch wenn Fehler zu grof3
end
uxx = zeros(N+1,N+1); uyy = zeros(N+1,N+1);
ii = 2:N;
fori=2:N
uxx(i,ii) = D2*vv(i,2:N)";
end
forj = 2:N
% 2. Ableitung nach y in jeder Spalte
uyy(ii,j) = D2*vv(2:N,j);
end
vvhew = 2*vv - vvold + dt™2*(uxx+uyy);
vvold = vv; vv = vvnew;
end
% Plot nach 1 s oder nach Abbruch
[xxx,yyy] = meshgrid(-1:1/16:1,-1:1/16:1);
VvV = interp2(xx,yy,vv,xxx,yyy,'spline');
mesh(xxx,yyy,vvv), axis([-1 1-11 -1 1])
colormap([0 0 0]), title(['t=" num2str(t)]), drawnow

In Programm 3 erfolgt die Ableitung iiber die Chebyshev-Ableitungsmatrix zweiter Ordnung, da
dies fir kleine N immer noch schneller ist als mit einer FFT, und der Programmcode dadurch
deutlich iibersichtlicher wird. Die gesuchte Losung ist hier eine Funktion im R? daher wird ein
zweidimensionales Gitter gebildet, und anschlieBend entlang jeder Gitterlinie in x und y-Richtung
abgeleitet. Fiir Programm 2 wird zur Veranschaulichung trotzdem mit einer Chebyshev-FFT
gearbeitet.

Die Lange der Zeitschritte wird nun in jedem Programmdurchlauf sukzessive erhoht, bis die erste
Instabilitdt auftaucht. Fiir Programm 1 ergibt das eine empirische Stabilitdtsrestriktion von
h < 1.9N ! und fiir Programm 2 und 3 h < 9.2N "2 bzw. h < 6.5N % In Abb.5.3 sieht man das
Ergebnis fiir Programm 1 nach Uberschreiten der Zeitschrittrestriktion. Offensichtlich treten hier
Instabilititen auf, in der Weise, dass kleine Fehler exponentiell verstidrkt werden. In den anderen
Programmen ergeben sich sehr &hnliche Effekte bei Erreichen der oben angegebenen
Zeitschrittweiten.

Um zu priifen ob die in Kapitel vier aufgestellte Faustregel bei den oben genannten drei Beispielen
tatsdchlich die richtigen Vorhersagen macht, werden zunéchst die entsprechenden Stabilitdtsgebiete
benotigt. Zuerst fiir das Problem der Wellengleichung mit variablem Koeffizient. Die Leapfrog-
Formel auf das Testproblem u; = Au angewendet, ergibt

Upt2 — Uy = 2hAUp41. (5.2)
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Die zugehorige charakteristische Gleichung ist 22 — 2% = 2\hz. Um diese Gleichung besser

handhaben zu kénnen formen wir zu z — z~! = 2\h um. Nun suchen wir Nullstellen dieser
Gleichung auf der geschlossenen Einheitskreisscheibe, wobei auf dem Einheitskreis nur einfache
Nullstellen zugelassen sind. Mit Hilfe der p-q-Formel sieht man, dass fiir Gleichungen dieser Form
gilt, wenn z; eine Nullstelle ist, dann ist zg = —2z; ! die zweite Nullstelle. Daraus ergibt sich, dass
wenn |z1| < 1dann |2z2| > 1, womit z5 auBerhalb des Einheitskreises liegen wiirde. Also ist fiir die
Stabilitét |z| = 1 notig und um mehrfache Nullstellen auf dem Einheitskreis zu vermeiden muss
auch z # —z~! gelten, das bedeutet z # =+i. Die gesuchten Werte liegen also auf dem Einheitskreis
ohne +43. Da fiir komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis die Inverse gleich dem komplex
Konjugierten ist, ist z — 2~ rein imaginir und genauer gilt hier z — 2~ € (—2i,2i). Es herrscht
also Stabilitdt wenn 2Ah in (—27,22) also Ak in (—¢,7) und dieses Intervall ist das gesuchte Gebiet
(genauer gesagt ist es das Stabilitétsintervall).

Nun werden noch die Eigenwerte der Diskretisierung der Wellengleichung bendtigt. Zuerst ohne
Koeffizienten c¢(x) betrachtet, das heiit fir u; +u, =0. Die Eigenwerte der Fourier-
Ableitungsmatrix D sind die Zahlen ik mit k = N/2 +1,..., N/2 — 1 und 0 mit der Vielfachheit
zwei. Der groBte Eigenwert i(N/2 — 1) multipliziert mit A muss also nach der Faustregel im
Intervall (—¢,7) liegen, das bedeutet h(N/2—1) <1 muss erfiillt sein, bzw. fiir groBe N
ndherungsweise h < 2N -1

Fiir die Gleichung u¢ + c(z)us = 0 muss jetzt noch der Koeffizient c¢(z) = £ + sin®(z — 1) mit
beriicksichtigt werden. c(x) hat ein Maximum, wie man leicht nachrechnet, bei 7/2+ 1 und
—7/2 + 1 mit dem Wert 6/5. Fir groBe N werden also die Eigenwerte von ¢(z;) - Dp etwa 6/5
mal so grof sein wie von Dp. Das ergibt in etwa die Stabilititsbedingung h < %N ~1 etwas strikter
als die beobachteten 1.9N ! im obigen Versuch. Das liegt daran, dass fiir kleine N die tatsichlichen
Eigenwerte von den theoretisch vorhergesagten abweichen. Mit N = 128 betrdgt der groBte
Eigenwert numerisch bestimmt etwa 68, 54, das ergiibe eine Restriktion von h < 1,86N !, schon
recht nahe an dem beobachteten Wert. Fiir groBere N wird die Ubereinstimmung jedoch besser. In
Abb.5.1 sieht man das Verhéltnis des vorhergesagten grofften Eigenwertes und des tatsdchlichen,
numerisch bestimmten, letzteres berechnet mit der eig()-Funktion in MATLAB. Mit wachsendem N
ndhern sich diese beiden Werte immer mehr aneinander an.
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Abb. 5.1: Verhdltnis vom vorhergesagten zum tatsdchlichen Eigenwert der
Diskretisierung von Programm 1.
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Abb.5.2: Losung von Programm 1, stabil mit h = 1.89/N.
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Abb.5.3: Programm 1 mith = 1,9/N.

In Abb.5.3 erkennt man, dass die Oszillation in dem Bereich auftritt wo ¢(z) ihre Maxima annimmt.
Die Berechnung wurde bei Eintreten der Instabilitit gestoppt, fiir weitere Zeitschritte wéchst der
Fehler exponentiell an. Die ersten Moden die instabil werden, sind die mit der hochsten Wellenzahl,
diese erzeugen das zu beobachtende Ségezahnmuster. Abb.5.4 zeigt den Eigenvektor zum grofiten
Eigenwert, man erkennt die Ahnlichkeit zur instabilen Mode in 4bb.5.3.
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Abb.5.4: Eigenmode zum gréBten Eigenwert i(N/2 — 1).

In den Programmen 2 und 3 wurde fiir die Zeitdiskretisierung die Leapfrog-Formel fiir die zweite
Ableitung benutzt. Hierfiir gilt es wieder die Stabilitdtsgebiete zu bestimmen. Das Modellproblem
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fiir Gleichungen zweiter Ordnung lautet wus; = Au, wendet man hierauf den zentralen
Differenzenquotienten der zweiten Ableitung an, ergibt sich

Untz — 2Unt1 + Un = B AUp 1. (5.3)

Die zugehorige charakteristische Gleichung schreiben wir wieder in der Form z 4+ 27! = Ah? + 2.
Man sieht leicht ein, dass wenn z; eine Nullstelle ist, dann ist 2o = 2; ! die andere. Mit sehr
ahnlicher Argumentation wie oben erhdlt man, dass |z| = 1 und z # £1 sein muss. Insgesamt ist
also z + 27 € (—2,2) und damit A\h? € (—4,0).

Die Eigenwerte von ch wurden bereits in Kapitel eins Angegeben. Fiir Programm 2 ist die
Stabilititsrestriktion demzufolge ndherungsweise gegeben durch —0,048N*h% < —4 bzw.
h < 9,2N~2, in Ubereinstimmung mit dem beobachteten Ergebnis.

Die grofiten Eigenwerte in Programm 3 sind in etwa zweimal so grof3 wie die in Programm 2, das
heiBt die Stabilititsbedingung ist hier zweimal so strikt fiir A2 und somit v/2 mal so strikt fiir &, also
h < 6,5N 2, in Ubereinstimmung mit der empirisch bestimmten Restriktion.

Wellengleichung erster Ordnung

Ein Beispiel bei dem es nicht ausreicht wenn nur die Eigenwerte innerhalb von S liegen ist das
folgende

Up = Uy, x € [—1,1], 0<t<l,

mit Anfangsbedingung u(x, 0) = exp(—60(z — 1/2)%)und Randwert u(1,t) = 0.

Zur Diskretisierung in Raumkoordinaten, wird die Chebyshev-Ableitungsmatrix D¢ verwendet,
ohne die erste Spalte und Zeile in D¢, um die Randbedingung mit einzubinden. Die Ausrei3er unter
den Eigenwerten dieser Matrix erschweren die Zeitschrittwahl und es wird nicht ausreichen wenn
die Eigenwerte von hD¢ in S liegen, um eine stabile Losung zu erhalten. Hier werden wir also
noch die Pseudospektren mit einbeziehen miissen. Fiir die Zeitintegration wird das Adams-
Bashforth-Verfahren dritter Ordnung verwendet. Fiir die Initialisierungsphase miissen w; und wuo
vom Startwert ug durch eine andere Methode bestimmt werden, wir wihlen dazu das einfach zu
implementierende Euler-Vefahren.

Abb.5.5 zeigt die Eigenwerte der verwendeten Diskretisierungsmatrix fiir A = 7/N?, N = 60 und
die e-Pseudospektren. Obwohl die Eigenwerte im Stabilitdtsgebiet des Verfahrens liegen, befinden
sich die Pseudospektren sogar fiir € nahe an null, zum Teil recht weit aulerhalb, wodurch sich die in
Abb.5.6 zu beobachtende Instabilitdit am Rand erkléren ldsst.
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Abb.5.5: Die Eigenwerte sind hier als Punkte erkennbar, das Stabilitdtsgebiet ist rot
umrandet. Die blaue Kurven sind von aulsen nach innen die e-Pseudospektren fiir
e=10"2,10"°,10"*,10"°,107°.

Abb.5.6
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Programmcode Wellengleichung erster Ordnung

% Gitter und Ableitungsmatrix
N = 60; [D,x] = cheb(N); D = D(2:N+1,2:N+1); dt = 7/N"2;
e = eig(dt*D);

% Starwerte mit Euler-Verfahren
u0 = exp(-60*(x(2:N+1)-0.5).m2);

w0 = D*u0;

ul = u0 + dt*wO;
wl = D*ul;

u2 = ul + dt*wl;
w2 = D*u2;
t=0;

tmax = 1;

ppsec = 30;

nplot = round((1/ppsec)/dt);

steps = round(tmax/dt);

dim = floor(steps/nplot);

data = [[0; u0]'; [0; ul]"; [0; u2]';zeros(dim-2,N+1)];
tdata = [0 dt 2*dt];

j=3;
for n = 3:steps
t = t+dt;

u3 = u2 + 1/12*dt*(23*w2 - 16*wl + 5*w0);
u2 = u3; w2 = D*u2; wl = w2; w0 = wl;
if mod(n, nplot) ==

j=j+1;
data(j,:) = [0; u3]'; tdata = [tdata t];
end

end

fl = figure

% Stabilitatsgebiet

plot ([-8 81,[0 0],'black'), hold on, plot ([0 0],[-8 8],'black" )
z = exp(li*pi*(0:200)/100); r = z-1;

s = (23-16./z+5./z.72)/12; plot(r./s,'r")

axis([-2.5 .5 -1.5 1.5]), axis square, grid on

% Eigenwerte
plot(e,'.','markersize',10), hold on

% Pseudospektren
xx = -2:0.05:0.5; yy = -1:0.05:1; [X,Y] = meshgrid(xx,yy); Z = X+1i*Y;
I = eye(N); sigmin = zeros(length(yy),length(xx));
for j = 1l:length(xx)
for i = 1:length(yy), sigmin(i,j) = min(svd(Z(i,j)*I-dt*D)); end
end
contour(xx,yy,sigmin,10.7(-6:-2),'b")

f2=figure

waterfall(x,tdata,data), colormap ([0 0 0])
axis([-1101-52]

xlabel x, ylabel t, zlabel u, grid off
pbaspect([5 5 1])
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Integrierender Faktor

Um eine Lockerung der Restriktion an die Zeitschritte zu erhalten, bietet sich in bestimmten Féllen
die Methode des integrierenden Faktors an. Dabei handelt es sich um eine Transformation der
Unbekannten einer Differentialgleichung. Das meist bekannte Beispiel betrifft eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung [1, 4]:

ug +pu=f
Man multipliziert zuerst mit dem integrierenden Faktor e”’, P = [ pdt:
eluy + ePpu = el f.
Mit der Produktregel vereinfacht sich dies zu
(ePu)y = el f.

Durch Integration erhélt man dann
efu= / el f dt.

Um die Losung u zu erhalten muss anschliefend durch den integrierenden Faktor dividiert werden,
bzw. mit e~ multipliziert.
Fiir zeitabhéngige partielle Differentialgleichungen

up = Lu + M (u)

ist die Methode ebenfalls anwendbar, wobei L ein linearer Differentialoperator mit nur rdumlichen
Ableitungen ist und M ein (moglicherweise nichtlinearer) Operator, der die restlichen Terme der
Gleichung enthilt. Der integrierende Faktor ist hier e X! und die vereinfachte Gleichung lautet
damit

(e L), = e LM (u).

Der Vorteil besteht darin, dass der lineare Anteil nicht mehr vorhanden ist, auler im Exponentialteil.
Das Ziel ist es, sehr kleine Zeitschritte zu vermeiden ohne auf z.B. implizite Methoden zuriick-
zugreifen. Dies ist jedoch nur sinnvoll, wenn durch den integrierenden Faktor der (oft als steif
bezeichnete) Teil der Gleichung eliminiert wird, das heiflt derjenige der die kleinen Zeitschritte
erfordert, um wirklich einen Geschwindigkeitsvorteil zu erhalten.
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KdV-Gleichung

Um die eben behandelte Methode auszuprobieren, betrachten wir die Korteweg-de-Vries-Gleichung
(KdV-Gleichung), eine Gleichung von der Form

U + Uy + Upypy = 0 x € (—00,00), t>0, (5.4)

u(z,0) = up(zx) x € (—00,00),

bestehend aus einem nichtlinearen hyperbolischen Term uu, und einem linearen Term wu,,,. Unter
den Losungen dieser Gleichung gehoren wandernde Wellen der Form [25]

1
u(x,t) = 3a2.sech2(§a(x — ) — a’t), (5.5)

mit @ und z¢ reell. Mit sech ist die Funktion Sekans hyperbolicus gemeint. Die Amplitude dieser
Welle ist 3a® und die Geschwindigkeit 2a? also ist die Geschwindigkeit proportional zur
Amplitude, anders als bei linearen Wellengleichungen wo die Geschwindigkeit unabhédngig von der
Amplitude ist. Dariiber hinaus ist zu beachten, dass « vom Punkt z = x¢ + 242t schnell abnimmt,
die Welle also ortlich konzentriert ist.

Die oben aufgefiihrten Losungen sind sogenannte Solitone. Dies sind Losungen die Wellen
repriasentieren, die ihre Form wihrend der Bewegung lange Zeit beibehalten und auch bei
Interaktion mit anderen Solitonen die Form nicht verdndern. Wellen die nur die erste Eigenschaft
aufweisen, aber bei Interaktion mit anderen Wellen ithre Form verdndern werden auch solitire
Wellen genannt. Wenn mehrere Solitone auf einem Gebiet mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten
auftreten, kann es zu Kollisionen kommen. Dabei vereinigen sie sich fiir einen kurzen Moment,
wihrend die schnellere Welle dann ihren Kurs fortsetzt, die langsamere also {iberholt. Beide Wellen
bewegen sich dann weiterhin in die selbe Richtung wie vorher, wobei ihre Geschwindigkeiten und
Form erhalten bleibt. Durch die Kollision kommt es jedoch zu einer Phasenverschiebung der
Solitone, das hei3t die Wellen verschieben ihre Position in horizontaler Richtung [8].

Wir wollen das Problem (5.4) mit Hilfe einer Fourier Spektralmethode losen, da keine
Randbedingungen gegeben sind und die vorliegenden Losungen exponentiell zerfallen, ist dies
angemessen. Zur Zeitdiskretisierung wird das 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren benutzt. Die
Nichtlinearitit stellt kein groBes Problem fiir dieses explizite Verfahren dar. Um Stabilitit zu
gewihrleisten wire jedoch trotzdem eine sehr kleine Zeitschrittweite notwendig. Der lineare Term
in Gleichung (5.4) ist der steife Anteil, da dieser die hohen Frequenzen enthilt und deshalb wire
hier eine geringere Schrittweite zur Auflosung notwendig. Um dies zu umgehen wollen wir die
Gleichung unter Einsatz des integrierenden Faktors umformen, was eine fiinf bis zehn mal grofBere
Wahl der Zeitschrittweite ermoglicht, ohne Stabilitdtsprobleme zu erwarten [25].

Da wie gesagt u(z,t) fir |t| = oo der null anndhernd exponentiell kleiner wird, kann das
unendliche Intervall in ein endliches (—7L,7L), L >0 verkiirzt werden. So kann man die
Randbedingungen mit den periodischen Randbedingungen approximieren. Um eine Fourier-
transformation auf diesem Intervall durchfiihren zu konnen, bendtigen wir eine Koordinaten-
transformation von [—7 L, w L] auf [0, 27| [21]:
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y:%-l-w, y € [0, 27],

x = L(y — ), x € [-mL,mL]
und schreiben v(y,t) = u(z, t), vo(y) = uo(x).

Die transformierte KdV-Gleichung lautet dann

1 1
vy + Zm}y 73 Vv = 0, y € (0,2m), t>0,

v(y,0) = vo(y), y € (0,2)

und v(-, t) ist periodisch auf [0, 27).
Im Weiteren approximieren wir v(-,¢) mit v(x,t) ~ Z N /2 Ur(t)e™¥, und zur Vereinfachung
nutzen wir noch die Umformung vv, = 3(v?),. Nimmt man nun das Skalarprodukt mit e™*¥ so

erhélt man mit Hilfe von (1.1)
— () — —0% + — (v2), = 0, k=-N/2,...,N/2,

mit der Anfangsbedingung

. ; 1 27 ;
00) = (o)) = 5 [ wal)e My,
0

Die Fourierkoeffizienten vy, und (v?); werden mit einer FFT berechnet. Der integrierende Faktor ist

hier e~**"t/L” Nach Multiplikation mit diesem und Umformung mittels Produktregel, kann die

obige Gleichung also weiter umgeschrieben werden zu

%( —zk3t/L3vk) %e—ik?’t/ﬁ‘ (6\2)]{7 k= _]\[/27 . _’N/Q.

Der lineare Term ist somit verschwunden und das Problem ist nicht mehr steif. Der Nachteil ist
jedoch der hinzu multiplizierte integrierende Faktor mit &* im Exponenten.

Damit noch u2 aus der Gleichung eliminiert wird, benutzen wir eine Hintereinanderausfithrung von
1FFT und FFT (man beachte dass 2 die Fouriertransformierte von «2 ist und nicht etwa das Quadrat
der Fouriertransformierten ). Sei V der Vektor der als Komponenten die Fourierkoeffizienten vy

—ik3¢/L3

enthdlt. Wir schreiben als Abklirzung g = e . Dann ist mit U = g. * V die Gleichung als

Programmcode geschrieben
d ~ ik ~
L0 = - s g fRe([iffe(g—L « D))2). (5.6)
dt 2

Wir 16sen (5.6) mit dem 4-stufigen Runge-Kutta-Verfahren:
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Unt1 = Up + L (k1 + 2k2 + 2k3 + ka)

mit ki = f(tn,un), ko = f(tn —+ %, Up, + %]ﬁ),
ks = f(tn + 5, un + §k2), ks = f(tn + hyun + hks).

Dies jedoch nicht wie hier aufgeschrieben mit der Zeit ¢,,, sondern nur mit dem Zeitschritt i bzw.
h/2 und aktualisieren die Formel von einem Zeitschritt zum nédchsten. Dadurch erhdht man
nochmals die Stabilitdt [13]. Die daraus resultierende LOosung muss nun mit der Inversen des

; 3 . . . 5 . .
"t multipliziert werden um V' zu erhalten. Da das ganze im Fourierraum

integrierenden Faktors e
berechnet wurde, muss wieder in den physikalischen Raum riicktransformiert werden, das geschieht
entsprechend mit einer iFFT.

Der oben aufgefiihrte Runge-Kutta-Algorithmus ist eher kostspielig, da die 4-stufige Version eine
Funktionsauswertung von f viermal fiir jeden Zeitschritt erfordert, somit ist diese Methode oft
aufwendiger als Verfahren die ohne Auswertung von f auskommen. Nichtsdestotrotz hat dieses
Verfahren erhebliche Vorteile. Zunéchst einmal ist das 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren von vierter
Ordnung, das bedeutet es hat einen abnehmenden Fehler von der Ordnung O(h*) und
normalerweise mochte man die Genauigkeit, die man erhdlt wenn man die rdumliche Ableitung mit
einer Spektralmethode bestimmt, nicht abgeben durch ein ungenaues Zeitschrittverfahren. Auch ist
es im Vergleich zu anderen expliziten Methoden fiir die Berechnungen von Wellenausbreitung mit
eher langen Zeitschritten stabil. Des Weiteren bendtigen Runge-Kutta-Algorithmen zum starten
keine anderen Verfahren um Startwerte zu generieren, wie es bei Mehrschrittverfahren der Fall ist
[4].

Als Anwendung der KdV-Gleichung simulieren wir die Kollision zweier Solitone, die sich in die
gleiche Richtung bewegen. Die Anfangsbedingung soll die Summe zweier Funktionen der Form
(5.5) beit = 0 sein:

3a’sech®(3a(z + 2)) + 3b%sech?(3b(z + 1)),

mita = 25und b = 16.

Die Welle dargestellt durch den linken Term hat die groBere Amplitude und wegen oben erwahnter
Proportionalitdt auch die hohere Geschwindigkeit. Die groflere Welle startet im Punkt zop = —2 und
die kleinere im Punkt zg = —1. Die groBere (schnellere) Welle wird also die kleine irgendwann
einholen und mit ihr kollidieren. Wie in 4bb.5.7 zu sehen ist, kommt es dadurch zu der schon
erwahnten Phasenverschiebung.

Die Berechnung erfolgt mit einer Zeitschrittweite von 0.4/N?. Ohne integrierenden Faktor wire
aufgrund der Eigenwerte des Diskretisierungsoperators dritter Ordnung, eine Restriktion der
GroBenordnung O(N?) zu erwarten. Erst eine Erhohung auf 0.43/N? fiihrt zu einem Zackenmuster,
dhnlich wie zuvor in den Programmen 1 bis 3 zu beobachten.
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2000

Abb.5.7

Programmcode KdV-Gleichung

% Erstelle Gitter und Anfangswerte:

N = 256; dt = 0.4/N"2; x = (2*pi/N)*(-N/2:N/2-1)";

A = 25; B = 16; clf, drawnow

u = 3*A"2*sech(.5*%(A*(x+2))).”~2 + 3*B"2*sech(.5%(B*(x+1))).”2;
v = fft(u); k = [0:N/2-1 0 -N/2+1:-1]"; ik3 = 1i*k."3;

% Lose PDGI und plotte Losung:
tmax = 0.006; nplt = floor((tmax/25)/dt); nmax = round(tmax/dt);
udata = u; tdata = 0;
for n = 1:nmax
t = n*dt; g = -.5i*dt*k;
E = exp(dt*ik3/2); E2 = E."2;
a = g ft(real(ifft( v )).7~2);
exp(-dt*ik3/2).*g. *fft(real( ifft(E.*(v+a/2) )).”~2); % Runge-Kutta
exp(-dt*ik3/2).*g. *fft(real( ifft(E.*(v + b/2)) ).~2); % 4. Ordnung
exp(-dt*ik3).*g.*fft(real( ifft(E2.*(v+c)) )."2);
E2.*v + E2.%(a + 2*(b+c) + d)/6;
mod(n,nplt) ==
u = real(ifft(v));
udata = [udata u]; tdata = [tdata t];
end
end

b
C
d
v
if

waterfall(x,tdata,udata'), colormap([0 0 0]);
view(-20,25)

xlabel x, ylabel t, axis([-pi pi 0 tmax 0 20001), grid off
pbaspect([1 1 .13])
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Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung

Die Kuramoto-Sivashinsky(KS)-Gleichung ist eine nichtlineare Gleichung vierter Ordnung, welche
die interessante Eigenschaft besitzt chaotische Losungen aufzuweisen. Aufgeschrieben lautet sie
[21]:

up + (u?) g + Upr + Upzee =0 x € (—00,00), t>0,

u(x,0) = ug(x) x € (—00,00).

Wobei auch wieder uu, statt (u?), geschriecben werden kann. Wir benutzen wieder einen
integrierenden Faktor im Fourierraum. Mit einer exponentiell kleiner werdenden Funktion v konnen
wieder periodische Randbedingungen eingefiihrt werden. Die Anfangsbedingung sei durch die
Funktion u(z,0) = exp(—2?) gegeben. Nach einer Koordinatentransformation und Approximation
mittels einer Fourierreihe, erhdlt man in gleicher Weise wie bei der KdV-Gleichung folgende
Unformung:

do Ko Ko ks
dtvk szk L4vk - v ks

bzw.

d . k* E2\ 1k~ o
— Uk + ﬁ_ﬁ vkz——(v )k

(k4/L4—k2/L2)t.

Der integrierende Faktor ist also e Zur Implementierung muss nur der

Programmcode der KdV-Gleichung entsprechend umgeschrieben werden.

10 0
X 20

Abb.5.8: KS-Gleichung
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Programmcode KS-Gleichung
L = 20/pi;

N = 128;

tmax = 50; dt = 1/10;

ppsec = 5;

X = (2*¥pi*L/N)*(-N/2:N/2-1);
u = exp(-x.~2);
v = fft(u);
k = [0:N/2-1 0 -N/2+1:-11/L;
nplot = round((1/ppsec)/dt);
steps = round(tmax/dt);
dim = floor(steps/nplot);
[u; zeros(dim,N)];
tdata =0;
J_
for n = 1l:steps
t = n*dt; g = -1i*dt*k;
E = exp(-dt*(k.~4-k."~2)/2); E2 = E."2;
a = g.*fft(real( ifft( v ) ).”2);
b = g.*fft(real( ifft(E.*(v+a/2)) ).”~2); % Runge-Kutta
c = g.*fft(real( ifft(E.*v + b/2) ).”2); % 4. Ordnung
d = g.*fft(real( ifft(E2.*v+E.*c) )."2);
vV = E2 *v + (E2.*a + 2*E.*(b+c) + d)/6;
if mod(n, nplot) ==
j=j+1;
u = real(ifft(v));
data(j,:) = u; tdata = [tdata t];
end
end

waterfall(x,tdata,data), colormap default
xlabel x, ylabel t, zlabel u, grid off

Burgersgleichung

Als weiteres Beispiel zur Verwendung des integrierenden Faktors und als ein Beispiel fiir eine
Gleichung die Unstetigkeiten aufweisen kann, betrachten wir als nichstes die Burgersgleichung:

ug + () = ety auf  [-m, 7,
mit Anfangswerten
w(z,0) = sin?(x) auf [—, 0]
0 auf [0, 7).

Der integrierende Faktor ist hier eEth, die Wahl der Schrittweite h = 1/100 zeigt sich hier als
ausreichend. Die Besonderheit an dieser Gleichung ist der Viskositéitskoeffizient e der fiir niedrige
Werte nahe null Unstetigkeiten hervorrufen kann. Ein Koeffizient von € = 0.25 ist zunichst noch
unproblematisch, 4bb.5.9 zeigt das Ergebnis mit N = 256.
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BL.5

Abb.5.9: Bugersgleichung mit Viskositctskoeffizient e = 0.25

Abb.5.10: Burgersgleichung mit Viskositdtskoeffizient e = 0.001
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Mit immer kleiner werdendem Epsilon wird die Gleichung schwieriger zu simulieren und
unabhingig davon wie klein die Schrittweite gewéhlt wird, treten aufgrund der Unstetigkeit
Oszillationen auf. Dieser Effekt ist das bekannte Gibbs-Phinomen. Bei € = 1072 und N = 256
sicht das Ergebnis wie in Abb.5.10 aus. Mit kleinerer Anzahl an Gitterpunkten treten die
Oszillationen schon mit groBerem Epsilon auf. Mit N = 64 schon bei € = 0.02 und mit N = 128
bei € = 0.01. Eine Verkleinerung der Schrittweite ldsst die Oszillationen nicht verschwinden.

Programmcode Burgersgleichung

% Gitter und Anfangswerte

N = 256; dt = 1/100; x = (2*pi/N)*(-N/2:N/2-1);

u = [sin(x(1:N/2)) zeros(1,N/2)];

v = fft(u);

k =[0:N/2-1 0 -N/2+1:-1]; k2 = k."2;

t = 0; tmax = 3;

ppsec = 2;

nplot = round((1/ppsec)/dt);

steps = round(tmax/dt);

data = u; tdata = 0;

eps = 0.25;

for n = 1:steps

t = n*dt; g = -1ixdt*k;
E = exp(-dt*eps*k2/2); E2 = E."2;
a = g.*ft(real( ifft( v ) ).”2);

b = g.*fft(real( ifft(E.*(v+a/2)) ).~ 2); % Runge-Kutta
c = g ¥fft(real( ifft(E.*v + b/2) ).~ 2); % 4. Ordnung
d = g.*fft(real( ifft(E2.*v+E.*c) )."2);

v = E2.*v + (E2.*a + 2*E.*(b+c) + d)/6;

if mod(n, nplot) ==
u = real(ifft(v));
data = [data; u]; tdata = [tdata t];
end
end

waterfall(x,tdata,data), view(10,70), colormap([0 0 0])
axis([-pi pi 0 tmax -1.2 1])
ylabel t, zlabel u, grid off

Reaktions-Diffusions-Gleichung

Die letzte hier aufgefiihrte Gleichung enthélt einen linearen und einen nichtlinearen Teil:

Up = Upy + €Y, xel[-1,1, t>0,
u(£1,t) = u(x,0) = 0.

Zur rdumlichen Diskretisierung wird eine Chebyshev Spektralmethode gewihlt. Da wie bereits
erwihnt die Chebyshev-Ableitungsmatrix zweiter Ordnung D7 Eigenwerte von der GroBenordnung
O(N*) besitzt, miissten fiir ein explizites Zeitschrittverfahren eine sehr kleine Schrittweite gewihlt
werden. Um dies zu umgehen, wird fiir den linearen (steifen) Teil der Gleichung das A-stabile
Crank-Nicolson-Verfahren eingesetzt und fiir den nichtlinearen Teil das Adams-Bashforth-
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Verfahren zweiter Ordnung. Die Kombination dieser beiden ergeben ein implizit-explizites
Verfahren der Form

Unt2 = Unt1 + Shfns1 — 5hfn + 5hgnso + Shon,

wobei f = u,, linear, g = e nichtlinear [6].

Dadurch ist eine wesentlich grof3ere Wahl der Zeitschrittweite moglich. Fiir den Startwert wq wird
ein Euler-Schritt mit einer sehr kleinen Schrittweite durchgefiihrt.

Das Interessante an dieser Gleichung ist, dass die Losung unter keinen Umstdnden konvergieren
wird, sondern nach einer endlichen Zeit einen Wert nahe unendlich erreicht. Dieser Zeitpunkt des
,blow-up“ ist in 4bb.5.11 veranschaulicht. Ab dem Zeitpunkt ¢t = 3, 55 ist die Losung nicht mehr
darstellbar, unabhéngig von der Zeitschrittweite.

t=3.55

Abb. 5.11
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Programmcode Reaktions-Diffusions-Gleichung

% Ableitungsmatrix 2.0rdnung und Gitter
N = 50; [D,x] = cheb(N); D2 = D"2; t=0;
D2 = D2(2:N,2:N);

uO=zeros(N-1,1);
| = eye(N-1,N-1);

% Ein Euler-Schritt fUr den Startwert
dt = 1/150000;

w0 = D2*u0; e0 = exp(u0);

ul = u0 + dt*(w0 + e0);

wl = D2*ul; el = exp(ul);

dt = 1/700;
tmax = 3.5; ppsec=50;
nplot = round((1/ppsec)/dt);
data = [[0; uO; 01'; [0; ul; 0]']; tdata = [0 dt];
u2=zeros(1,N+1);
n=1;
while abs(u2(N/2)) < 1e+6
t = t+dt; n=n+1;
u2 = (I - 1/2*dt*D2)\(ul + 3/2*dt*el - ...
1/2*dt*e0 + 1/2*dt*wl);
w0 =wl; e0=el;
ul = u2; wl = D2*ul; el = exp(ul);
if mod(n, nplot) ==
data = [data;[0; u2; 0]']; tdata = [tdata t];
end

end
waterfall(x,tdata,data), colormap winter,

xlabel x,ylabel t, zlabel u, grid off
title(['t = ' num2str(t)])
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