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2.10.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

Definition 2.10.10:
Sei a O R*, dann ist die allgemeine Form einer Exponentialfunktion f: R — R* ge-
geben durch die Funktionsgleichung

Beispiel 2.10.13:

Graphen der Exponentialfunktionen x — a* mit a = %%l 2,3.
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Abb. 2.10.11 Exponentialfunktionen mit der Basis a = 1/2, 1/3, 1, 2, 3.

Satz 2.10.4:
(i) Die Exponentialfunktion y = axist fir 0 < a < 1 streng monoton fallend, fira =1
konstant und fur a > 1 streng monoton steigend.

(i) Alle Graphen der mit der Gleichungy = ax, a > 0, schneiden die y-Achse im
Punkt (0,1).

(i) Die Graphen mit der Gleichungy =a*x und y = (lj gehen durch Spiegelung an
a
der y-Achse auseinander hervor.

(iv) Fur a > 1 nahert sich der Graph der Funktion y = ax asymptotisch der negativen
y-Achse, flr 0 < a < 1 der positiven x-Achse.
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Wie wir schon in Kapitel 2.9 gesehen haben, ist die sogenannte e-Funktion fir viele
Vorgéange in der Physik und der Technik von Interesse.

Definition 2.10.11:

Die e-Funktion ist eine spezielle Exponentialfunktion f: R - [R* mit der Funktions-
gleichung

f(x)=e”*

Dabeiist e (02,71... die Euler'sche Zahl .
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Abb. 2.10.11 e-Funktion X > e*

Bemerkung 2.10.11:

(i) Die e-Funktion wird auch oft als Wachstumsfunktion bezeichnet, weil jeder Na-
turvorgang auf diese Funktion fuhrt, in dem die Zu- bzw. Abnahme einer Anzahl M
betrachteter  Objekte in der Zeit t von ihrer jeweiligen Anzahl abhangt.

(i) Die Ladung und Entladung eines Kondensators, der radioaktive Zerfall oder die
stetige Verzinsung verlaufen nach einer e-Funktion, die dann mit anderen Funktio-
nen verknupft ist (vgl. auch Kapitel 2.9). Eine wichtige Rolle spielt die
e-Funktion auch in der Statistik.
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Beispiel 2.10.14:

(i) Funktionen der Form y = ke-ax  a > 0, beschreiben Zerfallsprozesse oder auch
die Ladung eines Kondensators. Fir k = 2 bzw. k = -2 und a = 1 erhalten wir die fol-
genden Graphen:

2|

Abb.2.10.12 X > ke ™ k=2, -2

(i) In einem Stromkreis mit einem Ohmschen Widerstand R und Induktivitat L in
Reihenschaltung wird der Schalter zur Zeit t = 0 geschlossen. Die Stromstarke i er-
reicht nicht sofort den stationaren Wert | = U/R, sondern folgt zeitlich dem Exponen-

tialgesetz
Ry _t
i:|[1—e L }:I(l—e T}.

Der Ausdruck T = L/R heil’t Zeitkonstante. Fir t = T hat die Stromstarke 63,2% ihres
Endwertes | erreicht, denn dannist i = (1—e‘1): 0,632I .

—

0,6321

b ]

t
Abb.2.10.13 X > I(1-e 7)

JLi
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Da die Exponentialfunktion mit dem Definitionsbereich D = R und dem Wertebereich
W = R* bijektiv ist, kann man die Umkehrfunktion bilden, die dann den Definitionsbe-
reich D = R* und den Wertebereich W = R besitzt. Vertauschen wir in der Funktions-
gleichung y = ax die Variablen x und y so erhalten wir die Gleichung x = ay. Losen wir
diese Gleichung nach y auf, so erhalten wir:

y =loga X

Definition 2.10.12:

Die Logarithmusfunktion f: R* — IR mit der Funktionsgleichung y =f(x)=log, x ist
die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
g:R - R*mity = g(x) = ax.
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Abb. 2.10.14 Graph der Funktion y = log;oX

Bemerkung 2.10.12:
(i) Der Graph der Logarithmusfunktion y = log,x entsteht durch Spiegelung des

Graphen der Exponentialfunktion y = ax an der 45%>Achse.

(i) Alle Logarithmuskurven gehen durch den Punkt (1,0).

(i) Fallunterscheidung:

a>1 O<acx<l1
logax > 0, falls x > 1 logax >0, falls0<x<1
logax =0, falls x =1 logax =0, falls x =1
logax <0, falls0<x<1 logx <0, falls x>1
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(iv) Die Graphen mit der Funktionsgleichungy = log, x undy = log, x, a> 0, gehen

durch Spiegelung an der x-Achse auseinander hervor.
(v) Ista>1, soisty=log.x streng monoton steigend. Ist0 <a <1, so isty = loga.X

streng monoton fallend.

Beispiel 2.10.15:
Graphen der Funktiony = log,x , a =2 bzw. a = 1/2

2] : : :
Abb. 2.10.15 X+ log, X, a=2bzw. a=1/2

Bemerkung 2.10.13:

Wird bei der Bildung der Exponentialfunktion nach der Potenz y = aX gefragt, so
heil3t bei der Logarithmusfunktion die Zuordnungsvorschrift: Suche zu einer gegebe-
ne Basis a und Potenz y den Exponenten x; z.B. 25=5= x=log,25= x =2.

Fir die Exponential- und Logarithmusfunktion gelten folgende Funktionalgleichun-
gen.

Satz 2.10.5:
Seia,b,c OR und a,c > 0, dann gilt:

() a2 =a"m?,x;,x 0R
(i) x=a"%* x>0
(i) log, (x,X,) = log, (x,) +10g,(x,) , Xy, X > 0

(iv) log,(x")=b0og, x, x > 0.
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(v) Iogax:I 1 log.x, x>0
0

C

Die Umkehrfunktion der e-Funktion fuhrt zu der wichtigen Funktion f(x) = In x.

Definition 2.10.13:
Die Funktion f: R* - R mit der Funktionsgleichung f(x) = logex =: In x heif3t naturli-
cher Logarithmus (Logarithmus naturalis).

Beispiel 2.10.16:
(i) Esgilt: log, % =log,8=3 und log, % =log, 256 -1og,32=8-5=3.

(i) Mit Satz 2.10.5 (v) ist log, :||n_x_
na

(i) Wie wir aus Beispiel 2.9.6 wissen, gilt fur den radioaktiven Zerfall die Formel
N =N .

Dabei ist k die Zerfallskonstante .

Die Halbwertszeit ist die Zeitspanne t, in der die Menge und damit die Strahlungsin-
tensitat eines radioaktiven Stoffes auf die Halfte absinkt. Die Halbwertszeit ist fir
jede radioaktive Atomart charakteristisch. Aus der Halbwertszeit t,,, lasst sich nun

die Zerfallskonstante k berechnen.

. : . . N
Wir setzen dazu in der obigen Gleichung N :70 und erhalten:

N 1 t1/2 i i
== Ne™ = = = (—j — ek =22 = k = In(2%)

2 ek

Mit Satz 2.10.5 erhalten wir schlief3lich: k = i.ln 2.

t1/2

0693 _ 0,0126/s .

Fir Radon ist t,,, =55s, also k =
55sec

Bemerkung 2.10.14:
Zur Verkiurzung der Schreibweise wurden folgende Vereinbarungen getroffen:

Iog2 X :=lbx = Ildx - Logarithmus dualis oder binarer Logarithmus

log,, X :=1g x - dekadischer Logarithmus oder Briggscher Logarithmus
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log, X :=InXx - naturlicher Logarithmus

Das Rechnen mit Potenzen und Logarithmen fuhrt zu Exponentialgleichungen

Beispiel 2.10.17 (Exponentialgleichungen):
(i) Wir betrachten die Gleichung 2* =8. Wir kénnen diese Gleichung lésen, indem
wir durch Aquivalenzumformung beiden Seiten der Gleichung dieselbe Basis geben:

=8 222« x=3

(i) Bei der Gleichung 6*** = 3>~ kénnen wir beide Seiten der Gleichung logarithmie-
ren. Es gilt dann:

6X+l :32X—1
- |n6x+l - |n32x—1
o (x+1.In6=(2x-1).In3
o IN6+IN3=2x.In3-x.In6
In6+In3 _ In18 _In18

X 2n3-n6 In(3)+In(6") In(L5)

(iii) Bei der Gleichung 10°* =3 nutzen wir aus, dass wir jede positive reelle Zahl r als
Zehnerpotenz schreiben kénnen; namlich: r =10'9" .

Somit gilt:

109% =3 = 109* =109° < Igx =Ig3 = x =3




