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A.1:

Gruppeniibungen

Taylorpolynom

In dieser Aufgabe sollen Sie ganz konkret ein Taylorpolynom zu einer einfachen Funktion bestimmen. Dabei
kommen sowohl die Jacobi- als auch die Hesse-Matrix zum Einsatz. Taylorpolynome konnen (wie schon im
Eindimensionalen) dazu benutzt werden, Néherungswerte fiir Funktionswerte nahe am Entwicklungspunkt zu
berechnen.

Sei f : R? = R mit f(x,y) = x* und seia = (1, 1).
a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades zu f im Punkt a, also
4 1 !
Tof(ey) = fLD+ LD, (x-1Ly-1D)+ §f (1, D,&x-Ly-D,(x=1y-1).

b) Geben Sie damit eine Niherung fiir f(1.2,0.9) an (ohne Taschenrechner)!

Musterlosung:

a) Wir berechnen zunéchst Jacobi- und Hesse-Matrix:

fy) = (Zyxzy‘1 x¥ - logx - 2)

., 2y(2y — )x»~2 2627 4+ 2yx2 . logx - 2
ey = -1, . 2y, 1, 2, 2,
2yx logx-2+x¥-1-2 x? - (logx)~ -4
Ausgewertet an der Stelle (1, 1) ergibt sich:
fan=(2 0

ran=(; o)

Im Skriptum auf Seite 99 steht, wie man f”((1,1), (x— 1,y — 1), (x — 1,y — 1)) leicht berechnen kann. Insgesamt
ergibt sich damit:

-1 1 -1
Tof(r.y) f<1,1>+f'(1,1)~(;_ 1)+ 5 (=1 y- 1)~f"<1,1>-(;_ l) -

-1 1 2 2 -1
1+(2 0)-(;_1)+§-(x—1 y—l)-(2 0)~(;C_1):
2x=2+2y-2\
2x-2 )_

1+2x—2+%~(x—1 y—1)-(

1+2x—2+%~(2x2+4xy—8x—4y+6)=

= X +2xy-2x-2y+2
b) Als Naherungswert fiir £(1.2,0.9) ergibt sich
T,(1.2,09)=1.22+2-1.2-09-2-1.2-2-09+2= 14

(mit dem Taschenrechner berechneter Wert: £(1.2,0.9) = 1.2%%° ~ 1.3884)

fx+hy,y+hy) =2x+h)+y+h —(x+h)y+h)+@x+h) =
:2_x+%+z+@—g—x_hz—yﬁ—hlh2+£+3x2h,+3th+h?:

= f, )+ Q2=y+3x)h + (1 — X)hy — hihy + 3xh? +h‘?

h 1{6x -1
= — 2 —x)- ™ Z 2473
_f(x,y)+(2 y+3x~ 1 x) (}12)+2(_1 O)h + hy

3
1

AuBerdem ist :
2+ h

<l —0 (h—0).

Damit ist Df(x,y) = (2 =y +3x%, 1 = x) und D’ f(x,y) = (E); _01)'



A.3: Laut Taylorformel: f(x + h) = f(x) + Df(x)h + %dzf()c)h2 + r(h),
r(h)

wobeli W — 0. Fiir & = tv bekommen wir

Ffx+ ) = f(x) + DFX)@v) + %DZ FO@) +r(tv) =

= f(x) +tD, f(x) +lt2D2 FOW +r(tv) =
)

=0

= f(x)+ %t2D2 FOWV +r(tv) = f(x) +R.

AuBerdem:
R 1, ,  r(v) 2 1, 2
l‘_2 = ED f(x)v + W vllF — ED f(X)V >0 (t—>0)
R
Daraus folgt: es gibt ein > 0, sodass fiir alle ¢ € (—n,n) gilt: P >0,d.h.R>0.

Daraus folgt f(x + tv) = f(x) + R > f(x) fur alle € (-1, 7).



