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1. Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind die sogenannten Kornschen Ungleichungen, benannt nach
dem deutschen Mathematiker und Physiker Arthur Korn!. Er entwickelte diese Unglei-
chungen Anfang des frithen 20. Jahrhunderts im Rahmen des Randwertproblems der Li-
nearen Elastizitatstheorie. Man unterscheidet zwei Ungleichungen: die 1. und die 2. Korn-
sche Ungleichung.

2. Kornsche Ungleichung:

2
ey < el + le(llize ) Ve e HY(@).
Fir Funktionen mit Nullrandbedingungen vereinfacht sich diese zu:

1. Kornsche Ungleichung:
IVullZa@) < 2lle ()72 Yu € Hy(Q).

€ij(u) bezeichnet hierbei den symmetrischen Teil des Gradienten Vu. In der linearen
Elastizitdtstheorie versteht man unter dem symmetrischen Teil des Gradienten ein Maf}
fiir die Verformung eines elastischer Korpers durch eine vektorwertige Funktion. Aus die-
sem Grund sind die Kornschen Ungleichungen ein wichtiges Werkzeug fiir die a priori
Abschatzung in der linearen Elastizitédtstheorie.

Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Kornschen Ungleichungen néher zu durch-
leuchten. Dabei richtet sich mein Hauptaugenmerk auf die unterschiedlichen Beweise der
beiden Ungleichungen.

Zu Beginn meiner Arbeit werde ich einige Notationen kliaren und ein paar Satze und
Definitionen wiederholen, die ich im Laufe dieser Arbeit des o6fteren verwenden werde.
Ein grofler Abschnitt entfillt dabei auf die Fourier-Transformation, die als Vorbereitung
fiir das Lemma von Lions dienen soll, welches eine grofie Rolle in einem Beweis der 2.
Kornschen Ungleichung von DUVAUT & LIONS spielt.

Da die Kornschen Ungleichungen fiir Sobolev-Funktionen definiert sind, werde ich mich
in Kapitel 3 ausfiihrlich mit Sobolev-Rdumen und Funktionen auf diesen befassen. Von be-
sonderer Bedeutung ist hierbei das Unterkapitel zu Fortsetzungen von Sobolev-Funktionen,
da die Vorgehensweise im Beweis zu Satz 3.15 dhnlich ist wie die in einem weiteren Beweis
der 2. Kornschen Ungleichung von NITSCHE.

1¥ 20. Mai 1870 in Breslau;  21. Dezember 1945 in Jersey City; Geburts- und Sterbedaten sind im
Folgenden der freien Enzyklopadie Wikipedia entnommen.



In Kapitel 4 beschéftige ich mich nun mit den Kornschen Ungleichungen und deren
Beweisen. Die 1. Kornsche Ungleichung folgt aus der 2. Kornschen Ungleichung und der
Tatsache, dass die Einbettung H'(Q) < L*(Q) kompakt ist. Aus diesem Grund besteht
meine Hauptaufgabe darin, die 2. Kornsche Ungleichung zu zeigen. In der Literatur sind
dazu eine Vielzahl von Beweisen zu finden. Ich werde mich in diesem Kapitel drei unter-
schiedlichen Beweisen widmen.

Zum Abschluss werde ich mich noch einmal genauer mit der Bedeutung der Kornschen
Ungleichungen in der linearen Elastizitatstheorie befassen.



2. Vorbereitungen

Bevor ich mit meiner eigentlichen Arbeit beginne, méchte ich einige wichtige Definitionen
und Séatze benennen, die eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielen werden.

2.1. Notationen

Definition 1 (LP-Raum) Zu 1 < p < oo werden die LP-Riume’ folgendermafSen defi-
niert:

LP(R™) = {u:R" = C| /Rn|u(:v)|pd$ < 00}

s = ([ )’

wird LP(R™) zu einem Banach-Raum?. In Analogie definiere ich

Mit der Norm

L®(R™) = {u: R" — C | ess sup |u(z)|dr < o},

zeR”
welcher mit der Norm
|lu||p = ess sup |u(z)| = inf sup |u(x)]
zER™ #(N)=0 zeRrn\ N

ein Banach-Raum wird. Hierbei bezeichnet esssup das wesentliche (oder essentielle) Su-
premum?. Besonders wichtig ist der Raum aller quadratintegrierbarer Funktionen L*(R™),
welcher mit dem Skalarprodukt

(u,v) 2 :/ u(z)v(z)de
fiir R-wertige Funktionen u,v ein Hilbert-Raum* ist.

Definition 2 (glatte Funktion) Eine Funktion u heif$t glatt, wenn sie unendlich oft dif-
ferenzierbar ist. Der Raum aller glatten Funktionen wird mit

(@) = (] CH(Q)

keNg

!Benannt nach dem franzésischen Mathematiker Henri Léon Lebesgue (* 28. Juni 1875 in Beauvais; {
26. Juli 1941 in Paris), da diese Rdume tiber das Lebesgue-Integral definiert werden.

2Benannt nach dem polnischen Mathematiker Stefan Banach (* 30. Mirz 1892 in Krakau; 1 31. August
1945 in Lemberg). Dabei ist ein Banach-Raum ein vollstdndig normierter Raum.

3Ist @ Supremum von u, so ist {z € D | u(z) > a} = ) (D =Definitionsbereich). Ess sup bedeutet, dass
diese Menge eine Nullmenge ist, dass also u(x) < a fast tiberall (f.ii.).

4Benannt nach dem deutschen Mathematiker David Hilbert (* 23. Januar 1862 in Konigsberg; t 14. Fe-
bruar 1943 in Gottingen). Ein Hilbert-Raum ist ein Vektorraum, der beziiglich der vom Skalarprodukt
induzierten Norm vollstandig (also ein Banach-Raum) ist.



gekennzeichnet, wobei C*(Q) die Menge aller k-mal stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen u : 0 — R mit k € Ny ist.

Definition 3 (Trager) Mit
CP(Q) ={u € C™(Q) | supp(u) ist kompakte Teilmenge von Q}

wird die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen bezeichnet, die einen
kompakten Triger haben, also auflerhalb einer kompakten Menge gleich null sind. Hierbei
ist der Trdger eine Funktion u : A — R, definiert als die Nichtnullstellenmenge dieser
Funktion, genauer

supp(u) = {x € A | u(z) # 0}.

Der Raum C§°(2) wird auch der Raum der Testfunktionen genannt.

Definition 4 (Gebiet) Eine offene und zusammenhangende Teilmenge Q des R™ n > 1,
heifit Gebiet. Der Abschluss von Q0 wird gekennzeichnet mit Q = QU 02, wobei 9 =T
den Rand von ) bezeichnet. Dabei heifit x € R™ Randpunkt von €2, wenn fir jedes € > 0
zwei Punkte xg,x1 € Be(x) existieren, so dass o ¢ 2 und x1 € Q gilt. Genauver: der Rand
besteht aus allen Punkten x € R™, fur die gilt, dass jede ihrer Umgebungen sowohl Punkte
aus € als auch Punkte aus dem Komplement von € enthdlt.

Definition 5 (Multiindex) Ein Multiindex o € Ny ist ein Vektor nicht negativer ganzer
Zahlen, d.h. a = (a1, Qg, ..., qy). Fir den Ausdruck D® bedeutet dies: Die Komponenten
von « geben an, wie oft nach welcher Koordinate differenziert wird, d.h.

olely
dxt ... Qxon’

Die Ordnung von « ist dabei gegeben durch |a| = ay + ... + ay,. Insbesondere gilt

D%y =

0
D, = -2 _ p0..010...0),
(9x,-
Beispiel 1 Im Falln = 3 ist firu € C3(Q):
Pu
pELY __ du
U(x) &r%@ajg@xg

Definition 6 (Gradient, Divergenz, Laplace-Operator) Sei U C R™ eine offene Teilmen-
ge, u : U — R eine differenzierbare Funktion und F = (F,....,F)T : U — R" ein
differenzierbares Vektorfeld, wobei unter einem Vektorfeld eine Funktion zu verstehen ist,
die jedem Punkt eines Raumes einen Vektor zuordnet.

(i) Mit ¥V bezeichne ich wie iblich den Nabla-Operator®. Dabei handelt es sich formal um
einen Vektor, dessen Komponenten aus den partiellen Ableztungen bestehen. Im
n-dimensionalen Raum wird das Produkt aus V und einer (davarstehenden) Funktion

u als partielle Ableitung 5 u - interpretiert und ergibt somit den Gradienten
Ju ou\T
Vu = gradu = (,...,) .
& 6.771 al’n

Dieser Begriff aus dem Hebriischen stammt von dem schottischen Physiker und Theologen William
Robertson Smith (* 8. November 1846 in Keig; 1 31. Mérz 1894 in Cambridge), den die Form an eine
antike Harfe erinnerte.



(ii) Die Divergenz eines Vektorfeldes F ist definiert als das skalare Feld

V‘ﬁ:divﬁ:ZgF.
X

i=1

Fir matrizwertiges F' = (fij)1<ij<n (hierbei sind f;; fir 1 < i,j < n reellwertige,
differenzierbare Funktionen auf dem R™) ist die Divergenz gegeben durch

" Of;i
wro (32
div (; 21 ) 1<sen

(iii) Mit A bezeichne ich den Laplace-Operator® Au = div(gradu) = V - (Vu) = V?u.
Im n-dimensionalen Raum ergibt sich
" 9%u

i=1
In einer Dimension handelt es sich bei dem Laplace-Operator also um die zweite
2
Ableitung: Au(z) = T4

dx?

2.2. Wichtige Satze

In meiner Arbeit werde ich héufiger Satze aus der Analysis und/oder Funktionalanalysis
verwenden. Die wichtigsten, und solche die ich mehrfach verwende, mochte ich an dieser
Stelle kurz erwéihnen.

Beginnen mochte ich mit einem wichtigen Satz in der Mafl- und Integrationstheorie,
dem Satz von der majorisierenden Konvergenz. Er besagt, unter welchen Bedingungen
Integration und Grenzwertbildung vertauschbar sind. In dem Kapitel zur Fourier- Trans-
formation werde ich ihn des Ofteren verwenden.

Satz 2.1 (Satz von der majorisierenden Konvergenz bzw. Satz von Lebesgue) Sei (tn)nen,
eine Folge von Funktionen in L'(R™), die fast iiberall gegen eine messbare Funktion u
konvergiert. Ferner sei v € LY(R™) eine Majorante von u, d.h. |u,| <v Vn € N. Dann
ist u € L*(R™) und es gilt

/ udz = lim u,dx.

n—oo Jrn

Ein iiberaus wichtiger Satz in der Integralrechnung ist der folgende Satz. Er besagt, un-
ter welchen Bedingungen es moglich ist, mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale
Integrale zuriickzufiithren.

Satz 2.2 (Satz von Fubini’) Es sei f eine reellwertige u-messbare Funktion, die beziiglich
des Produktmajes p(z,y) Lebesque-integrierbar ist, d.h.

| f@m)ld(.y) < o

*

6Benannt nach dem franzésischen Mathematiker, Physiker und Astronomen Pierre-Simon Laplace (
28. Mérz 1749 in Beaumont-en-Auge in der Normandie; 1 5. Mérz 1827 in Paris).

"Benannt nach dem italienischen Mathematiker Guido Fubini (* 19. Januar 1879 in Venedig; 6. Juni
1943 in New York).



Dann sind

xH/Jf(ﬂc,y)dy, yH/If(x,y)dfc

integrierbar, und es gilt

S y)d(ey) = /J(/I f(x,y)dx)dy: /I(/J f(a:,y)dy>dx.

Der Satz gibt also eine Antwort auf die Frage, wann und wie man mehrdimensionale
Integrale mit Hilfe von eindimensionalen Integralen berechnen kann. Eine weitere Aussage
dieses Satzes ist die Tatsache, dass die Reihenfolge der eindimensionalen Integration keine
Rolle spielt.

Weiterhin werde ich im Verlauf dieser Arbeit des 6fteren die mehrdimensionale partielle
Integration verwenden.

Satz 2.3 (mehrdimensionale partielle Integration) Sei Q ein beschrinktes Gebiet mit

stiickweise glattem Rand. Fiir u,v € CY(Q) gilt die Formel der partiellen Integration:

/Qu(x)Div(x)dx:/

- u(m)v(m)ni(x)ds—/U(x)Diu(x)dI. (2.1)

Q

Hierbei bezeichnet n;(z) die i-te Komponente des dufleren Normaleneinheitsvektors n(z)
inx € 0. Firu=0 auf 02 vereinfacht sich die Formel (2.1) zu

/Qu(a:)DiU(x)dw = —/QU(:E)Diu(x)dx. (2.2)

Eine Verallgemeinerung der Integration durch Substitution auf Funktionen in héheren
Dimensionen stellt die sogenannte Transformationsformel dar.

Satz 2.4 (Transformationsformel) Es sei Q eine offene Teilmenge des R™ und ¢ : Q —
»(Q) C R"™ ein Diffeomorphismus, d.h. eine bijektive, stetig differenzierbare Abbildung
mit einer ebenfalls stetig differenzierbarer Umkehrabbildung 1=, Dann gilt: Die Funktion
u auf () ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion x — u(i(x))|det(Dy(x))| auf
Q integrierbar ist. Dann gilt

[y )y = [ up@)ldet(Dv(z)lds.

Hierbei bezeichnet Dip(x) die Jacobi-Matriz® von 1. Unter det(Di(z)) ist also die Funk-
tionaldeterminate von v zu verstehen.

Die Funktionalanalysis beschaftigt sich, wie sich bereits aus dem Namen schlieflen lésst,
mit der Untersuchung linearer, stetiger Funktionale. Aus diesem Grund spielen die Dual-
raume eine wichtige Rolle in der Funktionalanalsysis. Im Folgenden bezeichne ich mit H’
den Dualraum von H.

8Benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Gustav Jacob Jacobi (* 10. Dezember 1804 in Pots-
dam; 1 18. Februar 1851 in Berlin).



Satz 2.5 (Darstellungssatz von Ries??) Sei H ein reeller Hilbert-Raum. Dann gibt es
zu jedem stetigen Funktional w € H' genau einy € H mit u(x) = (x,y)g Vo € H.
Weiterhin ist ||y||lg = |||z

In Worten ausgedriickt, besagt der Riesz’sche Darstellungssatz, dass jedem linearen und
beschrankten Funktional u iiber dem Hilbert-Raum H eindeutig ein Hilbert-Raum Ele-
ment y zugeordnet ist. Damit bildet die Menge solcher Funktionale wieder einen Hilbert-
Raum.

Ein wichtiges Hilfsmittel, um durch ”"Zusammenstiickeln” von lokaler Integration zur
globalen Integration tiberzugehen, ist das folgende Verfahren der Zerlegung der Eins.

Satz 2.6 (Zerlequng der Eins) Es sei {Q;};c; eine offene Uberdeckung von Q, d.h. Q C
Ujes 0 mit ; offen fiir jedes j € J. Dann existiert eine Familie von Funktionen v; €
Ce(2), so dass

(1) 0 <; <1 fir alle j
(it) supp ¢; C Q;
(iii) fir alle x € Q0 gilt: 3252, ;(v) = 1.

(iv) jeder Punkt von Q besitzt eine offene Umgebung, in der nur endlich viele Funktionen
il einen von Null verschiedenen Funktionswert haben.

(V) jes heifit eine der Uberdeckung {Q;};e; untergeordnete (stetige) Zerlegung der Eins
auf ).

Bemerkung 2.7 Fir ¢; € Cg° kann also eine Funktion w in Funktionen u; = u - 1;
zerlegt werden, wobei die u; alle einen kompakten Trdager besitzen. Weiterhin ist dann
U= ey Uj-

Beispiel 2 1’ Die Funktion

0 sonst

{e(xz) firx >0

ist beliebig oft differenzierbar. Dann ist aber ebenso die Funktion s mit
s(x) =r(z+ 1)r(x—1)

beliebig oft differenzierbar. Auferdem ist sie im Intervall (—1;1) streng positiv und au-
Berhalb davon Null. Die Funktionen f;,i € Z mit

() = s(x —1)
M) = s s —h)

bilden nun eine beliebig oft differenzierbare Zerlequng der Fins auf der reellen Achse, die
der offenen Uberdeckung (i — 1;i+1),i € Z untergeordnet ist. In jedem Punkt x gilt also:

ez filz) = 1.

9Benannt nach dem ungarischen Mathematiker Frigyes Riesz (* 22. Januar 1880 in Gyér; 1 28. Februar
1956 in Budapest).

10Djeses Beispiel stammt auf dem Artikel Zerlegung der Eins aus der freien Enzyklopidie Wikipedia und
steht unter der Doppellizenz GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation und Creative Commons CC-BY-SA
3.0 Unported (Kurzfassung (de)). In der Wikipedia ist eine Liste der Autoren verfiighar.

10



2.3. Fourier-Transformation

Im Beweis des Lemmas von J.L. Lions werde ich einige Eigenschaften der Fourier-Trans-
formierten!! benutzen. Aus diesem Grund méchte ich mich zunéchst genauer mit der
Fourier-Transformation beschéftigen. Sie ist eine fundamental wichtige Integraltransfor-
mation.

2.3.1. Fourier-Transformation auf L'(R")

Definition 7 Seiu € L'(R") und £ € R™. Dann ist die Fourier-Transformierte von u in

& gegeben durch:
Fu)(©) = () = g [ e

Dabei ist v - £ = Y0 26 = 1€ + ... x,&, das Standardskalarprodukt im R™. Die Abbil-
dung F : u — 4 heifst Fourier- Transformation.

Proposition 1 Die Fourier-Transformation ist als Abbildung F : L*(R") — C(R") wohl-
defindert, linear und stetig, fir C(R") ausgestattet mit der Norm ||u||c@ny = sup|u(z)|.

Beweis (siche [14], S.40) Fiir den Integrand u(x)e ¢ gilt: Er ist stetig fiir alle z in € und
durch |u(z)| beschrankt fur fast alle . Mit dem Satz von der majorisierenden Konvergenz
ist fur &, — &:

lim (&) = a(¢),

n—oo

woraus die Stetigkeit von @ folgt. Die Linearitat von F folgt aus der Linearitat des Inte-
grals. Zudem gilt:
1

U = — u(x)e ¢ dy
FulO) = gl [ nlede el < o |

1
(2r)3

|u(z)|dr = [l ey

und somit ||Ful|cmny <

1

Eine tiberaus wichtige Eigenschaft der Fourier Transformation ist ihre Wirkung auf
Faltungen, dabei ist die Faltung zweier Funktionen wie folgt definiert:

Definition 8 Seien u,v € L'(R™). Dann ist ihre Faltung gegeben durch

(uxv)(x) = / u(T)v(x — 1)dr.
Damit lisst sich die Faltung als Produkt auf L'(R™) auffassen.
Satz 2.8 Fiir u,v € L'(R") gilt

uxo(§) = (2m) 2 a(€)D(8).

"Benannt nach dem franzésischen Mathematiker und Physiker Jean-Baptiste-Joseph Fourier (* 21. Mérz
1768 bei Auxerre; T 16. Mai 1830 in Paris).

11



Beweis (siehe [11], S.185) Fiir u,v € L*(R™) N L*(R") und ¢ € R" ist mit dem Satz von
Fubini

u*o(€) = ! 7 /n e it - u(z)v(r — z)dzdx

_ 1 = /n e () (/n e @28y (2 — z)dx) dz
= / ety (2)dz0(€)
(2

3

n

m)2A(E)0(8).

Lemma 2.9 Fir u,v € L'(R") gilt:

[ iteye = [ w@oe)de

Uu
R™

Beweis Mit dem Satz von Fubini erhalte ich
L ow©ds = g [ ] ulwyertidaoieyag
_ ! / u(x) / w(&)e " dede

Proposition 2 Sei u € L'(R"™) stetig in 0 und @ > 0. Dann ist & € L'(R™) und

u(t) = / a(z)e?m e dy
fast tiberall. Insbesondere ist

u(0) = / aa)da.

2.3.2. Fourier-Transformation auf dem Schwartz-Raum

Definition 9 FEine Funktion u : R™ — C heifit schnell-fallend oder auch Schwartz-
Funktion', wenn sie beliebig oft stetig differenzierbar ist, und wenn fiir alle Multiindizes
a, B € NI die Funktion x*DPu(z) beschrinkt ist.

Definition 10 Den Vektorraum aller schnell-fallender Funktionen, oder auch Schwartz-
Raum genannt, bezeichne ich mit S = S(R"):

S(R") = {u € C=(R") | Va, f € NI : sup |2*D"u(z)| < oo}
TER™

Sein Dualraum S'(R™) heifit Raum der temperierten Distributionen’?, dabei ist unter einer
temperierten Distribution eine lineare und stetige Abbildung u : S(R™) — C zu verstehen.

2Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Laurent Schwartz (* 5. Mérz 1915 in Paris; T 4. Juli
2002 in Paris).
I3Fiir eine genaue Definition einer Distribution siehe Kapitel 4, Definitionen 21 und 22

12



Eine Funktion u € C°°(R") ist also genau dann Schwartz-Funktion, wenn DPu fiir
alle 5 € N schnell-fallend ist. AuBerdem ist eine Funktion u € C*(R") genau dann
Schwartz-Funktion, wenn fir alle m € Ny und g € Nj gilt:

sup (1 + |z|™)|DPu(z)| < oo.
z€R”

Eine Folge (u,) konvergiert in S gegen 0, wenn die Funktionen, samtliche Ableitungen
und diese multipliziert mit beliebigen Polynomen gleichmafig auf ganz R™ gegen 0 kon-
vergierten.

Beispiel 3 (i) Jede beliebig oft differenzierbare Funktion mit kompaktem Trdager ist eine
Schwartz-Funktion, d.h. C*(R™) C S(R™).

(ii) Die Funktion u(z) = e~ 1*I* ist ein Beispiel fir eine Funktion, die in S, aber nicht in
Cg° liegt, da sie zwar schnell-fallend ist, aber keinen kompakten Trager besitzt.

Definition 11 Seiu € § und £ € R™. Dann heifst

1

Fu(€) = 1(6) = s [ e ula)da

die Fourier-Transformierte von u. Der auf S definierte Operator heifit Fourier-Trans-
formation.

Es folgen einige Eigenschaften von S.

Satz 2.10 (i) S ist invariant unter der Multiplikation von Polynomen und unter der
Ableitung, d.h. ist P ein Polynom und uw € S, so ist Pu € § bzw. mit u € S ist auch
Dfu € S fiir 3 € N¢
(ii) S € LY(R")

(7ii) S ist invariant unter Fourier-Transformation, d.h. fir jedes u € S ist auch 4 € S.

Satz 2.11 Die Abbildung F : S — S st bijektiv mit der Umkehrabbildung bzw. inversen
Fourier-Transformation

1
(2m)3
Im Beweis dieses Satzes verwende ich unter anderem die folgenden zwei Bemerkungen.

Fiir den Beweis von Bemerkung 2.12 verweise ich auf DOBROWOLKSI ([7], S. 226f), die
Aussage von Bemerkung 2.13 ist offensichtlich.

(Fu)(z) =

/eixfu(x)dx, ues.

12 l€|2

Bemerkung 2.12 FEs ist .F(e’lzT)(g) =e 2.

Bemerkung 2.13 FEs gilt (F'u)(z) = (Fu)(—xz).

13



Beweis (siehe [7], S.227f) Angesichts von Bemerkung 2.13 existiert die obige Transfor-
mation und bildet S auf S ab. Erneut wende ich den Satz von Fubini an: Fir u,v € §
ist

—iy- E lx{dydf

(271')3 /“@)(/v(f) =) fdg)dy

= /U(y)Fv(y — z)dy.

Nun substituiere ich z = y — x. Damit ergibt sich

/ Fu(€)v(€)e™de = / u(z + 1) Foz)dz. (2.3)
Zusammen mit der Bemerkung 2.12 und der Substitution x; = ¥ gilt fiir die Funktion

2012
v(z) =e " 5

[ Fu©uecas =

Hieraus ergibt sich zusammen mit der Gleichung (2.3) und der Substitution z; = ey;

/ Fu(€)v(€)ei=tde = / Fu(€)e 5w de (2.4)
= _"/e ‘;7'2 u(z + x)dz (2.5)
—/ ’Tl (z + ey)dy. (2.6)

Fiir e — 0 existieren auf beiden Seiten der Gleichung (2.6) die punktweisen Grenzwerte
der Integranden. Nun wende ich den Satz von der majorisierenden Konvergenz an. Das
ist moglich, da sowohl u als auch Fu schnell-fallend sind:

ly|2

[ Fu©)e=s = @m)EF (Fu)(@) = (2m)fu(e) = [ u(@)dy.

Mithin ist u(x) = F ' (Fu)(x), insbesondere ist F injektiv. In derselben Weise zeigt man,
dass u(z) = F(Fu)(x), woraus die Injektivitiat von F~! folgt.

Als Konsequenz erhalte ich:
Korollar 1 Die Fourier-Transformation ist ein Automorphismus des Schwartz- Raumes.

Nun werde ich die bisherigen Kenntnisse nutzen, um eine Fortsetzung der Fourier-
Transformation und Inversion auf L?(R™) zu erhalten.
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2.3.3. Fourier-Transformation auf L*(R")

Das Ziel dieses Abschnitts wird es sein, die Fourier-Transformierte fiir eine beliebige Funk-
tion u € L? zu definieren. Um das zu erreichen werde ich wie folgt vorgehen: Ich konstruiere
eine Folge (uy,)ney € L' N L% die in L? gegen u konvergiert. Fiir deren Folgenglieder wu,, ist
die Fourier-Transformierte definiert. Die Fourier-Transformierte von u erhalte ich dann
als Grenzwert der Folgen (i, ),en. Doch bevor ich diese Folge wirklich konstruieren kann,
bendtige ich zunéchst den folgenden Satz:

Satz 2.14 Fir u € L' N L? ist die Fourier-Transformierte 4 € L*(R™) und es gilt:
@]l 2y = llull 2@y

Beweis (siche [11], S.183f) Sei u € L'(R™) N L*(R") und v(z) := u(—z). Weiterhin sei
w=ux*v € LY R")NC(R") die Faltung, d.h.

wi@) = [ e —yhly)dy = [ ulz—y)a(-y)dy. 2.7

R’ﬂ
Dann ist (siehe Eigenschaften der Fourier-Transformation)
& = (2n)z a0 € L°(R™).

Aber es ist .
O(y) = W /Rn e Yy (—x)dr = ﬁ(y),

und somit & = (27)2|a|?. Da w stetig ist, erhalte ich unter Verwendung von Proposition
2 (siehe S.12)
/ (2m)3|a)?dz = / &(z)dz = (27)3w(0).
Rr Rr

Somit ist zusammen mit (2.7)

|[4|*da = w(0) :/ u(z)v(—z)der = /Rn|u|2dx.

n

]Rn

O

Proposition 3 F : L'(R") N L}*(R") — L*(R") ist ein beschrinkter linearer Operator
(LY(R™) N L*(R™) ausgestattet mit der L*-Norm,).

Beweis Die Beschrénktheit folgt direkt aus dem vorhergehenden Satz. Die Linearitat
folgt erneut aus der Linearitit des Integrals.

Proposition 4 L'(R") N L*(R") ist dicht in L*(R").

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge M C X liegt dicht in X, wenn M = X = {2 € X |
3 Folge x,, € M mit z, — x}.

Beweis C§°(R") ist dicht in L*(R"). Aus Cg°(R™) € L'(R™) N L*(R™) folgt die Behaup-
tung.

15



Da, wie eben gesehen, L'(R") N L*(R") dicht ist in L?(R™), muss es eine eindeutige
Fortsetzung von F auf ganz L*(R™) geben, welche ich jetzt konstruieren werde (siehe [§],
S. 3). Sei dazu u € L*(R"). Fiir k € N definiere ich

u(t) == {u(t)7 It <k

0, sonst.

Die punktweise Konvergenz von u, — u fir k — oo ist offensichtlich, die Konvergenz in
L?(R™) liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz!'*. Also gilt: uj, — u fiir k — oo in
L*(R™). Da u € L?(R") und der Triger von u;, kompakt ist, liegt ug in L'(R™) N L?(R™).
Es ist daher moglich, die Fourier-Transformierte von wu, zu berechnen. Diese ist dann
wohldefiniert:

ﬁk(aj) = /n uk(t)ef%rix-tdt — / u(t)ef%rix-tdt.

1<k

Mit uy, € L?(R") ist nach Satz 2.14 auch @ € L*(R™). Und da u; gegen u konvergiert, ist
wegen

. A A . _ .
kllgnooHUk — || L2mny = k,lllgloo”,Uk — || L2mny = klllgloo||uk — || L2rny = 0

fir k,1 € N auch u; eine Cauchy-Folge!®. Wegen der Vollstandigkeit von L? konvergiert
@y also in L*(R™).

Definition 12 Die Fourier-Transformierte von u definiere ich als den oben genannten,
eindeutigen Grenzwert von 1y, in L?,

G(z) := lim 4 = lim u(t)e 2o tdt,
k—o0 k—o0 [t|<k

Bemerkung 2.15 Es kommt nicht auf die Wahl der Folge uy an.

Beweis (siche [8], S. 3f) Sei u eine Folge mit uxy — w und 4, — @ fir K — oo. Sei
vy eine weitere Folge in L'(R™) N L*(R™) mit v, — u fiir & — oo in L*(R™). Dann ist
U ebenso eine Cauchy-Folge wie 4, und besitzt daher einen eindeutigen Grenzwert in
L*(R™). Diesen Grenzwert bezeichne ich mit v. Dann gilt

0= k11_>r£10||uk — Uk||L2(]R") = kll_}I{.lO”’lALk - @k||L2(Rn) = ||'lAL - ’LA)||L2(Rn),

und da |[|-||L2rn) eine Norm ist, ist || — O||p2rn) = 0 dquivalent dazu, dass @ = 0. Somit
konvergiert auch 05 gegen .

O

st uy, : Q — K eine Folge messbarer Funktionen mit einer gemeinsamen Majorante v € L?(2) und
existiert limy,_, o, uy, fast iiberall, so gilt u = limg_, o ux € L2().

15Benannt nach dem franzésischen Mathematiker Augustin Louis Cauchy (* 21. August 1789 in Paris;
23. Mai 1857 in Sceaux).
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Daraus ergibt sich also, dass die Fourier-Transformierten einer Folge, die gegen u kon-
vergiert, immer gegen die Fourier-Transformierte von u konvergieren. Mit Definition 12
ist die Fourier-Transformierte einer Funktion in L?*(R™) also eindeutig bestimmt.

Als néchstes folgen einige Eigenschaften der Fourier-Transformierten fiir den L2-Raum,
dabei lassen sich die meisten Eigenschaften der L!-Theorie auch auf L? iibertragen.

Satz 2.16 (Eigenschaften der Fourier-Transformation auf L*(R™))
Fiir beliebige u,v € L*(R™) gelten

(1) llull 2@y = N0l 2@y

(ii) Dou = F(Du) = i*€“F(u) = i®€“q0, fiir jeden Multiindez o so dass D*u € L2(R™).
(iii) Wenn u,v € LY(R™) N L*(R"), dann ist w x 0 = (27) 2 40.

(i0) fin () 0(2)d = fy u(2)0(x)dls

(v) Jen w(@)0(2)dr = [pn i(2)0(z)dx

Diese Eigenschaften benétige ich nun, um das Hauptresultat der L2-Theorie, den Satz
von Plancherel'®, zu beweisen. Doch dafiir muss ich zunichst den Begriff eines unitiren
Operators definieren.

Definition 13 Fin Operator heifst unitdar, wenn er linear, isometrisch (d.h. normerhal-
tend) und bijektiv ist.

Satz 2.17 (Satz von Plancherel)
(i) Die Fouriertransformation ist ein unitirer Operator auf L*(R").

(7i) Die Inverse Abbildung der Fouriertransformation F, erhdlt man durch

Flu(r) = Fu(—x) Vue L*(R").

Beweis (siehe [8], S. 5ff)

(i) Die Linearitat folgt erneut aus der Linearitdt des Integrals und die Isometrie ist
eine Folgerung aus Satz 2.14. Es ist namlich || Fu — Fvl|p2@n) = [ F(u —v)| 2@n) =
|u—v||z2(rn). Uberdies ist es mir mdglich, aus der Isometrie auch auf die Injektivitét
zu schlieBen: Da namlich ||-||z2(rn) eine Norm ist, folgt aus

0= ”]:U - fv||L2(Rn) = ||]-"(u - U)”LQ(R'/L) = ||u - 'U||L2(Rn) = Uu=".

Es bleibt noch die Surjektivitat von F zeigen. Dafiir benotige ich die folgende Tat-
sache.

Behauptung 1 F(L*(R")) =: W ist ein abgeschlossener Teilraum von L*(R™).

16Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Michel Plancherel (* 16. Januar 1885 in Bussy, 4. Mirz
1967 in Ziirich).

17



Beweis Da jede Abbildung surjektiv auf ihr Bild ist, ist also F : L*(R") — W =
im (F) surjektiv. Zusammen mit der Injektivitdt von F folgt daraus, dass die Ab-
bildung F : L*(R") — W = im (F) bijektiv ist. Sei (vj)reny nun eine Folge in W
mit vy — v € L*(R") fiir k — oo. Dann gibt es aufgrund der Bijektivitat von F fiir
jedes k in N genau ein u;, € L*(R™) mit Fuy = vg. Weiterhin gilt zusammen mit
Satz 2.14

k,lllgloo”uk - ul||L2(Rn) = k}lgnoo||Fuk - .7:u1||L2(Rn) = k,lllgloonvk - Ul||L2(R") =0.

Somit ist uy, eine Cauchy-Folge und wegen der Vollstindigkeit von L?(R") gibt es
dann ein u € L*(R™) mit uj, — u fiir k — oo.
Fu € W, da u € L*(R"). Ferner gilt

0= ]}LIEOHUk—UHL%Rn) = klggloﬂvk—]:uHLz(Rn) = ||]}LI£10 Ulc_]:uHLQ(R") = ||U—J—"U||L2(Rn).

Somit ist v = Fu. Folglich konvergiert jede Folge aus W in W. Demnach ist W also
ein abgeschlossener Teilraum von L?(R™).

Behauptung 2 F ist surjektiv.

Beweis Es ist also zu zeigen, dass W = L*(R") ist. Der Beweis erfolgt indirekt. Ich
nehme also an, dass L?(R") # W.

Zur Erinnerung: L*(R") ist ein Hilbert-Raum'?. Angesichts der Behauptung 1 lasst
sich L*(R™) also schreiben als die innere orthogonale Summe von W und seinem
orthogonalen Komplement W+, d.h. also

LR =WPwWH, fir W ={ze€ L*R") | (z,w) = 0,Yw € W}.
Da ich angenommen habe, dass W # L*(R"), gibt es ein u # 0 in W+, d.h. (u,0) =
0 VoeW.Wegende W und F : L*(R") — W bijektiv, ist v eindeutig bestimmt,

ebenso auch Fu = 1, da u € L?*(R™). Zusammen mit den Eigenschaften der Fourier-
Transformierten ist daher

0= (u,0) = (4,v) Vv e L*(R").

Somit ist & € L?(R")* = {0}, also u = 0, im Widerspruch zur Annahme.

(i) Sei ux — u € L*(R"™) mit @y — @ und wy, eine Folge von Funktionen mit

Cdk(t) = |£1ri|1’<nka(x)92ﬂit.xdl' = /n ak<x)e2ﬂit~xdx‘

'"Das Skalarprodukt fiir Funktionen u,v € L? ist dabei definiert als: (u,v) := [5., u(t)v(t)dt
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Offensichtlich ist w, € L*(R™), weil & € L*(R"). Da 1 gegen 4 konvergiert, folgt
zusammen mit der Definition von wy, dass limy;_oo||wr — wil|L2mny = 0. Somit ist
wy also eine Cauchy-Folge in L?(R") und wegen der Vollstandigkeit von L*(R™)
konvergiert wy, gegen eine Funktion @ € L*(R"). Fiir diese gilt

~ BERT T ~ 2mit-x
o(t) = ]}L%O wi(t) = ]}L%O ek e ™ dx
= / (z)e®™ " dy
= (Fa)(—t).

Mit dem Satz von Fubini gilt fir v € L*(R") und vy € LY(R™) N L*(R™) mit v, — v
in L?(R")

(v, @) = klggo@mwﬁ
= lim [ o) [ [ (x)e_Z’Tit"”dx] dt
/ Uk(t)e_%it'xdt} dz
R’n

= ]}1_{20 - Uy () O (x)dz

= [ a(x)o(x)dx

Rn
= <@7 ﬁ)

= (v, u).

= lim ()
k—oo JR7

Der Satz von Fubini durfte hierbei mit derselben Begriindung angewendet werden,
weshalb es auch moglich war Integral und Grenzwert zu vertauschen, ndmlich, weil
das Skalarprodukt von zwei Funktionen in L?(R") existiert und somit endlich ist.
Folglich ist

(v,w) = (v, u)

fiir alle v € L*(R"). Nach Anwendung des Rieszschen Darstellungssatzes ist dann

u(t) =a(t) = (Fa)(—t) VYue L*(R"),

&

und somit

(Flu)(t) = a(—t) = Fu(—t) Vu e LA(R").

19



3. Sobolev-Raume

Nun komme ich zum Hauptteil meiner Arbeit. Meine Untersuchung iiber Sobolev-Raume
beginne ich mit dem folgenden elementaren Satz, welcher eine wichtige Rolle in der Va-
riationsrechnung spielt, beispielsweise bei der Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung?.

3.1. Das Fundamentallemma der Variationsrechnung

Definition 14 Mit L}, .(Q) bezeichne ich den Raum aller lokal integrierbaren Funktionen.
Er besteht aus allen messbaren Funktionen u : Q — R, die auf jeder Menge g CC €
integrierbar sind.

Satz 3.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei u € L}, () mit
/ u(z)p(z)de >0 fir alle p € C5°(2) mit ¢ > 0. (3.1)
Q
Dann ist uw > 0 fast tiberall in Q.

Fir den Beweis bendétige ich noch einige Informationen iiber sogenannte Glattungsfunk-
tionen:
Sei n € C§°(R™) gegeben mit:
{)\e(_llﬂﬂlw fur || <1
n(x) = (3.2)
0 sonst

wobei fur die reelle Konstante A gelten soll, dass [, n(x)dz = 1.

Fiir alle £ > 0 sei 7.(x) = Zn(%). Dann gilt: 7.(z) = 0 fiir [2| > ¢ und |[n.]|11@n)=1. Das
Faltungsintegral

u(@) =nxu= [ n.(e—yuly)dy (33)

existiert dann und ist unendlich oft differenzierbar fiir u € L'(R™), d.h. u. € C*®(R"). u,
heifit die Glattungsfunktion von u.
Auflerdem verwende ich im Beweis noch die folgenden zwei Lemmata:

Lemma 3.2 Wenn u € LP(Q) fir 1 < p < oo, dann ist n. x u = u. € LP(Q) und
||me * u||Lp(Q) = HugHLp(Q) < ||u||Lp(Q), ue — u in LP(Q) fire — 0.

!Benannt nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler (* 15. April 1707 in Basel; 1 18. Septem-
ber 1783 in Sankt Petersburg) und dem italienischen Mathematiker und Astronomen Joseph-Louis de
Lagrange (* 25. Januar 1736 in Turin; { 10. April 1813 in Paris). Die Euler-Lagrange-Gleichung ist das
zentrale Element in der Variationsrechnung, in dessen Rahmen Extrema von Funktionalen untersucht
werden. In diesem Zusammenhang beschreibt die Euler-Lagrange-Gleichung die Stationéritdtsbedin-
gung eines Funktionals.
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Lemma 3.3 Sei Q) ein beschrinktes Gebiet. Dann gilt: Aus up, — u in LP(Q),1 < p < o0,
folgt up — u dem MafSe nach.

Damit ist es mir nun méglich das Fundamentallemma zu beweisen.

Beweis (siehe [7], S.87f)

Zunéchst nehme ich an, u sei stetig und es gebe einen Punkt zq € Q mit u(xg) < 0. Wegen
der Stetigkeit von u gibt es eine Umgebung B.(xy) mit u(z) < 0 fur alle z € B.(x¢). Es
ist dann moglich eine Funktion ¢ € C§°(B:(xp)) zu konstruieren mit ¢ > 0, ¢ # 0. Daher
ist [o updr < 0, im Widerspruch zur Annahme (3.1).

Sei nun u € L}, (), also nicht notwendigerweise stetig. Fir ¢ € C5°(Q) und hinreichend
kleines € > 0 ist auch 7. xp = . € C§°(£2). Zusammen mit dem Satz von Fubini ist dann

0< [Lu@elodr= [ [ u@)elnlr - y)dydr
= [ [, utomto = sz )ay
= /Q u=(y)p(y)dy
Da u,. stetig ist, ist u. > 0 in €2. Mit

U =U— U + U (3.4)

folgt zusammen mit Lemma 3.2, dass ||u — uc|[p1(@) — 0 fiir ¢ — 0. Lemma 3.3 liefert
weiterhin:
u({x € Q:|u(z) —u(x)| > a}) — 0 fur e — 0.

Aus (3.4), folgt u(z) > —a bis auf eine Menge vom Maf ¢’. Da « und &’ beliebig klein
gewahlt werden konnen, gilt u > 0 fast iiberall in €.

3.2. Schwache Ableitungen

Oft erscheint die Definition der klassischen Ableitung als zu streng. Beispielsweise fiir die
Funktion u(x) = |z|. Hier liegt es nahe, einfach u/(z) = sgn(x)? zu setzen. In diesen Fillen
schafft die Definition der schwachen Ableitung Abhilfe. Sie ermoglicht es, auch Funktionen
eine Ableitung zuzuordnen, die nicht im klassischen Sinn differenzierbar sind.

2Die Signumfunktion sgn(z) ist hierbei wie folgt definiert:

+1 firxz>0
sgn(x) =<0 firx=0 (3.5)
-1 fiirz <0.
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Definition 15 Eine Funktion u € L}, () besitzt eine a-te schwache Ableitung in 2,
wenn es eine Funktion u, € L},.(Q) gibt, derart, dass

D%pdx = (-1 |°“/ apd 3.6
/Qu pdr = (—1) Uqpdr (3.6)
fir alle Testfunktionen ¢ € C3°(€2).

Lemma 3.4 Die schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, eindeutig. Ist eine Funktion
stetig differenzierbar, so stimmt die schwache Ableitung mit der klassischen Ableitung
tiberein, was man mit Hilfe der partiellen Integration sehen kann.

Beweis (siehe [7], S.88) Angenommen u, und u, seien schwache Ableitungen von u.
Dann ist fiir alle ¢ € C°(Q): [quD%dz = (=D [ ugpdz = (—1)1°1 [ uppde. Also
ist: [o(uq — ua)pdz = 0. Und aus einer Variante des Fundamentallemmas folgt u, = .

O

Aus diesem Grund werde ich in dieser Arbeit nicht zwischen der klassischen und der
schwachen Ableitung unterscheiden. Im Folgenden ist also stets u, = D“u. Es folgt ein
Beispiel einer schwach differenzierbarer Funktion.

Beispiel 4 (siehe [7], S.89) Die Funktion u(x) = |x| ist schwach differenzierbar in Q) =
(—1,1) mit der Ableitung D*u = sgn(x). Denn mit partieller Integration gilt:

/1 u(z) (z)dx = /0 —x¢(z)dx —|—/ x¢' (z)dx

= —zp(@)[’, +/ r)dw +wp(e )|0_/01 plz)dz

—/ dx—/ o(x)dz
= —/_1 sgn(x)p(z)dx

0, da p € C§°(R2). Die zweite Ableitung
= |z| ein zweites Mal zu differenzieren:

[ son@) @z = [ ~gapdr+ [ g)de = 20(0),

-1

Hierbei habe ich verwendet, dass o(—1) = ¢(1) =
jedoch existiert nicht. Versuche ich namlich u(z)

so miisste —2¢(0) nach Definition der schwachen Ableitung fir eine beliebige Wahl von ¢
mit (u”, ) tbereinstimmen. So ein u” gibt es aber nicht in L},.(Q).

Der nachste Satz stellt eine Verallgemeinerung dieses Beispiels dar.

Satz 3.5 Sei {Q}i—1,.. x eine Partition von § in stickweise glatte Teilgebiete, d.h. Q2 C
UK Qu, QN = 0 fiir k # 1. Dann ist jede (vektorwertige) Funktion u € C°(Q) mit
w € CH Q) firallek =1,..., K schwach differenzierbar in Q mit beschrinkter Ableitung,
die in den $y jeweils mit der klassischen Ableitung tbereinstimmt und auf den Rdndern
der €. beliebig ist.
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Beweis (siehe [7], S.90)
Es sei ¢ € C§°(R2). Mit partieller Integration erhalte ich

K K K
/ uDedr = Z/ uDpdr = — Z/ Dupdz + Z/ vupdo.
@ k=17% k=174 k=179

Das Integral iiber 092 verschwindet wegen ¢ € C§°(£2), die tibrigen Randintegrale heben
sich gegenseitig auf, weil die &uleren Einheitsnormalenvektoren an benachbarten Teilge-
bieten jeweils unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Es ist daher:

K
/ uDpdr = — Z/ Dupdz = —/ Dupdz.
Q =% Q

Es folgen einige Eigenschaften schwacher Ableitungen.

Satz 3.6 (i) Wenn u eine schwache Ableitung D®u in S besitzt, so ist u auch schwach
differenzierbar in jedem Teilgebiet €2y C €.

(ii) Wenn D% eine schwache Ableitung DP(D“u) besitzt, so existiert die schwache Ab-
leitung D**Pu ebenfalls und beide stimmen tiberein.

Beweis (siche [7], S.90)

(i) Die Behauptung folgt direkt aus der Definition der schwachen Ableitung (da man
die Funktionen ¢ mit verschwindenem Trager auf )y einschranken kann)

(i) Aus
/ uD%pdz = (—1)l° / (D%u)pdx  fur alle p € C5°(Q),
Q Q
sowie

/ D*uD%pda = (—1)¥ / DA(Duypdr  fir alle v € C(9),
Q Q
erhalte ich mit ¢ = D%

/QuDaJrﬂ@/)dx:/uDacpdx

|O‘|/ (D%u)dx
1'a|/ (Du) DPyd
= (-1

= (—1)ll+I8l / DA (Duypde  fiir alle o € C2(9).

-1)
)
jlel(—1)1 / D (D u)pda
)
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3.3. Definition und grundlegende Eigenschaften von
Sobolev-Raumen

Definition 16 Fir k € Ny und 1 < p < oo besteht der Raum W"P(Q) aus allen Funktio-
nen u € LP(Q), die k-mal schwach differenzierbar sind mit Ableitungen im Raum LP(Q),
d.h.

WEP(Q) = {u € LP(Q) | Yo mit |a] < k 3y € LP(Q) mit y = D*u}.

Diese Rdume werden als Sobolev-Rdume® bezeichnet.

Beispiel 5 Die Funktion u(z) = |z| auf Q = (—1,1) aus Beispiel 4 liegt also im Sobolev-
Raum W1>(Q), da u,u’ € L>(Q). Sie liegt aber in keinem Raum W?P(Q), weil keine
zweite schwache Ableitung von u existiert.

Satz 3.7 Mit den Normen

1

(i) Tulwro@) = (Siajes Dullfoay)
(@) [Jul[wh.oo ) = Mmaz|q)<il| Dul| Lo @),

werden die Riume WFP(Q) fiir k € Ny und 1 < p < oo zu Banach-Riumen.

Beweis (siehe [11], S.249)

Ich beweise den Satz fiir den Fall 0 < p < co. Dabei zeige ich zunéchst, dass ||u(|yr.r0)
eine Norm ist:

Offenbar ist || Aullyr.ri) = |AllJwllwre@) und |Jullwrr@) = 0 genau dann, wenn v = 0. Um
die Dreiecksungleichung zu zeigen verwende ich die Minkowski Ungleichung®.

Minkowski Ungleichung: Fir u,v € LP(Q) und 1 < p < oo ist u+v € LP(Q) und es
gilt
lu+ vlle) < lJullze) + [[vlle@)-

Seien also u,v € W*P(Q), dann ist

1
||u + UHWk,p(Q) = ( Z HDau + DQUHZEP(Q))p
|| <K
1
< (X (ID"ulln@ + D0 riy))”
|| <k
1 1
< (X IDull )" + (X 1D 0qy)”
o <k o<k

= [Jullwrr) + [|V]lwre@)-

Somit ist ||-||lyyxs(q) eine Norm. Es bleibt zu zeigen, dass W*?(Q) vollstandig ist. Sei dazu
(ug)ren eine Cauchy-Folge in W*P(Q). Dann ist fiir jedes 0 < || < k aufgrund der

3Benannt nach dem russischen Mathematiker Sergei Lwowitsch Sobolew (* 6. Oktober 1908 in Sankt
Petersburg; { 3. Januar 1989 in Moskau).

4Benannt nach dem deutschen Mathematiker und Physiker Hermann Minkowski (* 22. Juni 1864 in
Aleksotas; T 12. Januar 1909 in Gottingen).
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Definition der Sobolev-Norm die Folge (D“uy,)ken eine Cauchy-Folge in LP(€2). Da LP(2)
vollstiandig ist, konvergiert diese Folge gegen einen Grenzwert u}, € LP(€2). Der Beweis ist
beendet, wenn ich zeigen kann, dass u}, = D%u:

/uDagpdx:klim / urD%pdx
Q

= khm ‘ |/ D%uppdx

‘04/ u, pdx.

Also ist uf, = D € LP(Q) und uy — u in WFP(Q).

Bemerkung 3.8 Auf W*?(Q) sind ebenfalls die folgenden Halbnormen definiert:
1

u = [ulwro) = {fo XZjaj=k| DulP}?

U — |U/|Wk,oo(Q) = MaL|q|=k| D U| L (0)

Bemerkung 3.9 Der Raum WH5%(Q) = H*(Q) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarpro-
dukt
(u,v) = / DuD“vdz.

ol <k
3.4. Approximation von Sobolev-Funktionen durch glatte
Funktionen

Um weitere Eigenschaften von Sobolev-Réumen studieren zu koénnen, ist es notwendig,
ein Verfahren zu entwickeln, mit dem Sobolev-Funktionen durch glatte Funktionen appro-
ximiert werden kénnen. Der nachfolgende Satz zeigt, dass sich Sobolev-Funktionen lokal
durch die Glattungsfunktion u. (3.3) approximieren lassen.

Satz 3.10 Seiu € WHP(Q),1 < p < 0o und Qo CC Q. Dann ist D(n.  u) = 1. * D%u
fiir |a] < k. Insbesondere gilt u. — u in WHP(Q).

Bemerkung 3.11 Q CC V bedeutet, dass Q relativ kompakt, d.h. Q@ C V mit Q kompakt
n V.

Beweis (siehe [11], S.250f)
Fir z € Q ist

D*(n. ) = D*uc(e) = D [ (e = y)uy)dy
= /Q Dine(x — y)u(y)dy

1)l [ Dgn.(e — y)uy)dy.
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Fiir ein festes x € Qg ist p(y) = n(x —y) € C5°(€2). Folglich ist nach Definition der a-ten
schwachen Ableitung

/ Din.(z — y)u(y)dy = (1)1 /Qne(flr — y)Du(y)dy,
und damit
D*(n. xu)(x) = (—1)lHe /Q n-(z — y)D*u(y)dy = (n. * Du)(x).

Wegen D% € LP(R2), da u € WkP(Q), folgt aus Lemma 3.2, dass D%u. — D%u in LP(£))
fir e — 0 und fir |a| < k. Daher ist

e — ul[pn ) = > |D*u. — D*ull}, () — 0 fiir e = 0,
la| <k

und damit v, — u fir e — 0.

O

Nun folgt das Hauptresultat dieses Kapitels, namlich die Approximierbarkeit der Funk-
tionen in W*P(Q),1 < p < oo durch Funktionen im Raum C*° () NW*?(£2). Damit iiber-
tragen sich die meisten Eigenschaften klassisch differenzierbarer Funktionen auf Sobolev-
Funktionen, wie beispielsweise die Produktregel (siehe dazu DOBROWOLSKI [7], S. 95).

Satz 3.12 (Meyers und Serrin®) C*°(Q) N WH*P(Q) ist dicht in WkP(Q) fiir 1 < p < oo,
d.h. zu jedem u € W*P(Q) und jedem ¢ > 0 gibt es ein ¢ € C®(Q) N WHFP(Q) mit
lu = ollwrr@) <&

Fiir den Beweis dieses Satzes benétige ich jedoch noch das folgende Lemma.

Lemma 3.13 (Leibnizformel®) Sei T € C°(Q) und u € W*P(Q). Dann ist Tu € WHP(Q)

und
D%u):Z(ﬁ )D“TD”“’ @Z,L[( ) E[

a<p \Y P — O‘k)'

Beweis zu Satz 3.12 (siehe [7], S.93f)

Ich wahle die offenen und beschrankten Mengen ©; C R™,j =0,1... mit ) C Qo C Oy C
. C Qund Q; C Q4 so, dass Q = U2, € eine offene Uberdeckung von € ist. Dann

existiert nach Lemma 2.6 ¢; € C§°(€2), eine Zerlegung der Eins, mit 372, ¢;(z) = 1 in

Q und supp ¥; C Q;. Ferner sei uw € W*?(Q). Dann ist nach Lemma 3.13 ¢;u € W*?(Q)

und die Funktionen ¢ ;u haben kompakte Trager in €. Zu vorgegebenem ¢ > 0 wéahle ich

nun ¢; > 0 so klein, dass zusammen mit Satz 3.10 gilt:

3

e, = (50) = iellwocey < 5

5James Serrin war ein US-amerikanischer Mathematiker (* 1. November 1926 in Chicago;  23. August
2012 in Minneapolis), Norman George Meyers ist ebenso ein US-amerikanischer Mathematiker (* 29.
Juni 1930 in Buffalo).

6Benannt nach dem deutschen Philosophen und Wissenschaftler Gottfried Wilhelm Leibniz (* 1. Juli
1646 in Leipzig; T 14. November 1716 in Hannover).
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Die Funktion v(z) = 352, 1., * (¢;u)(z) ist wohldefiniert, da aufgrund des kompakten
Tragers nur endlich viele Summanden # 0 sind. Daher ist v(z) € C°°(Q2). Weiterhin ist
u(r) = 3232, ¥j(w)u(r) und daher:

v — U||kap(9) = HZ Ne; * (%‘U) - ijuHW’W(Q)
j=1 j=1

7j=1
X €

S : g = 2¢.
7=1

Und wegen v = v—u + _u_ ist auch v € WkP(Q).
~—— ~
ewkp(Q) €EWFP(Q)
= Vu e WkP(Q)Ve >0 Fu e C®(Q)NWHP(Q) : |lu — v|lwrsg) <&

3.5. Fortsetzungen

Satz 3.14 Fir eine Funktion u € LP(Q) ist die Fortsetzung von w durch Null, d.h.

Eu) = {u auf €2

0 sonst
ein Element aus LP(R™) mit | E(u)||Lr@r) = ||t]|zr)-

Wenn man aber eine Funktion u € W?(Q) auf ganz R" fortsetzen méchte, geht das
nicht wie oben einfach mit einer Fortsetzung u = 0 in R™ \ €2, denn dann hétte diese
Fortsetzung einen Sprung am Rand. Man muss also einen Weg finden, u so fortzusetzen,
dass die schwachen Ableitungen am Rand von €) erhalten bleiben.

Definition 17 Sei Q eine offene Teilmenge des R™. Dann besitzt Q einen C'-Rand, falls
gilt: Fir alle v € 09 gibt es eine offene Umgebung U C R™ von x und eine bijektive
Funktion ¢ : U — V mit ¢ € CY(U), so dass ' € C'(V) und

NNU ={x |z €U p(x)=0}
QNU={x|zeUp(x) <0}
U/Q={z|zecUp) >0}

Im Folgenden sei 1 < p < oo.

Satz 3.15 Fiir Q C R™ offen und beschrinkt mit C*-Rand gibt es zu einer offenen Menge
V mit Q CC V einen linearen Operator

E:W(Q) — WP (R™),

so dass fiir u € WHP(Q) gilt:
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(i) E(u) = u fast tuberall in Q,

(i) supp(E(u)) CV
(iii) || E(u)|lwir@ny < Cllullwieq) mit einer Konstanten C' > 0 unabhdngig von u.
E(u) heifst Fortsetzung von u und E Fortsetzungsoperator.

Beweis (siche [11], S.254ff)
Sei 2° € 9Q beliebig aber fest. Ich betrachte die Situation vorerst in einer Umgebung von
2Y. Sei dazu B := B(2%,r),r > 0 die offene Kugel um 2° mit dem Radius r.
Zunéchst nehme ich an, 02 sei flach, d.h. 9Q C {z € R" | z,, = 0}. Weiterhin gelte fur
B
Bt :=Bn{z, >0} CQ
B~ :=Bn{x, <0} C R"/Q.
Da u € W'(Q) durch glatte Funktionen approximiert werden kann, reicht es aus u €

C1(Q) zu betrachten. Durch

i) = {u(m), fur x € Bt (3.7)

—3u(z1,. .. Ty, —Tp) +4u(xy, ... 201, — ), firz € BT

definiere ich eine Spiegelung (hoherer Ordnung) von BT auf B~. @ ist dann nicht nur
stetig, vielmehr ist @ einmal stetig differenzierbar, d.h.

i€ CY(B). (3.8)
Um dies zu priifen, sei v~ := a|g- und u™ := @|g+. Ich weise zuerst die Stetigkeit von @
nach, d.h. ich muss zeigen, dass
lim v~ = lim u*.
rn—0 Tn—0
Es ist
wliglou = —=3u(xy,...,Tp1,0) +4u(xy, ..., v,1,0) = u(xy,...,2,1,0) zliglou ,

und somit ist @ stetig. Da u € C°(Q) sind sowohl v~ als auch u™ ebenfalls stetig diffe-
renzierbar. Es bleibt zu zeigen, dass die Ableitung auch stetig ist, d.h.

0
lim v, = lim u] Vi=1,...,n, wobei u,, = —u.
Tn—0 Lt Tn—0 * a{L’l
Firi=1,...,n—1 folgt dies aus u~ = u* auf {z,, = 0}. Fiir i = n folgt aus der Definition
von u(x),
ou~ 0 0 n
8Zn () = 3a$nu(a§1, ) annu(:pl, R —%),
und somit
0 0 0
xliglo u, (x) = 38xnu(ac1, ey X1, 0) — Qa—xnu(l’l, cey X1, 0) = 8xnu(:v1, ey @po1,0)

— Tim ot
= mlir_rgo uy ().
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Somit ist die Giiltigkeit von (3.8) gezeigt. Weiterhin gilt

lillyiney = X [ 1D da

lal<1

S ( [ iprapde+ |D°‘11]pdx>
a1 /B B-
Z/ |D*alPdx + Z/ |Da|Pdx
lal<1 la]<1

= @l%1n sy + l8l51n -y

= ||uHW1p B+) + ||@H€V1,p(3_).
Zudem ist

@l rns-y < cillullwres

mit einer Konstanten ¢; > 0. Eine ausfiihrliche Rechnung dazu findet sich im Anhang
(siche S. 55ff). Daher gilt

Nl sy = il + 1@y
< ulllyraggr + etllulBynm

= (L+ c)llullyy oz

Und somit folgt mit einer Konstanten ¢y > 0

[ e ) < V14 allullwiss.

=ca

fiir alle u € C*(Q). Durch (3.7) wird also eine lokale Fortsetzung @ von u auf B definiert,
mit
||a||wlm(B) < C||U||W17p(B+)-

Bisher habe ich angenommen, dass 02 flach ist. Sei nun also 92 nicht notwendigerweise
flach bei 2°. Da 0Q C O, gibt es nach Definition des C'-Randes eine Umgebung U von z°
und ein ¢ € C'(U) mit einer Inversen ¢ := ¢! € C''(V), so dass auf V' die flache Situation
vorliegt. Es ist also y = p(x), z = ¥ (y) und u*(y) = u(¢(y)). Mit B = B(y°,7), yo = ©(0)
kann ich nun wie oben u* von BT fortsetzten auf eine Funktion @* auf ganz B, so dass
@* € CY(B) und folgende Abschitzung gilt

Ha*HWLP(B) < CHU*HWLP(BwL).

Mit Riicktransformation auf die x-Variable nach Anwendung des Transformationssatzes
ergibt sich mit W := ¢(B) und |det (D (y))| = 1:

il = (5 [ipwwra)’ = (3 [ Ipa)ra)’

|| <1 lo|<1

= (X [, npiz)’

lal<1

= HUHWLP(W)-
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und

||’LL*||W1,;;(B+ = (Z / |DC¥ |pdy)

|| <1
= (X L 7]
o<1 /¥ (BT)
( /|D°‘ ypdx>
|| <1

= [Jullwir(9)-

Es gibt also eine Fortsetzung @ von u auf W mit
Ha”Wl’P(W) < CHUHWLP(Q) (3.9)

fir eine Konstante ¢ > 0.

Fiir 09 kompakt, gibt es endlich viele Punkte z¥ € 99, dazu offene Mengen W;, so dass
00 C UN,W;, d.h. UX | W, ist eine offene endliche Teiliiberdeckung von 9. Weiterhin gibt
es Fortsetzungen u; von u nach W; wie oben. Sei Wy CC (2 SO gewihlt, dass Q C UN W,
Dann gibt es eine Zerlegung der Eins (&)Y, und @ := 2N &il;, wobei @y = u. Dann
erhalte ich zusammen mit der Abschétzung (3.9)

||ﬂ||W17P(R") < C||U||WLP(Q) (3.10)

fiir eine Konstante ¢ > 0, welche unabhangig ist von u. Fiir eine ausfiihrliche Rechnung
verweise ich erneut auf den Anhang (siche S. 58f). Auflerdem gilt fiir den Tréager von u,
supp(u) C V mit Q CC V. Es gilt somit Eu = u und die Abbildung u +— Fu ist linear,
denn

E(au) = v mit v = au fast iberall in €, also
E(au) =v = au = aF(u)

und ebenso gilt

E(u+v) = w mit w = u + v fast Gberall in €2, also
E(u+v)=u+v=E(u)+ E(v).

Bisher habe ich angenommen, dass v € C*(Q). Sei nun also v € WHP(Q) fiir 1 < p <
oo und u,, € C*(2) konvergiere gegen u in WP(Q). Die Abschitzung (3.10) und die
Linearitat von F implizieren

| Bty — Eul||W1,p(Rn) = || E(um — ul)||W1,p(Rn) =< c||uy — ulHWl,p(Q).

Daher ist (Eu,,)_; eine Cauchy-Folge und konvergiert somit gegen @ =: Ewu. Diese
Fortsetzung ist unabhéngig von der Wahl der konkreten Folge (u,,)_,, womit der Satz
bewiesen ist.

m=1»
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3.6. Randwerte von Sobolev-Funktionen

Die schwachen Ableitungen und die Sobolev-Réume wurden zum Losen partieller Diffe-
rentialgleichungen entwickelt. Beim Losen von Randwertproblemen gibt es jedoch noch
ein Problem, da schwach differenzierbare Funktionen ebenso wie die LP-Funktionen auf
Nullmengen nicht definiert sind. Der Ausdruck u|sq = v fiir u € W*P(Q) und v € C(99)
ergibt also erst einmal keinen Sinn. Abhilfe schafft hier der sogenannte Spuroperator:

Satz 3.16 SeiQ C R" ein beschrinktes Gebiet mit C*-Rand. Dann gibt es einen linearen,
beschrinkten Operator T : WYP(Q) — LP(9Q), mit folgenden Eigenschaften:

(i) Tu = ulaq falls u € WH(Q) N C(Q) und

(@) [|[TullLe@o) < cllullwirg)

fiir alle v € WYP(Q) mit einer Konstanten c, die nur von p und Q abhdingt.
Definition 18 Der Operator T heifst Spuroperator.

Beweis (siehe [11], S.258f)

Sei u € C'(Q). Dann betrachte ich, wie im Beweis zuvor, zunichst den Fall, dass 2° € 9Q
und 99 flach ist in der Nihe von 20, d.h. 9Q C {z,, = 0}. Ferner sei B wieder die offene
Kugel mit Radius r um 2°, so dass

Bt :=Bn{z, >0} CQ
B~ = BN {z, <0} C R*/Q
und B die konzentrische Kugel mit Radius Z, d.h. B = B%(z?, 5). Dazu wihle ich ¢ €

29
Cye(B) derart, dass ¢» > 0 in B und ¢ = 1 in B. Mit I' bezeichne ich zudem die Menge
von 9Q in B, dh. T':=90NB. Sei 2/ = (v1,...,20,1) ER" I ={z e R" | 1, =0} =
{z, = 0}. Dann gilt nach Anwendung der partiellen Integration:

/|u|pdx' < / 19 |ulPda’
r {xn=0}

0 _ 0
= [ lul o+ pu (snu) 5 —uwds,
" =:b Hrb_/

=:a

wobei die 1 fiir die n-te Komponente des dufleren Normalenvektors an I' steht.

Youngsche Ungleichung™: Fiir a,b > 0 und 1 < p,q < oo und % + é =1 gilt

a? bl
ab < — + —.
p q
Angewandt auf den zweiten Summanden ergibt das mit ¢ = ;% und ¢ > 0:
, 0
/|u|pdx < c/ [ul? + | =—u|Pdz < c/ |ul? + | DulPdx. (3.11)
r B+ oz, B+

"Benannt nach dem englischen Mathematiker William Henry Young (* 20. Oktober 1863 in London; t
7. Juli 1942 in Lausanne).
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Damit ist also:
|ull oy < cllullwirq)-

Sei nun 20 € 99, aber 90 nicht notwendigerweise flach in der Nihe von 2°. Dann kann
ich wie im Beweis zuvor die Koordinaten entsprechend transformieren, so dass (3.11) fiir
ein transformiertes ' gilt. Zusammen mit (3.11) und einer Riicktransformation erhalte
ich dann

/F]u\pdS < C/QW + |DulPda,

wobei I' eine offene Teilmenge von 9 bezeichnet, die 2° enthélt.
Fiir 99 kompakt gibt es endlich viele Punkte 29 € 992 und offene Teilmengen I'; C 992 (i =
1,...,N), sodass 0Q = UY, T; und

||u||Lp(pi) < C||U||W1,p(Q) (i=1,...,N).

Daher gilt fir Tu := u|sq
Tulzriom < el (312)

fiir eine geeignete Konstante ¢, die unabhéngig ist von u.

Die Ungleichung (3.12) gilt also fir alle u € C'(£2). Nun nehme ich an, dass u € W'(Q).

Dann gibt es nach Satz 3.12 Funktionen u,, € C*(), die gegen u in W'*(Q) konvergieren.
Nach (3.12) ist dann:

||Tum - Tul”Lp(aQ) S CH’LLm — ulHWl,p(Q) (313)

d.h. (Tuy,)pe_; ist eine Cauchy-Folge in LP(09). Sei Tw = limy, o Tuy, der Grenzwert
in LP(092). Schlieflich sei v € W'?(Q) N C(Q). Dann ist es méglich die Funktionen u,, €
C*>(Q) so zu konstruieren, dass sie gleichméflig gegen u auf  konvergieren. Daher ist

Tu = ulsq.

Definition 19 Mit WiP(Q) bezeichne ich den Abschluss von CS(Q) in WHE»(Q).

Das bedeutet, es ist u € Wg?(€) genau dann, wenn es eine Folge (u,)neny € CS°(Q)
gibt, so dass u,, — u in W*P(Q). W5?(Q) besteht also aus allen Funktionen u € W*?(Q)
mit D% = 0 auf 0N fir alle |a| < k — 1.

Satz 3.17 Sei Q) C R" ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand und u € W'P(Q2). Dann ist
u € WyP(Q) genau dann, wenn Tu = 0 auf 0.

Beweis (siehe [11], S.259ff)

” = 7 Sei u € Wy?(Q). Dann existieren aufgrund der Definition Funktionen u,, € C5°(Q),
so dass U, — u in WHP(Q). Mit Tu,, = 0 auf 92 (m = 1,...) und da T : W'?(Q) —
LP(09) ein beschriankter und damit stetiger linearer Operator ist, ist Tu = 0 auf 0f.

7 <=7 Die Umkehrung ist etwas schwieriger. Angenommen es ist

Tu=0 auf of.
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Zusammen mit Satz 2.6 (siehe S. 10) und mit "Glatten"von 02 wie in den vorangegangenen
Beweisen kann ich annehmen, dass

u € WHP(R™), u besitzt kompakten Triger in R
Tu =0 auf OR} = R" 1.

Hierbei ist R? = {z = (z1,...,2,) € R” | 2, > 0} und R* ! = {x € R" | z, = 0} =
{z, = 0}. Da Tu = 0 auf R"!, gibt es Funktionen u,, € C*(R") so dass

Uy — u in WHP(RT) (3.14)

und
T = Uy |gn— — 0 in LP(R™1). (3.15)

Sei 2’ € R*!, x,, > 0, dann ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
(&, 50)] < [ (0, 0)] [t (2, 0
0

und somit

/ |t (2, 2,)|Pda’ < c(/ U (2, 0)[Pdz’ + 2271 /xn/ | Dy (2 t)|pdx’dt>.
Rn-1 Rn—1 0 Rn—1

Fir m — oo und mit (3.14), (3.15) erhalte ich fir x,, > 0:

/ 1|u(x',xn)|j”dx' < cab™! /xn/ 1|Du|pdac’dt (3.16)
R 0o Jrn-

Ferner wihle ich ¢ € C*°(R,) derart, dass ) = 1 auf [0,1] und ¢ = 0 auf R, /[0,2],0 <
1 < 1 und schreibe

U () = Y(maxy,) (x € RY)
W = w(z)(1 = ¥y,).
Dann ist
%wm = %u(l — ) — mu%vﬁ
Dx/wm = Dx/’u,(l - Zﬂm)

Und daher

J

Dann ist aber

Dw,, — DulPdz < ¢ Y|P DulPdz + em? " ulPde’dt =: A+ B.  (3.17
R" 0o Jre—t

’I'L—
A—=0firm— o

dawm#()nurfﬁrogxngi.
Um den Ausdruck B abzuschitzen benutze ich die Ungleichung (3.16):

2 2
B < cmp(/m tp_ldt> (/m / |Du|pda:'dxn>
0 0o Jrnt

2
< c/m / | Du|Pdz’dx,, — 0 fir m — oo.
0o Jrem
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Folglich ist Dw,, — Du in LP(R") und da w,, — w in LP(R?%), gilt:
Wy, — u in WH(RY).

Aber es ist w,, = 0 fur 1 < z, < % Deshalb ist es moglich die w,, zu glatten um
Funktionen u,, € C§°(R") zu erzeugen, mit w,, — u in WP (R" ). Daher ist u € Wol’p(]R:i).

O

3.7. Poincare-Ungleichung

Oft ist es hilfreich, Norméquivalenzen herzustellen, bei denen die gesamte Sobolev-Norm
(bestehend aus den LP-Normen aller Ableitungen bis zu k-ten Ordnung) abgeschétzt wer-
den kann durch die LP-Norm nur! der k-ten Ableitungen (plus geeignete Zusatzterme).

Satz 3.18 (Poincaré- Ungleichung®) Sei Q) eine offene, beschrinkte und zusammenhdn-
gende Teilmenge des R™ mit C'-Rand 0. Sei 1 < p < oco. Dann existiert eine nur von
Q und p abhdngige Konstante c, mit

[u = (uw)ellLr @) < ¢ VullLe(e) (3.18)

fiir jede Funktion v € WYP(Q), wobei (u)q = ﬁ Jou(y)dy der Mittelwert von wu iber Q
und || das Lebesgue-Maj$ von €.

Im Beweis verwende ich das folgende Lemma:

Lemma 3.19 (Lemma von Rellich-Kondrachov’) Sei Q) eine offene und beschrinkte Teil-
menge des R™ mit Ct-Rand. Angenommen es ist 1 < p < n, dann ist fiir jedes 1 < q <

_ .
pr= 7

WhP(Q) cc LYQ),
d.h. jede Folge in WP(Q) besitzt eine in L1(Q) konvergente Teilfolge.

Fiir einen ausfiihrlichen Beweis dieses Lemmas verweise ich auf EVANS (siehe [11], S.
272fF).

Beweis zu Satz 3.18 (siche [11], S.275f)
Ich fiithre einen Widerspruchsbeweis. Ich nehme also an, fiir jedes n € N existiert ein
Uy, € WHP(Q) mit:

[un = (un)allzr) > nl|Vun| o) (3.19)
Un—(Un)Q

= Mlun—(un)ellzro)

(vn)a =0, |lvpllr@) =1 (3.20)

Fiir die normierten Funktionen v, : gilt dann:

8Benannt nach dem franzosischen Mathematiker Henri Poincaré (* 29. April 1854 in Nancy; 1 17. Juli
1912 in Paris).

9Benannt nach dem deutschen Mathematiker Franz Rellich (* 14. September 1906 in Tramin; { 25.
September 1955 in Gottingen) und dem russischen Mathematiker Vladimir Iosifovich Kondrashov
(Geburts- und Sterbedaten unbekannt).
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woraus mit (3.19) folgt:
1

Vol <
[VUn] o) < -

Vn e N (3.21)

Insbesondere ist die Funktionenfolge (v,,)nen beschrankt in W'P(Q) und besitzt daher
nach Lemma 3.19 eine Teilfolge (vy, )ien, die in LP(2) gegen ein v € LP(§2) konvergiert.
Fiir dieses v gilt wegen (3.20)

(V)a=0, [Jv]w@ =1 (3.22)

Andererseits ist aber wegen (3.21) fir alle i € {1,...,m},p € C§°(2)

Oy , (o0 , 0
/Qvaxi dz = llirglo A Unla—xidx = — llgglo/ﬂ a—xivmgoda: = 0.
Damit existiert die schwache Ableitung von v, d.h. v € W'?(Q), und ist fast iiberall gleich
Null (Dv = 0). Da Q zusammenhéngend ist, ist v konstant fast iiberall in 2. Wenn aber v
konstant ist, muss wegen (3.22) v = 0, und damit ||v||r@) = 0. Das ist ein Widerspruch
zur rechten Seite von (3.22).
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4. Kornsche Ungleichungen

In der Elastizitatstheorie betrachtet man den Zustand von Koérpern unter der Einwirkung
von Kraften. Insbesondere studiert man die Verzerrungen und Spannungen, die durch
Deformation erzeugt werden (vgl. BRAESS [2], S. 272ff). Die Kornschen Ungleichungen
spielen eine wichtige Rolle in der linearen Elastizitéitstheorie!. Aus diesem Grund mochte
ich an dieser Stelle einen kurzen Einblick in die Theorie geben.

4.1. Elastizitatstheorie

Die Grundlage bildet hier die dreidimensionale Theorie. Es sei {2 eine offene und be-
schrinkte Teilmenge des R?. Der Abschluss  von  beschreibt dabei gerade das Volumen
eines Korpers, dass er vor der Verformung einnimmt. Man nennt  aus diesem Grund auch
Referenzkonfiguration. Eine Deformation der Referenzkonfiguration (vgl. CIARLET [4],
S.26ff) ist ein Vektorfeld

©0:Q — R

das geniigend glatt, injektiv (auBer moglicherweise am Rand der Menge 2) und orientie-
rungserhaltend ist. Der Deformationsgradient V¢ ist gegeben durch

8$1§01 a$2@1 a$3<)01
Vo= 1092 Onpa Onp2
8:(:1 ©3 aIQ ©3 8x3 ©3

Da eine Deformation orientierungserhaltend ist, gilt det Vo > 0 Vr € (), insbesondere ist
die Matrix invertierbar fiir alle x € ). Zusammen mit der Deformation mdéchte ich zudem
die Verschiebung u einfithren. Dabei handelt es sich um das Vektorfeld

u: Q2 — R mit o =id + u,

wobei id die identische Abbildung von R? nach R? bezeichnet. Damit ergibt sich fiir den
Deformationsgradienten (vgl. CIARLET [4], S.28f)

Vo =1+ Vu. (4.1)

Aus dem Deformationsgradienten lisst sich der sogenannte rechte Cauchy-Green? Tensor
C ableiten (vgl. BREASS [2], S.273)

C:=Vp'Ve. (4.2)

!Linear bedeutet in diesem Fall, dass es nur infinitesimal kleine Verschiebungen und Verzerrungen und
einen linearen Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen gibt.

2Benannt nach dem britischen Mathematiker und Physiker George Green (* 14. Juli 1793 in Sneinton,
T 31. Mai 1841 in Nottingham).
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Die durch 1
E = 5(0 -1 (4.3)

definierte Abweichung von der Identitdt bezeichnet man als Verzerrung. Nach Einsetzen
von (4.2) und (4.1) in (4.3) erhalte ich

1 ,0u; | Oy Ouy, Quy,
By = 2<8:Ej 8931) Z Ox; O,

In der linearen Elastizitdtstheorie werden die quadratischen Terme vernachléssigt und ich
erhalte den linearen Verzerrungstensor

e(u) = sym Vu = ;(Vu +vVul) e L2, () = {e = (g;5) € L*(Q);e4; = €j; in Q}.

sym

Zum Beispiel ist fir n = 2,e(u) gegeben durch:

() = e(ur, uy) = <;( Oy ;(8x1u2+0x2u1)) _ <611(u) slz(u))

Oy, Uy + Oz, Us) O, Us go1(u) €29(u)

Um eine bestimmte Deformation zu erzeugen, wird eine gewisse Kraft benotigt. Kraft
pro Flache wird als Spannung o bezeichnet, welche abhangig von der Orientierung der
Flache ist (vgl. HERGARTEN [12], S.1f). Im einfachsten Fall wird die Orientierung durch

1
einen Normalenvektor 7 beschrieben. Der Normalenvektor [ 0 | beschreibt demnach
0
beispielsweise eine Flache in der xox3-Ebene. Die auf diese Flache wirkende Spannung wird
011 012
mit | o091 | bezeichnet. Analog bezeichne ich mit | o9 | die Spannung auf eine Flache
031 032

in der xyx3-Ebene und mit | o093 | die Spannung auf eine Flache in der z;z9-Ebene.

033
Fasse ich diese drei Vektoren zu einer Matrix zusammen erhalte ich den sogenannten

Spannungstensor
011 012 013
0 = 1021 02 023
031 032 033

Im Rahmen der linearen Elastizitatstheorie steht man nun vor der Aufgabe, Losungen
des folgenden linearen Randwertproblems zu finden (siehe [10], S.345f bzw. [4], S. 287ff)

—divo(u) = f, VreQ (4.4)
UZO, V:CEF():Q\Fl
on=g, Vrxelj.

Hierbei ist u das Verschiebungsfeld, f eine volumenbezogene Dichte der &ufleren Kréfte,
n = n; der duBlere Normaleneinheitsvektor zu I' und o der Spannungstensor. Dieser ist
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durch das Hookesche Gesetz® gegeben, d.h.

oi(u) =Y aiuen(u).
k.l

Unter ¢;;(u) sind hierbei die Komponenten des linearen Verzerrungstensor zu verstehen.
Fiir die Koeffizienten a;;y; gilt: Sie erfiillen die Symmetriebeziehnungen a;ji = ajirs = ariij-
Durch Skalarmultiplikation der Gleichung (4.4) mit einer Testfunktion v und Integration
iiber 2 erhalt man nach Anwendung der partiellen Integration: Finde eine Lésung u €
HY(Q) mit u=0 auf Ty, so dass fir alle v e H(Q) mit v=0 auf 0N gilt:

/ Z aijklaklaxjvidx:/fmdx.
Q. Q

'L,j,k,l:l

Bei der linken Seite

w
=
=

I
5~
e

azjkﬁkzaxjvidx
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Il
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aijklekl(u)sij(v)dx
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;\
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e~

Il
—
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&
>
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handelt es sich um eine stetige Bilinearform auf dem Raum H'(Q). Wegen der Symme-
triebedingung a;jx; = agy; ist diese Bilinearform symmetrisch, d.h. B(u,v) = B(v, u). Bei

der rechten Seite
L(v) = / f-vude
Q

handelt es sich um eine stetige Linearform L : H'(Q) — R.
Das Randwertproblem (4.4) ist also dquivalent zu dem Problem:

Finde eine Lisung w € H' () mit B(u,v) = L(v) Yv € H'(Q). (4.7)

Der nachste Satz besagt, unter welchen Voraussetzungen dieses Problem eine eindeutige
Losung besitzt. Doch zunéchst folgt eine kurze Definition:

Definition 20 Sei V' ein Banachraum mit der Norm ||||. Eine Bilinearform B : V xV —
R heifit

1. stetig, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass:

|B(u,v)| < cllull - [[o]| - Yu,v eV

2. V-elliptisch, oder kurz elliptisch, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass

cv||* < B(v,v) YveV.

3Benannt nach dem englischen Universalgelehrten Robert Hooke (* 28. Juli 1635 in Freshwater,  14.
Mérz 1703 in London)
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Satz 4.1 Sei L : V — R eine stetige Linearform und B : V x V. — R eine elliptische
Bilinearform. Dann besitzt das Problem: Finde eine Losung u € V' so dass B(u,v) = L(v)
fiir alle v € V' genau eine Lisung.

Beweis (siche [4], S. 289) Da die Bilinearform B elliptisch und stetig ist, gilt:
cllvl* < Bv,v) < |B[lv]I*, Vv eV

Somit ist die Bilinearform B ein Skalarprodukt auf dem Raum V, und die dazugehorige
Norm v € V — (B(v,v))? ist dquivalent zur gegebenen Norm. Folglich ist V zusammen
mit dem Skalarprodukt ein Hilbert-Raum. Nach dem Darstellungsatz von Riesz existiert
nun ein Element [ € V', mit:

L(v) = B(l,v) YvelV. (4.8)

Aus (4.8) folgt, u = [ ist die einzige Losung des Problems.

Bemerkung 4.2 Das Problem: Finde eine Losung u € V' so dass B(u,v) = L(v) fir alle
v eV, besitzt auch dann eine Losung, wenn die Bilinearform nicht symmetrisch ist. Das
ist namlich genau die Aussage des Lemmas von Laz-Milgram? (siehe dazu [11] S. 297ff).

In diesem Zusammenhang besagen die Kornschen Ungleichungen, dass die Bilinearform
aus (4.7) elliptisch ist. Und somit besitzt das Randwertproblem der linearen Elastizitéts-
theorie genau eine Losung. Doch an dieser Stelle mochte ich es bei der bloen Erwédhnung
der Tatsache belassen. Der Beweis erfolgt spater. Zuvor werde ich mich mit den Kornschen
Ungleichungen und deren Beweise beschéaftigen.

4.2. 1. Kornsche Ungleichung

Satz 4.3 (1. Kornsche Ungleichung) Sei Q C R" offen, dann gilt Yu € H}(Q) = {u €
HY(Q) | u=0 auf T} die folgende Ungleichung:

IVulliz () < 2lle(u)lzq)- (4.9)

Hierbei ist Vu = 371", 8ui und e(u) der symmetrischen Teil von Vu.
’ J

Beweis (siehe [3], S. 25)
Es gentigt zu zeigen, dass die Ungleichung (4.9) fir alle u € C§°(Q2) gilt, da C§°(Q2) dicht
ist in HJ(Q2) (vel. Definition 19). Sei also u € C§°(€). Zusammen mit der partiellen

4Benannt nach dem ungarischen Mathematiker Peter David Lax (* 1. Mai 1926 in Budapest) und dem
US-amerikanischen Mathematiker Arthur Milgram (* 3. Juni 1912 in Philadelphia, { 30. Januar 1961)
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Integration und der Tatsache, dass u auf dem Rand von €2 verschwindet, ist dann:

3u, an 2
ooy = 7 [, 32 (G + 52 e

i,7=1
Ou; \ 2 aui Ou;
d
T2 / Z;I[(ax) 0x; ami] v
1 ) 0,
2 /Q|Vu| * ”z:l (f‘)x]@xz
Ou; Ouj
2 2, i O 4
HVUH 2 / ”21 Oz; Ox; v
. 1 2 1 8%1 (9un 2
a 2HVuH + 2/9(8:61 et 8:%) de
=(divu)2>0
1 2
> §HVUHL2(Q)
0
4.3. 2. Kornsche Ungleichung
Satz 4.4 (2. Kornsche Ungleichung) Fiir jedes uw € H*(Q) gilt:
2
Juli ey < e Nullzzey + lle@)llzzco) (110

mit einer Konstanten ¢ > 0, welche unabhdngig ist von wu.

Im Unterschied zur ersten Kornschen Ungleichung ist der Beweis von (4.10) eher kom-
pliziert und erfordert zusétzliche Voraussetzungen fiir €2. In der Literatur sind aufgrund
dessen viele verschiedene Beweise zu finden, in denen jeweils andere Annahmen fiir (2 ge-
troffen wurden. In dieser Arbeit beschranke ich mich auf drei Félle: Der Rand des Gebiets
Q ist (1) reguldr®, (2) ein Lipschitz-Rand (vgl. Definition 24, S.43) und (3) polygonal
berandet. Ich beginne mit dem Beweis, welcher in Duvaut & Lions [9] zu finden ist. Er
beruht auf der Annahme, (2 sei eine offene, beschrankte Menge mit reguldrem Rand (1).
Doch zunichst gebe ich einen kurzen Uberblick iiber wichtige Notationen. Anschliefiend
folgt ein wichtiges Lemma von J.L. Lions (Lemma 4.7, S.42), welches eine zentrale Rolle
im Beweis der Kornschen Ungleichung spielt.

4.3.1. Das Lemma von J.L. Lions
Vorbereitungen

Zur Erinnerung: Fiir alle k£ > 1 werden mit H*(Q) = W*2(Q), H¥(Q) = WJ*(Q) die regu-
liren Sobolev-Rédume bezeichnet. Die Normen in L*(Q) und H*(€2) werden gekennzeichnet

SEin Randpunkt x € 9Q heifit regulir, wenn es eine Umgebung U von x und eine einmal stetig diffe-
renzierbare Funktion ¢ : U — R mit ¢'(z) # 0 Vo € U gibt, so dass QNU = {z € U | p(z) < 0}. Die
Menge aller reguldren Punkte heifit regularer bzw. glatter Rand von (2.
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mit ||-||z2(q) und |||| gr (o) und sind folgendermafien definiert:

Jullzz = ([ Julde)” w e 2@
k 1
2
=1

Um das Lemma von J.L. Lions zu verstehen, muss ich zunéchst ausfiithrlich den Begriff
der Distribution erkldren und zudem Sobolevrdume mit reellen Exponenten mit Hilfe der
Fourier-Transformation definieren.

Definition 21 Sei 2 C R” ein Gebiet und (Vx)ren eine Folge in C3°(2). Dann konver-
giert die Folge vy gegen i € C§°(2) genau dann, wenn es eine kompakte Menge K CC €
gibt mit supp(¢y.), supp(v) C K und D*y — DY gleichmdfig in Q fir alle Multiindizes
a gilt. C3°(Q) ausgestattet mit diesem Konvergenzbegriff bezeichne ich mit D($2).

Definition 22 FEine Abbildung T : D(Q)) — C heifst Distribution, wenn T linear und
stetig ist, d.h. wenn fir alle Folgen (Vg )ken € D(Q) mit 1y, — ¢ im Sinne von Definition
21, auch T'(1y) — T'(¢) gilt. Die Menge der Distributionen bezeichne ich mit D'(2).

Beispiel 6 (siehe [7], S.217f)
(i) Eine Abbildung

Tu(¢) = [ u@)e()de, e Li,(Q).¢ € GF(Q)

ist eine Distribution. Das bedeutet, jede Funktion u € L, .(Q) erzeugt eine Distribu-
tion. Solche Distributionen heiffen requldr.

i) Firu e L (Q) und einen Multiindex o € NP ist
(i) 0

loc

T,(0) = ()T, (D%) = (~1) [ uDpaz
eine Distribution.

Bemerkung 4.5 Ezistiert die schwache Ableitung von u, so ist auch T, eine regulire
Distribution mit T,y = Tpey, D*u € L} (). Das heifit, dass sich die schwache Ableitung
von der distributionellen Ableitung nur dadurch unterscheidet, dass die abgeleitete Funkti-
on eine requldre Distribution sein muss. Verzichtet man auf diese Forderung, so bedeutet

dies, dass jede Distribution beliebig oft differenzierbar ist.

Weiterhin spielt die Fourier-Transformation (siche Kapitel 2.3) in dem Lemma von
Lions eine groBe Rolle, denn mit ihrer Hilfe lassen sich auch Sobolevraume H*(R™) mit
reellen Exponenten s definieren.

Definition 23 Firu € L*>(R") istu € H*(R"™) genau dann, wenn ug(y) = (1+|y[?)2a(y) €

L*(R™). Mit dem Skalarprodukt (u,v) = [ (1 + |£]*)*0(E)D(€)dE wird H*(R™) zu einem

Hilbertraum.
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Bemerkung 4.6 Diese Definition gilt auch fir s < 0 mit der Einschrinkung, dass u
eine Distribution ist. Dabei gilt H*(R™) = H~*(R")%, wobei H*(R") den Dualraum von
H*(R™) bezeichnet.

Aus der Bemerkung 4.6 ergibt sich also:
H'(Q) ist der Dualraum von Hj(Q) ausgestattet mit der Norm ||| ().
Es ist klar, dass fiir eine Distribution v gilt
veEL*(Q)=ve H Q) und dw € H1(Q),1<i<n,7

da (die Dualitat zwischen C§°(Q2) und C§°(2)" wird mit (.,.) bezeichnet):
(.0} = | [ vedal < [olzzellellmn o)

(0i0,9)| = |~ (0,00 = |- [ vOrpdal < o]zl

fur alle ¢ € C§°(£2). Umso bemerkenswerter, daftir aber auch umso schwieriger zu bewei-
sen, ist die folgende Tatsache:

Lemma 4.7 (J.L. Lions®) Sei Q eine offene, beschrinkte Menge mit requlirem Rand und
u eine Distribution auf Q2. Dann gilt

u € H Q) und Ou € H(Q) Vi = u € L*(Q).

Beweis (siehe [9], S.112ff) Es sei X () = {v € H'(Q),0,v € H () Vi} ein Hilbert-
. 1 . .
raum mit der Norm [[v]|x @) = (|vll5-1(g) + X110 -1 (0))2 - Es ist zu zeigen:

X(Q) = L*Q) (4.11)

Ich zeige den Beweis fiir = R3. Fiir einen ausfiihrlicheren Beweis verweise ich auf
Duvaut & Lions [9], S. 112ff:
Unter dieser Voraussetzung ist die Relation (4.11) richtig, denn aufgrund der Definition
23 ist die Annahme v € H1(Q) und d;v € H'(Q) Vi dquivalent dazu, dass
(L+[6P) 20 € LXRY), (1+[¢f) 260 € L(R).
Da fiir zwei Funktionen aus L?(R?®) auch die Summe beider Funktionen in L*(R?) liegt,
gilt
L a+1eR A+ Y edlords < oo
i=1

Somit ist v € L*(R?) = L*(Q).

6Da Hilbertriume zu sich selbst dual sind, gibt es einen Isomorphismus zwischen H*®(R™) und H ~*(R"),
welcher durch u — F~1((1 4 |¢[?)*F(u)(€))(x) gegeben ist

"Dies ist also kein Widerspruch zu Beispiel 4, da v hier eine Distribution ist und somit d;v nach
Bemerkung 4.5 stets existiert.

8Pierre-Louis Lions ist ein franzdsischer Mathematiker (* 11.August 1956 in Grasse).
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4.3.2. Beweis 1

Nun folgt der erste Beweis der 2. Konrschen Ungleichung unter der Voraussetzung, dass
der Rand von (2 stetig differenzierbar ist.

Beweis (siche [6], S.416; [5], S. 44ff, [9], S.111)
Sei E(Q) = {u € L*Q) : g (u) € L*Q) Vi,j}. Dann ist F(Q) ein Hilbert-Raum
mit der Norm |lullo = (ullr2@ + |l ()]|2@)?. Klar ist HY(Q) € E(Q). Um die

umgekehrte Inklusion zu zeigen, sei v € E(Q). Dann ist ¢;;(u) € L*(Q), und daher
B%iu) € HY(Q) Vi, j, k. Weiterhin gilt nach dem Satz von Schwarz® die folgende Identi-
tat: P p 3 3
Ui — . [ .. _ — .
Ox;0x), 8x-82k(u) + axf”(“) 8migjk(u)'

J

Folglich ist also
32ui
O0x;0xy,

Nach Anwendung von Lemma 4.7 gilt also d;ux € L*(Q2). Es ist also auch E(Q) € H'(Q)
und das impliziert die algebraische Identitit F(Q) = H'(€2). Die identische Abbildung ¢
von H'(Q) zusammen mit der Norm ||-|| g1(o) nach E(2) mit der Norm ||-||q ist injektiv,
stetig (natiirlich gibt es eine Konstante ¢, sodass [|v]lq < c||v||m), Yo € H'(Q)) und
wie eben bewiesen surjektiv. Da beide Rdume vollsténdig sind, ist (nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen) die inverse Abbildung ¢~! ebenfalls stetig. Es gibt folglich auch
eine Konstante ¢, so dass ||u||g1(q) < cfjuljq und somit ist 4.10 bewiesen.

c HY(Q) Vi, j k.

Bemerkung 4.8 Fine Variante des vorangehenden Beweises zeigt, dass Lemma 4.7 die
Ezxistenz einer Konstanten c impliziert, so dass

ol < (ol + EIVUlri@ ) (112
i=1
woraus erneut die Giultigkeit von (4.10) gefolgert werden kann.

4.3.3. Beweis 2

Definition 24 Q heifit Lipschitz-Gebiet!?, wenn sich der Rand 0 lokal in einer jeweils
geeigneten Richtung als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion schreiben ldsst und ) auf
einer Seite des Graphen liegt.

Als néchstes nehme ich also an, € sei ein beschréanktes Lipschitz-Gebiet des R™. Der
Beweis beruht vor allem auf den zwei folgenden Lemmata:

9Benannt nach dem deutschen Mathematiker Hermann Amandus Schwarz (* 25. Januar 1843 in Herms-
dorf, Schlesien; 1 30. November 1921 in Berlin). Der Satz besagt, dass fiir mehrfach differenzierbare
Funktionen die Reihenfolge der partiellen Differentiation nicht entscheidend ist fiir das Ergebnis.

10Benannt nach dem deutschen Mathematiker Rudolf Lipschitz (*14. Mai 1832 in Kénigsberg, t 7. Ok-
tober 1903 in Bonn).
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Lemma 4.9 Sei p(x) der Abstand eines Punktes x von 0S). A bezeichne den Laplace-
Operator. Sei v € C°(Q) N L*(Q), p?Av € L*(Q). Dann ist pNVv € L*(Q) und es gilt die
Ungleichung:

lpV ol < ellvllra@) + [10°Av]lrag),

mit einer Konstanten ¢ > 0, welche unabhdngig ist von v.

Beweis (siehe [16], S. 14f)

Sei (25 die Menge aller Punkte aus 2 mit einem Abstand grofler als 6 = const > 0 von
09). Die Funktion p(z) erfiillt die Ungleichung |p(z) — p(y)| < |z — y| fiir alle z,y € Q,
denn nach der Dreiecksungleichung ist |z —y| < |z — z| + |z —y| Va,y € Q, 2 € 9Q. Durch
Bilden des Infimums iiber alle z € 02 auf beiden Seiten und durch Vertauschen von x
und y erhalte ich die gewiinschte Ungleichung. Sei weiter z, der Punkt von 02, so dass
p(y) = |y — z,|. Dieser existiert nach dem Satz von Weierstra'!, da € beschrinkt und
abgeschlossen ist. Dann ist |p(z) — p(y)| < | — 2| — |y — 2| < |z — 2, — y + 2,|. Daher
ist p(z) Lipschitz-stetig in 2 und somit besitzt p(z) beschrankte schwache Ableitungen
erster Ordnung in €2 (siche [11], S. 279f). Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und
nach Anwendung der partiellen Integration ist:

/Qs (p(z) — 5)2(Vv)2da: = /Q(;M'Vijdx

= — Vu - vdzx

Qs

_ 9p 2
=, 2(p(x) — 5)833'Z-VU ~vdz — /Qé(p(x) —9)"Av - vde

<a (II(P — )Vl L2 [V L2(05) + [1(p — 6)2AU||L2(95)||U||L2(Qa)>'
Es folgt:
[(p = 0)VU|| L2, < Cz(||U||L2(95> + /(o — 5)2AUHL2(05)>7

wobei ¢y eine Konstante ist, welche unabhéngig ist von § und v. Fiir 6 — 0 und da
p(x) > 6 in Qs erhilt man

16V 20y < cllvlla) + 107 Av]|L20)),
womit das Lemma bewiesen ist.

O

Lemma 4.10 Sei p(x) der Abstand eines Punktes x von 0S). Dann gilt fiir jede Funktion

v e C®(Q)N LA(Q) mit paaizng € L*(Q) die folgende Ungleichung:

n 0%*v
Vel < of )
Vollin < (Ioll + 3 gL

wobei ¢ > 0 unabhdngig von v ist.

HBenannt nach dem deutschen Mathematiker Karl Theodor Wilhelm Weierstral (* 31. Oktober 1815
in Ostenfelde, T 19. Februar 1897 in Berlin). Der Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf einer
kompakten Teilmenge des R™ beschrankt ist und ihre obere und untere Schranke annimmt.

44



Beweis (siehe [16], S. 15ff)
Fiir jede skalare Funktion f € C[0,b] ist nach partieller Integration:

/f tdt = 2/ L (1)
< f3(r) 7‘—{—6/ fA(t)dt + - / )Pt2dt.

Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, kann ich 7 so wéhlen, dass

b b
2(1) < i/g fAt)dt, Te¢ [§;b].

Dann ist s b b .
[ rwa<e [ paaee [ paa S [rope

Nach Hinzufiigen von [¢ f2(t)dt auf beiden Seiten der letzten Ungleichung erhalte ich:
2

/Ob fQ(t)dt < 3/; f2(t)dt—|-g/0b fQ(t)dt +i/0b[fl(t)]2t2dt.

Daher ist , , 1 b
(1—e) /0 Fat < 3 / F(t)t + - /0 [ (1)]22dLt.

Zum Beispiel erhalte ich fiir e = 1 die Ungleichung

/f2 dt<cl(/ () dt+/ elf 2dt) (4.13)
mit ¢; = 6.

Sei nun 2 C Ui]\;OQi mit Qy = s, d.h. die Menge aller Punkte x € {2 mit einem Abstand
p(z) von 00 grofer als § = const > 0 und Q; = {x € Q | Y(2') < xp, < V() +
b, = (x1,...,Tk,—1, Tk, 41, - -, Tpn)}, wobei die Funktionen 1; Lipschitz-stetig sind und
0NN = {z | zx, = ¥i(2)}. Nach Lemma 4.9 gilt fir die Funktion v:

/ V| dx<k:1(/6/2|v| dyﬁ—l—/g/2 zn:|8x,81:] Kl ), (4.14)

wobei Qg/ ? die d/2- Umgebung von € ist und k; eine Konstante, welche nur von ¢
abhingt. Angenommen, €; sei definiert durch die Bedingungen: v (z') < xk < (a') + b;.
Dann setzte ich b = b;, f = t = a3, in (4.13) und erhalte, indem ich 2% als Funktion

82: ) Ox;
von x; betrachte:

P )+e+bi Gy P(x")+e+b; O0%v P(a’)+e+b;
/ oo <l [ (U )+e—p)?| 5 [+ [ P 12
w(a)re Oy w(a')+e O jO0xy (@) +e+bi/2 3%

(4.15)
Hierbei ist € = const > 0. Da 1(2’) Lipschitz-stetig ist, ist leicht zu sehen, dass |¢(z') +
e — x| < ep(x) mit einer Konstanten ¢, die nur von der Lipschitz Konstanten von ¢ (z')
abhéngt. Integration iiber €); mit € — 0 liefert:

/ ’av dr <62[/ ad )|8xj(9xk / v ‘ dz},

(4.16)
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vorausgesetzt, dass 0 klein genug gewédhlt wurde. Nach Aufsummieren all dieser Unglei-
chungen von 1,..., N und zusammen mit der Ungleichung (4.14) erhalte ich

2 . 2 -
L I1v0ide < e [ pl@) P> |axla% dx+/5/2|v| dx+/5/2 > |8:1:Z [da]. (4.17)

Daraus folgt die Giiltigkeit des Lemmas fiir p(z) > § > 0 in 95/ 2,

Damit ist es mir jetzt moglich die 2. Kornsche Ungleichung zu beweisen.

Beweis (siche [16], S. 17ff, [3] S. 26f) B
Es reicht aus, die Ungleichung fir den Fall u € C*°(€2) zu beweisen. Die folgende Identitét
ist leicht zu zeigen:

0%u; 0 0
92 = Qa—%&j(u) - %5jj(u)-

J

(4.18)

Denn fiir die rechte Seite von (4.18) gilt wegen der Definition der ¢;; und des Satzes von
Schwarz:

o d 9 ,1,0u; Ou; 0 Ouy
27 .. - ... = 2 — J ! J
ax] €ij (U) axigjj (U) axj (2<ax2 + axj ) axz<ax])
0*u; P u; 0%u,
= + -
al’jaﬂfi anaQZj axlax]
. 8271,@'
- 0zt

J

Weiterhin seien die Komponenten einer vektorwertigen Funktion v folgendermaflen defi-
niert:

= [T (285 5() = () = Sin g Fj = div Y, 2 €
Z 0, IL‘EQ()\Q,

somit also

Av=f=divF (4.19)
v =0 auf 9. (4.20)

Sei v € Hj(Q°) eine schwache Losung der Poisson Gleichung'? (4.19), d.h. [, Vu-Vudz+
Jo, fodz = 0 Yu € HE (), wobei Q0 ein glattes Gebiet ist mit Q C Q°. Da H{ () ein
Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (u,v) = [, Vu - Vodz und fir f € L*(Q) die
Abbildung v : Hj(Qo) = R,v = [q, f(z)v(z)dz ein lineares, stetiges Funktional ist,
existiert diese Losung v nach dem Darstellungssatz von Riesz (vgl. [18], S. 99f). Ein

12Benannt nach dem franzésischen Mathematiker und Physiker Siméon Denis Poisson (* 21. Juni 1781
in Pithiviers, T 25. April 1840 in Paris)
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anderer Beweis hierzu, der den Satz von Lax Milgram verwendet, befindet sich in EVANS,
S.295ff. Allgemein gilt fiir eine Losung v von Av = f

[oll grer < ell 1 gnr™. (4.21)
Fir £ = 0 ist also in diesem Fall
HUHHl(QO) S Cl”fHH—l(Q) = Cl||diV F”H—I(Q) S CHé(U)||L2(Q) (422)
Sei v = (vy,...,v,) und w =u — v in 2. Dann ist

(i) Aw=01in €, und aus dem Weylschen Lemma!? folgt: w € C*®(Q),
(i) Agij(w)) =01in Q, ¢g;(w) € C*(Q), i,j=1,...,n.
Wegen (4.22) ist dann
le(@)llr20) < lle)llz2() + lE(0)ll220) < cslle(w)lr2(), (4.23)

wobei die Konstante c¢3 unabhéngig ist von w. Zusammen mit Lemma 4.9 und (ii) ergibt
sich damit

[pVeij(w)llz2) < callei(W)llrz@) < calle(W)llrz@) < eslle(u)lrz@)- (4.24)
Weiterhin gilt
9w, 0 0 0
_ | oy 9 , 492
D0 axped(w) + o ip(w) B eip(w) (4.25)

Denn fiir die rechte Seite der Gleichung gilt wieder wegen der Definition der €;; und des
Satzes von Schwarz:

) 0 ) 9 10w Ow.. 0 10w Ou
g, 1@+ gpEn@) — grenlw) = 5 G T an)) T an 3 G T s,
0 ,1,0w, N Ow;

8932( (8331 6xp))
1 0w 1 0% 1 9w, 1 0%w;
= 1= + = + =
20x,0x; 20x,0x; 20x;0v; 20x,0x)
_1 82wp _1 82(,0[
20x;0x;  20x,0x,

B 9w,
0z,0x;
Aus (4.24) und (4.25) folgt
82
I 3 g arl s < coll =l

1,j=1

13Djese Aussage findet sich in etwa in EVANs [11], S. 314 bzw. S. 323.

4Benannt nach dem deutschen Mathematiker und Physiker Hermann Klaus Hugo Weyl (* 9. Novem-
ber 1885 in Elmshorn, 8. Dezember 1955 in Ziirich). Das Weylsche Lemma besagt u.a., dass eine
distributionelle Losung w der homogenen Gleichung Aw = 0 zu C°°(£2) gehort.
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und zusammen mit Lemma 4.10 ergibt sich

n 02
IVelin < erlp 3 gl + el

,j=1

< cs[lle)ll 2 + lwll 2]

Da w = u — v folgt aus der obigen Abschéitzung und (4.22):

IVl 2 < o |le(@)llz2@ + el 2 + V0l + l0ll2@)]

:”U”Hl(g)
= ale@le) + ez + [lmey |
———

<klle(w)ll 20

Und nach Addieren von ||u||z2(q) auf beiden Seiten, erhalte ich

2
[Vullzz@ + lullze < e Nz + lullz) (1.26)

2
H1(Q)

=]l

womit die 2. Kornsche Ungleichung bewiesen ist.

4.3.4. Beweis 3

Der dritte und letzte Beweis beruht auf der Annahme, €2 sei ein polygonal berandetes
Gebiet.

Definition 25

Die Hauptaufgabe des Beweises besteht darin einen Fortsetzungsoperator E : H!(Q) —
H'(R"™) zu konstruieren, welcher spannungserhaltend ist, so dass z.B. die folgende Unglei-
chung gilt

[(Ew) | @y < ellle(@)lar@) + [lullar@):

Beweis (siehe Nitsche [15], S. 224ff) Der Einfachheit halber nehme ich an, dass die Di-
mension n = 2 ist. Die Variable wird dann bezeichnet mit z = (x1, x2) und der Verschie-
bungsvektor mit u = (uy, us). Der Beweis erfolgt in zwei Schritten: Zunéichst konstruiere
ich einen spannungserhaltenden Fortsetzungsoperator E von QF nach R? und anschlie-
Bend werde ich mit Hilfe des Lemmas A.1 zum allgemeinen Fall iibergehen.

Lemma 4.11 Sei u = (uy,us) definiert in dem folgenden Gebiet mit v € R
O = {(21,22) | 11 > 0A 2y > ya1}.
Dann gibt es eine Fortsetzung u = (i, Uz), definiert in

Q7 ={(z1,22) | 21 > 0 A 22 < 21},
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so dass fiir den Fortsetzungsoperator E, welcher gegeben st durch:
. m OF
Blun,uz) = { (042 (127)
(T, 1) in Q,
qgilt:
(i) E bildet C°(Q") ab in C°(R%) mit RZ = {(21,x,) | 21 > 0}
(ii) E bildet Hy(QF) ab in H,(R%), so dass
1Bl 22y = 1 E(ur, u9) |2z < clle(ur,uz)|lzon = le(@)llz@ry.  (4.28)
Bemerkung 4.12 Hierbei bezeichnet Hy(Qt) den Raum aller Funktionen u € H'(Q%),
welche auferhalb einer Kugel (mit endlichem Radius) verschwinden.
Beweis (Lemma 4.11) Es sei also
OF .= {(z1,22) | 1 > 0 A 29 > y21}
O = {(z1,22) | x1 > 0 A 2o < y21}
Ich verwende eine spezielle Spiegelung parallel zur y-Achse, d.h. es sei

. . o u = (u, us), fiirz € QF
E(U):U:(ul,UQ): A A A .

(pus + qul + puy + ouby, ruy + sub), firx e Q.
In diesem Fall besagt der obere Index A (und ebenso ) fir eine Funktion w

w = w(w1, 21 + AMyw, — 22)).

Dann ist F(u) € C°(R?%) genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert von E(u) mit dem
rechtsseitigen Grenzwert tibereinstimmt, d.h. wenn also

(u1,u2)” = (ug,uz)™ fir yo; — xo.

Hierbei ist (ug, u)™ = E(u)|o- und ebenso (uy, us)* = E(u)|q+. Es ist:
: -
Wlllglm(ul, ug) " = (ug, ug). (4.29)

Fir den Grenzwert von (uq,us)~ gilt:

lim (ug,u)” = lim (pud ultf ud + oul rud + sut
'ywl—mz( 1, Up) '7551—>='B2(p 1 quy + puy + ouy, Tuy + sub)

= lim (pu1(551; o1 + Ayx1 — ) + qua(wy, yo1 + p(yry — 02))

YTr1—T2

+ pua (w1, y21 + AN(y21 — 22)) + oUus (w1, Y21 + (V21 — 72)),

rug (w1, Ty + Ayx1 — 22)) + sug(wy, vy + p(yr, — 132)))
= (pu1(961,$2) + qui (1, T9) + pug(xy, T2) + ous(z1, 22),
rus(x1, T2) + sus(xy, :172))

= ((p + qQuy (1, 22) + (p + o)ua(xy, z2), (1 + s)ug(z, x2)> (4.30)
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Die beiden Grenzwerte in (4.29) und (4.30) stimmen genau dann tiberein, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind:

p+q=1, r+s=1 p+o=0. (4.31)

Damit sind dann auch (i) und die erste Aussage von (ii) erfiillt.
Zur Erinnerung: Es ist

7~ o ~ o~ o 811711 %(&Elfm —|—812711) o 811(7?6) 812(17,)
e(E(u)) = sym V(ty, Up) = (5(&“@1 0, i) Ol ) = (621@) 522(11)> :

Demnach ist also £11(@) gegeben durch

e11(@0) = Oy, (1 (21, 22)) = Oy (puf(xl, T) + qui (21, 12) + pud (w1, T9) + oub (21, x2)>
= (s, ur + (1 + N0y ti1)* + ¢(Fzyur + (1 + 1) Orytr)*
+ p(Opyttg + (1 + N)Oyytin) + (O, uig + Y(1 + )0y ui)", (4.32)
da fiir w (21, 22) = w(xy, yo1 + A(y2, — 79)) die Ableitung gegeben ist durch
Oy (@1, 29) = (0,0 - 14 By - (7 + A7),

wobei ich die Kettenregel verwendet habe. Mein Ziel ist es, die Parameter so zu wéhlen,
dass die rechte Seite eine Linearkombination von gy, (u)* und &, (u)* ist. Aus (4.32) folgt

e1 (@) = pOs,uy +py(1+ N0ty + qOp,ulf +qv(1 + 1) Onyulf + pOs,u)
—— ——
pe11(u)? ge11 (u)H
4+ py(1 4+ N)Opytiy +00,, tly + oy(1 + 1) O,y .

py(14+\)eaz (u)> oy(1+p)e2 (u)*

Fur
p=py(1+A), und o = gy(1+ p) (4.33)

ist dies erfiillt, denn dann gilt:

e11(@) = perr(w)* + pBayulf + qen (W) + 00y, ulf + pOy, 13
+ py(L+ e (u)* + 00s,ub + oy(1 + p)eas(u)”
= per1(u)? + p(Op,ul + Op,u) +qer1(w) + o (gt + Oy uy)
2pe12(w) 2061 (u)k

+ py(1 4 Neaa () + 0y (1 + p)es ().

Also ist

e11 () = pery(u) + 2pera(w) + gery ()" + 20615 (W) 4+ py(1 + N)eg(u)
+ oy(1 4 p)ega(u)t. (4.34)
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In gleicher Weise erhalte ich fiir €19(a):
2e12(1) = Oy, U + O,y
= 70y 2 + Opyur (7 + M) + 8(0py 12 + Opyua(y + ) + p(Opyuy - (= X))
+q(Onyur - (=) + p(Duyiz - (=N)* + 0 (Duyuiz - (—p))"
= NP0yt + pOyyu) — 11(q0syt1 + 00pug) + 17(0g iy + (1 4+ X)Dyyug)
+ 8(0ayuz + ¥(1 + p) Oy un)”
= AP0, ) — A\pOy,tty — GOyt — o0yl +105, 1y 4+ 7y(1 4+ X) Oyt +50,, ub

Apea (1) poez(u)H ry (14X )e22 (u)>
+ s7(1 + p) Oyl -

sy(1+p)e2z (u)»

Fur
r==Ap, 8= —pqg,
ist auch e15(@) darstellbar als Linearkombination von g4,(u)* und e;,(u)#, denn dann ist

2e19() = r@z2u1\ — )\pem(u))‘ + $Op,ul — psegs(u) + r&rlué\ +ry(1+ )\)522(u)A

+ 80, uh + sy(1 + p)egg(u)”
= 1(Opyu} + Opy15) + 8(Oppttf + Oty +(ry(1 + X) — Ap)ega(u)
e (u) 2521 (u)k
+ (s7(L+ p) — po)ex(uw)”
= 2repo(u)t + 2se19(u)” + (ry(1 + \) — Ap)eaa(u)
+ (s7(1 + p) — po)ez(u)”.
Fir A # p sind die Parameter p,q,r, s eindeutig definiert. Seien p,o definiert wie in
Gleichung (4.33), dann ist die dritte Gleichung von (4.31) automatisch giltig. Da die

i (@), wie eben gesehen, also Linearkombinationen von e;(u)* bzw. &;4,(u)* sind, erhalte
ich [siehe Anhang, S. 60]

le(E)lzz@z) = lsym VE(u)| 2z < cllsym Vullr2a,) = clle()]| 2.,
was den Beweis von Lemma 4.11 abschlieft.
O

Nun aber weiter im Beweis der Kornschen Ungleichung. €2 sei also ein polygonal beran-
detes Gebiet. Sei ferner fir 2? € 9Q, K; := B(z?,7;) der Kreis um z? mit dem Radius
r; > 0, so dass §2; = QN K; entweder ein Halbkreis ist oder ein eckiges Gebiet, welches von
einem Kreis geschnitten wird, und {K;};,—;. y eine endliche Uberdeckung von 0f2. Wei-
terhin sei Qg CC €, so dass Q C UY,Q;. Dann existieren Funktionen & mit & € Cg°(Q),
supp(&;) € ; und N & = 1. Ich verwende die Zerlegung:

N
u= Z w; mit u; = &u. (4.35)
=0
Dann ist u; auf ganz R" definiert und hat Nullrand. Sei ferner (u) = @ die Fortsetzung
von u auf R” (siehe (4.27)) und E(it) = E(E(u)) die Fortsetzung von @ auf den Ganzraum
R™ (siche (A.23)), d.h. zur Erinnerung:
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(1) llsym VE(u)|[ 2@y = (B )|z < clle(u)lliz@n = cllsym Va2,
(ii) [lsym VE(@)|[r2en) = [le(E(@)l| 2@m) < clle(@)]| 2@y = cllsym Va2
E(E(u;)) hat dann kompakten Triger und es gilt:

IVull 2@ < IVE(E(u

~—

M z2@ny

= [IVE(EC ui)) | z2gen

ITM:
(e}

o

(Ui))HLZ’(Rn)

= SV
=0
< k|IVE(E(w))] 2@

Korn I A

< cllsym VE(E(u))| z2mn)
(i4) .

< ooflsym VE(u;)|| 2n)

(@)
S 03Hsym Vui|]L2(Q+)

= cl[sym V(&u)|[ 22y

= c3llsym(Vu)&; + sym(VE) ul| 2 a.)
<
¢4

<c3 & |lsym Vu + cyql|lu
< 3%“ ym Vul 2, + callull 2y

< es(|lsym Vul[ g2y + [Jull2.))-

Damit ergibt sich:

lullto,) = VUl 2@y + llull 2@,
< c5([lsym VUHL2(Q+) + HUHL2(Q+)) + HUHLQ(Q+)
< c(flsym Vull 2y + llull2.))%,

was den Beweis der 2. Kornschen Ungleichung abschlief3t.
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5. Zusammenfassung

Im Laufe dieser Arbeit habe ich gezeigt, welche unterschiedliche Herangehensweisen es
gibt, die Kornschen Ungleichungen zu beweisen. Viele Mathematiker haben sich damit
befasst; siehe insbesondere FRIEDRICHS [1947], GOBERT [1962], HLAVACEK & NECAS
[1970a,1970b], FICHERA [1972a], NECAS & HLAVACEK [1981], in TEMANN [1983] wurde
die Kornsche Ungleichung im Raum W'?(Q),1 < p < oo bewiesen. Die in dieser Arbeit
aufgefithrten drei Beweise der 2. Kornschen Ungleichung sind also nur eine Auswahl da-
von. Dies deutet darauf hin, wie wichtig diese Ungleichungen sind. Zum Abschluss méchte
in nun auf die Rolle der Kornschen Ungleichungen in der linearen Elastizitatstheorie ein-
gehen. Wie ich bereits zu Beginn von Kapitel 4 erwahnt habe, besagen die Kornschen
Ungleichungen, dass die Bilinearform aus (4.7) (siehe S. 38) elliptisch ist. Das ist der
Inhalt des folgenden Satzes:

Satz 5.1 Sei Q ein Gebiet im R?, V := {v € HY(Q) : v = 0 dA f1i. auf T} ein abge-
schlossener Unterraum von H'(Q)) und Ty eine dA-messbare Teilmenge von T = 0 mit
Jr, dA >0, dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass:

Mol < @z < dlolme, Yo eV,

d.h. auf dem Raum V ist die Halbnorm v — |e(v)|12(q) eine Norm dquivalent zu der Norm
[z (-

Beweis (siehe [4], S.292ff)
(i) Zunachst zeige ich, dass die Halbnorm v — [g(v)|12(q) eine Norm auf V ist, d.h.: Fiir
v eV und [e(v)|r2q) = 0 gilt v = 0:

Es ist )
le(v)|z2() = (/Q €(U)2dZL’> .

Weiterhin: |e(v)|2@) = 0 — €(v) = 0 in Q — ;05 = 0 in Q. Daher ist jede Funktion v;
ein Polynom vom Grad < 1 in den Variablen x;, d.h. also von der Form

Da der symmetrische Teil des Gradienten von v in € verschwindet, genauer ¢;;(v) = 0,
ist b antisymmetrisch, d.h. b;; = b;;. Es gibt folglich Konstanten a;, b;, so dass:

U1 (ZE) =a; + b2$3 — bg[[‘g
UQ(LC) =as + bgl'l — bl.%g

Ug(ﬂf) =as + bz$1 — bl$2.
Dies ist dquivalent mit: Es gibt Vektoren a,b € R3, so dass:

v(r) =a+bx .
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Hierbei bezeichnet b x x das Vektorprodukt von b € R?® mit x € R3. Die Menge aller
Punkte fiir die v(z) = 0 ist also entweder eine Gerade im R? oder die leere Menge, je
nachdem, ob die Gleichung a + b x x = 0 Losungen besitzt oder nicht. Da [, dA >
0 impliziert die Randwertbedingung v = 0 auf I'y, dass a = b = 0 bzw. mit anderen
Worten, dass v = 0.

(ii) Die Ungleichung |e(v)|2(0) < c||v||m1(q) gilt fir alle v € V' (sie gilt sogar fiir alle
v € H'(Q)). Angenommen die andere Ungleichung ¢ *|v|| g1 ) < [e(v)]12(q) sei falsch,
dann gébe es eine Folge (v,) € V| so dass

||Un||L2(Q) =1 Vn, und TL11_>HE.IO|€(’UTL)|L2(Q) =0.

Da die Folge (v,) also beschriankt ist in H'((2), existiert nach dem Lemma von Rellich-
Kondrachov (vgl. Lemma 3.19) eine Teilfolge {v,}, welche in L?*(Q) konvergiert. Da die
Teilfolge (¢(v,)) ebenfalls in L?(Q) konvergiert (gegen 0, aber diese Tatsache wird erst spé-

1

ter bendtigt), ist (v,) eine Cauchy Folge beziiglich der Norm v — <|U|%2(Q)+|E(U)|%2(Q)) 2
Die Kornsche Ungleichung (siehe Satz 4.10) besagt nun, dass diese Norm aquivalent ist
zu der Norm ||| g1(q) in H'(2). Daher konvergiert die Cauchy Folge gegen ein Element
v € V, da der Raum V als abgeschlossener Unterraum von H'(Q) vollstéindig ist. Fiir
ihren Grenzwert gilt dann: |e(v)|r2(q) = limy S |e(vn)|L2(0) = 0, und daher v = 0 (siche
(i)). Doch dies ist ein Widerspruch zu ||v, || g1 o) = 1 fiir alle n’.

(iii) Fiir den Beweis, dass V ein abgeschlossener Unterraum von H'(Q) ist verweise ich
auf CIARLET ([4], S.292f).

Bemerkung 5.2 Zu (i): Ein Vekotrfeld v € C§°(Q2) erfillt e(v) = 0 nur dann, wenn es
zwei Vektoren a,b € R? gibt mit v(z) =a+bx x Vx € Q. Ein solches Vektorfeld heift
infinitesimal rigid displacement.

In Kapitel 4.1. habe ich gezeigt, dass das Randwertproblem der linearen Elastizitéts-
theorie (4.7):

Finde eine Losung u € H'(Q) mit B(u,v) = L(v) Yv & H'(Q)

fiir elliptische Bilinearformen B(u,v) = [q 3 1121 @ijriOz ur O vidz eindeutig 16sbar ist.
Zur Erinnerung L(v) = [, f - vdz ist hierbei eine stetige Linearform L : H'(Q) — R. Wie
eben gesehen ist es nun mit Hilfe der Kornschen Ungleichungen moglich zu zeigen, dass
diese Bilinarform B(u,v) elliptisch ist. Damit ergibt sich also, dass das Randwertproblem
der linearen Elastizitatstheorie eine eindeutige Losung besitzt.
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A. Anhang

Ausfiihrliche Rechnungen

Hier mochte ich einige Rechnungen genauer ausfiihren, die aufgrund ihrer Lénge den
Lesefluss in meiner Arbeit gestort hatten.

Zum Beweis zu Satz 3.15

In dem Beweis verwende ich die beiden Ungleichungen (A.1) und (A.2). An dieser Stelle
zeige ich die Giltigkeit dieser Ungleichungen, genauer

Hﬂ”%,l,p(B,) < C”“H%/Lp(Bﬂa (A1)

sowie

[llwrp@ny < cllullwir). (A.2)
Ich beginne mit der Ungleichung (A.1) fiir den Fall p = 2, d.h.

||a”12/v1,2(137) < CHUHIQ/VL?(BJF)’ dabei ist HaH%Vl?(B*) = ||a||%2(37) + HVT]J”%?(B*)'

Die beiden Normen [|i[|7>(z-y und [[Vi||72 - schitze ich nun getrennt voneinander ab.
Es gilt:

H/&/H%Q(B_) - HU/7H%Q(B_)
Tn
— \/;_ |_3U(x]_, e 7xn—17 _xn) + 4”(1’17 e ’ZL‘n_]-’ _?)|2d$
% /B_ 2 |3U(x17 o -t —$n)|2 + 2- |4U(l’17 ey Tp—1, _%)Pdl‘

< /_ 18- |u(zy, ..., Tue1, —20) > + 32 - |u(zy, . .., 20, —%)Fdx
<c - (/ lu(xy, ... Ty 1, —xn)|2dx+/ lu(zy, ... 201, —:13271)|2dx> (A.3)
_ 5

P 4

fiir eine geeignete Konstante ¢; > 0. Hierbei habe ich in Schritt * die folgende Ungleichung
verwendet: |a + b|? < 2a% + 2b?. Nun verwende ich im ersten Integral (®) die folgende
Variablentransformation:

2 BJF — Bi7 80(517 s 7£n717€n) = (xlv sy Tp—1, _xn)
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Dann gilt:

1 0 ... 0 0
o 1 0 ... O
Vel =10 0 ... 0 0
0O ... 0 1 O
0O ... 0 0 -1
Also ist |det V(§)| = |—1| = 1 und somit folgt aus der Transformationsformel:
= [ ularsm—m)fde = [ Ju@ g6 - 146
- / 517 s 7571717 én)Pdg (A4)

Fiir das zweite Integral verwende ich die folgende Transformation:
Tn

@Z} . B+ — B_; ¢(€17 - 7€n—17€n) = (.’L’l, ey Tp—1, ———

2)'

In diesem Fall ist

1 0 ... 0 0
0o 1 0 ... 0
veE) =10 0 ... 0 0
0 . 0 1 0
0 ... 0 0 —3
Damit ist |det Vi)(z)| = 3. Erneut wende ich die Transformationsformel an und erhalte

\IJ:/BJU(M,...,wn—l,—%)’?dx:/ ’“<51""’§n1,§n)!2-;d§

=5 [ eGP (A)
Somit folgt aus den Abschiatzungen (A.3)-(A.5), dass:

~ T,
HUH%Q(B_) s (/B‘U(Z'l, y In—15 —Tn ’2dx+/ U l’l,...,l’n,h 5 )’2(11-)

o ([ 6 &P L [ e, G ERE)

<eor ([ Juls 6, 0P
= calul?2s+) (4.6)

fiir eine geeignete Konstante co > 0. Als néachstes folgt die Abschatzung fiir HV'ELH%Q( B-)
Es ist

IValapy = [ Vi, 201,20 do

VU (2, T, z,)|2dx

u(z1, ..., Tn1,Tn Bu(z1, ..., Tn1,Tn
u<$17 y L 1x)|2d$++/_| U(.Tl X 1x>|2dx

B~ 85131 axn
sy 8ui(xlv" y Lp— 17'1771) 2 xl?"'axn—laxn) 2
_ Zl/| i dz +/ T 2de. (A7)

1) (2)
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Ich zeige zunachst die Abschétzung fir (1) fiir den Fall ¢ = 1:

(1) :/‘8u_(x1,...,xn)’2dx

81‘1
- ‘_BaU(xh -1, —CCn) 48U([L’1, cee 7$n—17_%)|2dx
B 3x1 axl
* a n—1, —Tnp 8Uflf,...’1‘n_7_1’7n
< 2@ttt i), (21 1 2)|2dx
B= a$1 3$1
0 oy Tp—1, —Tp ou(xy,. .., o q, =22
—p [ [p e )|2dx+2/ RSl e DICHS
v axl B~ al’l
V1 (X1, s Tp—1—Tn) w1 (X1 ey In—lvf%)
B 2/3—|U1($1’ e Ty, — )P+ 2/3_|w1(:v1, ey T, —%)de, (A.8)

wobei ich in Schritt * erneut die Ungleichung |a + b|* < 2a* + 20* angewendet habe. Fiir
das erste Integral ergibt sich mit derselben Transformation ¢ : BT — B~ wie oben

2 [ o swan ) Pdr = [ 66 € P
B~ B+

_9.92 8”(517"'7511717&%) 2
=2-3 /B+| o, |?d¢

<o [ [Vulr- o, &) g,
= a1||Vul| 2 (s+) (A.9)

Ebenso schéitze ich das 2. Integral mit Hilfe der Transformation ¢ : Bt — B~ ab. Dann
ist

Tn
2/B_|w1(I1,~'7%—1,—?)|2d$ = 4/B+|W(§1,~-7§n—17§n)|2d§

—_A.42 au(glw--’gnfl;gn) 2
=4-4 /BJ 2. |2de

<o [ VUG 6o, )
= CQHVUJHLQ(BJF) (A]_O)

fir eine geeignete Konstante co > 0. Somit ergibt sich aus (A.8)-(A.10) mit einer Kon-
stanten c3 > 0

ou (x1,...,2,
(1) = / | ( gxl )]de < allVull e+ + el Vul 25+

= (c1+ )| Vull L2+
————
=:c3

= C3HVUH%2(B+). (All)
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Fiir das Integral (2) gilt:

B U™ (X1, .o Ty, Tn) o
(2)= [ [T e

e T, —Tp ou(xy,...,ry_q, 22
_/ (@1, Tno x)—2 (21 ! 2)]2dx
oz, oz,
0 e X1, — T, ou(xy, ..., Ty_1, — =2
N T A G V) PSPPIl L) gy
B- oz, oz,
0 e X1, —X w(xy, .., Ty, — 22
o [ 2ulrn |dx—|—2/ ! L) g,
B— 8xn mn
(#1500 sTn—1,—Tn) wn (@100 T —1,— E)
:2/ |Un($1,...,xn_l,—xn)|2dx—|—2/ |wn(x1,...,:)sn_1,—%)|2d:x. (A.12)
B- B-

Mit Hilfe der obigen Transformationen ¢ und v schétze ich auch diese beiden Integrale
ab und erhalte damit:

ou (x1,...,Tp_1,Tp
(2) = /7| ( ! 8;6 ! )| dill' < k1HVuHL2 B+) + kQHVUHLQ B+)
< ksl Vull T2y (A.13)
Mit (A.11) und (A.13) ergibt sich fiir die Norm von V:

||VU||L2 ) < C3||VU||L2 B+) T kSHVUHL? B+)

Das bedeutet, es ist zusammen mit (A.6) und (A.14)

||17J||12/v172(37) = HQH%%B*) + ||va||2L2(B*)
< callullZ2 gy + Kl VulZ2 ey
< cl|ullfirzaey:

O

Nun komme ich zum Beweis der zweiten Ungleichung, zur Erinnerung: ||%||w1.r@n) <
c||ullwrrq)- Ich zeige die Ungleichung erneut fiir den Fall p = 2, d.h.

||ﬂ||W1,2(Rn) S C||U||W12(Q) mit ||Z~L||W12(Rn) = ||€L||L2(Rn) —|— ||Vl~b||L2(Rn)
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Wie eben schitze ich die beiden Normen getrennt voneinander ab. Mit @ = SV &i; gilt:

@/l L2ny = HZ& )| 2@
< ZH@ ) || L2 rn)
Sl

< ZHUZ ||L2 (R™)
= ZH% Nezw,

S C1 - NHUHLQ(Q)
~——

=:cg

= calul 2o (A.15)

fir eine geeignete Konstante c; > 0. Auflerdem habe ich verwendet, dass @;|q = u. Fir
die Abschitzung des Gradienten von  gilt mit Vii(z) = SN, Vi (2)& () + @ (7) VE (2):

IValltae = [ IVil*de

= /JZ Vi (2)&(x) + ti(2)VE (@) [P da

[A*

2/ Z|Vuz £.(x) de+2/]1{n|ai(x) V() [*de

S [V&i(x) <k

N
§2/ Z|Vﬂ,~(x)|2dx+k;2/ () 2 d
:2/ Z|Vul |dx+k2/ () [2da

Wi =1
< 2 Nlallfy2r,) + koll@il 22

=:c1
= arllaflfyraqwy) + kellullz2 o)
< callullfyrzi + Fallullfyz g (A.16)
= (co + ko) |ullfyr.2(0)
—_———
=:c3
— callulfyrae (A17)
d.h. esist ||V p2@ny < \/_Hunlz . Damit ergibt sich nun
_c4
HﬂHWLQ(R”) - HVfL”LQ(R”) + H'lj”[ﬂ(]}gn)
< eolullr2(0) + calullwrz@)

S c||u||W1,2(Q).
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Zum Beweis von Nitsche, S.48ff

An einem einfacheren Beispiel méchte ich an dieser Stelle zeigen, dass die Ungleichung
(4.28) gilt, wenn &(uy, 1) Linearkombinationen von (uy, ug)* bzw. €(uy, ug)* sind (siche
[15], S. 239f). Sei wieder n = 2 und fir v = (uy,uz) und x = (1, x3) sei die Fortsetzung
E(u) gegeben durch:

u = (ug, ug), fir v € R%

(put + quif, ruy + sub), fiir x € R?,

E(u) =1 = (i, 02) = { (A.18)
wobei der obere Index A bzw. p fiir eine Funktion v bedeutet:

v = v(z1, —A12) bzw. v* = (T, —pTs).

E bildet C°(R%) ab in C°(R?) genau dann, wenn der linksseitige Grenzwert von E(u) mit
dem rechtsseitigen Grenzwert iibereinstimmt, d.h. wenn

. - _ . +
lim (ug, up)™ = lim (uy, ug)™
Hierbei ist u~ = (u1,u2)” = E(u)|gz bzw. ut = (uy,ug)* = E(u)|gz . Die Grenzwerte

sind genau dann gleich, wenn
. + . o . —
algr(l)(ul,w) = (u1(0,0),u2(0,0)) = 91011}(1)(“1,7«62)
= lim (puy + qui, ruy + suf)
= (pua(0,0) + qu1 (0, 0), 7u2(0, 0) + su(0,0))
= ((p + @) w1(0,0), (r + ) u5(0,0))
N—— ——

=1 =1

= (u1(0,0),u2(0,0)),
d.h. wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
p+qg=1 r+s=1.
Es gilt

i~ N amlﬂl %(3x1ﬁ2+am2ﬂ1) . 811(1117712) 512(7117?12)
E<E(u)>_€(u1’u2)_(;(3zlﬂ1+ax2ﬂ2) Oz, Uz o\ (U, U2) (i, Ua) )

Fiir €;;(uy, u2) ergibt sich also:

e11() = Oy, Uy
= Oy, (pu + quf)
= POy, ) + g0, uf
= pepy(u) + gerr (w)™ (A.19)
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522( ) 312102
= Oy, (ruj + sub)
= A7 O,y — 1 Oyl
— ~——
EQQ(U))\ €22 (u)H
= —Arege(u) — psegn(u)r. (A.20)

Sowie

2512(7:6) = 8361112 + 8502’111
= Oy, (rul + sub) + O, (puy + qut)
= 10, U5 + 50y, Uy — A\p Opyu — p1q Opyullf
~ ~~

=r =s

= T(axlug\ + aﬂ:zui\) + S(awlug + amu!f)
—_———— —_—————

2812(11,))‘ 2e12(u)H
= 2repp(u)® + 2se19(u)". (A.21)
Und folglich ist
812(?1) = T€12(U)>\ + S€12<U)N. (A22)

Damit sind also alle &;;(@) Linearkombinationen von &;;(u)* und &;;(u)*. Ich méchte zei-
gen, dass dann

Lemma A.1
[sym VE(u)|| 22y = [[e(E(u))l|2@2) < calle(w)lr2mz) = sym Vull o). (A.23)

Es ist

@2y = [ Je@[*da

—/ le(u \dx—l—/ le(u™)|*da

= Jle(w) 2222, +/ e(u™)Pde. (A.24)

Fir das Integral (x) gilt:

0= [, le)Pdr = [ e, @) |de
8’&1 a’l]j

_/RZIZ axiﬁdx

/ le11(@)? + 2e12(@)* + e92(@0)|da

<5 /RQ|511(ﬁ)\2dx+2/R2|512(a)|2d93—|—/RQIsgz(ﬂ)|2dx>. (A.25)

(1) (2) (3)
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Weiterhin gilt fiir das Integral

0
/ le1n (u A\zdx—/ | — U :vl,—)\asg)|2d:l:
%,_/
v (x1,—Ax2)

= / |y (21, —)\:L'g)|2dx
R2

mit der Transformation

X - Ri— — R2—7 ¢A<§17§2) - (xh —/\1’2), <A26)

V= <(1) _0>\> , also |det V| = |=A] = A,

[l Par = [ (e g)rac

Ju
=, ’ 1(51;52)|2d§
R2
= Allens (W) [2agee - (A.27)
Ebenso ergibt sich mit der Transformation
pu i RE = RZ, 961, &) = (1, —pan), (A.28)

Vo, = (é _OM) , dh |det V| = [—p| = p
und damit also
[ len )P = plen ()2 (A.29)
Folglich gilt zusammen mit (A.27) und (A.29) fur das erste Integral in (A.25):
W)= [ len@Pde= [ lpen () + gen ()
< 2/ lpe1r (u 2d:c—|-2/ lge11(u)*Pdx

—2p/ le1r ( A|2dx+2q/ |11 (w)* P da

= 20" Alens (w)l|72 2 ) + 2¢°ullen () |72z
= 20"A + 261 len (u) 2oz
< cille(u)|Zam2)- (A.30)
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Fiir das zweite Integral ergibt sich mit denselben Transformationen ¢y bzw. ¢, aus (A.26)
und (A.28):

@) =2 [, ln@Pdr =2 [ fren(u)® + sen(u) e
()
<4 [ () Pde + 4 [ lsen(u)*de
R2 R2

= 4r? /]1@2 ler2(u(zy, —Axo))|?da + 45 /Rz le1o(u(ay, —pws))[dx

=wi(x1,—Az2) =wo(x1,—px2)

=4 [ (6 &) g + 45 [ na(r, €)1
= 47‘2)\/]1{2 le12(u(&r, &2))[PdE + 45 /RQ 12 (u(&r, &) *dg

= (4r2\ + 45%p) / lens(u(r, &))de

=:co
= C2H€12(U)H%2(R3)

< eafle()[ 22 2. (A.31)

Zuletzt ergibt sich fiir das dritte Integral erneut mit Hilfe der Transformationen ¢, und

o [(A.26),(A.28)]
(3) = /R ,leza(B) P = /R , [ Mrzaa(u)! — pscan() P

(*)
< 2072 /R2 |leaa (u(y, —Aw))|?da + 2% s? /}R2 oo (u(y, —pwy))|*da

wl(l‘l,—)\l‘g) wa(z1,—pre)

= 2\?r? /R? /\|W1<517€2)|2d§+ 2“252/2 M|w2(£1’€2)|2d§

2 R
o [ fenlu(er, )P+ 2855 [ Jen(ul6r o)

= (2X3%% + 2u3s2)||€22(u)||i2(]1§3)
=:c3

< calle(@)l3agea . (A.32)

Insgesamt folgt mit Hilfe der Ungleichungen (A.30)-(A.32), sowie (A.25), fur die Gleichung
(A.24):
- 1
le(@) 722 < lle()llFaez) + 7 (ealle@)Famz) + calle@lape) + calle()llZas))
1
= (1 + Z(Cl + co + 03))||6(u)||%2(R2+)

Somit ergibt sich also fiir die L2-Norm von (a):

- 1
le(@)] 22y < \/(1 +olateto)le@llegs), (A.33)

=:cq
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womit (A.23) bewiesen ist.
O

Das war der Beweis fiir n = 2. Ich mochte jetzt noch kurz den Beweis fir n = N
skizzieren (siehe [15], S. 240). Es sei wieder:

. N
2O s
Ich mochte zeigen, dass dann die folgenden Propositionen erfiillt sind:
Proposition 5 E bildet CO(RY) ab in CO(RY).
Proposition 6 E bildet H,(RY) ab in H;(RY), so dass

le(E(u)lrr < calle(w)lry- (A.35)

Dabei verwende ich die Zerlegung x = (§,¢') mit £ = (x1,...,xy_1) und ¢ = xy. Ferner
seien «,  Indizes der Lange (1,..., N — 1). Dann definiere ich

A
Uy = pu;, + qub,
iy = ruy + suk.

Hierbei bedeutet der obere Index A bzw. pu fiir eine Funktion v:

vt =0(€, -,
vt = (€, —pg).
Die Bedingungen
A>0, pu>0
garantieren, dass %; wohldefiniert ist fiir x € RY. Fiir
prq=1,
r+s=1,

sind Proposition 5 und der erste Teil von Proposition 6 erfiillt. Weiterhin ist

cap(@t) = peas(u)* + geas(u)”,
ENN(QNL) = —)\TSNN(U)/\ — MS&NN(U)M,
sowie
2ean () = —ApOnu — pgOnut + royuy + sOuuly.
Fir
r=—=Ap, s$=—puq

ist auch e,y (1) Linearkombination von e(u)* bzw. (u)*, nidmlich
ean (@) = reqn(u) + sean (u)*.

Fir A # p sind die Parameter p, g, 7, s eindeutig bestimmt. Eine mogliche Wahl ist A =
2.0 =1,p=—-2¢=3,7r=4,5=—3. Da also £(@) Linearkombinationen von &(u)* bzw.
e(u)* sind, kann ich wie eben zeigen, dass auch der 2. Teil von Proposition 6 erfillt ist.
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Bemerkung A.2 Aus der 1. Kornschen Ungleichung (4.9) und der Abschdtzung (A.23)
ergibt sich dann:

IVull 2@y < 1V (@)]]22m)
< V2[le(@) || 2y
< V2eqle(u) | 2y

Addiert man auf beiden Seiten ||ul|r2gn) hinzu, so erhdlt man die 2. Kornsche Ungleichung
im Raum H,(R"), denn

[ull mgny = [[Vulle@n) + lullr2wn) < V2e4le(u)]| 2 @)+ [[ullz2®n)

< c(lle()llz2en + lullz2@n) )-
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