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Kapitel 1

Notation

IM3*3 . Menge aller rellen 3 x 3 Matrizen
GL™(3) : Menge aller rellen invertierbaren 3 x 3 Matrizen mit
positiver Determinante
02 : Menge aller orthogonalen rellen 3 x 3 Matrizen
SO(3) : Menge aller orthogonalen IM3*3 Matrizen mit Determinante +1
50(3) : Menge aller schiefsymmetrischen IM3*3 Matrizen
1 : Einheitsmatrix auf IM3*3
X, Y : relle 3 x 3 Matrizen mit den Eintrigen xz;;, v;;; 4,7 € {1,...,3}
X7 : transponierte Matrix
symX : symmetrischer Anteil der Matrix X, symX = X+TXT

X-xT
2

skew X : schiefsymmetrischer Anteil der Matrix X, skewX =
AdjX : adjunkte Matrix,
fir X € GL*(3) gilt: AdjX = detX - X!
tr(X): Spur der Matrix X
det(X): Determinante der Matrix X
(a, b) : euklidisches Skalarprodukt der Vektoren a,b € R"
3

(X,Y) = > my;;: euklidisches Skalarprodukt auf IM?*3
ij=1
Q C R?: beschriinktes Gebiet im R?
0L : glatter Rand von 2
C*>®(R™,R™): Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
von R" nach R™
CR(2,R™) : Raum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen
von {2 C R™ nach R™ mit kompaktem Tréger in 2
LP(§2): Standard Lebegue-Raume
L .(92): Raum der lokal integrierbaren Funktionen
{u:Q—=R: [udr <oco VK CQkompakt})



WmP(Q)): Standard Sobolev-Raume ( alle schwachen Ableitungen bis zur
m-ten Ordnung existieren und sind Elemente aus LP(Q) )*
|t][mp.a: Norm von w auf W™P(Q), ||ul[mpo= > |l ||Lp(g)
a <m
WyP(Q) = CSO(Q)”“WI’”Q) = Vervollstindigung von C§°(2)
in der Norm ||-|ly1.0(q)

div(u) = Z Ozu; : Divergenz der Abbildung u € C1(R", R")

DiV(Du) Spaltenvektor dessen i-te Komponente die Divergenz

der i-ten Zeile von Du ist
81u1 82u1 (93u1

im R3 . DIV(DU) = Div 81’&2 (92u2 8311,2
81U3 82U3 83U3

0101u1 + 02051 + 03054 Auy
= (91811@ + 8282u2 + (93831@ = AUQ
8181u3 + 8282u3 + 8383u3 Au:),

82U3 — 83712
Curl(u) = | d3u; — dyus | : Curl des Vektorfelds u € C*(R?, R?)
duz — Doy

lsiche Anhang A



Kapitel 2

Einleitung

Die Elastizitatstheorie beschéftigt sich mit der Beziehung zwischen der Bela-
stung eines festen Korpers und der daraus resultierenden Deformation. Ihre
Anfinge gehen zuriick bis in die zweite Hélfte des 17. Jahrhunderts, als Ro-
bert Hooke (1635-1703) das sogenannte Federgesetz formulierte: die Ausdeh-
nung einer Feder ist proportional zur Kraft, mit der die Feder gedehnt wird
(, ut tensio, sic vis“).

Nur wenig spéter begann Gottfried Wilhelm Leibniz (1648-1716) die Bruchfe-
stigkeit eines geraden Balkens zu untersuchen. Der Mathematiker Jakob Ber-
noulli (1655-1705) beschéftigte sich als erster mit der elastischen Forménde-
rung eines - nicht bis zum Bruch - belasteten Balkens. Angeregt von Daniel
Bernoulli (1700-1782) beschiiftigte sich spéter auch der Mathematiker Leon-
hard Euler (1707-1783) mit diesem Thema.

Eine bedeutende Entwicklung erfuhr die Elastizitédtstheorie durch einen wei-
teren berithmten Mathematiker, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), der die
Idee des Spannungstensors etablierte (siehe Kapitel 4). Dazu ein Zitat aus
dem 1822 verfassten Artikel Recherches sur I’équilibre et le mouvement inte-
rieur des corps solides ou fluides, elastiques ou non elastiques: ,, Wenn man in
einem festen, elastischen oder nicht elastischen, durch beliebige Fliachen be-
grenzten Korper ein festes Element ins Auge fasst, so erfiahrt dieses Element
in jedem Punkte seiner Oberfliche eine [Zug- oder Druck-]Spannung. Die-
se Spannung ist dhnlich jener in Fliissigkeiten auftretenden, einzig mit dem
Unterschied, dass der Fliissigkeitsdruck in einem Punkt stets senkrecht zu
der dort beliebig orientierten Flidche steht, wiahrend die Spannung in einem
gegebenen Punkte eines festen Korpers zu dem durch diesen Punkt geleg-
ten Oberflachenelement im allgemeinen schief gerichtet und von der Stellung
des Oberflichenelements abhéngig sein wird. Diese Spannung lésst sich sehr
leicht aus den in den drei Koordinatenebenen auftretenden Spannungen her-
leiten.“ [Sza79]



Die folgende Arbeit beschreibt die in deformierten Koérpern gespeicherte ela-
stische Energie indem auf ein einfaches Federmodell Bezug benommen wird.
Im dritten Kapitel wird dieses Modell, nach einer Einfiihrung der wesentli-
chen Groflen fiir den eindimensionalen Fall, vorgestellt und die Beschreibung
der elastischen Energie einer deformierten Kugel daraus abgeleitet.

Das vierte Kapitel leitet Formeln zur Integration iiber die Einheitssphére
her, die im dritten Kapitel benttigt werden, um einen expliziten Ausdruck
fiir die elastische Energie zu erhalten. Zur Herleitung dieser Formeln braucht
man einen mathematischen Satz zur Integration iiber eine zweidimensiona-
le Untermannigfaltigkeit des R3, der im Anhang B erldutert und bewiesen
wird. Im Anhang C wird der Transformationssatz bewiesen, der im Beweis
von Anhang B verwendet wird.

Das fiinfte Kapitel behandelt allgemeine Grundlagen der linearen Elastizitat
isotroper Korper. Im sechsten Kapitel wird dann gezeigt, warum bei isotro-
pem Material schon zwei Materialkonstanten ausreichen, um die Beziehung
zwischen Spannungs- und Dehnungstensor zu bestimmen (sofern man von
der idealisierten Vorstellung einer linearen Beziehung zwischen diesen beiden
Groflen ausgeht). Diese beiden Kapitel dienen der Einordnung des einfachen
Federmodells, das mit einer Materialkonstanten auskommt, in die lineare iso-
trope Elastizitéatstheorie.

Das Ziel des siebten Kapitels es, den Raum der infinitesimalen rigiden Ver-
formungen, die den Tangentialraum an die Menge der Starrkérperdrehungen
in der Stelle der Identitat darstellen, vollstandig zu erfassen.

In den Kapiteln acht bis zehn werden drei mathematische Satze dargestellt:
die erste Korn “sche Ungleichung, die Ungleichung von Poincaré und der Satz
von Lax-Milgram in Banachrdumen, die fiir das elfte Kapitel gebraucht wer-
den.

Das elfte Kapitel schliellich beschreibt, aufbauend auf den Ergebnissen des
dritten Kapitels, ein Verfahren zur Minimierung der elastischen Energie eines
deformierten Korpers, das in einem partiellen Differentialgleichungssystem 2.
Ordnung miindet. Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung dieses Sy-
stems zu beweisen, wird auf die drei oben genannten mathematische Sétze
zuriickgegriffen.



Kapitel 3

Verzerrungsenergie bei
homogener Deformation

3.1 Heuristik: 1-Dimensionale Feder

Ziel dieses ersten Abschnittes ist es, anhand eines einfachen Gedankenmodells
zu einem Ausdruck fiir die in einem beliebig deformierten Koérper gespeicher-
te elastische Energie zu gelangen.

Zunichst betrachten wir die eindimensionale Situation der Auslenkung einer
elastischen Feder.

rososssoo

[ —

lo

Y Y Y Yy Y Y Y Yy

h

Oben: ungedehnte Feder mit der Lénge [y,
unten: gedehnte Feder mit der Linge I, = lo + Al .

Die relative Auslenkung e ist der relative Langenunterschied der Feder vor
und nach der Auslenkung:
R AV !

=—=——-1=X-1
lo lo o ’

e

wobei A\ = % die relative Langenénderung ist.



Im Zusammenhang damit definieren wir die Funktion
g [0,0] = R, p(z) = -z

Damit gilt: o(lp) =1 und ¢'(z) =1 =X,

Io
Fiir eine harmonische Feder ist die Federkraft gegeben durch
ole)=k— =ke=k(A—1),

mit der Federkonstanten k& und der relativen Auslenkung e der Feder aus
ihrem Ruhepunkt, bzw. dem relativen Léngenunterschied A. Die Federkraft
héngt also linear von der relativen Auslenkung e = A\ — 1 ab.

Die Federkraft einer realistischen Feder wird dagegen besser durch den Zu-
sammenhang:

ole)=k-In(l+e), bzw. o(A)=k-In(A)

beschrieben.! Bei einer realistischen Feder geht also mit zunehmender Aus-
lenkung der lineare Zusammenhang zwischen Auslenkung und Federkraft
verloren: fiir zunehmende Dehnung flacht die Kurve der Federkraft ab, fiir
zunehmende Stauchung wird sie steiler:

Cauchy-Spannungen

5 ]
3 FO)=x—1
N g(x) = (Y
; A
1 2 3

Spannungskurven fiir verschiedene Federkraftmodelle.? Die SVK-Kurve ist
physikalisch nur brauchbar in einer Umgebung der 1.

!Siehe nichste Seite und S. 37/38.
2SV K'()) ist die Ableitung der eindimensionalen Saint-Vernant-Kirchhoff Energie:
SVK(N) =132 —1)2.



Die Federenergie in diesem eindimensionalen Fall ist die iiber den zuriickge-
legten Weg integrierte Federkraft:

SZ/OAla(s)ds.

Fiir eine harmonische Feder ergibt das:

Al s k
5:/ ke Zds = —(Al)? =
0 l() 2l0( )

L
2, 12

k-
(h=1)* ==\ =1)7,

(3.1)

die Federenergie ist hier also proportional zum Quadrat der Auslenkung.
Der Vergleich mit einer aktuellen Methode, das Energiepotenzial eines defor-
mierten Korpers zu analysieren (Stillinger-Weber Potential, Molekularme-
thode), hat ergeben, dass die logarithmische Energie am Besten abschnei-
det [DT03, S. 509]. Diese Energie ist gegeben durch:

k-l

EX) ==

(In(\))*.

Die Federkraft, iiber die intergriert werden muss um zu dieser Energie zu
gelangen, ist die sogenannte Erste Piola-Kirchhoff-Spannung:

0 In(A
Damit gilt:
Al p(4s) A
5()\):/0 k- nf(_sl)o)ds:/l k.z().lni“)du (3.2)

lo

¥ Eolo
:/1 — () du = 52 (In(\))’

Multipliziert man die Erste Piola-Kirchhoff-Spannung mit dem Faktor A, so
erhélt man in diesem eindimensionalen Fall die sogenannte Cauchy-Spannung,
die oben als die Federkraft einer realistischeren Feder (im Vergleich zur har-
monischen) eingefithrt wurde: o(\) =k - In()\) .



7 1
5 1
E(\) =30 1)
3 1
1 E(\) = L(n())’
} 1 1 A

1 2 3

Energieplot fiir verschiedene Energiemodelle.

3.2 3-Dimensionale Verallgemeinerung

Wir betrachten nun die dreidimensionale Einheitskugel K und stellen uns vor,
dass sie von Federn durchzogen ist, die alle vom Mittelpunkt/Ursprung zu
einem Punkt auf der Oberfliche fithren. Wird die Kugel homogen verformt,
dh. p(p) =Bp Vpe K, mit B M**3 detB > 0 und B = const.,

so dndern sich die Positionen der nach aufien gerichteten Federenden wodurch
die Federn gedehnt oder gestaucht werden:

p, homogen ﬁ
—_— [D

Homogene Verformung einer Kugel:
oben mit dem Vektor p, unten mit dem Federmodell.
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Die Verzerrungsenergie ist in diesem einfachen Modell die Energie, die bené6tigt
wird um alle Federn auszulenken.

Sei nun K die Einheitskugel im R* ({z € R® : ||z|jgs < 1}) und ¢ €

C>(K,R?) eine Funktion, die jeden Punkt der Einheitskugel dem Ort zu-

ordnet, auf dem er sich nach der (nicht notwendigerweise homogenen) Defor-

mation befindet.

Um im Federmodell zu bleiben, stellen wir uns jeden Einheitsvektor h € §2

als das Ende einer Feder vor, deren anderes Ende der Ursprung ist.

Die absolute Auslenkung Al einer jeden solchen Feder durch die Deformation

p ist gegeben durch  [|(h) — @(0)[| = [|A]-

2]l =1

P

I

l(h) = (O] = [|7]

Links ungedehnte Feder, rechts gedehnte Feder.

Wir gehen zunéchst von harmonischen Federn aus. Die Energie der ausge-
lenkten Feder sei also proportional zum Quadrat der absoluten Auslenkung,
also proportional zu (||p(h) — @(0)| — ||2]])?.

Haben die Federn in alle Richtungen dieselbe Federkonstante k (Isotropie-
Annahme in dieser Betrachtungsweise), dann folgt daraus, dass fiir das Inte-

gral der Verzerrungsenergie tiber alle Richtungen % mit:
{h € $%} = {lph, h € §2,1; fest}

W(p) = / E(h)d$? = / Q%(Azﬁ)?dSQ

he§? heS$?
gilt:
k s s ~
Wip) = T /(Hso(h) — (0)]| — [In]))* dS?. (3.3)
he§?2

Der Ausdruck ¢(h) — (0) lisst sich fiir kleine [, wegen
- 1
¢(h) = ¢(loh) = (0) + Dp(0).loh + §D2gp(l0h, loh) + ...

11



in erster Néherung durch De(0).h anniihern, wobei wir F' = Dip(0) setzen.
Damit gilt:

Wie) = o [ @ = o0} - 1?5 (3.4)
he$2
~ % / (I1D(0).h] — ||B])? d5* = W (D)
heS?
o0+ [ UEsl= s
lyll=lo
= 20 et - el)? as(w
[lw(|=1
=58 [ qrul - v aste)
lw]|=1
_ ’“‘253. /(\/<1leuﬁ;nL>—1)2czg2
heS?
_ k~2l5’. /(\/m—l)2d82,
heS?

da fiir beliebiges y € R"und X € M™*" gilt:

n

W, Xhy =" wihj)y: = > O _wyydhy = (XTyh).  (35)

i=1 j=1 =1 i=1

Das Integral iiber die Einheitssphire $? ist nun unabhiingig von der Linge
lo. Weiter folgt:

W (D) = kely /(\/(FTFhﬁ)—l)QdSQ (3.6)

2

heg2

kol

= = -/(\/1+<FTFh,h>—1—1)2dS2

hes?
3

- = -/(\/1+<FTFh—h,h>—1)2d$2

hes2

k-3

- = ./(\/1+<(FTF—]1)h,h)—1)2dSQ.

[e=]

hes?

12



Geht man weiter davon aus, dass: FTF ~ 1, also: |[|[FTF —-1]| <1,
d.h. : F' ist ndherungsweise eine orthogonale Matrix, so gilt wegen:

Vi+ae~1+%+... fir z nahe 0, wobei « hier ((FTF —1)h,h) ist:
k'lg 2 jq2
W(Dp) = ——- | (|Dp(0).h]] = 1)°dS
hes?
k-3 = 2 09
= = (V1+ ((FTF —1)h,h) —1)"dS
he$?
k-1 L 2 @2
~ ./(1+§<(F F—1)h,h) —1)*dS (3.7)
hes?
3
. 1
= kzlo- / Z<(FTF—]1)h,h>2d$2
hes?
k’lg T 2 @2
= = [ (FTF ~ Db by ds”.
hes?

Die Integration iiber die Sphiire $? kann fiir den approximierten Ausdruck
nun explizit ausgefithrt werden. Es folgt nach Satz 4.1.(2) im néchsten Ka-
pitel:

W(F) ~ ’“élg. /((FTF 1)h, h)? dS>
hes?
_ ’” lo 20 (lsym(FTF - 1) + 1(tr(FTF 1)) (38)
/{:7T l

- =2 <||FTF 12 + (tr(FTF—]l))>

da (FTF — 1) symmetrisch ist, denn:
(FT'r —1)" = FTFT 17 = FTF — 1.

Zusammenfassend gilt nach unserem Ansatz in erster Ndherung bei kleiner
Deformation fiir das Integral der Verzerrungsenergie iiber alle Richtungen:

km- 13

W(F) ~ 5

(HFTF 12 + 1(tr(FTF 11))) (3.9)

wobei k die eine und alleinige Federkonstante ist und £ = D¢(0) die homogen
deformierte Kugel beschreibt.

13



Der Lagrange “sche Verzerrungstensor E ist definiert durch:

1
E = 5(FTF —1).

Damit gilt:

W(E) ~ 4"“’; lo (1212 + %(tr(E))2>. (3.10)

Auch wenn wir von dem realistischeren logarithmischen Energiemodell aus-
gehen: E(N\) = %(ln()\))g, konnen wir iiber das Taylorpolynom zweiten
Grades des Ausdrucks In(\) an der Stelle 1 das Integral der Verzerrungs-
energie iiber alle Richtungen in erster Nidherung explizit angeben.?
k-l 2 k-l ()\_1)22
2 (In(N)” ~ T2 (A= 1) - ) (3.11)
k-l 1

== (()\—1)2—(>\—1)3+4—l(/\—1)4).
Wieder setzen wir W als das Integral der Verzerrungsenergien iiber alle Rich-
tungen an.

Wegen:

_ b le(h) — O [[D#(0)-lo - h]
lo Al [0 - Al

= [[Dg(0).h]

fiir kleine lp und h = Iy - h, mit h € $2, erhalten wir:

Wiy = Al /S (m(”““’”ngl;”“’“)f e (3.12)

[\]

k- ||h) h

2 '/ﬁeg2(1n\\090<0)%||)2dg2

-1
2 [ (ullDeto))* as?
hes?

L (peal = 1) - (1Dp0) ) - 1)

(IID(0).h]| — 1)* dS>.

~
~

o
S

Q

R

+

3 ln(l—i—x):a:—x—;—l—....
Zur Schwierigkeit, die explizite Darstellung direkt iiber die Funktion zu erhalten,
siehe Kapitel 4.1.
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Dies ist geméf (3.7):

I3 1 1
W (Dyp) ~ kel / (S((FTF = 1)h,h))* = (Z((FTF = 1)h, b))’
2 Jpesz 2 2
(3.13)
1,1
+ 1 (GEF =1, h))" ds?
k'lg T 2 @2 k'lg T 3 102
= : (FT'F —1)h,h)?dS$* — —2. (FT'F —1)h,h)*dS
8 hes? 16 hes?
.73
ke lo / (FTF —1)h, by dS?
128 Jies2
e .73
_ kb / <Eh,h>2d82—u-/ (Eh, h)* dS$?
2 hes? 2 hesg2
k13

. / (Eh, h)*dS?.
8 hes?

Man beachte, dass in diesem Ausdruck nur Potenzen der Art
/ (X.h,h)"dS*, r €N
hes$?

auftreten (vergl. Satz 4.4), welche wir geschlossen integrieren kénnen.

Deformation eines Wiirfels durch reine Scherung.
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Mit der Matrix $(F'F —1) = E = X = (z;;) gilt also nach Satz 4.1.(2),
sowie den Gleichungen (4.30) und (4.31):

k-I3r8m 1
W(F) = 0 [ (symX |2 + 5 (1)) | - (3.14)
E-Brdn 3 47
2 ) [7 i+ 35 Z(:}cnm?ﬂ +afw + ryr + o)+
=1 ’l#] S -~ J
(Q)Summanden
47
ﬁ Z (xz‘ixjjﬂvkk +3- I?jxkk +3- TijTjiTre + TijTjpTr; + . )] +
T 23 Summanden
k . 13 47T 47‘(‘
5 0 [? Z ZE?i + a (iEqu‘?J + mfjxgj + %‘j%’ix?j + . .;)
Z 7 (g)SuT;:nanden

41

§ : 2.2 2 2 2

+ % (xiixjj + ‘Tz'j‘rji + xiixjixij + ZEiiIL‘ijEijIji + .. )
i#j ~-

(i) Summanden

945 )

LiiljjLg T Lyl T Lijljilyp T LiliiLhk T Ll
i#jFhti

2 2
+ %%) + TprTip Xk + - .. ] .

3-23 Summanden

Zur Veranschaulichung wenden wir diesen Ausdruck auf eine konkrete Ma-
1 20
2
trix /' an. Sei F' = (3 1 0] . Dieser Deformationsgradient wird ,reine
0 01
Scherung/pure shear® genannt. Die Grofle v heifit Gleitung. (Siehe dazu die
Abbildung links.)
Damit folgt:

(3.15)

o2 e,
onfR=
o

1 1
X=E=-(F'F-1)=<
2 2

16



Setzen wir dieses X in (3.14) ein, erhalten wir mit [y = 1:

k | 8w vt kE [4r A% 4m (3
BN BN W SO AT I I D AL (NP 4
W) 8{15<7+8+8 6|7 3 T3\ TP

(3.16)
k [4r ~® 4¢3 4 6 4 3 5 3 4
A DR R (- S A N | .
128[9 128 " 63 (1287 FO) g \es? T 1O
Also:
2k 1 3 1
W) = 8 gk o — o ] 3.17
=77+ 7T(60 70+2~315) 7 (3:17)

T Y (S S S 0
"\T1 732 1.35-32 16-21 32-105-2)

+ k I ! + ! i
"™\32.9.102 " 32-21-128 ' 32-105-128) | °

Ausgerechnet erhélt man:

W(y) ~ km(0,13333 - 4% — 0,02460 - v* 4 0,00149 - v° + 0,00003 - 7*).
(3.18)

Berechnen wir die Energie mit der Formel (3.9), die wir fiir das Modell mit
den harmonischen Federn hergeleitet hatten, so erhalten wir:

km 1 2 2k km
W)= —([|FTF =1|P + = (tr(FTF - 1 ):—.2 — .t
(7) 15(|| I+ 5 (e ) 5 T
(3.19)

Zum Vergleich beschreibe nun F' den ,einfache Scherung/simple shear” ge-
1 v 0

nannten Deformationsgradienten F'= |0 1 0
0 0 1

Deformation eines Wiirfels durch einfache Scherung.
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Damit folgt:

v
~2

1
X=EFE=_(F'F-1)==
2 0

(3.20)

o O
o O O

Setzen wir nun dieses X wieder mit [y = 1 in (3.14) ein, erhalten wir:

W(v)k{&r@ +7* +74)]—£{4—W-76+4—W~674+0} (3.21)

8|15 2 16| 7 35
+% [%ﬂ 7y +%<1276+1276>+;T5167 +0}
Also:
W(y):21k—5”-72+k7r(1—10—%+ﬁ>-v4 (3.22)
ir(-hye )

Ausgerechnet erhélt man:

W(y) ~ km(0,13333 -4 +0,05873 - 4* — 0,02381 - 7° + 0,00347 - 7°).
(3.23)

Berechnen wir nun wieder die Energie mit der Formel fiir das Modell mit den
harmonischen Federn, so erhalten wir:

2km 2+k:7r 4
15 T

(3.24)

W(y) = % <||FTF — 12+ %(tr(FTF - ]1))2> -
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einfache Scherung (appr. log.)

, reine Scherung (harm.)
) \ ,

reine Scherung (appr. log.)
—
\ \

Energiediagramm fiir reine und einfache Scherung mit k = % . Die blasseren
Kurven beziehen sich auf das Modell mit den harmonischen Federn, die
farbigeren auf das approximierte logarithmische Energiemodell
WH)=a1 -V 4+ a7y +az- 7 +ag- 20
(W ist das Integral der Verzerrungsenergien iber alle Richtungen h.)

4Zur Problematik, W () fiir das exakte logarithmische Energiemodell zu berechnen,
siehe S. 32.
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Kapitel 4

Formale Homogenisierung:
Mittelung iiber die
Einheitssphéire

4.1 Einige Formeln

Zunéachst leite ich die beiden Formeln des folgenden Satzes her.
Satz 4.1. Sei $* die Einheitssphire im R?, also alle h € R® mait ||h|gs = 1
und X eine beliebige 3 X 3 Matriz X = (w; v wii) mat Eintrdgen in R,

31 X32 X33

dann gilt:
(1) / (Xh, h) dS? = 27 tr(x).,
hes? 3
2 yo2 _ BT 2, 1 2
@) /heSQ<Xh, wy?as? = o (JlsymX | + 3 (x())?).

(Die Matriznorm in (2) ist die Frobeniusnorm: || X|* = (X, X), wobei das
Matrizen-Skalarprodukt definiert ist durch: (X,Y) = Z?,j:l TijYij -)

Diese Formeln wurden auch in [NJR09, S. 4271] zur Herleitung der Materi-
aleigenschaften hoherer Gradiententheorien benutzt.
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Beweis. zu (1): fiir h € R3 beliebig gilt:

(X, h) Zh Z%h = Zwahh (4.1)

=1 j=1
3 3
= (Xh, h)dS> :/ SN aiihihy dS? = Z xw/ hih; dS?
hes? hes? ', j=1 i,j=1

da die z;; reelle Konstanten unabhéngig von der Position von & in $? sind.

Um die auftretenden Integrale fhe$2 h;h; d$* zu berechnen, bendtige ich
folgenden Satz.

Satz 4.2. Sei U eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3,

f U = R eine Funktion und die offene Menge @ C R? der Parameterbe-
reiwch einer homdoomorphen und differenzierbaren Parametrisierung vy , fir die
D~(x) in ganz Q Rang 2 hat. Dann heifit f genau dann dber U integrierbar,
wenn f beziglich jeder Parametrisierung von U, die die obigen Bedingungen
erfillt (man nennt so eine Parametrisierung auch FEinbettung), integrierbar
15t.

Der dann von der Parametrisierung unabhdngige Wert

/Uf ds = /z le(’Y(Jf))\/det(ny(a:)Tny(q;)) dz

heifit das Integral von f diber U.

Der Beweis dieses Satzes befindet sich im Anhang A.

Seinun T :={h € $? : hy <0 A hy = 0} und $?\T somit die geschlitzte
Einheitssphére.

cos  cos 6
Sei weiter v : (—m,m) x (=5,5) — S*\T', (¢,0) — | sinpcosd

sin 0

eine Parametrisierung der geschlitzten Einheitssphére.
Dann ist 7 bijektiv, stetig, stetig umkehrbar und differenzierbar mit der Ab-
leitung (Jacobi-Matrix)

—sinpcosf —cospsinf

Dv(p,0) = | cospcosf —sinpsing | . (4.2)
0 cos 6
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Auflerdem hat Dy(x) fiir alle (¢, 6) € 2 Rang 2:
A Dy, 0)is + A2 - Dy, 0)ia =0 & M- Dy(@,0)a = —A2- Dy(p,0)in

(4.3)
= X =0 da: cosf >0 in (—g g))
T
= A =0 da: Dvy(p,0);1 #0 in (—§ 5))

Die Spalten von D~(p,0) sind also linear unabhéngig. Damit erfiillt v die
Bedingungen fiir eine Einbettung .

Da T eine Nullmenge in $? ist und die h; beschrinkt sind, gilt also:

/ hih; dS* :/ hih; dS* :/%(u)vj(u)\/det(Dv(u)TDy(u)) du
hes? heS2\T Q

(4.4)
cos ¢ cos 6 cos ¢ cos 6 0 0
/ / sin ¢ cos 0 sin ¢ cos 6 det (COS 1) ded(p
R 4 sin 6 sin 0 .
2 J
2

cos ¢ cos 0 cos ¢ cos 0
sin ¢ cos 6 sin ¢ cos 6 |COS Q| d@dg@ .
sin 6 sin 0 j

Da cosf in (-7, g) nur positive Werte annimmt, konnen die Betragstriche

auch weggelassen werden.
Fiir das Paar (7, 7) = (3,3) erhélt man somit:

/ hahs dS? = / / " sin2 6 cos 0 dfdyp (4.5)
hes? —-mJ—3

= 27r/2 sin® 6 cosf dodyp = 47r/2 sin® 0 cos 0 dfdp .
- 0

(ME]

Sei nun sin® # = « . Dann gilt: d0 = 2sinf cosf und daher mit Substitution

4 /3'29 0 dodp — 4 /1 Lo =9 1\/_d am
T Sin COS = 78 U—F— au = T uau = —.
0 4 0 2V/u 0 3

Fiir das Paar (i,7) = (1,3) erhélt man:

/ hihs dS? :/ /2 sin @ cos pcos @ cosB didy (4.6)
hes? - J-I

= / cosgp/ sinf cos? 6 dfdy = K/ cosp dp =
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Die {ibrigen Kombinationen von i und j lassen sich anhand einer einfachen
Uberlegung auf diese beiden Spezialfille zuriickfithren:

Die Zuordnung der Winkel ¢ und 6 innerhalb der drei Einheitsvektoren ey,
es und e ist willkiirlich. Sie léasst sich beliebig vertauschen.

v (—=m,m) x (=5,5) — S$*\T* wire dann eine andere Parametrisierung
nach demselben Prinzip auf eine anders geschlitzte Einheitssphére.

Da das Integral aber unabhéngig von der Parametrisierung denselben Wert

ergeben muss, gilt also fiir alle 7 € {1,2,3}:

4
/ h2ds? = =~ (4.7)
hes? 3
und fiir alle 4, j € {1,2,3} mit ¢ # j
hes?
4
= hih; dS* = 5,
hes? 3 (49)
3 3 )
4 4
ij=1 hes? i=1 3 3

zu (2): fiir h € R? beliebig gilt:

3 2 3 3
< Xh, h >2 = (Z Z’l]hzhj> = (Z $Z]hlh]> (Z l’klhkhl>

,j=1 i,j=1 k=1

; (4.10)
= Z Tij Lkl hzhjhkhl
i,k l=1
3
= < Xh,h>"dS* = ) xijxkl/ hih;hihy dS? . (4.11)
hes? ij kd=1 hes?

Gemif der Uberlegung auf der letzten Seite zur Vertauschbarkeit der Winkel
@ und 9, geniigt es nun wieder, verschiedene Grundtypen der Indexzuord-
nung zu unterscheiden:

l.LFall:i=j5=k=1

2.Fall: i=j=k#1

3. Fall: i=j#k=1
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4. Fall: i £5F#k=1+#1
Nicht alle vier Indizes konnen unterschiedlich sein, da nur die Zahlen 1 bis 3

angenommen werden.
Zum 1. Fall:

s [T [P
hs dS* = sin® 6 cos 6 dfdy (4.12)
hes? -7

g
:47T/
0

Entsprechend folgt daraus fir alle ¢ € {1,2,3}:

Wl

1
sin' @ cos 0 dfdy = 47T/ W= du = —.
0

4
/ hhds? = = (4.13)
hes? 5

Zum 2. Fall:

™

/ hih3 dS? :/ /2 sin® 0 cos ¢ cosf cos @ dfdy
hes? 3 (4.14)

:K/ cospdp = 0

—T

= / hih; dS* = 0 Vi,j € {1,2,3} mit i # j. (4.15)
hes$?
Zum 3. Fall:
/ hih3 dS? :/ /2 sin?@ cos® pcos? 0 cos @ didy (4.16)
hes? —-mJ =3

= / 0082g0/2 sin® @ cos® @ dhdy = 7r/2 sin® 6 cos® 6 db

—Tr

[ME]

jus
2

z 1
= 27T/ sin?@ cos® 6 df = 27r/ u——=(1—u)du
0 0
! P 2 2 A
—7T/0<\/ﬂ—u2>dU—7r(§—g)—ﬁ

4
= / h,?h?dS?:l—g Vi,je{1,2,3) miti#£j.  (4.17)
hes?
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Zum 4. Fall:

/ hihoh3 dS? :/ /2 sin? 6 cos pcosf sinpcos@ cosf didy
hes? /3 (4.18)

= / cosp sinp K dp = 0

—Tr

= / hZhjhy dS* = 0 Vi, j ke {1,2,3} miti#j#k#i.
heg?2
Allgemein gilt also:
9 4m
hihihihy dS* = —(8;j0k + 601 + 0udjk) (4.19)
hes? 15
da fir v =75 =k =1 gilt:
4 47
5ij6kl + (5ik(5jl + 5il5jk - 3 = 1—5(51]5143[ -+ 5ik5jl -+ 5il5jk) = ? . (420)

Damit erhalt man endlich:

Z Tij Tk / hihjhih; dS? (4.21)

,7,k,l=1

Z $z]$kl 52]5kl + 5Zk5jl + 57,l5]k)

zjkl 1
47 3 4
= Za:” 5 + Z Tiilkk 75 Z — + Z TikTki 75
i i,k=1i#k i,k=1i#k i,k=1i#£k
3
84+4)m 47
- B+ dr Sz 4 4T z rar + S (@t )
i=1 zk 1,i#k i,k=1,i#k
3
47
= T quZxkk + — (Zx“ + = Z (z3, + :z:zk:z:kl)>
i=1 zk:l,i;ék:
47

= — (trX)? — X|?
T (trX)? + o fymX]|

_ 87 2 1 2)
= 2 (IlsymX | + S(x0)?)
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denn:

3
lsymX|[* = Z
]:

1

(xz]+x]2) ixi + Z (xzk+xkz>2

i,k=1,i#k

3
Z (Qx?k + inkxki) . [
k=1,i#k

(4.22)

@w
»-l>|*—‘

7,

Korollar 4.3. (Oberfliche der Einheitskugel)

/ 1dS? = 4r
hes2
Beweis.

4
/ 1d$? = / (h, h) dS? = / (Lh, h) dS? = %tr]l = 4r. O
hes? hes? hes?

Auch fiir groflere natiirliche Zahlen als eins und zwei kann man, mit eini-
gem Aufwand, fiir den Ausdruck fheSQ (Xh,h)"dS? explizite Darstellungen
erhalten:

3 3
r 2 2
/h€$2<Xh,h> ds? = /}LESQ (Z xiljlhh%) (Z mirjrhirhjr> ds

Z1,]1=1 74r7j7‘:1
(4.23)

= Z Tiggy - - Z wa/ hi, Jl. h%hL dS>

i1,j1=1 iryJr=1
3

§ 2
= xiljl .. -xiTjr/ thlhjl ...hirth dS s
hes

L1501 50ty Jr=1

also eine Summe von 3?" Summanden, die sich aufgrund von Symmetriebe-
trachtungen wieder auf eine bestimmte Anzahl von Grundtypen reduzieren
lésst.

Allgemein gilt: hy hj, ... h; b, = B Y hY, mit m+n+p = 2r.

Ist eine der Zahlen m,n,p ungerade, dann gilt: [, o, h{" hi hf dS* =0
denn fiir alle m,n,p € Ny ist

/ R "R dS? = K / sin? ™ g cos” pdp = 0, (4.24)
hes? -
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und aufgrund der Symmetriebetrachtung ist es gleichgiiltig, welche Kompo-
nente den ungeraden Exponenten hat.

Also bleiben nur Terme iibrig, die die Form [, ¢, h7™ h3" hP dS? mit i #
j # k # 1 haben.

Dieser Ausdruck lasst sich aufgrund der Symmetriebetrachtung explizit be-
rechnen:

/h y hIm R hP dS? = /h . h2m h2n h2P 482 (4.25)
€ €
/ / ™ o sin®" p cos? MM 0 in? 0 dfdy
3

_ / “p(l‘—ﬁ‘)m“du / (1= sin? )" (sin? )" dip

m+n T m
/ T Z (m N n) —u)" du / Z (T) (—sin® @)’ sin®" dyp .
T =0

Mit m = n = 0 ist das Ergebnis von (4.25) einfach

1 4
S = — (4.26)
p+§ 2p+1

Sonst kann man o. B.d. A davon ausgehen, dass n > 1 ist. Das Ergebnis von
(4.25) ist dann:

m4n
/1 (m+n> prie 05du/

Allgemein gilt mit partieller Integration fiir n > 1:

(—1) (77) (sin? )" dp. (4.27)

= 0

n—1
[1(2i+1)
T 2n —1 =
/ sin? rdr = n2 / sin’ " Vyde =, = 27 [ EX——
- n -7

[1(20)

i=1

(4.28)
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Dies in das Ergebnis von (4.27) eingesetzt ergibt:

n+i1—1

[T (2j+1)

I12))
a7 (4.29)
m-+n m-+n m H (27 + 1)
- ( ; ) (™ j=0
R AT ET (Z) T (2))

Daraus folgt letztendlich:

Satz 4.4. Sei $? die Einheitssphire im R?, also alle h € R® mit ||h|jgs = 1

x11 x12 x13

und X eine beliebige 3 x 3 Matriz X = (9621 w20 w23 | mit Fintrdagen in R,
31 xr32 x33

sowte r eine beliebige natiirliche Zahl, dann gilt:

3
Xh,h)"dS? =
/hes2< & 27"+12:%”Jr

§ Liyjr =+ " Liggp

m-+n-+p=r, die drei Indizes kommen 2m, 2n,2p mal vor, pn>1

m+n . (m+n) m m nijol(zj + 1)
[4” >0 st 20 () T

j=1

Zur Veranschaulichung dieses Resultats rechne ich den Ausdruck fiir » = 3
und r =4 aus.
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Exponent r = 3:

/ (Xh, h)3dS* (4.30)
hes$?
3
AT - 1 1. 1
= = > b+ dr(z = =) 5 Y TupTipiss
i=1 p=2,m=1

12 1,1 3
Hanlg =5+ )G ) 2 Tuatunt,

m:n:p:l

3
dm A
= a3 Z :U?z + 35 Z(fﬁum% + :C?j:cjj + XijT5xi 4 )

>y
i=1 i1#£] v

(g) Summanden
4m 9
+ ﬁ Z (CCiil’ijCkk +3- L3 Tpk + 3 LTy + Tij Tl + .. ) .
kel 23 Summanden
Exponent r = 4:
/h . (Xh, h)*dS? (4.31)
€
Ar s, 1
- E ZI“ + +47T(_ - _) 5 Z Liyj1 Ligja
=1 p=3,n=1
1 2 1 3
+ 47'('(— - =+ —) = Z xiljl .. ‘xi4j4 (432)
5 7 9 8 [yl
1 2 1.1 3
+ 4”(5 7 5)(5 - g) Y i T,
p=2,m=n=1
4 47
=5 T+ 3 (\x”x;’j + x?jx?j + wija:jix?j +. .;) (4.33)
’ 7 (S)S'm;:nanden

4
§ : 2 2 2 2 2
+ ﬁ (Iiixjj + 'rij'rji + xiimjixij + Iiiﬂfjjfﬁijxﬁ + .. )

i#] ~ g

(i) Summanden

47 4
+ % Z <(2) <xuflfjj$ik + xfjxik + xijxﬁxik + xf]gguxkk + ﬁjﬁk
i#jFkA

2.2
+ :UU:U,“> -+ g:kkxikxjk + . -

~
3-23 Summanden
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In (3.16) und (3.21) haben wir gezeigt, wie diese Resultate zur Berechnung
der realistischen logarithmischen Energie nach einer Taylorentwicklung Ver-
wendung finden konnen.

4.2 Tensor-Schreibweise

In der Literatur findet man anstelle der Schreibweise [, g, hih; d$*  bzw.
fheSQ hihjhihy dS? oft die Ausdriicke: fhes2 h® hdS$S? bzw.

Jhes: P ©h @ h ® hdS? [Kan84] sowie [LK93].

»h“ bezeichnet dabei einen Vektor mit seinen drei Koordinaten h;, i € {1,2, 3},
»h ® h* ist ein Dyadenprodukt und ,h ® h ® h ® h* ein vierstufiges Tensor-
produkt.

Der Vorteil dieser Schreibweise ist, dass sie alle Kombinationen von ¢ und j,
bzw von 7, j, k und [ in einem Ausdruck zusammenfasst.

In dieser Schreibweise gilt dann [E*03]:

47

/ h@hd$* = —1, (4.34)
hes2 3

wobei I = [I];; = ¢;; der Einheitstensor zweiter Ordnung ist, sowie

4
/ hoh@h@hdS? = (I + 2159, (4.35)
hes? 3 )
mit den vierstufigen Tensoren:
[vol = %[ ®1= %5ij5kl und ]—(Sl)g,n rsym — [volu

wobel %™ gegeben ist durch: %™ = [I%™];1 = %(5ik5j[ + 0udjk) -
Damit ergibt sich:

4 47 1
. oy ST

15
47

= 5 ( 5w5k0

Ivo _[sym =
0 = 53

8t 1
I 2(5¢k5jl+5iz5jk)

4
= 6”5M+ (03015 + 0ud k)

15
47T
= (61]5]6[ + 5Zk5l] + 5zl5]k)

47
/ h®h®h®hdS? = ( vol + (> — Iv01)> (4.36)
hes?
3
5)
1
3
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In dieser Schreibweise lassen sich die beiden Formeln des Satzes 3.1. so her-
leiten:

3
Xh, h)dS$* = Tii /
/heS?< > Z ! h

3
hihj dS2 = Z Lij / h ® h dS2
h

ij=1 €52 ig=1 €92
3 3
4dr dm 4dr
= ZIZ] gl = Z?IU&J = ?tI'X,
1,j=1 i,7=1
(4.37)
sowie
3
/ (Xh,h)*dS* = Y zijan / hih;hyhy dS? (4.38)
hes? i ke l=1 hes$?
/L?]? K
3
= Y xijxkl/ h®h®h® hdS
ij k=1 hes?
> Am 2
= > wyaw o (Lo + =I20)
- 3 5
0,9,k 0=1
°\ Ar
= Z 15 TiiTk (040K + 0ir01j + 6401
ijikd=1
8 1
= = (lymx 2+ 5(erX)?)
wobei wir (4.21) und (4.22) benutzt haben.
Der Ausdruck dev(h ® h) ist definiert durch:
1
dev(h®@h)=h®h — gtr(h<§§>h)-ﬂ.
Damit gilt:
1
/ dev(h ® h)d$* = / h@h— ~tr(h®h)-1dS> (4.39)
hes? hes? 3
4 1
- T ——/ (h + h3 + h3) - 1.dS?
3 3 Jhes?
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hi+ h3+ h3 0 0

4 1
:%J—g/ 0 h? + h3 + h3 0 ds$*
hes? 0 0 hi+ h3+ h3
3-8 0 0
4 1 3
:%I—5 00 3.4
0 0 3.4
4 1 . 4
B S Sy
3 3 3

4.3 Problematik eines nichtlinearen Beispiels

In (3.11) und (3.12) wird die Approximation zweiten Grades an die Funktion
g(x) = In(1+x) benutzt um einen expliziten Ausdruck fiir Verzerrungsenergie
iiber alle Richtungen in dem Modell der realistischen Federn zu erhalten. Es
wére natiirlich gut, wenn sich der Ausdruck

ke

. /heS (In(| FR|))* ds

ohne Umweg iiber die Approximation berechnen liele. Hierbei treten aller-
dings Probleme auf, die ich an folgendem Beispiel verdeutlichen méchte. Die
Aufgabenstellung ist dort eine andere, aber die Problematik dieselbe.

W(p)

4.3.1 Fiir X € M3

Wir betrachten die Verzerrungsenergie aus (3.6).

/ (I1XR| - 1)* ds?
he$g2

= [ Qxal = 2xn) 1) as?
heS?

3 3 2 3 3 2\ 2
= / > (Z xz‘ﬂ%‘) -2 > (Z %‘%‘) +1] ds?
hes? — j=1 ;

=1
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SE(Se) (Ee)) s

3
— /h€S2 Z (wijzihihyg) — (sz:

i k=1

2
JJUJJzkh hk)) +1 dS2

1

Wéhlt man nun fir die h;, i € {1,2,3}, die Parametrisierung wie oben, so
lassen sich die linearen Terme des Integranden wie gezeigt ohne Probleme
integrieren. Dagegen sehe ich keine Moglichkeit, fiir den Wurzelterm eine
Stammfunktion zu finden. Konkret sieht das Integral dafiir in der parame-
trisierten Version so aus:

/ / (chosggOCOSQH+Kgcoscpsingocos29+Kgcosgocosﬁsin9+
g
1
K, sin® ¢ cos? 0 + K sin ¢ cos 0 sin § + Kg sin® 9) * cos 9) dfdy ,

mit Konstanten K;, i € {1,...,6}, die von den Eintrdgen der Matrix X
abhingen.

Reduziert man die Rechnung zur Veranschaulichung auf den R?, dann erhilt
man:

| axn=nrast = [ xnE = 2xn)+ 1) o'
hes! hest

2 2 2 2 2 2\ 2
- /hESI Z (; l’ijhj) -2 Z (; SL’z’jhj) +1 dSl (4.41)

=1

2 9 1
- / ) Z (xijwikhjhk) —2 < Z (xijzikhjhk)) +1 ds’' .
hes .

i k=1

Mit der Parametrisierung des Einheitskreises: v : (0;27) — S1, ¢ (Z?ﬁ Z)

und dem Zusammenhang:

= \/det(DyTDv) dp = \/(—sin@)? + cos? p dp = 1 dyp (4.42)
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erhalt man also fiir den Wurzelterm:

2 3
hest \ ..

i,5,k=1
2 2
= / ( (xlzl COS? Y + L4140 COS P Sin @

0 N1 (4.43)

Nj=

+ 4941 Sin @ cos @ + 22, sin” gp)) dy

2
:/ \/K10052¢+Kgcosgpsincp+Kgsinzgo dy,
0

mit den Konstanten:

Kl = l‘%l + 1’31, K2 = 2(1‘11{[‘12 + Igll'gg) und Kg = ZL’%Q + IE§2 .
Gilt nun: K1 = K3 und K, = 0, dann lédsst sich das Integral einfach
berechnen, ansonsten steht man wieder vor dem Problem, eine geeignete
Stammfunktion zu finden. Die Bedingung: K; = K3 und K, = 0 ist genau

fiir Matrizen der Art <Z _ba> oder (‘; _ab> , mit a,b € R beliebig, erfiillt.

Das Ergebnis fiir den Wurzelterm ist dann: 27v/a? + b2 .
Insgesamt erhélt man fiir diesen Fall:

| xn -2 as'
hes!
1
2 2 2 444)
hest \ ; k=1 ig k=1

= 27r(a2+b2—2\/a2+62+1) = 27r(\/a2—|—b2—1)2.

Fiir b= 0 ist dies: 27(|a| — 1)2.

4.3.2 Transformation auf Diagonalgestalt

Ist X eine symmetrische Matrix, so lasst sich die Berechnung von

Jhese (I XR| — 1)> d$? durch folgende Uberlegung vereinfachen: Fiir jede
symmetrische Matrix X gilt: X = QT DQ , mit D ist Diagonal- und Q Ortho-
gonalmatrix. Weiter ist jede symmetrische Matrix selbstadjungiert. Damit
folgt:

IX7]* = (Xh, Xh) = (Q" DQh, Q" DQh)

= (DQh, DQh) = ||DQAh|? (4.45)

34



= [[Xhll = [[DQA|.

Da Q eine Drehung oder Spiegelung beschreibt, und wir das Integral iiber
die Einheitssphére betrachten, dndert sich dessen Wert nicht, wenn man Q
weg lasst. Also gilt:

/heSQ (IXR]| — 1) dS? = / (DR = 1) dS?. (4.46)

hes$?
mit einer Diagonalmatrix D, die aus den Eigenwerten \; der Abbildung be-
steht, die durch X beschrieben wird. Diese Eigenwerte lassen sich durch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms von X errechnen und sind immer
reell falls X symmetrisch ist.
Der problematische Wurzelterm reduziert sich dann auf:

1
3 2
/ | Dh|| d$? = / (ZA?h?) ds? (4.47)
hes? hes? \ ;55

- / /2 \/A% cos? p cos? 0 + A3sin® g cost 0 + A2sin® 0 cos? 6 dfdp .
- 7g

Gilt: Ay = Ay = A3 = A, so lésst sich dies weiter vereinfachen:

glieSQ

In diesem Fall wéare:
| axn) - 1? as?
hes?2

= [ (1pnl = 21D8] + 1) as°
hes2

_ / (A — 2\ +1) dS?
hes?
= 47 (N = 2]\l +1) = 47(|]A] — 1),

3
> N2 ds? = / Al dS? = 4x|A|. (4.48)
i—1 hes?

(4.49)

Im R? ergeben sich fiir symmetrische Matrizen die entsprechenden Vereinfa-
chungen:

2m
/ | Xh| dS' = / \//\% cos? o + A3sin? ¢ dp, (4.50)
hes! 0
und fir Ay = Ay = X
/ (IXh| —1)* dS' =27(A2 = 2]\l +1) = 27(|A] —1)2. (4.51)
hest
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Kapitel 5

Vergleich zur linearen
Elastizitit isotroper Korper

5.1 Einfiihrung

Isotropie stellt eine lokale Materialeigenschaft dar. Betrachtet man beispiels-
weise einen kugelformigen Ausschnitt innerhalb eines festen, homogenen iso-
tropen Korpers, der von auflen belastet und dadurch deformiert wird, so wird
diese Kugel, unabhéngig von ihrer anfinglichen Ausrichtung, immer gleich
deformiert.

b a
— E—
b a
— —

Oben: Kugel im Ausgangszustand, unten: um 90 Grad gegen den
Uhrzeigersinn nach oben gedreht. Die farbigen Kreise sind eingefiigt um die
unterschiedliche Ausrichtung der Deformation zu zeigen.

Bei anisotropem Material bewirkt dagegen die Materialbeschaffenheit, dass,
je nachdem in welcher Richtung der Korper einer Belastung ausgesetzt wird,
unterschiedliche Deformationen auftreten. Beispielsweise verursacht bei Holz
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die Faserung des Materials eine Richtungsabhéngigkeit. Allgemein gilt jedoch
auch fiir anisotropes Material, dass die Effekte der Anisotropie um so weniger
ins Gewicht fallen, je grofler das betrachtete Volumenelement im Vergleich
zur Mikrostruktur des Materials ist.

Bei isotropem Material ist der Zusammenhang zwischen Belastung und De-
formation im Rahmen der linearen Approximation schon vollstédndig durch
zwei Materialkonstanten bestimmt (die mathematische Begriindung dafiir
liefert das néchste Kapitel ,Isotrope Tensorfunktionen*).

Der Anschaulichkeit halber beschranken wir uns zunéchst auf die eindimen-
sionale Betrachtungsweise:

Die Belastung wird durch den Spannungstensor o dargestellt, der im eindi-
mensionalen Fall einfach eine reelle Zahl ist. Bei Zug ist die Zahl positiv, bei
Druck negativ.

Die Deformation wird durch den Dehnungstensor € dargestellt. Im eindimen-
sionalen Fall ist das wieder nur eine reelle Zahl, die bei Dehnung positiv ist
und bei Stauchung negativ.

Die erste Materialkonstante ist der Elastizitdtsmodul E. Er beschreibt den
linearen Zusammenhang zwischen ¢ und e:

c=F - ¢.

Fiir kleine Dehnungen bzw. Stauchungen gibt es ndherungsweise einen li-
nearen Zusammenhang zwischen Zugspannung und Dehnung, bzw. zwischen
Druckspannung und Stauchung. Insgesamt spielt sich die von uns betrach-
tete Theorie im Bereich kleiner Deformationen ab. E ist also eine material-
abhingige Konstante.

Tatséchlich dndert sich der Elastizitdtsmodul auch bei beliebig kleinen De-
formationen approximativ geméfl der Formel: F = Ey — ¢ - o, mit einer
positiven Konstanten c¢. Siehe dazu schon [Grii07, S. 844]. Dies deckt sich
qualitativ mit dem im ersten Kapitel eingefiihrten realistischen Federkraft-
modell o(e) = kIn(1 + e) . Die relative Auslenkung e der Feder wird nun
durch die (eindimensionale) Dehnung e bezeichnet. Damit gilt:

ke? k
a(e)zkln(l—l—e)%ke—%:(k—g)e. (5.1)
Im eindimensionalen Fall ist Ey einfach k. Wegen o(e) = Fe, gilt also:
ke Ey-e o
EN(k—?)—EO— 5 ~E0—§. (5.2)

Hier ist ¢ also gleich %, tatsdchlich hangt ¢ aber vom Material ab.
Betrachtet man die gewohnliche Differentialgleichung:

o'(e)=F=Fy—c-o(e),
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so lautet die exakte Losung dafiir:

o(e) = %(1 —exp(—c-€)). (5.3)
o(e)
2 4
a(€) = In(1 + ¢)
1 4
-1 1 2 3
14
—94

Spannungskurven in Abhdngigkeit der Dehnung €.
2(1 —exp(—%)) st die exakte Losung der DGL
o'(e)=1—3-0(e), [Gri07, S. 844].

Um die zweite Materialkonstante zu beschreiben, miissen wir jetzt allerdings
wieder in den realen dreidimensionalen Raum zuriickkehren. Dort stelle man
sich nun einen elastischen runden Stab vor mit Lange [ und Radius r. Wird
der Stab gedehnt, so vergroflert sich die Lénge und der Radius verkleinert
sich. Wird er gestaucht, verhélt es sich umgekehrt.
Die zweite Materialkonstante, die Poisson-Konstante v, bezeichnet den ne-
gativen Proportionalitdtsfaktor zwischen Lingendnderung und Radiusénde-
rung:

Ar=—-v-Al.
Anstatt £ und v werden auch oft die sogenannten Lamé’schen Konstanten
p und A verwendet. Diese sind folgendermafien definiert [Somb4, S. 59 ff.]:

B E - v-F
o+ " T A+ )1 -20)
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Sowohl ¢ als auch € werden im realen dreidimensionalen Raum als zweistufige
symmetrische Tensoren notiert.
oi; beschreibt die Zug/Druckspannung in Richtung der i-ten Koordinaten-
achse. Die Nebendiagonalelemente o0;;, mit ¢ # j, werden Schubspannungen
genannt und erhalten auch oft den Buchstaben 7. Anschaulich ist o;; die
Spannung, die aus der Ebene, deren Normalenvektor die i-te Koordinaten-
achse ist, heraus, in Richtung der j-ten Koordinatenachse auf das Korperele-
ment einwirkt.
Die Schubspannung o;; hat als Deformation die Gleitung v zur Folge. So ist
im Dehnungstensor € der Eintrag €;;, mit ¢ # j, definiert als 3 .
Analog zum Spannungstensor, gibt beim Dehnungstensor der erste Index die
Koordinatenachse an, die der Normalenvektor zur Betrachtungsebene ist,
und der zweite Index die Koordinatenachse, in deren Richtung die Dehnung
festgestellt wird.
Den linearen Zusammenhang zwischen Spannungs- und Dehnungstensor in
der infinitesimalen Theorie beschreibt ein 4-stufiger Tensor, der sogenannte
Elastizitétstensor C,j:

0ij = Cijrt - €xr -

Sowohl der Spannungs- als auch der Dehnungstensor sind in diesem Ansatz
symmetrisch. Man kann sie daher auch jeweils als Vektoren mit sechs Ein-
triigen aufschreiben: oy — 6, = (011,02, 033, 012, 013, 093)7, €5 — €y
entsprechend.

Deshalb reicht eine 6 x 6-Matrix aus, um den Elastizitatstensor C;;; zu be-
schreiben. Im Falle isotropen Materials hat diese die folgende Form:

2Ww+A A A 00 0
A 2u4+4A A 0 0 0
— A A 2u+A 0 0 0
Con = 0 0 0 00 (5-4)
0 0 0 0 pu 0
0 0 0 00 p

Damit gilt also: &6, = Cmn <€ .

Die Matrix Cmn verdeutlicht auch, warum oft anstatt der anschaulichen Ma-
terialkonstanten E und v die Lamé’schen Konstanten g und A verwendet
werden.

Betrachten wir nun wieder den eindimensionalen linearen Fall: ¢ = E - €,
dieses Mal unter dem Aspekt, welche Verzerrungsenergie W der Dehnung e
entspricht. Geméafl den Gesetzen der Physik ist Energie das Integral der Kraft
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iitber den Weg. Angewendet auf unsere Fragestellung ergibt sich:

62

¢ 1
W(e):/OE-sds:E-5:§-a-e. (5.5)

Derselbe Zusammenhang gilt bei Zug/Druckspannung auch im dreidimen-
sionalen Fall. So erh&lt man bei einer einfacher Dehnung entlang einer der
Koordinatenachsen:

1

Bei Schubspannung gilt der Zusammenhang bezogen auf die Gleitung ~. Im
Fall einer einfachen Schubspannung o;; erhilt man somit:

1

In einer heuristischen Betrachtungsweise lédsst sich die gesamte Verzerrungs-
energie iiber alle Richtungen als die Summe der Verzerrungsenergien {iber
die verschiedenen Tensorkomponenten auffassen:

3

W(E) = Z % *O0ji " €44 + ZO’Z‘]‘ . 67;]‘ . (58)

i=1 i#j
Im isotropen Fall lisst sich diese einfach feststellen:

3 3 3
Wi(e) = Z % 04 c €+ ij C€j = Z 5(2M€¢¢ + AZEjj)Eii + Z,uefj
i=1 itj i=1 j=1 itj

(5.9)

—_

) = llel + 3 (1x(0))

-

k A
:MZE%"‘E(

ij=1 1

(tr(syme)) 2

= pllsymee[|* +

N>

5.2 Die Cauchy-Relationen

Cauchy ging in der ersten Hilfte des 19. Jahrhunderts davon aus, dass der
Elastizitédtstensor C;;; eine bestimmte Symmetrieeigenschaft besitzt:
Ciji = Cigji [Cau28]. Man nennt dies die Cauchy “schen Relationen. Es hétte
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z.B. zur Folge, dass Cj190 = Cio12 . Im isotropen Fall ist das gleichbedeutend
mit p = A (siche 5.4), bzw.:

FE v-F 1—2v

1+v) A+v)d-20) 2

1

Mit anderen Worten: Die Cauchy “schen Relationen implizieren, dass isotrope
Stoffe nur eine materialabhéngige Konstante haben. Es zeigte sich jedoch
bald, dass diese Annahmen nur unter sehr eng umrissenen Voraussetzungen
Bestand haben, die in der Praxis fast nie erfiillt sind (siehe dazu [BT06]).
Geht man dennoch von diesen Voraussetzungen aus, und nimmt also an, dass
=X gilt und setzt dies in (5.9) ein, so erhélt man fiir W :

W(e) = lel]? + 5 (tx(e))”. (5.11)
Unsere Herleitung der Verzerrungsenergie einer homogen deformierten drei-
dimensionalen Einheitskugel in (3.9) liefert genau diese, sogenannte ,uni-
constant-Theorie“, indem wir identifizieren: u = % Das lésst sich dadurch
erkldren, dass wir dort auch nur von einer materialabhéngigen Konstanten
ausgegangen waren, der Federkonstanten k, und Isotropie durch Mittelung
iiber alle Richtungen sichergestellt hatten.

Dem Dehnungstensor € entspricht dort der Lagrange “sche Verzerrungstensor
E = 1(Dg(0)"Dp(0) — 1):

Schreibt man ¢ als: ¢ = id 4+ v, dann gilt:

Dp(0)"Dp(0) — 1 = 1 + Du(0) + Du(0)" + Du(0)" - Du(0) — 1 (5.12)
= 2-symDu(0) + Du(0)" Du(0) = 2 - € + Du(0)" Du(0).

Daher ist € die linearisierte Approximation an (D¢(0)" Dp(0) — 1) =
L(FTF-1) = E.

41



Kapitel 6

Isotrope Tensorfunktionen

Eine isotrope Tensorfunktion G : IM3*3 — IM3*3 erfiillt folgende Bedingung:
GRTXQ)=QTG(X)Q V¥X c M*3vQ € SO(3). (6.1)

Nach [Ogd97, S. 194] ist eine auf symmetrischen zweistufigen Tensoren de-
finierte Funktion G genau dann eine isotrope Tensorfunktion, wenn G die
Form hat:

GA)=ap-1+a;-A+ay- A%, wobei (6.2)

ap, a1 und ay skalare Funktionen der skalarwertigen Invarianten von A sind.

Fiir eine skalarwertige Invariante von A gilt folgende Bedingung:
H(QTAQ) = I(A) YQ € S0(3). (6.3)

Da jede symmetrische Matrix sich zu einer Diagonalmatrix transformieren
ldsst, darf ) nur von den Eigenwerten A;, A\ und A3 von A abhéngen.
Weiter ldsst sich gemafl [Ogd97, S. 191] jede Invariante von A als Funktion der
drei Hauptinvarianten I, Ir und I3 von A beschreiben. Diese sind definiert
als:

Il :/\1+)\2+)\3:tr(A),
.[2 = /\1/\2 + )\2)\3 + )\3/\1 == tI‘(AdJA) s
[3 = )\1 . )\2 . )\3 = det(A) .

Das sind gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
det(A—X-1):

det(A—X-1) = —X\* +tr(A) - A\? — tr(AdjA) - A+ det(A) - 1.
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Die Bedingung (6.3) ldsst sich beispielsweise fiir I; folgendermaflen zeigen:
tr(QTAQ) = (QTAQ, 1) = (4,Q1Q") = (A, 1) = tr(A).  (6.4)

Im letzten Kapitel wurde Isotropie dadurch definiert, dass eine Deformation
in einem kugelférmigen isotropen Volumenelement unabhéngig von dessen
Ausrichtung ist. Ob also das Volumenelement zuerst gedreht wird und dann
deformiert, oder umgekehrt, spielt in diesem Fall fiir das Ergebnis keine Rolle.
Sei nun F' = Dg(0) wie auf S. 12 der Deformationsgradient an der Stelle 0,
dann lésst sich eine Drehung des Volumenelements mathematisch durch eine
Drehung der Orthonormalbasis in Gegenrichtung beschreiben: F' — F'@) , mit
Q € S0(3).

Der Lagrange “sche Verzerrungstensor E = %(F TF —1) geht nach Drehung
iiber in:

B(FQ) = L(Q"FTFQ 1) = Q"E(F)Q. (6.5)

Wenn die Abbildung G : E — o(F) eine isotrope Tensorfunktion ist, dann
gilt:

o(Q"EQ) = Qo(E)Q" .
Der Ausdruck Qo(E)QT beschreibt, dass das betreffende Volumenelement
zuerst deformiert wird (der Spannungstensor o ergibt sich direkt aus die-
ser Deformation) und danach gedreht wird. Damit ist die im letzten Kapitel
eingefiihrte Isotropiebedingung genau dann erfiillt, wenn G eine isotrope Ten-
sorfunktion ist und somit auch die in (6.2) beschriebenen Eigenschaften hat.
G ist, idealisiert betrachtet,! eine lineare Abbildung mit dem konstanten vier-
stufigen Elastizitatstensor C als Ableitung.
Daraus folgt in der Darstellungsformel (6.2): ay = 0, und «; = k; (Konstante).
Von den drei Hauptinvarianten ist I; als einzige linear in IM3*3. Also gilt:
ag = ky - [1(E) = kg - tr(E) , wobei ks eine Konstante ist.
Zusammenfassend 1&dsst sich o bis auf zwei frei zu wahlende Konstanten k;
und ks bestimmen;

Der Dehnungstensor ¢ ist, wie auf S. 41 erldutert, die lineare Approximation
an den Lagrange “schen Verzerrungstensor E = 1(FTF —1).

Der Elastizitédtstensor C, der die linearisierte Beziehung zwischen dem Deh-
nungstensor € und dem Spannungstensor ¢ beschreibt, ist also bei Isotropie
durch zwei Materialkonstanten eindeutig bestimmt.

lsiehe S. 35 .
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Kapitel 7

Starrkorperdrehungen und
infinitesimale rigide
Verschiebung

7.1 Starrkorperdrehungen

Logischerweise sind Starrkorperdrehungen (diese haben die Form:

e(x) = Q(z),Q € SO(3)) und Translationen (p(z) = x + b) genau die
Abbildungen, bei denen keine Verzerrungssenergie anfallt. Fiir unsere Be-
trachtungen kénnen wir davon ausgehen, dass keine Translation stattfindet.
Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der folgende Zusammenhang:

Satz 7.1. Fiir o € C®(R3 R3), mit ¢(0) =0 gilt:
De"Dp =1 <<= ¢ hat die Form: ¢(z) = Rz,

mat einer konstanten orthogonalen Matriz R.

Zum folgenden Beweis siehe [Cia88, S. 44 ff].

Beweis. “ < “:

o(r) = Rr,mit: ReO0® = Dp=R = Dp'Dp=1

“ = “ . Zuerst zeigen wir, dass ¢ lokal eine Isometrie (lingenerhaltende
Abbildung) ist, dass es also fiir jedes zq € R? eine offene Umgebung V um
xo gibt, in der gilt:

le(y) — @) = lly —=z|| Vr,yeV. (7.1)

Die Norm fiir den R3, die wir hier benutzen ist die euklidische Abstandsnorm.
In diesem Fall ist die Matrixnorm einer beliebigen quadratischen Matrix die
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Spektralnorm. Diese ist definiert durch:
1A]| == max{X;(ATA)}? . (7.2)

Ohne Einschriankung konnen wir davon ausgehen, dass V' konvex ist, dass
also fiir alle x und y aus V auch immer die ganze Verbindungsstrecke in
V liegt. Damit, und mit der Voraussetzung Dyp? Dy = 1, gilt nun fiir alle
x,y €V

o) = @l = 1L 22+ (0 s)) s
=1 Deloy+ (1= )y = ) ds]
< [ 1De(sy+ (1= s)2) lly =l ds 73)

< sup [[De(2)]| - [ly — =
zeV

= supmax{\i (Dp(2)" Dp(2))}2 - [ly — 2|

zeV

= max{A(D)}2 - fly — x| = [ly — =[]

Weiter gilt aufgrund Do Dy = 1, dass Dy in ganz R? invertierbar ist. Mit
dem Satz iiber die Umkehrabbildung gibt es also fiir jedes 29 € R? eine offene
Umgebung V' um x, fiir die ¢, : V- — ¢(V) ein Diffeomorphismus ist. Sei
nun ¢ die Umkehrabbildung von ¢(V') auf V. Ohne Einschrinkung kénnen
wir wieder davon ausgehen, dass ¢(V') konvex ist, ansonsten schrianken wir
¢ auf eine eine konvexe Menge W C ¢(V') ein. Fiir die Ableitung von v gilt
mit dem Satz iiber die Umkehrabbildung:

Di(p(x)) = (Dp(x))™" Ve eV (7.4)

Da die Inverse von Dy wegen Dyp? Dy = 1 gerade gleich D™ ist, ist also
auch Di(p(x)) fiir alle z in V eine orthogonale Matrix. Damit erhalt man
fiir alle z und y aus V, bzw. aus ¢~ (W):

ly =1l =l (o)) (o)
< sup [ D) low) — e@)ll = llew) el 79

Aus den beiden Ungleichungen (7.3) und (7.5) ergibt sich, das ¢ lokal eine
Isometrie ist (7.1).
Als néchstes zeigen wir, dass die Matrix Dy lokal konstant ist, dass es also
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fiir jedes g eine Umgebung V' um x, gibt, in der Dy(x) unabhéngig von x
fiir alle x aus V' ist.
Um dies zu zeigen, schreiben wir (7.1) anders auf:

Fz,y) =Y (ee(y) — @x(2))" — (e —a1)? = 0 Vo,yeV  (7.6)

k=1
F ist nach y; differenzierbar:

Cilary) < = g—i«c,m (7.7)

= > 2pwly) - sok(fﬂ))%? (y) = 2(yr — x1)0ir = 0
k=1 !

Fiir alle 4 ist G; nach x; differenzierbar:

gf] ]; QZZ“ gif( ) + 20y, = (7.8)

= (D(p(y))TDgo(x) =1 Vz,yeV (7.9)

= (Dp(x0)) Do(x) = (Dg(m)) ' Dp(z) =1 Yz eV (7.10)
= Dy(z) = Dp(xg) VreV (7.11)

Da Dy also lokal konstant ist, verschwinden die zweiten Ableitungen von ¢
in ganz R3. ©(0) ist Null nach Voraussetzung und der Raum R? ist zusam-
menhédngend. Daraus folgt, dass ¢ notwendigerweise die Form hat:

p(r) =Qr, QeM™ (7.12)

Q@ ist also Dy und damit eine orthogonale Matrix nach Voraussetzung. [

Ein alternativer kiirzerer Beweis fiir den Satz beruht auf folgendem Zusam-
menhang, der erstmals in [NMO8] gezeigt wird:

1
VR € C'(R? SO(3)) : [|Curl(R) - R"||}fsxs > §||DR||§W, (7.13)

hierbei bezeichnet DR die Matrix aller partiellen Ableitungen im Ort von R.
Da nach Voraussetzung gilt: Dp? Dy = 1, ist Dp(x) also fiir alle z € R3
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eine orthogonale Matrix.

Jede Zeile von Dep(z) ist ein Gradienten-Vektor V().

Der Curl eines Gradienten-Vektors ist immer Null, da mit dem Satz von
Schwarz fiir alle j,k € {1,2,3} gilt: 0;0,pi(x) — Ox0;0i(x) = 0.

Wendet man nun zeilenweise den Curl auf Dg(z) an, so ist das Ergebnis
jeweils Null. Mit der oben zitierten Aussage aus [NM08] und R = Dy gilt
dann:

ID%¢(x)|22r < 2||Curl(Dep(x)) - (D)) [[2gsxs = 0. (7.14)

Da die zweiten Ableitungen von ¢ verschwinden, hat ¢ also die Form:
©(x) = Rz + b, mit einer konstanten orthogonalen Matrix R.

7.2 Infinitesimale rigide Verschiebungen

Wir kénnen ¢ immer schreiben als ¢(z) = z + u(z), wobei u € C*(R3 R3)
die Verschiebung (engl. displacement) genannt wird. Wir gehen von einem
sehr kleinen Verschiebungsgradienten aus und schreiben dafiir ||Du|| < 1.

Dann gilt fiir den Deformationsgradienten: Dy = 1 + Du und den Lagran-

ge ‘schen Verzerrungstensor £ = %((D@)T(Dw) — ]1> ;

1 1
1EI? = Z[(D9)" (Do) = 1" = Z[|(@ + D) (1 + Du) — 1| (7.15)
- iHDuT + Du + DuTDuH2

_l T 2 1 T T l T 2
= 4||Du + Dul| +2<Du + Du, Du Du>—|—4HDu Dul|

(.

~
Terme hoéherer Ordnung

N HDUT—I—DU 2

2

Daran schlieit sich folgender Satz an:
Satz 7.2. (infinitesimale rigide Verformung) Seiu € C™(R3 R3), dann gilt:
|Dul + Dul> =0 <= u(z) =Wz +b,

mit einer konstanten schiefsymmetrischen Matriz W € so(3) und einer kon-
stanten Translation b € R3.
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Beweis. Zuerst zeige ich:

DyDju; =0 Yi,j,he{1,2,3
IDu” + Dul? =0 = ity i, he{1,2,3} (7.16)
und  Du € so(3)
Klar ist:
|Du” + Dul> =0 < Du € s0(3). (7.17)

Deswegen muss nur noch der folgende Zusammenhang erlautert werden:
|Du” + Dul’ =0 = DyDju;=0 Vi, jhe{l1,2,3}. (7.18)
Seien i, h,j € {1,2,3} beliebig gewahlt, dann gilt:
DyDju; = Dp(—D;u;) = —DpDju; . (7.19)
Auflerdem gilt mit dem Satz von Schwarz:
D;Djuy, = —D;Dyu; = —DpD;u; . (7.20)
Aus (7.19) und (7.20) folgt:
DyDju; = D;Djuy, . (7.21)
Die Reihe lésst sich fortsetzen:

DhDjui = DiDjuh = DjDiuh = —Dthui = —DhDjui (722)
= DyDju;=0 Vi jhe{l, - 3}.

Da die zweiten partiellen Ableitungen also alle verschwinden, muss u die
Form haben:

u(z) = Bx+c¢, mit B € M**® und ¢ konstant. (7.23)
AuBerdem gilt auch:
B € s0(3), da B = Du € so0(3) (7.24)

Die Riickrichtung des Satzes ist trivial:
Wenn u die Form hat: u(x) = Wa+b, W € s0(3),dann ist Du =W € s0(3)
also gilt auch: ||Du” + Dul|* = 0. O

u(z) = Wz + b ist die infinitesimale rigide Verschiebung.

Die Menge der Funktionen {¢ : ¢(z) = o + Wz, W € s0(3) } stellt den
Tangentialraum an die Menge der Starrkérperdrehungen in der Stelle der
Identitét dar.
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Kapitel 8

Erste Korn “sche Ungleichung

Die Kapitel 8 und 10 folgen in der Systematik der Beweisfithrung dem dritten
Kapitel von [Val88].

Satz 8.1. Sei Q C R" offen und u € Wy*(Q,R"™), dann gilt:

/||Du||2dx < 2/HsymDu||2dX.
Q Q

Allgemein kann diese Abschétzung nicht fiir beliebige Matrizen gelten, da
sonst jede schiefsymmetrische Matrix die Nullmatrix wire.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Ungleichung fiir alle v € C§° (€2, R")
gilt, da C3°(Q, R™) dicht in W, *(Q, R") liegt. Im ersten Schritt wird folgende
Gleichheit gezeigt:

lsymDul|* — ||skewDul|* = (Du, Du"). (8.1)

n 1 2
lsvmbul? = 3 (500 + D)
e 1 (8.2)

1,7=1

n 1 2
fskewDul = - (D - D) )
Ve 1 (8.3)
= Z Z <<DZUJ)2 — 2D1UJJDJUZ + (DJUZ)Q)

ij=1
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"1
= |symDu||? — ||skewDu|? = 21-4.01.%1)]% =  (Du,Du").

ij=1

Als néchstes muss gezeigt werden:
(Du, Du") = div ((Du)u - (divu)u) + (divu)?. (8.4)

Klar ist:

(divu)? = <ZDU> = Z(Diui)(Djuj). (8.5)

Weiterhin gilt:
div ((Du) (divu) ) Z D, ((Z Dju; - uj) - <Z DjUj)Ui)
j=1 j=1

(8.6)

= Z(Z( (D;Dju;)u; + (D; Ui)(Diuj)>_

i=1 \j=1

( s (Dz'DjUj)Ui> - (Z Dj“j)@i“i))

7=1

(Z( (D;Dju;)u; + Du)(Diuj))—

J=1

(J:wmj )~ (5o )

M

=1

n n

(D;Dju;)u; — Z(D Dy )u; + Z )(Djug) — > (Djuy)(Diw;)

i,7=1 7,7=1 i,7=1 i,7=1

M:

M

= div((Du)u — (divu)u) + (divu)? (8.7)
y (

= Dju;)(Djuj) = (Du,DuT>.

)
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Nach (8.4) und (8.7) gilt also:
|[symDul|* — [|skewDu|* = div ((Du)u - (divu)u) + (divu)?.
Daraus folgt:

/ symDul2 — [|skewDul? dx

0

= / diV((Du)u - (divu)u) + (divu)? dx
Q

= / <(Du)u— (divu)u)ﬁ dS+/ (divu)*dx > 0
00 o Ja

=0, daucCg°(2,R™)

= /||skewDu||2dX < / IsymDul|* dx.
Q Q

Da mit dem Satz von Pythagoras auflerdem gilt:

|Dul]* = ||symDu + skew Dul|?
= ||lsymDul|? + 2 (symDu, skew Du) +||skew Du||?

N J/
-

=0
= ||symDu||2 + ||skeWDu||2 ,

folgt schliellich:
Vu € CP(Q,R™) : /HDuH2dx = /HsymDuH2 + ||lskew Du||* dx
Q Q

< 2/HsymDuH2dX.
Q

o1

(8.10)

(8.11)

(8.12)



Kapitel 9

Ungleichung von Poincaré

Die Beweisfithrung in diesem Kapitel folgt weitgehend [Eva98, S. 263 ff].

Satz 9.1. (Ungleichung von Poincaré)
Sei Q C R™ offen und beschrinkt und u € W, *(Q) fiir ein p € [1,n), dann
gilt:

ull Loy < C||Dul| e

fir jedes q € [1, n"—zo], mit einer Konstanten C' > 0, die nur von p,n,q und €2
abhdngt.

Der Satz wird durch Anwendung der Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Unglei-
chung bewiesen.

Satz 9.2. (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung)

Seip € (1,n), px = "—pp , dann gibt eine Konstante C' > 0, die nur von p

n—

und n abhdngt, so dass:
[l o+ () < Cl[ D] Lo gny)
fiir alle u € Cj(R™) .

Beweis. Da u kompakten Tréiger hat, gilt fiir alle z € R*und i € {1,...,n}:

U(l’) = / axiu(‘rh ey Li—1,Yiy Tig1,y - - - 737n)dyz . (91)

Die linke Seite dieser Ungleichung ist unabhéngig von 7. Daraus folgt:

o < [L( [ 10t pmlan) ™ 02
=1 ©
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Nun integrieren wir diese Ungleichung {iber z;:

00 N co M1 0o ﬁ
/ |7y < / 11 </ |Du|dyi) dz, 9.3)
02:1 %1 co 1 ] %1
= (/ |Du]dy1) / H (/ |Du|dyi) dxy
o oo iy \J -

1 L
oo n—1 S 0 "
< (/ |Du\dy1) ( / / |Du|d$1dyz‘) ;

wobei das Gleichheitszeichen in der zweiten Zeile daraus resultiert, dass im
ersten Faktor des Produkt schon einmal iiber die erste Variable integriert
wurde, deswegen héngt dieser Faktor bei der nochmaligen Integration iiber
die erste Variable nicht mehr von dieser ab, und ist somit eine Konstante, die
vor das Integral gezogen werden darf. Die Ungleichung in der letzten Zeile
ist eine Folge der verallgemeinerten Holderungleichung: Fiir f; € L™ 1(R) ist

n—1
I1 /€ L'(R) und
j=1

/Rﬁi[ll fi(w)|dz < ij[ll (/lej(x)\nldx> o .

Nun integrieren wir die erhaltene Ungleichung {iber x5 und wenden dabei
dieselbe Uberlegung an, wobei f; dieses Mal der Faktor ist, der bei der vorigen
Integration als Konstante vor das Integral gezogen wurde, insgesamt erhélt
man also wieder n — 1 Faktoren fiir die verallgemeinerte Holderungleichung:

/ / |u| =T day das (9.4)

o] [e%¢) ﬁ o] oo n—1
< (/ / |DU|d:L“1dy2) </ / |Du|dy1dx2)
— 0o —00 : —0o0 — 0o )
<H/ / / \Du!dazldmdyi)
i—g3 J —00 J —oc0 J—00

Setzt man dasselbe Prinzip fort fiir die restlichen Variablen x3, ..., x, erhilt
man schliellich folgende Ungleichung;:

/ yu\n’ildxgﬂ(/ / |Du|dw1...dyi...da:n)n_ (9.5)
R™ i=3 —00 —00

n—1
= ( |Du|dm) :
R™
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Das ist die Aussage des Satzes fiir p = 1, da dann gilt: px = n"—_’;? = . Also
braucht man nur noch die Ungleichung mit ”T_l zu potenzieren und erhélt
damit die Aussage mit der Konstanten C' = 1. Die Integrierbarkeit ist iiberall
gegeben, da u stetig differenzierbar ist und kompakten Tréger hat.

Um die Ungleichung fiir p € (1,n) zu zeigen, wenden wir den Fall p = 1 auf

|u|" an mit v = p(n"f_pl) > 1. Das ergibt:

(/ |u\n””1dx> " g/ D(|u]7)dx:fy/ [ Dulda (9.6)
n n Rn
<o ([ o) (] iparac)”
Rn Rn

wobei wir fiir die letzte Ungleichung die Hélderungleichung mit p%l und p
angewendet haben. Nun gilt: Damit erhalten wir:

( |u|p*das> "< c( \Du]pda:)p , (9.7)
R R

mit C' = . OJ
Damit ldsst sich nun die Ungleichung von Poincaré beweisen:

Beweis. Jedes u € WyP(Q) lisst sich durch eine Folge (u;) C C5°(Q)
beziiglich der W'?(€2)-Norm approximieren.

Sei nun u; die stetige Fortsetzung von u; auf R™ mit @; = 0 auflerhalb von 2 |
dann ist @, ein Element aus C§°(R™) . Also gilt mit der Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev Ungleichung;:

;= wgllze@) = |5 — Ukllpoe@ny < C||Dity — Diig|| oo men) (9.8)
< Clluj — ug|lwir) — 0 fiir j,k — oo

Damit ist (u;) eine Cauchyfolge in LP*(€2) und w; konvergiert gegen u in
LP*(€2) . Insgesamt folgt nun:

|w||re () = Hm ||@]| oy < C lim || D[ zo@ny = C||Dul| o0 (9.9)
j—00 j—00
mit C' = = 2=l

n—p
Fiir ¢ € [1,px) definieren wir a so, dass qa = p*x = n"—_’;). Damit ist o« > 1
gegeben.
Nun definieren wir o/ so, dass é + 5 =1 , also:

a  _ _px  _ _px

/I
O =51 = q(%*—l T opx—q’

Jetzt wenden wir auf ||u||p¢q) die Hélderungleichung mit o und o’ an:

1 1 1
||u||Lq(Q) = (/|u|qu) ! < </|u|qadx) ’ (/ 1d$) " . (9.10)
Q Q Q

o4




Damit erhalten wir schliefilich:

y

v | Dul iy . O (9.11)

prg <

pP*—q p(n—l)
lullzae) < lullzo - 19 g ¢
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Kapitel 10

Lax-Milgram in Banachriumen

Der Satz von Lax-Milgram lautet folgendermafen:

Satz 10.1. Sei H ein Hilbertraum und a : H x H — R eine bilineare,
beschrdankte, nicht notwendigerweise symmetrische Abbildung, fiir die gilt:
a(z,x) > c-||z||* fir alle x € H mit ¢ > 0 (diese Eigenschaft nennt
man gleichmdf$ig positiv), dann ezistiert eine Abbildung A € L(H, H) mit:
a(x,y) = (x, Ay)y fir alle x,y € H .

In diesem Kapitel wollen wir die Verallgemeinerung dieses Satzes auf Ba-
nachrdume beweisen.

Satz 10.2. Sei X normierter, reflexiver, reeller Banachraum und b stetige
Bilinearform auf X x X, so dass  |b(z,z)| > c||z||* Vxe X, mitc>0
Dann gilt:

Vo' € X' gibt es zwei eindeutig bestimmte x1,x9 € X,

so dass x'(x) = b(xy,x) = b(z, x9) .

(X' ist der Dualraum von X, also alle linear beschrdankten Abbildungen von
X nach R .)

Im Vergleich zum Satz von Lax-Milgram ist das eine Verallgemeinerung von
beschriankten Bilinearformen iiber reellen Hilbertraumen auf stetige Bilinear-
formen {iiber reellen Banachrdumen. Fiir den Beweis dieses Satzes benétigen
wir einige Hilfsmittel.

Definition 10.3. Seien XY Banachriume, sowie f € L(X,Y), dann ist
die Adjungierte von f, f* gegeben durch:

.y — X', y—yof.

Wie man leicht erkennen kann ist f7 linear und beschrinkt:
ff(a-g+B-h)=(a-g+B-h)of=a-gof+B-hof=a f(g)+5 f1(h),
) =go f <lgllyllflleey -
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Bemerkung 10.4. Seien f und f1 wie oben, dann gilt:
f(X) ist dicht in Y <= fTist injektiv.
Beweis. ="
KerfT= {yeY :y/of=0ecX'} (10.1)

Seiyy €Y', sodass y/of=0€ X’
= 1/ verschwindet auf einer in Y dichten Teilmenge von Y, (10.2)
da f(X) dicht in Y ist.

Mit der Stetigkeit von y folgt, dass ¢/’ in ganz Y verschwindet.

o _ T’ (10.3)
Also gilt ¥y’ = 0 und damit: Ker f* =0.
Daraus folgt, dass f7 injektiv ist. (10.4)
77¢“:
1 ist injektiv (10.5)
= nur die Nullabbildung in Y’ bewirkt, dass v o f =0 € X'. '
Annahme: f(X) ist nicht dicht in Y.
= JyeY, r>0,sodass U (y)Nf(X)=0 (10.6)
= inf d(m,y) >r.
ot dlm, y)

Da f(X) ein linearer Unterraum von Y ist, ergibt sich daraus mit einer
Folgerung des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach [Wer00, S. 98]:

dgeY' : g=0auf f(X)und g(y) # 0 (10.7)
= geY' und g #0, abergo f =0€ X’
= 0+#geKerfl' = f7Tist nicht injektiv.

Bemerkung 10.5. Seien f und f1 wie oben, dann gilt:
f € L(X,Y) iststetig invertierbar = f1:Y' — X' st stetig invertierbar.

Beweis. Da X’ und Y’ aufgrund der Vollstindigkeit von R Banachriume
sind, bleibt mit dem Satz von Banach zu zeigen, dass f7 bijektiv ist:

f ist stetig invertierbar, also insbesondere auch surjektiv. Daraus folgt mit
Bemerkung 10.4, dass fT injektiv ist.

Sei nun 2’ € X’ beliebig und ' := 2’ o f~!. Dann ist ' € Y’ und
ff)=9yof=a"of o f=2a". Alsoist fI auch surjektiv.
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Bemerkung 10.6. Seien X, Y normierte, reelle Banachrdume und b eine
stetige Bilinearform auf X XY, dann gilt:

de >0 mit |b(x,y)| < c|z||||y|| Vz € X,y € Y

Beweis. b(-,y) ist eine stetige Linearform auf X fiir alle y € Y, und b(z, -)
eine stetige Linearform auf Y fiir alle x € X :

= Ve e X Je>0 mit |b(z,y)| <c|y||VyeY (10.8)
= Vre X de>0mit |b(z,y)] <c<ocoVyeY mit |y =1

Daraus folgt mit dem Prinzip der gleichméBigen Beschranktheit [Wer00,
S. 141):

16, y)||lx <k <ocoVyeY mit |y|| =1 (10.9)

y
= VeV, VeeX : [b(z,y)| = ||y|||b($,m)| < llyllkll=ll - (10.10)

Im wesentlichen wird die obige Erweiterung des Satzes von Lax-Milgram
auf stetige Bilinearformen {iber Banachrdumen durch den folgenden Satz
bewiesen:

Satz 10.7. Seien X, Y normierte, reflexive, reelle Banachrdume und b eine
stetige Bilinearform auf X XY, dann sind dquivalent:

b
i) Jdc>0: sup b, y)| > clly|ly YyeY
0#zreX ||x||X
b
sup oG, y)l > cl|z]|x Vo e X
orvey  [[Ylly
i) Yy eY’ Az e X, so dass y'(y) = b(z,y) YyeY

iii) Va' e X' Ay €Y, so dass 2'(x) = b(x,y) Ve X.

Beweis. Voriiberlegungen zum Beweis von Satz 10.7:

Die auf X x Y stetige Bilinearform b kann man auch als stetige Linearform
auf X mit festem y, bzw. auf Y mit festem = betrachten. Deren Normen sind
durch die beiden Suprema aus Satz 10.7.i, gegeben:

b(x, b(x,
el _ e wnd sup P20y o)
0#zeX ]| x 0#yeY ylly

28



Sei nun g die biduale Abbildung: V' — K, ¢ — ¢'(vy).

Bekannterweise gilt fiir die Y”-Norm von ¢: \glly» = ||yl -

Da Y reflexiv ist, ist die Abbildung: y +— ¢ eine surjektive, lineare Isometrie
von Y nach Y.

Sei schliellich fiir alle x € X f,)(-) = b(z,-) €Y',
und [ X =Y = fuy() = b(x,).
= Jde>0 mit ||f(x)]ly: = ||blz, )|y <c|x] wegen Bemerkung 10.6

(10.12)
= [feL(X,Y)

Gemif Definition 10.3 ist die Adjungierte f7 : Y” — X', ¢+ gof also
wohldefiniert. Das Bild von ¢ unter f7 ist eine Abbildung, die an x folgende
Verkettung von Abbildungen vornimmt:

= fwl)=0bx,) €Y' = goblx,:) =bx,")(y) = bz, y) = f)(v)

(10.13)
oder kurz: f7(§) = fi)(y) = b(-»)
:>”fT(g>HX’: sup ‘fT@])(x)‘ = sup |b($,y>’ (10.14)
ozzex  ||zllx ozzex |17 x

Damit lésst sich die erste Ungleichung in Satz 10.7.i auch so schreiben:
Je>0: |l Dlx > cylly = clillyr YyeY. (10.15)

Da  fiz)(:) = b(z,-), ldsst sich die zweite Ungleichung in Satz 10.7.
ebenfalls anders schreiben:

3> 0: [ fwOlly > clallx VoeX. (10.16)

Mit all diesen Hilfsmitteln lasst sich nun der Satz bequem beweisen.
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Beweis von Satz 10.7:
Wir beweisen zunéchst die Aquivalenz von i und iz, danach, dass aus ii
zusammen mit 224 auch ¢ folgt, und zuletzt die Richtung: i = ii.

ii=>f: X =Y, zw fiy(-) = b(z,-) ist bijektiv (10.17)

= [ ist stetig invertierbar  (Satz von Banach).

Daraus folgt mit Bemerkung 10.5, dass auch f7 stetig invertierbar ist, also
insbesondere auch bijektiv.

Also gibt es fiir jedes Element 2’ € X’ genau ein Element § € Y” und somit,
aufgrund der Reflexivitdt von Y, genau ein Element y € Y mit der Eigen-
schaft fT(y) =2

fT(y) ist aber b(-,y) = i

iii = f1:Y" — X', g b(-,y) ist bijektiv (10.18)

= fTist stetig invertierbar .

Also folgt wieder mit Bemerkung 10.5, dass auch f: X — Y’ als Adjungierte
von fT stetig invertierbar und insbesondere bijektiv ist.

Fiir jedes 3/ € Y’ gibt es also genau ein x € X mit

» 10.19)
Y = f(x) = f() =b(x,-) =ii. (
Damit ist 47 < i1t bewiesen.

it=f: x—= fip(-) = b(x,-) ist injektiv (10.20)

= | fwO)lly =>cllz)lx VreX mitc>0.
Dies ist die umgeschriebene zweite Ungleichung aus Satz 10.7.i.

iii = f1 g gof = fuly) = b(-,y) ist injektiv (10.21)
= [lfoWlx >cllglly» V§eY” mit ¢>0
= [fo@Wlx >dylly YyeY mitec>0.

Dies ist die umgeschriebene erste Ungleichung aus Satz 10.7.i.
Damit ist bewiesen, dass aus 47 zusammen mit 722 auch ¢ folgt.

i= Je>0:fmOly > cz)lx VeeX (10.22)
= f:X =Y z+0b(x,-) istinjektiv

60



AuBlerdem ist f(X) abgeschlossen in Y’ wegen:

de>0: ||fy()llyy = cllz[lx VYze X und X ist abgeschlossen
(10.23)

Weiter gilt:

i= >0 T@x > cylly = iy VyeY (10.24)
= fTist injektiv. |

Daraus folgt mit Bemerkung 10.4, dass f(X) dicht in Y’ ist. Zusammen
mit der Abgeschlossenheit von f(X) ergibt sich: f(X) =Y’ = f ist
surjektiv.

= VeV reX, sodass y = f(z) = f(-) = b(z,-) YyeY
(10.25)
= U O

Der Satz zur Erweiterung des Satzes von Lax-Milgram auf stetige Bilinear-
formen iiber Banachriumen ist nun nichts anderes als der eben bewiesene
Satz in dem speziellen Fall, dass X und Y derselbe Banachraum sind.

Fiir den Fall, dass X der R"™ ist, lasst sich Satz 10.2 einfacher beweisen:
Fiir jedes 2’ € X’ existiert nach dem Riesz “schen Darstellungssatz genau ein
y € R™, so dass:

'(z) = (x,y) VreR". (10.26)

Geméf den Gesetzen der linearen Algebra existiert fiir jede bilineare, stetige
und gleichméBig positive Abbildung 6: R"™ x R®™ — R eine invertierbare
Matrix M , so dass:

b(x,y) = (x, My) Vz,y € R". (10.27)

(Daraus, dass b gleichméBig positiv ist, folgt, dass der Kern der Abbildung
a:R"—= R", a(zr) = Mz, nur die Null € R" ist. Das ergibt die Invertier-
barkeit von M .)

Fiir das y aus (10.26) gibt es also genau ein z € R" | so dass: y = Mz.
Damit gilt nun:

2(x) = (z,y) = (x, Mz2) =b(z,z) VreR". (10.28)
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Fiir die zweite Gleichung stellen wir zunichst fest, dass mit M auch M7T
invertierbar ist. Nun gilt wieder:

Ay 2'(z) = (y,z) VreR", (10.29)
Jz:y=M"2 =

2'(z) = (y,2) = (M 2,7) = siehe (3.5) (2, Mz) = b(z,7) VrcR". O

Legt man in Satz 10.7 X auf den R" fest und Y auf den R™, so stellt man
fest, dass fiir m # n nicht beide Ungleichungen in i zusammen erfiillt sein
kénnen: Die Bilinearform b hétte dann die folgende Form:

b(z,y) = (x, By)rn , mit B € M™*"™.

Der Kern der Abbildung: R — R", y +— By hitte beispielsweise fiir
m > n mindestens die Dimension Eins. Also kann die erste Ungleichung in
Satz 10.7.i:

b(z, m
Jde>0: sup b, y)l =||(:, By)||g» > c||y||lgm Yy €R (10.30)
oackr ||

nicht erfiillt sein, da fiir ein y # 0, fiir das By = 0 ist, gilt:
1{, By)|lre = 0 < [lyllm - (10.31)

Analog dazu kann fiir n > m die zweite Ungleichung nicht erfiillt sein. Fiir
n = m verlduft der Beweis wie oben iiber den Riesz “schen Darstellungssatz.
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Kapitel 11

Minimierung der Energie in
einem beschrinkten Gebiet -
Euler-Lagrange Gleichungen

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass die Verzerrungsenergie einer homogen de-
formierten Kugel mit Radius [y sich in einem einfachen Modell durch

1

i lg(H(Dgp(O))TDgo(O) —1)* + 5 (tr((DQD(()))TD(P(O) - 1)>2>

approximieren lasst.

Wir denken uns nun ein beschriinktes Gebiet 0 C R3 aufgeteilt in infinitesi-
male Wiirfel, welche alle homogen mit den dort lokal vorliegenden Deforma-
tionsgradienten deformiert werden.

Q st der griine Bereich.
Die infinitesimalen Wiirfel werden homogen verformdt.
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Die Energiedichte in einem infinitesimal verkleinerten Wiirfel ist gleich der
Energiedichte in einer Kugel an der Stelle des Wiirfels. Die Energie in dem
Wiirfel ist also gleich der Energie in der Kugel, multipliziert mit der relativen
Volumenénderung \\//211—2; :

Die Gesamtenergie in €2 ist die Summe der Energien iiber alle Wiirfel, also
die Summe der Energien iiber alle Kugeln, multipliziert mit \\%—VI‘(’: (der Mit-
telpunkt jeder Kugel ist der Mittelpunkt des betreffenden Wiirfels und ihr
Radius die halbe Kantenlinge des Wiirfels). Beim Ubergang von der Sum-
me zum Integral muss dann wieder durch das Volumen eines Wiirfels geteilt
werden. Daraus ergibt sich der Faktor . Das Volumen einer Kugel mit
Radius ly ist 4T - 13 .

Daher ergibt sich die Gesamtenergie in §2 durch das Integral

1
VOlKug

/QE_IE/(H(DSO(QS))TDGO(@ —1*+ %(tr((Dgp(x))TDgo(m) = 1))2) dz .
h (11.1)

11.1 Euler-Lagrange Gleichungen

Sei nun, wie in Kapitel 5, u € C*(Q, R?) die Verschiebung aus der Ruhelage,
also p(z) =z +u(z), mit ||Du|| < 1, dann gilt geméaf (7.15):
(Do(z))'Do(z) — 1 ~ 2 - symDu(z) .

Die Gesamtenergie in 2 ist also ndherungsweise:

1 2
K [ ]12-symDu(z)|]* 4+ = (tr(2 - symDu(z)) ) dx
/ﬂ o ) (11.2)

_ 4K/Q\|symDu(x)||2+ %(tr(pu(x)))de,

da fiir jede quadratische Matrix X gilt: tr(symX) = tr(X).

Ist nun v am Rand von €2 durch eine Funktion g gegeben, fiir die gilt: g = usq,
so lasst sich fragen, welches u die gesamte Verzerrungsenergie in {2 minimie-
ren wiirde. Bezeichnet I die Verzerrungsenergie in €2 in Abhéngigkeit von der
Funktion u, und ist weiter Q(6) = I(u + dv), so minimiert ein u die Verzer-
rungsenergie in ) bei gegebener Randbedingung (u = g auf 0{2)genau dann,
wenn Q'(0) =0  fiir alle Testfunktionen v € C§°(£2,R?) . Daher betrachten
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wir
1 2
I(u+dv) = 4K/HsymD(u+(5v)H2+§<tr(D(u+(5v))> dx
Q

1 2

= 4K/HsymDu||2+§<tr(Du)) dx

¥ . (11.3)

+ 8K5/(symDu, symDuv) + §tr(Du)tr(Dv) dx
Q

1 2
+ 4K52/HsymDvH2 + §<tr(D'U)> dx.
Q

Der zweite Summand ist linear in §, und wegen

Iu+6-v)=Q(5) =Q(0)+7-Q(0)+ 35%. .. ist

Q'(0) = 8K/<symDu, symDuv) + 1tr(Du)tlr(Dv) dx

. 2 (11.4)

= 8K/(symDu, Dv) + %tr(Du)tr(Dv) dx, wegen:
0

3
(symX,symY) = Z

Yij T Yji
2

N—

Es existiert also genau dann ein u, das die Verzerrungsenergie in {2 minimiert,
wenn es ein u gibt, das folgende Gleichung erfiillt:

1
/(symDu, Dv) + étr(Du)tr(Dv) dx = 0 Vv e C(Q,R?).  (11.6)
Q
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Weiter gilt:

8K/ symDu, Dv) + ;tr(Du)tr(Dv) dx

= SK/Z((?UJ—F@U%)&] Zau@ O;jv; dx

i,7=1 z]l

02u; + D,05u; 1L
:8K/Z( uJ+ u)vj+528iajui-vjdx
i,7=1 3,j=1 (117)
3

3 3
€ j=1 Ni=1 j=1 =l

= 8K/<Div(symDu), v) + = (Dtr(Du),v) dx

1
2
8K/ DlV symDu+ tr( u) - ),v)dx.

Minimiert ein u € C*(Q2, R3) die Verzerrungsenergie in 2, dann gilt also fiir
alle Testfunktionen v € C5°(2, R?):

1
0 = Q0) = /(Div(symDu+§tr(Du) -]l),v} dx (11.8)
Q
Dies ist die schwache Form eines linearen partiellen Diffentialgleichungssy-

stems 2. Ordnung fiir die gesuchte Funktion v : Q — R3. Die starke Form
folgt daraus und lautet:

1
Div(symDu + 5tr(Du) - 1) = 0. (11.9)
Oder, anders geschrieben:
. L, ..
Div (symDu + §(d1vu) : ]1) = 0.
Ausgeschrieben sind das drei Gleichungen:

81(281U1 + 81u1 + 82U2 + 83U3) + 82(81U2 + 82U1) + 83(01’&3 + 63U1) =0
81 (81U2 + agul) + 82(2821@ -+ (91u1 + 82U2 + 83U3) + 83(82u3 + (93U2) =0
81 ((91U3 + 83U1) + (92(82163 + 83u2) + 63<2(93U3 + (91u1 + 82/(,1/2 + 83U3) 0
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11.2 Existenz und Eindeutigkeit

Die Losbarkeit der schwachen Form in (11.6) und die Eindeutigkeit die-
ser Losung werden im Folgenden durch den Satz von Lax-Milgram in Ba-
nachrdumen gezeigt. Sei nun dazu wu(z) = g(x) + @(z), wobei g auf 0f)
gleich u ist und im Inneren von ) beliebig fortgesetzt wird. Dann gilt fiir die
minimierende Funktion v = g + @, und fiir jede Testfunktion v nach (11.6):

[ mD(g + @), Do) + Gr(Dlg + 1) x (D) dx = 0
= /Q<symeL, Do) + %tr(Dﬂ)tr(Dv) dx (11.10)
— _/Q(syng,Dw —{—%tr(Dg)tr(Dv) dx.

Jedes v im Banachraum W,?(Q,R?) lisst sich beziiglich der Wh2(Q, R?)-
Norm durch ein v € C§°(€2,R?) beliebig genau approximieren. Da die Funk-
tion g vorgegeben ist, ist die Abbildung f : W, (€, R?) — R3:

v o= —/(syng,Dv}—i—%tr(Dg)tr(Dv) dx (11.11)
Q

ein Element aus dem Dualraum von Wy?(Q,R?) .
Genauso gilt, dass die Abbildung a:

a(t,v) = /Q (symD1, Dv>+%tr(D1’l)tr(Dv) dx (11.12)

eine bilineare Abbildung in Wy?(Q, R?) x W, *(Q,R?) ist.

Unter der Bedingung, dass I/VO1 2(Q,R3) reflexiv ist und es ein ¢ > 0 gibt,
fir das gilt: a(d, @) > cllif|froqpsy Vi € W,*(Q,R?), lisst sich der Satz
von Lax-Milgram fiir Banachrdume anwenden:

Es gibt dann genau ein @ € Wy*(Q,R?), so dass a(i,v) = f(v) Yo €
Wy (Q,R?).

Wegen C°(Q,R?) € W, (€, R?) stimmt das dann auch fiir alle v € C5°(€, R?).
Fiir dieses u gilt: u = g + @ minimiert die Verzerrungsenergie in €.

Um die Bedingung a(@, @) > cl||[froqpsy Vi € Wy (Q,R3) zu priifen,
nihern wir ein beliebiges @ € Wy?(€, R?) beziiglich der W'2(Q, R?)-Norm
durch ein

v e CP(Q,R?) an. Fiir dieses v gilt:

a(v,v) = /Q||symD’UH2+%(tr(Dv))de. (11.13)
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Mit der ersten Korn “schen Ungleichung (Kapitel 8) ldsst sich dieser Ausdruck
nach unten abschétzen:

1 2 1 2
/Q||symDU||2+§(tr(Dv)> dx > §/Q||Dv||2+ (tr(Dv)> dx

1 1 2
= —/||Dv|!2dx + —/\|Dv\|2+2<tr(Dv)> dx.
4 Jq 4,

Mit der Ungleichung von Poincaré (Kapitel 9) lésst sich das weiter nach unten
abschétzen:

(11.14)

1 1
Z/Q“DUszX > E/QHUHZdX mit einem K > 0. (11.15)

Also gilt:

11 11
a(v,v) > min{——, ~} [ [ol* +[[Dv[]* dx = min{—, “}[v[7,. (11.16)
1K 47 ), 4K 4

Es bleibt noch zu zeigen, dass W, 2(Q, R3) reflexiv ist.
Der Raum W, (2, R?) besitzt ein Skalarprodukt:

(u,v) = /Q<u,v>+(Du, Dv) dx. (11.17)

b ist bilinear und induziert die W"h*(Q,R*)-Norm: b(u, u) = [Jul|i, .

Damit ist I/VO1 (€, R?) ein Hilbertraum und als solcher reflexiv.

Da nun die bilineare Abbildung a und der Sobolevraum VVO1 2(€, R?) die An-
forderungen erfiillen, lésst sich der Satz von Lax-Milgram fiir Banachraume
auf die Abbildungen a und f anwenden: Demnach gibt es genau ein @ €
Wy (Q,R3), so dass a(,v) = f(v) VYo € Wy*(Q,R?). Eingesetzt in die
Funktionsvorschriften ergibt dies:

/(SymeL, Dv) + %tr(Dﬂ)tr(Dv) dx
Q

. )
= - /Q<Syng,Dv> + Etr(Dg)tr(Dv) dx Vv e Wy (Q,R%).

Dieses u 16st also eindeutig:
1
/(symDu, Dv) + étr(Du)tr(Dv) dx = 0 Yv e CP(,R*)  (11.19)
Q
Das bedeutet, es existiert genau eine Funktion o € VVO1 ’Q(Q, R3), die die Ver-
zerrungsenergie in {2 minimiert. Wenn @ und g zweimal differenzierbar sind

16st uw = u 4+ g auch eindeutig das lineare partielle Differentialgleichungssy-
stem 2. Ordnung (11.9).
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Anhang A

Definition der schwachen
Ableitung

Seien Q C R™ offen, wu,v, € L},.(), o € N§ mit |a] =" o =k < 00,
dann heifit v, die a-te schwache Ableitung von u, wenn die folgende Bedin-

gung erfiillt ist:
/ Vo - dr = (—1)* / u-DWypdr fiir alle o € C(Q).
Q Q

Die schwache Ableitung ist, sofern sie existiert, fiir jedes « eindeutig.

Wenn die klassische partielle Ableitung D(®v auf Q existiert und stetig ist,
dann ist die schwache Ableitung v, identisch mit D@ .

Oft wird fiir die schwache Ableitung v, auch einfach die Schreibweise D@
verwendet.
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Anhang B

Integrierbarkeit einer
reellwertigen Funktion iiber
eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3

Die beiden Anhiinge folgen in der Systematik der Beweisfithrung [K6n00].

B.1 Satz mit Definition

Satz B.1. Sei U eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3,

f: U — R eine Funktion und die offene Menge Q2 C R? der Parameterbe-
reich einer homdéomorphen und differenzierbaren Parametrisierung vy , fir die
D~(z) in ganz Q Rang 2 hat. Dann heifit f genau dann iber U integrierbar,
wenn [ beziiglich jeder Parametrisierung von U, die die obigen Bedingungen
erfillt (man nennt so eine Parametrisierung auch FEinbettung), integrierbar
15t.

Der dann von der Parametrisierung unabhdingige Wert

/deS = / f(7($))\/det(D7(x)TD7(x)) dx

€

heifit das Integral von f diber U.

Zuerst werde ich den Zusammenhang zwischen linker und rechter Seite der
Definition des Integrals von f iiber U:

/deS = /Qf(V(I))\/det(Dw(x)TDy(I)) da
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erlautern und danach die Eindeutigkeit zeigen.

B.2 Erlauterung der Definition

Als erstes benétige ich einige Hilfsmittel:

Definition B.2. Sei o : R? — R3 eine lineare Abbildung mit der da-
zugehorigen 3 x 2 Matriz A, dann nennt man die 2 x 2 Matrizv ATA den
Maftensor von a und g := det(AT A) die Gramsche Determinante von «.

Lemma B.3. Es gibt genau eine Funktion v: R3xR?* — R, die folgende
Bedingungen erfiillt:

(1)  wv(ay, Aay) = v(Aag,az) = v(ay,a) mit A € R

(2)  wv(ay +as,az) = v(a,as +a1) = v(ay,as)

(3)  wlai,as) = 1 fiir jedes orthonormale System ay,as € R3.

(Das sind genau die Bedingungen, die eine Flicheninhaltsfunktion fir Par-
allelogramme im dreidimensionalen Raum erfillen muss.)

Ist A eine 3 x 2 Matriz mit a1, as € R3 als Spalten, so erfiillt

(ay,a9) — +/det(ATA) die Forderungen an v.

Beweis. Die Eindeutigkeit von v zeigt man dadurch, dass man die Matrix
A, die aus den Spalten a; und ay besteht, durch Spaltenoperationen in eine
Matrix A iiberfiihrt, die entweder aus orthonormalen Spalten besteht (falls
a; und ay linear unabhingig sind) oder einen Nullvektor als Spalte besitzt
(falls a; und ay linear abhéngig sind).

Bei jeder Spaltenumformung ist die Anwendung von v durch (1) und (2)
eindeutig geregelt. Also it sich v(aq,as) schon allein aufgrund der gefor-
derten Eigenschaften berechnen, der Funktionswert ist deswegen eindeutig
bestimmt.

Es bleibt zu zeigen, dass vdetAT A die drei Forderungen erfiillt.

zu (1):

det ((/\al,ag)T()\al,aQ)) =
det (<A2<a1,a1> /\<a1,a2>>) — )2 det(ATA), (B.l)

/\<0,2,6L1> <a2,a2>
zu (2):
det ((a1 -+ as, CLQ)T((Zl + as, GQ)) =
(a1 + az,a1 + a2) (a1 + az,az)
det (( (a9, a1 + az) (ag,as) >)
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= (a1, a1){as, as) + 2(ay,as){as, as) + (as,as)?
— ((a1,a2) + (a2, a2))({az,a1) + (az,az))
+

= det(ATA) + 2(ar, a){as, az) + (a2, as)? (B.2)
— 2{ay, az){az, az) — {as,as)? '
= det(ATA) = (analog) det ((al, Qg + al)T(al, as + al)) .

zu (3):

ay,ay orthonormiert = (ay,as)” (a1, as) =

(<a17a1> <a1,a2>) _ (1 0) S det(ATA) = 1. 0 (B.3)

(ag,a1) (asz,a2) 01

Lemma B.4. Seien o : R? — R3 linear, g die Gramsche Determinante
von o und v die Funktion aus Lemma B.3, dann gilt fiir jedes Parallelogramm
Q C R?:

v(a(Q)) = /g - Flicheninhalt von Q.

Beweis. Sei A die zu a gehorige 3 x 2 Matrix und werde Q aufgespannt
durch b; und b, € R2.

= a(Q) wird aufgespannt durch Ab; und Ab, € R3.

Ist nun B die 2 x 2 Matrix mit den Spalten b; und by, dann ist AB eine 3 x 2
Matrix mit Ab; und Aby als Spalten. Mit Lemma B.3 folgt:

v(a(Q)) = v(Aby, Aby) = +/det (AB)TAB)
= \/det (BTATAB) = \/detBT det(AT A) detB (B4)
= |detB|\/g = /g - Flicheninhalt von Q. O

Definition B.5. Sei U eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R®
und v : Q@ — U eine Parametrisierung von U, die die Kriterien fir eine
FEinbettung erfillt (siehe Satz A.1), dann nennt man

g'(x) = /det (Dy(x)T Dy(x))

die Gramsche Determinante von 7 in x.
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(Analog zum Mafitensor in Definition B.2 ist Dy(z)T Dvy(z) eine 2 x 2 Ma-
trix.)

Mit diesen Hilfsmitteln werde ich nun den Zusammenhang zwischen linker
und rechter Seite der Definition

/deS = /Qf(y(x))\/det(Dv(x)TDv(x)) dx (B.5)

erlautern.

Man stelle sich U als disjunkte Vereinigung krummliniger Parallelogramme
A; vor, dann bedeutet fU f dS im Sinne des Grenzwerts einer Riemannsum-

me:
/ fds = lim Z f(u;) - Flacheninhalt von A; , mit u; € A; .
U i

Seitenlédngen der A; —0
(B.6)

(), den Parameterbereich von «, denke man sich in kleine Rechtecke @); zer-
legt. Dann sind die v(Q);) eine Zerlegung von U in kleine krummlinige Par-
allelogramme. Damit ergibt sich:

/ fds = lim Z f(v(z;)) - Flacheninhalt von (Q;),
U i

Seitenldngen der Q; —0
(B.7)

Fiir den Grenzwert geht der Flidcheninhalt der krummlinigen Parallelogram-
me (Q;) iiber in die lokale Anderung dieses Flicheninhalts an der Stelle
v(z;) in Richtung }llii%v ([(zi)1, ()1 + h] x ([(x:)2, ()2 + h]).

Diese ergibt sich aus der linearen Abbildung D~v(x;) und dem Zusammen-
hang in Lemma B.4.

Das Bild von Dv(x;), eine Ebene im R? durch den Ursprung, ist der Tangen-
tialraum von 7 im Punkt z;, verschoben um den Vektor —v(z;). Seien nun

x; die linke untere Ecke des Rechtecks ; und a := <6> und b = (2)

die Vektoren, die ausgehend von x; das Rechteck (); aufspannen.

Dann ist das Bild des Rechtecks (Q;—x;) unter Dv(x;) das Parallelogramm im
dreidimensionalen Raum, das von den beiden Vektoren Dv(z;)a und Dv(x;)b
aufgespannt wird. Der Flacheninhalt dieses Parallelogramms errechnet sich
nach Lemma B.4 durch

v (Dy(x;)a, Dy(x;)b) = \/det(D’y(xi)TD’y(xi)) r-s. (B.8)
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LaBt man nun 7 und s gegen Null gehen, dann ist das Produkt der lokalen
Anderungen dr und ds der beiden Koordinaten von x;, multipliziert mit dem

Faktor \/ det(D~y(z;)TDy(x;)), gleich der lokalen Anderung dS des Flichen-

inhalts einer krummen Fléche an der Stelle y(x;) in Richtung

v ([(@i)1, (@)1 + dr] X ([(2:)2, (2:)2 + ds]) .
Deswegen entspricht dem Differential dS an der Stelle y(z;) der Ausdruck

\/det(D”y(:Ei)TD’y(:Ei)) dr ds = \/det (Dy(z:))T Dy () da

Jetzt ist auch klar, welchen Sinn die Bedingung an ~ hat, dass seine Ablei-
tung iiberall Rang 2 haben muss: Sonst wére der Tangentialraum an einer
Stelle keine Ebene und somit kéme dort keine Fldchenédnderung dS zustande.

B.3 Eindeutigkeit der Definition

Nun zur Eindeutigkeit. Dazu sind wieder einige Hilfsmittel notig.

Lemma B.6. Sei o : R? — R? linear mit der dazugehorigen Matriz A und
Q ein Rechteck. Dann hat das Parallelogramm «(Q) den Flicheninhalt:
|det A| - Fldcheninhalt von Q.

Beweis. (analog zu Lemma B.4): Werde Q aufgespannt von by und by, dann
wird a(Q)) aufgespannt von Ab; und Ab, .
Sei B die Matrix mit b; und by als Spalten, dann gilt:

Flacheninhalt von a(Q) = |det(Ab; Aby)| = |det(AB)| (B.9)
= |detA| |detB| = |detA|- Flicheninhalt von Q. O

Satz B.7. (Transformationssatz) Seien U und V offene Teilmengen des R?
und seiT': U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f :V —
R genau dann iber V integrierbar, wenn (foT)-|detDT| iber U integrierbar
i1st. In diesem Fuall gilt:

/U f(T(x)) [det(DT ()| dz = /V f(y) dy.

Der Beweis ist relativ umfangreich, deshalb werde ich ihn im néchsten An-
hang gesondert behandeln. An dieser Stelle bringe ich nur eine kurze Erlaute-
rung zum groben Verstandnis (siche [Kén00, S. 290] ).

Man stelle sich U als Vereinigung vieler kleiner Rechtecke @); vor. V ist dann
die Vereinigung ,krummliniger Parallelogramme® P, = T(Q;).
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Ist f in P; ndherungsweise konstant, so stellt die Summe

> f(yi) - Flacheninhalt von P, mit y; € P;, eine Néherung fiir [i, f(y) dy

dar.

Ist T aulerdem in @); ndherungsweise affin linear, dann lésst sich nach Lemma

B.6 der Flicheninhalt von P; annéhern durch: |det(DT'(z;))|-Flicheninhalt von Q;,
mit z; = T (y;) .

Damit erhélt man:

Z f(y;) - Flacheninhalt von P, (B.10)
~ Z f(T(x;)) - |det(DT(z;))] - Flicheninhalt von Q; .

Lemma B.8. Sei v eine Parametrisierung einer zweidimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit des R3, die die Kriterien einer Einbettung erfillt und Q
ihr Parameterbereich. Dann gibt es zu jedem xo € € eine offene Umge-
bung Qy € Q und eine Koordinatentransformation P : R3 — R3 der-
art, dass (P o 7)/90 dquivalent ist zu der Parametrisierung v* : V. —
R3, V€ R? mit ~*(z) = (x,vg‘(x)), d.h. es gibt einen Diffeomorphis-
mus T: Qo — V, so dass (Po~) = ~*oT. ~* erfillt die Kriterien
einer Finbettung.

/9

Beweis. Da v eine Einbettung ist, hat ihre Ableitung in zy zwei linear un-
abhéngige Zeilen i und j. Also kann man den Umkehrsatz auf die Abbildung
(7i,75) : © — R? anwenden.

Danach gibt es eine offene Umgebung €2y von zy derart, dass die Einschrankung
T = (Vi) /o, €in Diffeomorphismus auf eine offene Menge V' € R? ist.
Sei nun v* := Po~vyoT™ !, dann ist

Y (x) = PoyoT™* (5“’1) — PonyoT! (ﬁ%ﬁi(ml))) (B.11)

. B % (75 (2))
i 7 @igi;;)
= pere (1) = pe Eg%
g z;—l(i;)
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Also hat v*(x) die Gestalt ) und ~* erfiillt offensichtlich auch die

3 ()
Kriterien einer Einbettung. O
Lemma B.9. Seien v, : Q; — U, i € {1,2} zwei Einbettungen der
2weidimensionalen Untermannigfaltigkeit U € R3.

Dann gibt es einen Diffeomorphismus T : 3 — 2y .

Beweis. Es ist zu zeigen, dass T' := ;' o7, ein Diffeomorphismus ist:
Zu y, := T(x;) gibt es nach Lemma B.8 eine offene Umgebung QS € €,
einen Diffeomorphismus 7 : QY — V auf eine offene Menge V' € R? (die
Einschriinkung von 75(9) auf seine i-te und eine j-te Komponente) und
eine lineare Abbildung pr : R3? — R? (die Einschrinkung der Koordina-
tenpermutation P in Lemma B.8 auf seine ersten beiden Komponenten), so
dass

’72_1/,\/2(9(2)) = T_l o1. (B12)

Da QY das Bild von T71(Q9) unter T ist, gilt also auf der offenen Umge-
bung T71(Q9): T =71"'oiomy.

T ist also als Abbildung von €2y nach €2, differenzierbar und seine Ableitung
hat iiberall Rang 2. 0

Mit diesen Hilfsmitteln ausgestattet kann ich nun die Eindeutigkeit des Aus-
drucks [, f dS zeigen.

Seien also v und v, zwei Einbettungen fiir U. Dann existiert geméafi Lemma
B.9 ein Diffeomorphismus 7": €2y — 25 mit vy =y 0T.

Fiir die MaBtensoren der beiden Einbettungen liefert die Kettenregel in den
Punkten z € ; und y = T'(z) € €, die Beziehung:

Dy(2)" Dyi(x) = (Dyly) - DT(x))" (3(y) - DT(x))
= DT(x)T : D%(?J)T : DVz(?J) : DT(QC)

= Vg (@) = \/det(DT(2)t - Dya(y)T - Dra(y) - DT(x)
= \/det (DT(2)T) - det(Dy2(y)T Dya(y)) - det(DT(z)) (B.14)

= |det(DT'(z))|- Vg7 (y).

Letztlich erhilt man also:

/Q fn(@) e (@) de = / f (o T(x)) - V/am (@) da
_ /Q f(12 0 T(2) - [det (DT (@))| - /g (T-1(2)) d.
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Mit dem Transformationssatz ist dies nichts anderes als
/ F(rW) Vo2 (y) dy. (B.16)
Qo

Also ist der Wert von fU f dS unabhéngig von der Parametrisierung eindeutig
bestimmt.
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Anhang C

Bewels des
Transformationssatzes

Satz C.1. (Transformationssatz) Seien U und V offene Teilmengen des R?
und seiT': U — V ein Diffeomorphismus. Dann ist eine Funktion f :V —
R genau dann iber V integrierbar, wenn (foT)-|detDT| iber U integrierbar
i1st. In diesem Fuall gilt:

/ f(T(x)) det(DT ()| dz = / f(y) dy.
U Vv

Zum Beweis des Satzes benotige ich wieder einige Hilfsmittel.

Lemma C.2. Ist N € R? eine Nullmenge und T : N — R? lipschitzstetig,
dann ist auch T(N) eine Nullmenge.

Beweis. Fiir € > 0 gegeben, ldsst sich N durch durch achsenparallele Qua-
drate Q) so iiberdecken dass gilt: > v(Qy) < €. v steht dabei fiir die Flichen-
k

inhaltsfunktion.
Ist L die Lipschitzkonstante von T, dann gilt: v(T(Qk)) < (LvV2)?0(Q%)

= o(T(N)) < Y 2L%(Qx) < 2L% — 0 fiire — 0. O (C.1)
k
Eine einfache Schlussfolgerung aus dem Lemma ist das folgende Korollar.

Korollar C.3. Das Bild einer Nullmenge unter einer differenzierbaren Ab-
bildung T : U C R? — R? st wieder eine Nullmenge.
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Beweis. Jede Nullmenge in U lédsst sich als abzéhlbare Vereinigung be-
schrankter Nullmengen darstellen. Fiir jede dieser beschrinkten Nullmengen
liefert die Differenzierbarkeit von 7' eine Lipschitzkonstante. Das Bild so ei-
ner beschriankten Nullmenge ist also geméafl obigem Lemma wieder eine Null-
menge. Die abzédhlbare Vereinigung von Nullmengen ergibt nun wieder eine
Nullmenge. 0
Fiir den Rest dieses Kapitels sei T' : U — V ein Diffeomorphismus der
offenen Menge U C R? auf die offene Menge V C R? und S : V — U seine
Umkehrung.

Hilfssatz C.4. Fiir jedes Quadrat Q C U gilt: v(T(Q)) < max |det DT '(z)|-
v(Q) .

Beweis. Sei a die Zahl mit: v(7(Q)) = a - v(Q). Zerlegt man Q in
vier gleich grofle Quadrate, dann ist darunter mindestens eines, fiir das gilt:
o(T(Q1) > a-v(Qy).

Das gleiche lésst sich mit )y machen. Die fortgesetzte Wiederholung dieses
Vorgangs ergibt eine absteigende Folge von Quadraten: Q D Q1 D Q2 D ...,
fiir die alle gilt: v(T(Qk)) > a-v(Qy).

Sei a der Punkt, gegen den diese absteigende Folge konvergiert, b := T'(a)
sein Bildpunkt und d die Seitenlinge des Ausgangsquadrats Q. Sei weiter
A := DT(a), dann ist A surjektiv (T ist Diffeomorphismus). Daher ldsst
sich T auch in die Form bringen:

T(z) = b+ Az —a+ ||z —a||e - r(z)) , mit r(z) -0 fir z —a.

Wéhlt man nun £ so, dass [|1(2)|le < € Vo€ Qg , dann gilt Vo € Qy :

lz = alloe + Iz = alloe - Ir(@)lle < 277 d-(1+¢). (C.2)

Der Flicheninhalt von T'(Qy) ldsst sich jetzt durch die Anwendung von Lem-
ma B.6 abschétzen:

Die Menge {z—a+||z—a|lw-r(z), x € Qx} liegt nach der eben angestellten
Uberlegung in dem Quadrat: {z: ||z]jec < 27%-d- (1 +¢€)},

= v(T(Qr) = v(A{z —a+ |z —a|w - r(z), z € Qi})) (C.3)
< v(A({z: [lz]le < 277d(1+€)}))
= (gemiB Lemma B.6) (277 d)? - (1 + ¢)* - |detA|
= v(Qx) - (1 +¢€)?-|detA].
Zur Erinnerung;:

Wir wissen: v(T(Q)) = - v(Q) und wollen zeigen:
v(T(Q)) < max |det DT (z)] - v(Q) .
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Deshalb reicht es, anzunehmen, dass a > max |det DT ()] ,
S

und diese Annahme zum Widerspruch zu fiihren.
Sei also o > max |det DT'(x)| > |detDT(a)] = |detA].
e

Da |detA| < «, kann man € so klein wihlen, dass auch

(1+¢€)%-|detA] < a.

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung, unter der wir die abstei-
gende Folge (Qy,) konstruiert haben: v(T(Qy)) > o -v(Qx) Vk . O

Hilfssatz C.5. Sei K C U kompakt, mit einer Nullmenge als Rand, und
W =T(K). Dann gilt:

min |detDT'(z)] - v(K) < v(T(K)) = v(W) < max |detDT(z)| - v(K)

zeK zeK

Beweis. Sei (Qy) eine Folge von Quadraten in K| fiir die gilt: |J Qr = intK

i
und Q; N Q; enthilt hochstens Randpunkte von @; und Q); fiir i # j

Dann folgt: v(K) = v(intK) = Y v(Qk) und intW = |J T(Qx).
k k
Mit Lemma C.2 gilt auerdem: v(W) = v(intW) = > v(T(Qx))
k

Geméf Hilfssatz C.4 gilt fiir jedes Quadrat Qy :
o(T(Qw) < max|detDT(x)] - v(Qx) .
2€EQK

= o(V) = Y 0(T(Qu) £ 3 max [detDT(@)| - v(Q)  (C4)
2 PR
= max |detDT'(z)| - v(K) .
TEQy
Die linke Abschétzung erhélt man aus der rechten, wenn man K und W ver-
tauscht, auf W die Inverse von T, also S, betrachtet und beriicksichtigt, dass
DT (z) = (DS(y))fl, fir y="T(x), also auch:
1

|detDT'(z)| = O

|detDS(y)| -

Hilfssatz C.6. Der Transformationssatz gilt fiir jede Treppenfunktion, deren
Trager in 'V liegt.

Beweis. Da eine Treppenfunktion in V eine endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen disjunkter und beschrénkter Fldchenab-
schnitte in V ist, deren Réander jeweils Nullmengen sind, geniigt es geméaf
Korollar C.3, den Hilfssatz C.6 fiir eine beliebige charakteristische Funktion
eines kompakten Flachenabschnitts W C V' zu beweisen.
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Die Integrierbarkeit ist aufgrund der Stetigkeit von 1y o7 - |detDT| in W

und der Kompaktheit von T-(W) = S(IW) gegeben.
Also muss man nur noch die Formel zeigen:

/ |detDT'| dx = /1dy. (C.5)

S(W) W
Sei € > 0 gegeben. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von |detDS|™! auf
W, gibt es eine Zerlegung W = Wi UWoU...UW, in kompakte Flachen-

abschnitte, die héchstens Randpunkte gemeinsam haben und so klein sind,

dass in jedem W; gilt: max |detDT'(z)] — min |detDT(x)| < e.
x€S(W;) z€S(W;)
Unabhéngig davon besagt Hilfssatz C.5:

xergl(lglv) |detDT'(z)] - v(S(W;)) < v(W;) < xég?V}[(/i) |det DT'(z)] - v(S(W;)) .
(C.6)

Daraus folgt mit der obigen Uberlegung:

] / |detDT | dz — v(W;)] < e-v(S(W;)). (C.7)
S(W3)

Da die Durchschnitte W; "W, fiir i # j Nullmengen sind, erhélt man nach
Aufaddieren der W;’s:

|/[detDT|d:U — (W) < e-v(SW)) — 0 fire—0 (C.8)

S(W)

= /|detDT|d9§ = /1dy. O
S(W) W

Hilfssatz C.7. Sei f integrierbar iiber die offene Menge V C R? , dann gibt
es zu jedem € eine Treppenfunktion o mit Trager in Vund || f/v—o|lL, < €.

Beweis. f istiiber V integrierbar = 34 , Treppenfunktion mit Triger im R?,:
1fv = Lvidll, < 5.
Sei M obere Schranke fiir [¢)|, B eine beschrinkte, offene Menge, die den
Tréager von ¢ umfasst, und A eine endliche Vereinigung kompakter Fléchen-
abschnitte in BNV mit v(VNB) —v(A) < 557 .
Dann ist 141 eine Treppenfunktion mit kompaktem Tréager in V und

€

€
[Ty = 1adl|, = |[Mvapy — 1ad|[z, < M'm =3 (C.9)
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Sei also = T41). O

Mit diesen Hilfssétzen lasst sich auch der Transformationssatz einfach bewei-
sen:

Zu f, integrierbar iiber V, gibt es eine Folge von Treppenfunktionen ¢y, de-
ren Tréger jeweils in V liegen, mit || f/v — willz, — 0.

Also konvergiert ¢, auBerhalb einer Nullmenge N C V punktweise gegen

fv-
Aus Hilfssatz C.6 folgt, dass dann auch die Funktionen ¢y = (proT) -
|det DT'| tiber U integrierbar sind und eine L;-Cauchyfolge bilden:

I = ey = [1ata) = a@lds = [lents) = a)ldy = llow = il
U v

(C.10)

AuBlerdem konvergiert (¢y o T') - |detDT| auBerhalb von S(N) punktweise

gegen (foT)-|detDT|.
Insgesamt folgt also:

/ f(a) o T(x) - [det DT () do = Jim / on(x) 0 T(x)) - |det DT(x)] dx
: : (C.11)
= Jm [y = [ )y

k—o0
\% \%

Also ist (foT)-|detDT| iiber U integrierbar mit der angegebenen Formel.
Die umgekehrte Richtung zeigt man einfach, indem man den bereits bewie-
senen Zusammenhang auf die Umkehrabbildung 7! = S anwendet:

|detDS(y)| = |detDT|™*, fiir 2 = S(y) und T o S(y) = y. (C.12)

Damit ist der Satz bewiesen.
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