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Zusammenfassung
Flissigkristalle haben einen molekularen Aufbau zwischen dem
festen und dem fliissigen Aggregatzustand. Neben der Positionsord-
nung, die in der nematischen Phase der einer Fliissigkeit gleicht, spielt
die Ordnung der Orientierungen eine bedeutende Rolle. Diese Orien-
tierung kann mathematisch mit Hilfe der Matrix

/ p®p du(p)
SQ

beschrieben werden. Einen Spezialfall stellt der isotrope Fall dar, fiir
den gilt:

1
My=-Id
3

Die Abweichung vom isotropen Fall wird durch die de-Gennes-Matrix
Q=M— M
beschrieben. Da @ symmetrisch ist, gibt es eine Basis des IR?, beste-
hend aus Eigenwerten von (). Hieraus ergibt sich die Form
Q = (Y @MW)+ A(n® @ n®) + A3(n® @ n®)

Da @ auflerdem spurfrei ist, ergibt sich im uniaxialen Fall, d. h. wenn
zwei Eigenwerte gleich sind

Q = s(dev(n ®n)
Hierbei bestimmt s € [—%; 1] den Zustand des Fliissigkristalls. Fiir
1

s = 1 sind alle Molekiile parallel zueinander angeordnet, fiir s = —35

senkrecht zu einer bestimmten Achse und s = 0 gibt den isotropen
Fall an.

Die freie Energie im Fliissigkristall ist invariant unter Translation, Ro-
tation und Paritat, eine Funktion v, die die Energiedichte beschreibt,
muss also isotrop sein, d. h. es muss gelten:

Y(Q; D) = ¢(Q*; D¥)
Hierbei ist
Q*=RQR" und (D) = Y RiRjmRipDimp
l,m,p

fiir ein R € O(3). Beispiele fiir isotrope Funktionen sind die Funktio-
nen

L= [[D|?

L = [ldiv(Q)|

Iy = Z D Di;
i7j7k

Ik = Y DijpDijiQu
i?j?k)l



Nach de Gennes lésst sich der elastische Teil der Energiedichte als
Kombination ebendieser Funktionen beschreiben:

4
Ye(Q;D) =Y Ll
j=1

AuBerdem sind Funktionen genau dann isotrop, wenn sie sich als Funk-
tionen der Hauptinvarianten von () schreiben lassen. Diese sind:

tr(Q) 5 tr(cof(Q)) 5 det(Q)

In unserem Fall lassen sich die Hauptinvarianten durch die Spuren der
Potenzen von @) ersetzen, die leicht zu berechnen sind, da gilt:

3
(@) =) A
k=1

Ein Beispiel hierfiir ist die folgende Funktion, die die Temperaturabhéngigkeit
des Hauptteils der Energie beschreibt:

i (Q:) = a() - tr(Q%) + b 1r(Q%) + 5 ((Q?))”

Es zeigt sich, dass diese Funktion ihr Minimum im uniaxialen oder
isotropen Fall annimmt.
Es lassen sich leicht Bedingungen bestimmen, dafiir dass

oo>/QwE(Q;D) dxzc/ﬂHQHQ dz

Es zeigt sich auflerdem ein direkter Zusammenhang zwischen der En-
ergie nach de Gennes und der Frank’schen Formel:

4
YE(Q;D) = Ll = kiJi + kyJo + kaJs + (ky + ka) Jy = W(n; Vn)

j=1
mit
Ji = (div(n))?
Jy = (n;curl(n))
J3 = ||n x curl(n)|?
Jy = tr ((Vn)Q) - (div(n)2)

Die k; lassen sich in Abhéngigkeit von den L; schreiben. Die Frank’sche
Formel ist genau dann positiv definit, wenn die Ericksen’schen Ungle-
ichungen erfiillt sind:

2k1 > ko4 kg
ky > k4
ks > 0



Beispiele hierfiir sind
W (n; V) = [|dev(sym(Vn))|?

und

ki |[Vn|f?

Es zeigt sich aulerdem, dass Jy = I3 — I3 ein Null-Lagrangian ist.
Der Ubergang von () nach n ist nicht immer eindeutig moglich. Es
gibt in jedem Punkt genau zwei verschiedene n, so dass

Q(n) = sdev(n ®n)

Wir werden nach und nach zeigen, dass ) entlang von Wegen, Ho-
motopien und schliefllich auf einfach zusammenhingenden Gebieten
orientierbar ist.

Im letzten Kapitel werden diese Ergebnisse mit topologischen Hilfs-
mitteln auf Uberlagerungen verallgemeinert.



Inhaltsverzeichnis

1 Was sind Flissigkristalle?

2

3

Orientierung

Die de-Gennes-Ordnungsparamter-Matrix
Freie Energie

Orientierbarkeit

Topologie

16

23

61

75



1 Was sind Fliussigkristalle?

Jeder kennt die drei klassischen Aggregatzustande gasformig, fliissig und
fest. Was aber hat man sich unter einem Fliissigkristall vorzustellen? Sind
Kristalle nicht Festkorper? Wie also kann ein Kristall fliissig sein? Fliis-
sigkristalle (frither auch kristalline Fliissigkeiten genannt) sind Materialien,
die sich in einem Zustand zwischen fest und fliissig befinden. Dieser Zu-
stand wird auch als mesomorphe (mésos: Mitte ; morphé: Form) Phase
oder kurz Mesophase bezeichnet. Diese Phasen haben sowohl Eigenschaften
einer Fliissigkeit (z. B. Viskositét), als auch eines Festkorpers (z. B. optische
Eigenschaften). Um den Aufbau von Fliissigkristallen einordnen zu koénnen,
betrachten wir zunéchst Festkorper und Fliissigkeiten:

In einem Festkorper befinden sich die Schwerpunkte der Molekiile an fes-
ten Punkten eines dreidimensionalen Gitters (Abb. 1) (um genau zu sein
oszillieren sie um diese Punkte, die das zeitliche Mittel des Aufenthaltsortes
markieren). Diese Gitterpunkte werden in der Regel nicht verlassen und
haben eine gewisse Periodizitét, d. h. Abstande und Reihenfolge der Molekiile
wiederholen sich. Auflerdem zeigen alle Molekiile etwa in die gleiche Rich-
tung.

Abbildung 1: Molekiile schwingen in einem Kristallgitter [10] (Die Pfeile
geben die Schwingungen der Molekiile an, nicht deren Orientierungen).

In einer Fliissigkeit gibt es kein solches Gitter. Die Molekiile konnen
sich frei bewegen, sind also statistisch verteilt mit der Einschrankung, dass
die Molekiilabstande im Mittel konstant sind. Sie entsprechen in etwa den
Abstanden desselben Materials im festen Zustand. Auch die Orientierung
der Molekiile ist vollig zufallig. Man spricht deshalb auch von isotropen
Fliissigkeiten.

Wie bereits erwahnt, befinden sich Fliissigkristalle in einem Zustand zwi-
schen fest und fliissig. Hierbei unterscheiden wir vier Phasen:



Abbildung 2: Darstellung der molekularen Ordnung von Fliissigkristallen:
a) nematische Phase, b) smektische Phase, ¢) cholesterische Phase,
d) kolumnare Phase [9]

1. Nematische Phasen:

Auf diese Phasen werden wir uns in dieser Arbeit konzentrieren. Die
Positionsordnung gleicht der des fliissigen Zustandes, wir haben also
eine statistische Verteilung bei konstantem mittleren Molekiilabstand.
Genau wie im Festkorper gibt es aber eine Orientierungsordnung, d. h.
auch hier gibt es eine bevorzugte Richtung, in die die Molekiile zeigen
(Abb 2a).

. Cholesterische Phasen:

Diese Phasen werden haufig auch als eine Unterart der nematischen
Phasen beschrieben. Die Verteilung der Molekiile ist genau so, wie
in der nematischen bzw. isotrop-fliissigen Phase. Die Orientierung-
sordnung lasst sich am besten Schichtweise beschreiben (Abb. 2¢): Es
gibt eine ausgezeichnete Richtung, zu der sich die Molekiile senkrecht
anordnen. Zerlegt man das betrachtete Gebiet in Scheiben so, dass die
Normalenvektoren der Scheiben in diese Richtung zeigen, stellt man
fest, dass zum einen alle Molekiile einer Schicht in die selbe Rich-
tung zeigen und zum anderen die Orientierungen von Molekiilen be-
nachbarter Schichten nur minimal von einander abweichen. Entlang
der Normalenvektoren betrachtet, ergibt sich also eine helikale (spi-
ralformige) Gestalt. Hierdurch ergibt sich auch in dieser Phase eine
Periodizitat.




3. Smektische Phasen:

Diese Phasen sind in Schichten aufgebaut, innerhalb derer sich die
Molekiile frei bewegen konnen. Man konnte von einer zweidimen-
sionalen Fliissigkeit sprechen. In der dritten Raumrichtung sind sie
allerdings an fixe Koordinaten gebunden, die wie in einem Gitter feste
Abstande zueinander haben. Daher gibt es auch eine entsprechende
Periodizitat in diese Richtung. Die Orientierung der Molekiile ist wie
in der nematischen Phase angeordnet (Abb. 2b). Hierbei unterschei-
det man verschiedene smektische Phasen, je nachdem, wie die Orien-
tierungsrichtung zur Normalen der Schichten steht.

4. Kolumnare Phasen:
Diese Phasen bestehen, wie der Name schon sagt, aus Saulen, inner-
halb derer die Molekiile statistisch verteilt sind. Diese Saulen sind
in einem zweidimensionalen (meist hexagonalen) Gitter angeordnet,
wodurch sich in diesen beiden Dimensionen wieder eine Periodizitat

ergibt (Abb. 2d).

Ein Kristall kann, abhangig von seiner Temperatur, verschiedene Phasen
durchlaufen. Man spricht hierbei von thermotropen Fliissigkristallen. Die
typische Reihenfolge ist (bei steigender Temperatur):

o fest

e smektisch oder kolumnar

e nematisch oder cholesterisch
e (isotrop-)fliissig

wobei je nach Aufbau des Kristalls auch einzelne Phasen ausgelassen werden
konnen (die meisten bekannten Stoffe gehen ja direkt vom festen in den
fliissigen Zustand iiber). Ein Ubergang von einer cholesterischen zu einer
nematischen Phase oder umgekehrt ist bisher noch nicht beobachtet worden.

Bei den sogenannten polymeren (d. h. aus verschiedenen Teilen bestehen-
den) Fliissigkristallen kann die Phase von den Mischverhéltnissen abhédngen.
Solche Verbindungen werden als lyotrop bezeichnet.



2 Orientierung

Wie im vorherigen Kapitel bereits bemerkt, spielt die Orientierung der Mole-
kiile bei Fliissigkristallen eine wichtige Rolle. Wir wollen im Folgenden eine
Moglichkeit betrachten, diese mathematisch zu behandeln.

Die Molekiile eines nematischen Fliissigkristalls, auf die wir uns hier be-
schranken wollen, sind so aus ihren chemischen Bausteinen zusammengesetzt,
dass sich eine ldngliche Stdbchenform ergibt. Auflerdem sind die Molekiile
symmetrisch. Man kann also ihre beiden Enden physikalisch nicht unter-
scheiden (genau genommen gibt es bestimmte nematische Fliissigkristalle,
deren Molekiile ein magnetisches Dipolmoment haben, also nicht ganz sym-
metrisch sind, auf dem gesamten Kristall heben sich aber die Dipolmomente
der veschiedenen Molekiile gegenseitig auf. Dieses Phanomen ist fiir unsere
Betrachtungen unerheblich).

Zur Untersuchung der Orientierung konnen wir uns die Molekiile als Ge-
raden im IR® vorstellen. Verschiebt man eine solche Geraden in den Ur-
sprung, so dndert sich die Orientierung nicht und man kann diese mit Hilfe
der Schnittpunkte der Geraden mit der Einheitssphare

S ={zeR’: |z| =1}

beschreiben. Diese Schnittpunkte sind dann logischerweise zwei einander
gegeniiber liegende Punkte p und —p auf S2. Man kann die Orientierung also
mit Hilfe dieses Paares von Einheitsvektoren beschreiben.

Abbildung 3: Schnitt der Orientierungsgeraden mit der Einheitssphire S?



Da sich die beiden Enden der Molekiile physikalisch nicht unterscheiden, gibt
es auch keinen Grund, einen dieser Vektoren dem anderen vorzuziehen.

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten verschiedener Orientierungen
mathematisch ausdriicken. Hierfiir benotigen wir zunachst noch einige Hilfs-
mittel:

Schreibweise: (Disjunkte Vereinigung)
MUN & MUN mit MNN=0
und entsprechend:
UM e UM mit MjnM,=0 fir j#kel
iel icl

Definition. Sei {2 eine beliebige Menge und P({2) die Potenzmenge (d. h.
die Menge aller Teilmengen) von (2.
Ein Maf auf §2 ist eine Funktion p : P(£2) — IR" mit den Eigenschaften

1. u(0) =0
2. Fir disjunkte Mengen A; mit i € I ist
H (U Ai) = ZM(Ai)
iel il

Man nennt p ein Wahrscheinlichkeitsmafs, falls zusatzlich gilt:

3. u(2) =1.
Aus der zweiten Eigenschaft folgt direkt:
ACBEP@Q) = pA)<uB)

was gemeinsam mit der dritten Eigenschaft den Wertebereich wie folgt fest-
legt:
p: P(£2) = [0;1]

Bezogen auf unser Problem sei nun {2 = S? die Einheitssphire und E; eine
endliche disjunkte Zerlegung selbiger fiir ¢ = 1;--- ;n, d.h.

82 - L.J Ez
i=1;-;n
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Dann gibt u(E;) die Wahrscheinlichkeit an, dass die in einem vorher fest-
gelegten, makroskopisch kleinen Gebiet liegenden Molekiile in diese Rich-
tung orientiert sind, d.h. dass die sie reprasentierende Ursprungsgerade die
Einheitssphare in E; schneidet.

Aus dieser Betrachtung wird klar, dass p symmetrisch sein muss, d.h.
dass fiir zwei gegeniiberliegende Teilmengen A und —A von S? gelten muss:

H(A) = p(—4) . (1)

Multipliziert man die Anzahl der Molekiile, die sich in dem betrachteten
Gebiet befinden, mit der Wahrscheinlichkeit p(A), so erhélt man einen Er-
wartungswert fiir die Anzahl der Molekiile, die in Richtung der Menge A
orientiert sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil in irgendeine Richtung orientiert
ist, ist

p(sh) = Y () = 1

und entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Orientierungsgeraden
die Sphare S? in einer Menge A = |J E; fiir ein J C I schneidet
jeJ
uA) = ()
jeJ

Geht man nun, wie bei der Konstruktion des Riemann-Integrals, von den F;
zu Punktmengen iiber, so ergibt sich

n(A) = /A dp(p)

fiir beliebige Mengen A € S?, wobei p € A die bereits erwiahnten Einheitsvek-
toren sind.

Beispiel: (Kugelkoordinaten)
Zerlege die Einheitssphare wie folgt:

Eij = (L [pi-1; 0ils [05-1:95])
wobei die Winkel fir ¢ = 0;--- ;n und j = 0;--- ;m folgendermaflen
definiert sind:
211

11



und )
PYo:=0 ; gpj::ﬂ firj=1;---;m
m

Sei nun A beispielsweise eine Teilmenge von S? der Form
(15 13 6 10: )

Lasst man nun m und n gegen oo laufen, so erhilt man das Integral

p(A) =/1§7;u(s0;19) dwdﬁz/Adu(p)

Diese Darstellung lisst sich auf beliebige Teilmengen von S? ausweiten.

Das Wahrscheinlichkeitsmafl p(p) kann verschiedene Formen annehmen. So
ist beispielsweise ein stetige Verteilung denkbar:

dp = f(p)dS*

wobei f eine stetige Funktion ist mit
fp) = f(=p) ; 2 f(p)dS?* =1 : f(p)>0 firalle peS?
S

Ein Spezialfall hiervon wire die gleichméBige (isotrope) Verteilung:
1
dp == — ds?
K 4

Eine andere Moglichkeit ware eine singulare Verteilung;:

(p) 1= 500 +00)

was der pefekten Ausrichtung an einem Vektor n € S? entspriiche, wie sie in
einem idealen nematischen Fliissigkristall vorkommt.

Ein naheliegender Gedanke wére jetzt, den Erwartungswert (auch: das
Moment erster Ordnung) der Orientierung

E(p) = /§2pdu(p)

auszurechnen. Dieser ist aber immer gleich Null, denn fiir alle p € S? gilt
wegen (1)



und damit ist
E(p) = % (/Szpdu(p) +/Sz —pdu(—p)> = %/S2p—pdu(p) =0

Wir wollen uns also stattdessen das Moment zweiter Ordnung anschauen.
Hierzu bendtigen wir das dyadische Produkt:

Definition. Seien a;b € IR™ zwei Vektoren.

Das dyadische Produkt (Tensorprodukt) ist eine n x n-Matriz (ein Tensor
zweiter Stufe) C' definiert durch

C=a®b ; C;:=ab;

Lemma 2.1. Seien a;b;v € R* und C =a® b.
Dann gilt:
Cv = (a@b) = (bv)a . )

Beweis: Berechne komponentenweise:

(O’U)Z = Z Cij'Uj = Z Cliijj = Q; Z bjUj = a; <b, ’U>
j=1 7=1 j=1

Hieraus folgt die Behauptung.

Das Moment zweiter Ordnung M ist der Erwartungswert der Matrix p ® p:

M:=E(p®p) = /82p®pdu(p)

bzw. ausgeschrieben in der Form

b1 Pip2 Pips
M = / , p2p1 p% P2p3 d,u(p)
S p3p1 P3P2 pg

bei komponentenweiser Integration.
Wie leicht zu erkennen ist, ist die Matrix unter dem Integral symmetrisch.

Das gleiche gilt somit auch fiir M (d.h. M = MT). Aulerdem gilt tr(M) = 1,
denn

wton) = ([ poraueria) = [ ooniaa

= /S2p§+p§+p§du(p)= Ip]* du(p)

= /SZ du(p) =1
13



Abbildung 4: Mogliche Orientierungen fiir ein festes p;

Zur Veranschaulichung der geometrischen Bedeutung vom M betrachten wir
folgendes Skalarprodukt fiir einen beliebigen Einheitsvektor e:

e = (e [roram)e) = [ oo

= E(cos(®)?) ,

wobei a hier der Winkel zwischen e und p ist. Es wird also gewissermaflen
die mittlere Abweichung der Orientierung von der Richtung von e berechnet.
Wir betrachten nun die isotrope Verteilung der Orientierungen genauer. Die
zugehorige Matrix M, sieht wie folgt aus:

1 P% pPip2 P1pP3
M /
S2

= pepr Py peps | dS?
™ 2
psP1 P3Pz P3

Behauptung:
/ pip;dS? =0 fiir alle i # j
S2

Denn hélt man p; fest (vgl. Abb. 4), so bewegt sich p auf einem Kreis
um die i-te Koordinatenachse. Zu jedem moglichen Wert von p; gibt

14



es also einen entgegengesetzten Wert p;. Da wir das Lebegue-Mafl von
S? betrachten, sind diese auch gleich gewichtet, d.h. sie 16schen sich
gegenseitig aus. Da dies fiir alle p; gilt, ist folglich das gesamte Integral
gleich null.

AuBlerdem ist aus Symmetriegriinden klar, dass
/ p1dS? = / p3dS? = / p; dS?
S2 S2 S2
Folglich hat M, die Form
1 5 A .
My=— AddS* = —Id firein A € IR
dm Jg2 4

Da My Moment zweiter Ordnung ist und somit tr(My) = 1 sein muss, ergibt
sich:

also

15



3 Die de-Gennes-Ordnungsparamter-Matrix

Wir wollen nun die Abweichung vom isotropen Fall mathematisch ausdriik-
ken. Zuvor fiihren wir noch eine Schreibweise ein:

Definition. Se;i A € R™*™.

Dann nennt man ]
dev(A) := A — —tr(A)Id
n

den spurfreien Anteil von A.

Nun betrachten wir die de-Gennes-Ordnungsparamter-Matrix ):

1
Q = M—MoZ/p@pdu(p)—gId
S2

= /82p®pdu(p)—/82 %Iddu(p)z/SQ (p®p—%1d) dp(p)

1
= /S p®p—§(pf+p§+p§) Id du(p)zfs dev(p @ p) du(p)
2 \‘,_/ 2

=1=tr(pwp)

Diese Matrix ist als Differenz zweier symmetrischer Matrizen ebenfalls sym-
metrisch. Auflerdem gilt

tr(Q) =tr(M) —tr(My) =1—-1=0

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass ¢ = 0 nicht unbedingt bedeutet, dass
der isotrope Fall eintritt.
3
Beispiel: Sei u(p) = ¢ > (0, +0_e,).
i=1
Dann ist

Z (ei X €; + (—ei (024 —61'))

i=1

M = [popdulp) =

| =

P

W

3 1
i i =-1Id
;e Xe 3

und damit S = 0, obwohl die Molekiile hier nicht isotrop verteilt sind.

Wir erinnern uns zunéchst an einige Figenschaften symmetrischer Matrizen:

16



Lemma 3.1. Sei A eine reelle m x m-Matriz.
A ist genau dann symmetrisch, wenn A selbstadjungiert ist, d. h.

A=AT & (Azy) = (z; Az) fir alle z;y € R™

Beweis: Sei A = q;; und (ey;...;e,,) die kanonische Basis von IR™.
Dann gelten fiir alle 7;7 = 1;...;n:
m m
<A€z'; €j> = g agi€x €5 ) = E akz‘<@k§ €j> = Qg
k=1 k=1
i—ter Spaltenvektor
und
m m
<€i;A€j> =\ € E Qk;€k = Clkj<€z‘; €k> = Q5
k=1 k=1
j—terSpaltenvektor
Also gilt

A=A" &  (Ae;e;) = (e Aey)
Bleibt also noch zu zeigen, dass
(Aej;e) = (e;; Aej) & (Axyy) = (x; Az)  fir alle z;y € R™

“«<” ist klar.

“=7. Seien = (z1; - ;Tm);y = (Y15 ;Ym) € IR™ beliebig und
gelte (Ae;;ej) = (e;; Aej).
Daraus folgt:

(Az;y) = <A2xiei;2yjej> :<inAei;Zyjej>
i=1 Jj=1 i=1 j=1

= Z T;Yj <A6i; 6]‘> = Z Ty, <6i; Aej>
ij=1 j=1
= <Z $i€i§zyjA€j> = <Z fL‘z‘ei;AZyjej>
i—1 j=1 i=1 J=1

= (v; Ay)

17



Lemma 3.2. Sei A eine reelle symmetrische Matrix.
Dann zerfdllt das charakteristische Polynom von A tuiber 1R, in Linearfaktoren.

Beweis:
Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass tiber C jedes Polynom in
Linearfaktoren zerfallt. Daher gentigt es zu zeigen, dass alle Nullstellen
des charakteristischen Polynoms von A reell sind.
Sei nun also A eine beliebige Nullstelle.
Da dies genau die Eigenwerte von A sind, gibt es einen Eigenvektor
v € C™zu A, d.h. es gilt Av = \v. Zerlege v in Real- und Imaginérteil:

v=u+iw u;w e R™

Da A reell ist, d. h. alle Komponenten von A reell sind, gilt
Av = Au + 1 Aw

In der folgenden Gleichung wird das Standard-Skalarprodukt iiber C™
verwendet:

Av; v) = (s vy = (Av;v) = (Au + iAw; u + iw)
= (Auju) — i(Au; w) + i{Aw; u) + (Aw; w)
A symmetrisch (u; Au) — i(u; Aw) + i(w; Au) + (w; Aw)

= u + iw; Au 4+ 1Aw) = (v; Av) = (v; W)

= Av; v)
Da (v;v) # 0 ist, folgt A = A, also ist A reell.

Lemma 3.3. Sei A eine symmetrische m x m-Matriz und U ein A-invari-
anter Unterraum des R™, d. h. Au € U fir alle u € U.

Dann ist auch das orthogonale Komplement U+ von U A-invariant, also
Aw € U™ fiir alle w € U*.

Beweis: Sei w € U™,
Dann gilt fir alle u € U:

(u; Aw) = (Au;w) =0

eU

Satz 3.4. Sei A eine reelle symmetrische m x m-Matriz.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis des IR™ bestehend aus FEigenvektoren
von A.
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Beweis: Wegen Lemma 3.2 gibt es einen Eigenwert \; zu A.

Sei nun ny ein zugehoriger, normierter Eigenvektor.

Dann ist auch jedes Vielfache von n; Eigenvektor zu \;. Also ist
span(n;) invariant unter A. Nach Lemma 3.3 ist auch das orthogonale
Komplement span(n;)t A-invariant. Also gibt es wegen Lemma 3.2
einen Eigenwert \y € span(n;)’ mit zugehorigem normierten Eigenvek-
tor ny. Wieder ist span(ng) und damit auch span(n;;ny) A-invariant.
Das selbe gilt fiir das orthogonale Komplement span(ni;ny)*. Per In-
duktion erhélt man auf die Art ein Orthonormalsystem {n; : --- ;n,,}
aus Eigenvektoren von A.

Dieses Ergebnis wollen wir nun auf die de-Gennes-Ordnungsparamter-Matrix
@ anwenden. Sei hierzu {n;ny;ns} eine solche Orthonormalbasis des IR* aus
Eigenvektoren von Q. Nun kann man jeden beliebigen Vektor v € IR? in seine
Bestandteile, also seine Projektionen auf die n;, zerlegen:
v = (v;n1)ny + (v;n2)ng + (v;ng)ng
Wendet man hierauf () an, so ergibt sich:
Qu = Quini)ni + Q(v;ng)ny + Q(v; na)ns
= A1 (v;ny)ng + Ao (v;ng)ng + A3(v; n3)ng
= AL (ng ®@np) v+ A (ne @ng) v+ Az (ng @ ng)v
Dementsprechend gilt:
Q =\ (1 ®n1) + Ay (ng ®na) + A3 (ng @ng) (3)

wobei \; die jeweils zu v; gehorigen Eigenwerte sind. Da @) auflerdem Spurfrei
ist, muss gelten:
tI‘(Q) :)\1+)\2+)\3:0

Sind alle drei Eigenwerte verschieden, so wird ) biaxial genannt, falls zwei
Eigenwerte gleich sind, so nennt man () uniaxial. Dies sind Bezeichnungen
aus der Optik. Tatsachlich ist es so, dass Flissigkristalle, deren de-Gennes-
Ordnungsparamter-Matrix biaxial ist, zwei optische Axen haben, uniaxiale
nur eine. Wir beschranken uns in den folgenden Betrachtungen auf letzteren
Fall. Sei also 0.B.d.A. A\; = Ay. Dann folgt:

)\3 - —2)\1
Demnach gilt:

Q = /\1 ((n1 X nl) + (ng [ ’I’LQ) — 2(’/’L3 X ng))
= M ((n1 ®@ny) + (n2 ®ng) + (n3 @ nz) — 3(nz @ n3))
= )\1 (Id — 3(”3 X Tlg))
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Mit den Bezeichnungen
s:= —3)\;

und

erhalt man schliefllich
1
Q=s (n ®n — §Id> = s(dev(n®mn)) . (4)

Um die physikalische Bedeutung von s anschaulich nachzuvollziehen, betra-
chten wir folgende Gleichung:

Qn = s <(n ®mn)n — %Idn) =s <<n,n>n — %n)
= s<(1—%>n>:§sn
2

(n; Qn) = §8<n;n> =38

Damit gilt:

AuBlerdem gilt:
(n;@Qn) = ((n; M — My)n) = (n; Mn) — (n; Myn)
2 1 2 1
= /(mp) dulp) — (n; Sldn) = /<n;p> dulp) = 3

S2 S2

Also folgt:

/(n;p>2du(p) —% = g/<n;p>2du(p) —%

2 s2

V)
I
B

mit

[ panto) = E eos(ar)

S2
wobei o der Winkel zwischen p und n ist. Da dieses Integral nur Werte
zwischen 0 und 1 annimmt, ist s auf das Intervall[—3; 1] beschrénkt.

Was bedeuten also verschiedene Werte von s? Zur Erinnerung: u(p) gibt
die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Molekiil in Richtung p orientiert ist.
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1. Sei s =1.
Dann gilt:

3 1
1== . p)? — =
2/<n7p> du(p) =5
S2

also

/<n;p>2du(p) =1
SQ

Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle p mit u(p) # 0 gilt:
(n;p)* =1
Also ist jedes dieser p parallel zu n, d.h.
1
=3 (0n +0-n)

Wir haben also eine perfekte Ausrichtung nach n, wie sie in einem
idealen nematischen Flussigkristall vorkommt.

2. Sei s = —%.
Dann gilt
1 3 1
573 /(n;p>2du(p) -3
S2
also

/<n;p>2du(p) =0

Das ist genau dann der Fall, wenn fiir alle p mit u(p) # 0 gilt:
(n;p) =0

wenn also alle Molekiile senkrecht zu n ausgerichtet sind. Dies ist beim
idealen smektischen Fliissigkristall der Fall.

3. Sei s = 0.
Dann ist wegen (4) @ = 0. Dies tritt im isotropen Fall auf.

Man kann also grob sagen, dass man es fiir positive Werte von s mit einem

nematischen, fiir negative mit einem smektischen Fliissigkristall zu tun hat.

Je mehr sich s der Null nahert, desto ungeordneter sind die Orientierungen

der Molekiile. Es sei noch erwahnt, dass die idealen Zustidnde bei s = 1 bzw.
1

s = —y nicht stabil sind. Eine gewisse Unordnung ist immer vorhanden.
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So sind beispielsweise bei nematischen Phasen Werte zwischen 0,6 und 0, 8
tiblich (vgl. [4]).

Bei thermotropen Fliissigkristallen ist s temperaturabhéngig. Genauer
gesagt sinkt der Betrag von s bei steigenden Temperaturen bis der sogenannte
Klarpunkt ¥g erreicht ist. Ab diesem Punkt verhalt sich der Fliissigkristall
wie eine ganz normale isotrope Flissigkeit. Dann liegt s sehr nahe bei Null.
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4 Freie Energie

Die Freie Energie eines nematischen Fliissigkristalls auf einem Gebiet (2,
welches in der Regel von einem Behalter begrenzt ist, lasst sich als Funktion
I der de-Gennes-Ordnungsparameter-Matrix ) und deren Gradienten V(@)
beschreiben. Jedem Punkt z € €2 ist eine freie Energiedichte ¢(Q(z); VQ(z))
zugeordnet. Die freie Energie [ erhalt man also durch Integration iiber x:

1(Q:VQ) = /Q $(Q(2); VQ(a) da

Um festzustellen, was man sich unter dem Gradienten einer matrixwertigen
Funktion vorzustellen hat, erinnern wir kurz daran, wie der Gradient einer
skalarwertigen bzw. einer vektorwertigen Funktion aussieht:

Sei f: IR™ — IR eine diffenenzierbare Funktion und eq;--- ;e,, die kano-

nische Basis des IR™.
In Kartesischen Koordinaten lasst sich der Gradient wie folgt darstellen:

m alf
Vu=Y 0ife;=|
i=1 O f
mit of
ajf::a—xi firj=1;---;m

Sei v : R™ — IR™ eine vektorwertige Funktion.
Dann entspricht der Gradient genau der Jacobi-Matrix dieser Funktion:

(91U1 Tt amul
Vu =
81Um s (‘9mum
Wir schreiben auch
ui,j = ajui

Mit dieser Schreibweise ist also
(Vu)ij = ug

Sei nun @ : R™ — IR™*™ eine matrixwertige Funktion.

Der Gradient ist nun ein Tensor dritter Stufe, fiir den dieselben Konstruk-
tionsregeln, wie fiir die Jacobi-Matrix gelten. Komponentenweise bedeutet
das:

(VQ)ijk: = ngk = ainj
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Wir werden in Zukunft fiir den Gradienten der de-Gennes-Matrix schreiben:
V@ =:D
Damit ergibt sich fiir die einzelnen Komponenten:
Diji. = Qijk

Einen Tensor dritter Stufe kann man sowohl auf eine Matrix, als auch auf
einen Vektor anwenden. Zum Vergleich betrachten wir die Multiplikation
einer Matrix M mit einem Vektor v (wir wenden die Matrix auf den Vektor
an):

(M U)i = Z Mijvj
7=1

Analog hierzu ist auch die Multiplikation eines Tensors C' dritter Stufe mit
einer Matrix M bzw. einem Vektor v definiert:

(C.M);=>" CipMy,
Jik=1

bzw. .
(C.v)i; = Z CijkUr
k=1

Allgemein gilt: Wendet man einen Tensor p-ter Stufe auf einen Tensor ¢-ter
Stufe (fiir ¢ < p) an, so erhdlt man einen Tensor (p — q)-ter Stufe.

Wir fiithren auf den Tensoren dritter Stufe eine Norm analog zur Frobe-
niusnorm bei Matrizen ein:

m
IDI*:== > D}y
i575k=1

Wie wir im vorherigen Kapitel bereits festgestellt haben, ist die de-Gennes-
Matrix eine symmetrische, spurfreie 3 x 3-Matrix, d. h. es gelten

Q c ]1:{3><3 ’
sowie
Qi; = Qji fir alle 4;j € {1;2;3} (5)
und
tr(Q) =Qu+ Q2+ Q=0 . (6)
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Auflerdem gilt fiir die Eigenwerte von @):

2
)\1:)\2:—f X /\3:—2/\1255

mit s € [—3;1] (siche vorheriges Kapitel). Hieraus folgt:

e[

36
und 1 o
Az € 3 g )
also insgesamt- |y
AE 75

Was bedeutet das fiir den Gradienten D? Wegen (5) gilt:
Dijk = Qijr = Qjix = Dju,  fiir alle 45 ji k € {1;2; 3}

Auflerdem ist wegen (6) Q11(z) + Qa2 () + Qs3(x) = 0 konstant, d. h. es gilt
3 3
ZDiz‘k = Zan =0 firalle k=1;2;3
i=1 i=1

Um den Definitionsbereich Dy, von ¢ zu bestimmen, definiere zunachst also
die beiden Mengen

Q:={Q e R*Q=Q"; tr(Q) =0}
und \
D= {D = (Dijk:)‘Dijk = Dijir; ZDiik = 0}
=1

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir den Definitionsbereich von ):

Dy = {(Q;D) € QxDNQ) € {_%; g} }

Um 1 abzuleiten, kann es hilfreich sein, auch Elemente in der Néhe von D,
zu betrachten. Hierbei hilft uns die folgende Zerlegung;:
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Definition. Sei A € IR**? beliebig.
Dann wird mit

A = dev(sym(A)) + skew(A) + %tr(A)Id

die Cartan-Zerlegung bezeichnet. Hierbei ist

1
sym(A) = §(A + A7)
der symmetrische Teil von A und
1
skew(A) = 5(14 — AT

der schiefsymmetrische Teil von A.

Lemma 4.1. Die Summanden der Cartan-Zerlequng sind orthogonal zuein-
ander.

Beweis: Betrachte zunachst

1 1

(dev(sym(A)); skew(4)) = {S(A+ AT - Lr(A)Id; (4~ A7)

LA+ AT); (A A7)
—étr(A) (Id: A — A7)

————
=0

104 ) + (475 ) — (4347)

=0

- (AT AT =0

AuBlerdem gilt:

(dev(sym(4)); 3tr(A)Td) = tr(A)({sym(4);1d)

und schliellich ist

(skew(A); %tr(A)Id) = %tr(A)(skew(A); Id) =0
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Lemma 4.2. Sei A € IR**3 beliebig.
Dann ist:

PA :=dev(sym(A)) € Q

und

Pt A = skew(A) + %tr(A)Id c &t

Beweis: Sei A € R**.
Dann ist PA als Summe symmetrischer Matrizen selbst symmetrisch
(denn A + AT und Id und alle skalaren Vielfachen davon sind offen-
sichtlich symmetrisch).

AuBlerdem ist die Spur von dev(sym(A) nach Definition des spurfreien
Anteils dev gleich Null. Also liegt PA in £.
Bleibt noch zu zeigen, dass (PA; P-B) = 0 fiir alle A; B € R***:

1 1

(PA; PAB) = <%(A + AT — —tr(A)d;

s 2(B — BT + %tr(B)Id>

= 1<A + A" B - BT) — 1tr(A) (Id; B — BT)
4 6 —_——
=tr(B—BT)=0
1 1
+=tr(B) (A + AT, 1d) —~tr(A)tr(B) (Id; Id)
6 —— 9 ——
=2tr(A) =3

— L((A;B) 4+ (A7;B) — (4, B") — (AT, BTY)
4 —_—
=(AT;B) =(A;B)

1 1
+§tr(A)tr(B) — gtr(A)tr(B) =0

und damit liegt P+ B in Q' fiir alle B € IR**3.

Analog gilt
. 1 1. <
PD €D fur (PD)l]k = §(Dz]k + Dﬂk> — 55” Z Dllk
=1

Man kann also eine Funktion

Y(Q; D) :=(PQ; PD)

auf einer Umgebung von D,, definieren und mit dieser arbeiten.
Die freie Energiedichte eines nematischen Fliissigkristalls ist unabhéngig
von der Position eines Beobachters. Wir wollen uns daher anschauen, wie
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2

Y1

Abbildung 5: Verschiebung eines Koordinatensystems um den Vektor s.

die de-Gennes-Matrix in einem verschobenen und gedrehten Bezugssystem
aussieht:

Seien hierfiir zunéchst (xq;x9;23) die Koordinaten eines Punktes = € Q
im urspriinglichen Koordinatensystem.
Betrachten wir ein hierzu um den Vektor s verschobenes Bezugssystem (vgl.
Abb. 5), so ergeben sich fiir denselben Punkt die Koordinaten

(Y13 Y2 y3) mity=x—s

Fir x = 0 ergibt sich beispielsweise y = —s.

Wir wollen zusatzlich eine Drehung zulassen. Diese wird durch eine
Drehmatrix R € SO(3) dargestellt, d.h. aus dem urspriinglichen Punkt x
wird im neuen Bezugssystem der Punkt Rz. Kombiniert man Drehung und
Verschiebung (Rotation und Translation), so ergibt sich fiir die neuen Koor-
dinaten z des Punktes

z=Rx—s

Ziel ist nun, dass die freie Energiefunktion ¢ unabhéngig von der Wahl des
Beobachters ist, d. h.

V(@5 V.QY) = (@ V.Q)
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wobei (* die de-Gennes-Matrix ist, die sich fiir den neuen Beobachter ergibt.
Da, wie in Kapitel 2 beschrieben, bei der Untersuchung der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Molekiilorientierungen, die mafigeblich fiir die Gestalt
der de-Gennes-Matrix ist, die Geraden, die die Molekiile reprasentieren in den
Ursprung verschoben werden, brauchen wir uns hierbei um die Verschiebung
um 7 keine weiteren Gedanken zu machen. Welchen Einfluss aber hat die
durch R dargestellte Drehung?

Sei p € S? ein beliebiger Einheitsvektor und R € SO(3).

Nach der Drehung ergibt sich ein neuer Einheitsvektor

g=Rpe$S?
Umgekehrt gilt:
p=R'q

Sei jetzt A C S? eine Menge, betrachtet im neuen Bezugssystem. Diese
entspricht dann im alten Bezugssystem der Menge RTA. Insgesamt folgt
hieraus fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p* im neuen System:

u(A) = /A dpi*(p) = /R , dulr) = /A du(RTg)

Bevor wir nun die neue de-Gennes-Matrix (* ausrechnen, benotigen wir noch
folgendes Hilfsmittel:

Lemma 4.3. Sei M € IR"™*™ eine Matriz und u;v € R™ Vektoren.
Dann gilt:
u® Mv = (u®uv)M"

Beweis: Sei w ein weiterer beliebiger Vektor in IR™.

Dann gilt:

(u® Mv)w @ (Mv;w)u = (v; M w)u @ (u ®v)MTw

Da w beliebig ist, folgt die Behauptung.

AuBlerdem gilt:
M(a®b) = (Ma)®b

denn

n

(M(a®D); =Y Myla®b)y = Zn: Mirarb; = (Ma);b; = (Ma) ® b

Nun konnen wir genaueres iiber die Matrix (* sagen:
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Lemma 4.4. Sei () die de-Gennes-Matrixz im urspringlichen Bezugssystem.
Dann gilt fir die de-Gennes-Matriz Q* eines via R € SO(3) gedrehten Be-
Zugssystems:

Q* — RQRT
Beweis: Es gilt:

@ = [ @oa- TR = [ (Fpe Rp— )

emma 4. 1
et [ R p - SRR ()
SQ

1
= R/ (p@p) - 31d du(p) R" = RQR"
SQ

Zur Erinnerung:
VQ =D also ka = Dijk

Lemma 4.5. Seien QQ; Q* wie in Lemma 4.4 und D =V, Q.
Dann gilt fir D* ==V, Q*:

D7y = RiRjy Ry Dimy
Beweis: Es gilt:
z=Rr—s & z+s=Rr & Ri(z+s)=u
Dabher ist

dz 0x;
— =RT  baw. :
dz o 0z,

Q= Z Ril@lmRZ;j = Z Ry QimRjm,
lm Ilym

= (R")i; = Ryi . (7)

Mit

ergibt sich

0Q;;(x) 0
a—zk = %{; aj(Rille(@ij)
0 Ox
Z 8w 82’: Z ille(x)ij)
) 0 Qi ()
= 2 5 RenRuQun(@)Rym) = > RﬂijRkpal—xp
l,m,p I,m,p
Z Rle]mRkalmp Z Rle]mRkalmp
l,m,p I,m,p
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In obiger Rechnung kann die Reihenfolge der R und @ vertauscht wer-
den, da es sich hier um Komponenten der jeweiligen Matrizen, also
Skalare handelt.

Wir konnen also zusammenfassend sagen, dass fiir die freie Energiedichte ¢
gelten muss:

P(Q; D) =¢(Q% D7)
mit
Q" =RQR" wnd (D")yx= > RaRjmRipDim, fiir R € SO(3)

l,m,p

Sind die genannten Bedingungen erfiillt, so nennt man 1 hemitrop.

Aufgrund der Symmetrie der Molekiile (mathematisch ausgedriickt: we-
gen p(p) = pu(—p)) kann man bei nematischen Fliissigkristallen fiir R nicht
nur Drehungen, sondern auch Spiegelungen und damit auch Drehspiegelun-
gen, also beliebige R € O(3) zulassen. Zerlegt man ndmlich ein solches
R € O(3) in eine Drehmatrix R € SO(3) und eine Spiegelmatrix R mit

R=RR
so gilt: o R
WR"q) = u(R"R"q) = (R q)
und die Rechnungen, die zu Lemma 4.4 fiithren lassen sich auf beliebige R €

O(3) tbertragen.
Fiir die freie Energiedichte bedeutet das:

Y(Q; D) = (Q D)
mit
Q" =RQR" und  (D")yr= Y _ RuRjmRipDim,  fiir R € O(3)
lm,p

Funktionen, die diese Bedingungen erfiillen, nennt man isotrop. Bei smek-
tischen oder kolumnaren Fliissigkristallen ist dies in der Regel nicht der Fall.
Es ist klar, dass isotrope Funktionen auch hemitrop sind, da SO(3) C O(3)
ist. Umgekehrt ist das in der Regel nicht der Fall.

Bemerkung: An dieser Stelle sollte man beachten, dass der Begriff der

Isotropie bei Fliissigkristallen in zwei unterschiedlichen Zusammenhan-
gen verwendet wird. Zum einen, wie an dieser Stelle, zur Beschreibung
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Bezugssystem-unabhéngiger Energiefunktionen, zum anderen, wie in
der Einleitung und bei der de-Gennes-Ordnungsparameter-Matrix zur
Beschreibung Bezugssystem-unabhangiger Orientierungen. Diese tre-
ten z. B. bei klassischen Fliissigkeiten auf, wo die Orientierungen zufal-
lig im Raum verteilt sind. In dem Fall ist () = 0. Fliissigkristalle in
der nematischen Phase sind durch ihre Orientierung in eine bestimmte
Richtung definiert, sind also in diesem Sinne nicht isotrop. Ther-
motrope (temperaturabhéangige) Fliissigkristalle gehen, wie wir noch
sehen werden, bei steigender temperatur von der nematischen Phase
in die isotrope Phase iiber, in der sie sich wie klassische Fliissigkeiten
verhalten.

Beispiel:
Die folgenden Funktionen, die bei der Berechnung der freien Energie
wichtige Rollen spielen, sind isotrop:

I == ||VQI?=DI*=>_ DD
Y
L = ||div(Q)|]* = ZDz]]Dzk’k
1,5,k

I3 = ZDijkzDikj

05,k
Iy = ZDijkzDilekl

i3k,

Den Beweis erhalt man durch Einsetzen, wobei hier die Reihenfolge der R,
@ und D keine Rolle spielt, da es sich wieder um Komponenten handelt.

Beweis: Bevor wir mit dem Einsetzen beginnen, beachten wir folgendes:
Da RTR = Id ist, gilt:

8ij = (RTR) ZR W R = ZRkiRkj
!

Hier haben wir das Kronecker-Delta verwendent, das wie folgt definiert

1st:
P 1 firi=y
Y10 fiird # g
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Damit ergibt sich nun:

0,3,k
= Z Z RilemRkalmp Z RisttRkuDstu
@9,k l,m,p s,tu

- Z RilRis ijRjt Rkkau Dlmsttu
\\’JR/—/H/—/

bk Lmpsitu  _g, =8t _
- § 5[5 mt(;puDlmp stu — E Dlmlemp ]
l,m,p,s,t,u l,m,p

* _ : >k * *
I = E div(Q Dm ek

0,5,k
= Z Z Rzl R]mR]p Dlmp Z Rls RktRku Dstu

i g,lm,p 6 k,s,t,u _5tu
= E 5mp5tu Rlezs Dlmp stu — E Dlmlett = 12
i,l,m,p,s,t,u _515 Iym,t
*
I3 = E Dzjk; ikj — E E RilemRkp § DlmpRisttRjuDstu
0,5,k 4,5,k L,m,p situ
= § 6ls(smu5ptDlmp stu — E Dlmlepm = ]
l,m,p,s,t,u l,m,p
[4 - ngk‘Dilekl
1,9,k
T
- E E RiaijchDabc § RisttRluDstu § kaQmpRpl
,7,k,l a,b,c s,tu m,p
- E RiaRis ijRjt Dabchtu chka RluRlp Qmp
¥ i ~ T N
a7b70717]7k7l7m7p757t7u :6 _ébt :(5 _5
as = cm =Oup

= Z DabcDabuch =1

a,b,c,u

Beispiel: Ein Beispiel fiir eine hemitrope, aber nicht isotrope Funktion ist
die folgende:

I5 .= Z €ijkQuDjik

i7j7k7l

Hiebei ist € der Levi-Civita-Tensor, der analog zur Kronecker-Matrix &
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komponentenweise definiert ist:

1 falls ijk eine gerade Permutation von 123 ist
gijk = 8 —1 falls ijk eine ungerade Permutation von 123 ist
0 sonst

Konkret bedeutet das:
€123 = €231 = €312 = 1

und
€132 = €213 = €321 = —1

und fiir alle anderen Falle, d. h. falls zwei der Indizes gleich sind, gilt
€k = 0

Beweis: Wir zeigen zunachst eine Eigenschaft des Levi-Civita-Tensors, die
fir beliebige Matrizen M € M™™(IR) gilt:

Z €ijeMia My My = MigMopMsze + Moo My My + Mo My Mo,
0,7,k

— (Mo My Moo + Mop Mo Mse + Mo Moy M)

Die rechte Seite erinnert stark an die Determinante von M, fiir die nach
der Sarrus’schen Regel gilt:

det(M) = My My Mss + Mo Moz Msy + Mz Moy Mss
—( M3y Mog M5 + Mso Moz Myy + Msg Moy Mys)

Setzt man in die erste Gleichung fiir (a; b; ¢) die geraden Permutationen,
also (1;2;3), (2;3;1) oder (3;1;2) ein, so erhélt man

Z EijkMiankac = det(M) s
1,7,k

setzt man die ungeraden Permutationen, also (1;3;2), (2;1;3) oder
(3;2;1) ein, ergibt sich

Z €ijiMia Mjp My, = — det(M)
irj,k
AuBlerdem gilt fiir a = b, b = c oder a = ¢:
Z €ijk Mia Mjp Mye = 0

i7j7k
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Diese Ergebnisse lassen sich zu folgender Gleichung zusammenfassen:

Z €ijiMia My Mye = €qpe det(M) . (8)

.5,k

Sei nun R € SO(3).
Dann gilt wegen det(R) = 1:

Ig = Z D;}kQZ}EZik = Z Z RiaijchDach RlsttRz;‘elik

1,7,k,l 4,5,k a,b,c s,t

- Z 5thachst€lilesRiach

a,b,c,ik,l,s,t

- Z Dachsbesac det(R) - I5

a,b,c,s

Es ist klar, dass diese Gleichung nicht fiir beliebige R € O(3) gilt, da
fir diese auch det(R) = —1 gelten kann.

Wir zerlegen die freie Energiedichte in zwei Komponenten

P(Q; D) = 9(Q;0) +(Q; D) — 4(Q;0)
—— - P
=Y (Q) =yr(Q;D)

und nennen vy den Hauptteil und ¢¥p den elastischen Teil von . Da der
Hauptteil unabhangig von D ist, ist er genau dann isotrop, wenn fiir alle

R € S0(3) gilt:

Ui (Q) = ¥ (RQR)

Lemma 4.6. Der Hauptteil vy der freien Energiedichte ist genau dann
1sotrop, wenn er hemaitrop ist.

Beweis: “=" ist klar. A
“<": Sei R € O(3)\ SO(3). Dann gilt fiir R:= —R

det(R) = —det(R)

da wir uns in IR® befinden. Also ist R € SO(3) und es gilt, da ¥p
hemitrop ist:

Ur(Q) = ¥u(RQR") = Yu((—R)Q(—R)") = ¥u(RQR")

Also ist ¥y (Q) isotrop.
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Definition. Als Hauptinvarianten einer Matriz A sind die Koeffizienten
Hy(A) des Polynoms

det(pld + A) = p™ + Hy(A)p™ "+ - Hyoa (A)p+ T (A)
definiert (Vgl. Hierzu [8] Kap. 8-10).

Dieses Polynom entspricht dem charakteristischen Polynom mit alternieren-
den Vorzeichen. Insbesondere haben wir fiir symmetrische 3 x 3-Matrizen:

det (uId+ A) = (p+a1) (u+ as) (u + ass) + 2 (a12a93a13)
—aiy (14 ass) — aiy (u+ as) — a3 (1 + an1)
= MS + M2 (a11 + agg + as3) + p (a1a92 + ageags + ayrass)
+a11az2a33 + 2 (a12a3013) — pu (a7, + a33 + ais)
- (a%2a33 + a%3a22 + aggan)
= 1%+ pPtr(A)

1, 2 2
+u | arragy + azass + ajjazs + 5 (ai; + ay + azz)

1
— (5 (afy + a3y + a33) + afy + a3 + afg) + det(A)

= )+ (G ()R = AIP) ) + den()

Die Hauptinvarianten sind in dem Fall also

Hi(A) = tr(A)
H(A) = S((x(4) ~ | A?)

H3(A) = det(A)
Fiir beliebige (nicht notwendigerweise symmetrische) Matrizen gilt:
Hy(A) = tr(cof(A))

Eine einfache Rechnung zeigt, dass dies fiir symmetrische Matrizen mit der
hier verwendeten einfacheren Darstellung tibereinstimmt: Aus obiger Rech-
nung erhalt man

1
5((1]1‘(14))2 - ||A||2) = Q11022 + Q92033 + A11A33 — (G%Q + a§3 + a%3)

Dies stimmt iiberein mit

tr(cof(4)) = det ( Q22 Q23 ) + det ( air a3 ) + det ( ail a2 )

a3z Q33 a31 ass Q21 A22

2 2 2
= (Q92Q33 — 2(1,23 + ai1as33 — 2@13 + a11a99 — 2&12
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Wir werden zeigen, dass sich jede skalarwertige isotrope Funktion ¢(A) einer
symmetrischen Matrix als Funktion der Hauptinvarianten darstellen lasst.
Oft ersetzt man hierbei Hy(A) durch ||A[|?, da man Hy(A) durch H;(A) und
|| A||* ausdriicken kann.

Satz 4.7. Eine Funktion ¢ : Sym(m) — IR ist genau dann isotrop, wenn sie
nur von den Hauptinvarianten abhangt, d. h. fir m = 3

d(M) = f(tr(M); ||M]|*;det(M)) fiirein f: R xR xR — R

Beweis: Seien A und B zwei symmetrische Matrizen mit gleichen Hauptin-
varianten.
Wir wissen, dass die Eigenwerte die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms
™ — Hy(A)x™ o 4 (1) H,,(A)

sind. Die Koeffizienten dieses Polynoms sind genau die Hauptinvari-
anten von A bzw. B. Da diese libereinstimmen, gilt das, nach even-
tueller Umordnung auch fiir die Eigenwerte p;. Nach Satz 3.4 gibt es
sowohl eine Orthonormalbasis des IR™ aus Eigenvektoren n; von A, als
auch aus Eigenvektoren p; von B. Dann gibt es auch eine eindeutig
bestimmte Basiswechselmatrix R, so dass

Rn; =p; firallej=1;---;m
Hieraus folgt:
RAn; = pjBRn; = u;p; = Bp; = BRn;

und damit ist

B = RAR"
Da es sich bei diesem Basiswechsel nur um eine Drehung handelt, ist
R € SO(m).
Sei umgekehrt B = RART fiir ein R € SO(m).
Dann gilt:

det(AId — B) = det(ARR" — RAR") = det(ARIdR" — RAR")
= det(RANIAR" — RAR") = det (R(AId — A)R")
= det(R)-det(\Id — A) - det(R") = det(A\d — A)
N——

=1 =1

{
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Die Hauptinvarianten zweier symmetrischer Matrizen A und B sind
also genau dann gleich, wenn es ein R € SO(m) gibt, so dass

B = RART

ist.

Also gilt fiir jede isotrope Funktion ¢ genau dann ¢ (A) = ¢ (B), wenn
die Hauptinvarianten von A und B iibereinstimmen.

Hieraus folgt die Behauptung.

Da tr(Q) = 0 ist, hiangt ¥ (Q) nur von ||Q|* und det(Q) ab, es gibt also ein
Fyg: IR xR — IR, so dass

vr(Q) = Fu(|QII* det(Q))

Lemma 4.8. (Eigenschaften der Hauptinvarianten)
Sei A eine symmetrische Matriz und Q) € Q, also eine symmetrische, spur-
freie 3 x 3-Matrix.
Dann gelten:
147 = (A% (
3det(Q) = t(QY) (10)

n(QY) = (@)

@™ = Y o am (12)

k=1

Sei Q) auflerdem uniazial. Dann gelten des weiteren:

QP = 2 (13)
253
det(@Q) = o (14)

Beweis: zu (9): Es gilt:
(A2)ij = Zaikakj = Zaikajkz
k k
Hieraus folgt:

tr(A?) = Z(AQ)Z'Z‘ = Zaikaik = [|A|I?
] i,k

(2
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zu (10): Das charakteristische Polynom von @) ist nach Definition der
Hauptinvarianten

N —tr(Q) N + %((tr(Q))2 —1QI)A — det(@Q) =0
o ey

und man erhalt die charakteristische Gleichung

1
Q' — IIQIPQ — det(Q)1d = 0
Nimmt man von beiden Seiten die Spur, so ergibt sich
1
tr(Q%) — §HQI|2 ir(Q) — det(Q)tr(Id) = tr(0) = 0
——
=0

und man erhélt schlie3lich

tr(Q%) = —3det(Q)

zu (11): Multipliziert man die charakteristische Gleichung mit @, so
ergibt sich

Q' IQIPQ — det(Q)Q = 0

Wie oben erhalt man

(Q") — 5 Q1P 1r(@?) — det(Q) r(Q) = 0
=tr(Q?) =0

und es folgt
1 2
tr(Q") = 3 (tr(@%)
zu (12): Die Matrix @ lésst sich nach (3) in der Form
Q= (Y @nV) + X (n® @ n®) + \(n® @ n®)

schreiben.
Die einzelnen Komponenten lassen sich also wie folgt darstellen:

Qij = Z Aknﬁk)nﬁ-k)
k
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Fir das Quadrat von () bedeutet das:

(QQ)il = ZQiijl = Z /\kngk)nﬁk)kmnﬁm)nz(m)

Jk.m

j
= Z )\k)\mngk)nl(m) n§k)n§m) = Z )\ingk)nl(k)
7.k,m =5Vk k

Wir nehmen die Spur und erhalten:

3
(@) =3 A = X2 1234 22

=1

Wiederholt man diese Schritte, so erhalt man induktiv die Behauptung.
zu (13):

1QIP 2 (@) = X2+ X3+ X
Wie in Kapitel 3 gezeigt, gilt im uniaxialen Fall:

S 2
)\1 :>\2:—§ und )\3:§8
und daraus folgt
2 2 2
288 48 2,

(14) beweist man analog;:

12 1 3 s N 8s? 253
27 27 27

der(@) 0@ @ 3 -

Bemerkung: Da man in unserem Fall die Hauptinvarianten durch die Spu-
ren der Potenzen von () darstellen kann, die wegen (12) leicht zu berech-
nen sind, beschreibt man isotrope Funktionen gerne in Abhangigkeit
dieser. Es gibt also ein fy : IR X IR — IR, so dass

v (Q) = fu (1(Q%): tr(Q°))

Betrachten wir nun die Temperaturabhangigkeit von vy . Hierfiir ziehen wir
ein einfaches Modell heran, das sich z. B. in [6] findet:

Y (Qi9) = a(¥) - tr(Q%) +b- tr(Q°) + c- tr(Q) . (15)
——

—5(6r(Q2)?
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Hierbei ist a(d) = a(¥ — ¥s) (o monoton wachsend) eine temperaturabhén-
gige skalarwertige Funktion, wobei ¥/g die Schmelztemperatur ist, die den
Ubergang vom festen zum fliissigen Zustand markiert und b und ¢ sind tem-
peraturunabhéngige positive Konstanten. Betrachten wir zunachst die Spur
von Q).

Satz 4.9. Sei vy wie in (15).
Dann nimmt 1y, sein Minimum fir ein uniaziales oder isotropes (d. h. Q@ =0)

Q an.

Beweis: 1y kann nach (12) als Funktion von Eigenwerten dargestellt wer-
den:

3 3 3
V(A A2; Agd) = a(d) Z N + bz N + CZ N
k=1 k=1 k=1

3 3 3 2
c
= a(ﬁ)g )\2+b2 )\2+§(E Ai)
k=1 k=1 k=1

Zur Untersuchung der kritischen Punkte unter der Beriicksichtigung der
Zwangsbedingung z := A\; + Ay + A3 = 0 verwenden wir die Methode
der Langrange’schen Multiplikatoren. Hierzu stellen wir uns “Hohen-
linien “, also Gebiete gleichen Wertes der Funktionen ¢y (A1; Ag; A3) vor.
Diese werden dargestellt durch die Bedingung vy = d mit einer beliebi-
gen Konstanten d. Durchlauft man den durch die Zwangsbedingung
z = 0 vorgegebenen Raum in einem lokalen Minimum, so muss der
Weg in diesem Minimum parallel zu einer Hohenlinie verlaufen. An-
dernfalls konnte man unter Beachtung der Zwangsbedingung zu einem
niedrigeren Wert von ¢y gelangen. Der Gradient von 1y muss also
parallel zum Gradienten von z sein. In Formeln:

V(vYy) = §6V(z) bzw.
VL(A1; 205 A3;0) = V(g —d- (M + A+ A3)) =0

Hierbei nennt man 0 den Lagrange’schen Multiplikator und L die
Lagrange-Funktion. Zur Losung des Problems betrachten wir also:

8L 2 & 2
xs = 20Nk + 30, + 20 Z:; A6

Fir die Differenz zweier solcher Gleichungen ergibt sich dann:

3
(M — No) <2a +3b(A\p + N) + 202Ai> =0 firi#j

i=1
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Angenommen, die Eigenwerte sind alle verschieden. Dann muss gelten:

3
20+ 3b(A + As) +2¢) A7 =0 (16)

i=1

3
20+ 3b(A2 + A3) +2¢ ) AF =0 (17)

i=1
Zieht man (17) von (16) ab, so erhélt man:
b(/\l - )\2) - 0

und damit wegen b > 0
M= ¢

Also ist @ uniaxial, d. h. mit den Bezeichnungen aus Kapitel 3 gilt:
)\1 = /\2 =: A und )\3 = -2\

Hieraus folgt:
M =X2:=) und A3=4)\?

und es ergibt sich fiir die Summe:

3
D A =6
i=1
Setze in Gleichung (16) ein:
: , b a
2a —30A+12cA" =0 & AN ——A+—=0
4c 6c
Damit ergeben sich fiir die moglichen Extrema:

b b2 a

M= — 44— — 2
7 8 64c2 6

(18)

Fiir eine weitere Interpretation wollen wir nun den Hauptteil der freien
Energie als Funktion von A betrachten. Vorher sei bemerkt, dass

M= =2 und A= -8\

und damit ,

D A =6

i=1



sowie

Damit ergibt sich:
V(X)) = 6aA? — 6bA* + 18c\?
Im Punkt Null gilt fiir die zweite Ableitung:
%(0) = 6a

Fir a < 0 liegt also in dem Punkt ein Maximum vor, fir a > 0 ein
Minimum. Wie an (18) zu erkennen ist, gibt es fiir a < 0 ein Extremum
A_ < 0und ein Ay > 0. Da im Punkt Null ein Maximum vorliegt, sind
dies beides Minima. Fiir a = 0 fallen die drei Extrempunkte zusam-
men. Auflerdem sieht man, dass fir a > gi;c der einzige Extrempunkt
(Minimum) bei A = 0 liegt. Betrachten wir nun also, was im Bereich
a € (0; %26) passiert. Wir schreiben

P () = 18cA? (3?“ - %bA + )\2>

Neben der Null ergeben sich die Nullstellen:

)\(i):?’_bj: 9_b2_3_a

2c 4c2? c

In dem fiir uns interessanten Bereich gibt es also zwei positive Null-
stellen. Demnach ist A_ hier ein Maximum und A, ein Minimum mit

Yr(A) <0=1p(0)

Wir fassen zusammen: Fiir Temperaturen unterhalb der Schmelztemperatur
ist ¢y (0), was den isotropen und damit ungeordneten Zustand angibt maxi-
mal. Das lésst sich durch die hohe Ordnung im festen Kristallgitter erklaren.
Im fliissigen Zustand, der uns mehr interessiert, gibt es eine Temperatur ¥

3b

04(19[(—795‘):(1:@

ab der der energetisch giinstigste Zustand wieder im isotropen Fall auftritt,
d. h. der Fliissigkristall verhalt sich wie eine gewohnliche Fliissigkeit. Unter-
halb dieser Temperatur liegt das Energieminimum im uniaxialen Zustand.
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Wegen der damit verbundenen optischen Eigenschaften wird ¥k auch die
Klartemperatur genannt.

Sei nun die Temperatur konstant. Wir definieren einen nicht-negativen
Hauptteil ¢ der freien Energiedichte wie folgt:

Yu(Q) = Yu(Q) —minyy(Q) >0

Qe&

und es gilt:
V(@) =0 < Q€ QmitQ=sdev(n®n)
Hierbei ergibt sich s aus ) durch (13) und (14):

3 27

S=lQlP 8= -5 det(@)

Es ist klar, dass ¥y fiir genau die gleichen ) sein Minimum annimmt, wie
@EH. Der Grund fiir die Wahl eines nicht-negtiven &H wird deutlich, wenn
man (aus physikalischen Griinden) annimmt, dass der elastische Teil g viel
kleiner ist als der Hauptteil 1)5. Dann schreibt man

¥(Q; D) = ¥ (Q) + c¥p(Q; D)

fiir sehr kleine € > 0 und positives 5. Dann ergibt sich fiir die Energie:
1(@:D) = [ ¥u(@ +2ix(@: D)ds

Betrachtet man nun
S@ = [ Sou(@ + Te(Q: D)

dann ergeben sich fiir alle ¢ > 0 dieselben Minimierer, wie fiir I(Q; D).
Heuristisch kann man schon jetzt sagen, dass dieses Integral im Grenziiber-
gang ¢ — 0 nur dann existieren kann, wenn 1y (Q) = 0 ist. Daher ersetzen
wir ¢y durch ¢, denn dies ist genau dann gleich Null, wenn @ uniaxial ist,
d.h.

%j(@) —/QéqZH(Q)JHZE(Q;D)dx

existiert fiir () uniaxial und dann ist
1Q) = [ de(Qs Dz
Q
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Wir brauchen uns also nur noch um den elastischen Teil zu kiimmern.
Nach der Landau-de-Gennes-Theorie [2] gilt fiir uniaxiale nematische

Fliissigkristalle
4
=> L
j=1

Hierbei sind die I; die in diesem Kapitel angegebenen Beispiele fiir isotrope
Funktionen

L = ||VQ||2 |DH2 ZDljkDUk
1,5,k
Ig = ||d1V H2 ZDz]]Dzkk
1,5,k

I3 = ZDijkDikj

ij,k
Iy = ZDijkDilekl

W4,k

und die L; sind Materialkonstanten. Bei cholesterischen Fliissigkristallen
kommt noch ein Summand L5/5 hinzu. Es ist klar, dass die Summe isotroper
Funktionen wieder isotrop ist.

AuBerdem existiert 7(Q) genau dann, wenn Q € W12?(Q; £) ist, denn genau
dann ist

/Ij(Q;D)dx<oo firj=1;...;4
Q

Unter bestimmten, leicht zu bestimmenden Voraussetzungen an die L; ist
Vg koerziv, d.h. es gibt ein ¢ > 0, so dass

4
vp(Q; D) =Y L;l; > ¢||D]
j=1

Seien z.B. Li; Lo > 0 und L3; Ly = 0. Dann gilt
Yp(Q; D) > LI = Ly||D||?

Man kann also leicht die Koerzivitédt von I((Q)) nachweisen. Das Gebiet (2, in
dem sich der Fliissigkristall befindet, ist selbstverstiandlich beschr'ankt Bei

fester Verankerung der Randwerte, d.h. bei vorgegebenem g(x Q’ x)

o0
kann man die Poincaré’sche Ungleichung anwenden:

= [ ¥(Q: D) D||?d o 2d
/chz, )xZC/QII I ch/QIIQII r
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Diesen Spezialfall der Poincaré’schen Ungleichung wollen wir hier beweisen
(Vgl. auch [3]):

Satz 4.10. Sei Q € W,*(Q) und D = VQ.

Dann gilt
/H@W dxék/HDW dz
Q Q

Hierbei ist k eine Konstante, die nur von €2 abhdngt.

Beweis: Sei d := diam(Q2) := sup |z —y|, € Q und y; € Q so, dass gilt
zy€eS)

(yl, T, LC3) € 89

Dann gilt (zunéchst mit Q € C3(Q)):
Q) = [ 5106 1) d + Q22 73

Da Q € C3(9) ist, folgt mit Q(y1, z2,x3) = 0:

1
< /
Y1

Mit der Holder-Ungleichung folgt:

2

1Q()]?

T
/y1 3—x1Q(§al’27$3) dg
8 2

—Q(& 22, w3)|| dE

8551

1 2
1 % T1 ) 2 2
Q@I < ((/ ds) (/ Q) d»:))
x1 2
< d/ %Q(S o za)|| de
2
< /ooHa% (6,0 3)|| de
o 3 2
< d[ Y| Q)| a
T =1

- / D€, 29, 23)| 2 d
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Integrieren wir nun beziiglich x; so ergibt sich:

y1+d y1+d 0
/ 10@)|P dzy < / d / 1D(E, 2, 29)|? dE day
Y1 Y1 —0o0
0o y1+d
::/b/ 4 |1D(E, 22, 3)| 2 day de
s

e / D€, 9, 23)|? dé

Integration beziiglich x5 und x5 ergibt schliellich

co oo yi1t+d 0o 00 00
[ ] [ e@itandna<a [ [ [ D) Pz,
o0 =0 Y1 —00 —00 —00

und da @ und || D|| aulerhalb von €2 gleich Null sind, folgt:
[l dr<a [ p|Pas (19
Q Q

Sei nun allgemeiner () € T/VO1 2(Q).
Da C}(Q) dicht in W,”Q liegt, gibt es eine Folge Q, € C(Q), die
gegen () konvergiert, d. h. :

lim/HQn—QH2 de=0  und lim/HVQn—DH2 dr =0

Hiermit gilt:

/||Q||2 do < hm/ucz—@nn? dx+/||Qn||2 de
Q TL*}OO\Q , Q

-~
—0

(19)
_ 1im/||¢gn||2 4z < & 1im/||VQn||2 dz
n—oo Q n—0o0 Q

< lim d2/ IVQ,, — D||? dx+d2/ ||D||* da
n—oo 0 Q

S AL
Q

—0
Genauere Uberlegungen lassen sich leichter mit der Oseen-Frank Theorie
anstellen. Diese verwendet zur Beschreibung der Orientierungen an Stelle
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der de Gennes Matrix () lediglich den Richtungsvektor n. Will man von der
Landau-de-Gennes-Theorie zur Oseen-Frank-Theorie iibergehen, steht man
vor dem Problem, dass man der Matrix

Q = sdev(n ®n)

kein eindeutiges n € S? zuordnen kann. Es ist leicht einzusehen, dass

1 1
s(n®n — gId) =s((—n) ® (—n) — gld) =Q
ist. Unter welchen Umstdnden man trotzdem eindeutig (unter Vorgabe
eines Anfangswertes) von ) nach n iibergehen kann (diese Eigenschaft wird
Orientierbarkeit genannt), wird in den folgenden Kapiteln diskutiert.

Definition. Seien a;b € IR?.
Dann wird mit
ai1 diz2 413
Va = CL271 CL272 CLQ’g
az1 dAag2 g3

der Gradient von a, mit

asbs — azby
axb:= a3b1 — (Ilbg
Cllbg — a2b1

das Kreuzprodukt von a und b und mit

a3 — a3
CU.I'I(CL) = 13 — a3
Q21 — A12

die Rotation von a bezeichnet.
Lemma 4.11. Sein € S? und v € IR? beliebig. Dann gelten
curl(n) xn = (Vn)n (20)
1ol = (n;v)* +[In x vf|? (21)
V| = tr((Vn)?) + (n;curl(n))” + [n x curl(n)[|*  (22)

Beweis : zu (20): Bemerke zunéchst:
3 1 3
=1
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Dann gilt
(n1,3 - n3,1)n3 - (712,1 - n1,2)n2
curl(n) xXn = (n271 — TZLQ)TLl — (n372 — 71273)713
(n3.2 - n2.3)n2 - (n1.3 - n3.1)n1
N1.3N3 + Ny 2N — N3 1M3 — N2 1M2
= N9 1M1 + N 3Ng — Ny 2N — N3 2713
N3 oMo + N3 1M1 — N2 3N — N1 31

n1,1M1 + N1 2Ny + N1 3N3
= N2,1M1 + N2 2Ny + No 313
n3,1M1 + N3 2N2 + N3,3N3
da sich wegen (23) die unterstrichenen Terme aufheben.
Zu (21):
(n;v)2 + |In x o[> = (nyvy + navy + ngvs)? + (navs — ngvy)?
+<n3?)1 — 711?)3)2 + (nl?)g — nzvl)z
= n%vf + 2n1n9v1vg + 2nn3vivs + n%v%
+2n2n31j203 + 77%1)32, + n%v% — 271271,31)2’03
+n3v3 + n3vi — 2n1n3v1v3 + Nivs
+n2v3 — 2n1neuivy + nav?
= (vi4v3+v;)(n]+n3+n3)
=1
= |vlP®
Insbesondere gilt fiir v := curl(n):

l[curl(n)||* = (n; curl(n)) + ||n x curl(n)||?

Zum Beweis von (22) zerlege zunédchst Vn = S + W in ihren sym-
metrischen Teil

1
S = §(Vn + (Vn)T)
und in ihren schiefsymmetrischen Teil
1
W = 5(vn —(vn)T)
und berechne W explizit:

1 0 Nig2 —MN21 MNi13 —MN31
W= — Na1 —MNi12 0 Ng3 —MN32
n3p —Mni3 N32 — N23 0
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Also gilt per definitionem

Wss
curl(n) =2 [ Wis
Wa

und es folgt:

Wa \ || Wa \ |
||curl(n)||2 = 1|2 W13 =4 W13 = 2||VV||2
Wy Way

AuBlerdem gilt mit dieser Zerlegung

(Vn)? = (S+W)* =8>+ SW + WS+ W?
und

SW 4+ WS =SW—-WTST = SWw — (SW)*
ist schiefsymmetrisch, also spurfrei. Hieraus folt

tr(Vn)?) = tr(S?) +tr (W?)
= (5;87) + (W, WT) (24)
= (558) W W)
und da auflerdem gilt:

(Vn;Vn) = (S+W;S+W)
= (5;9) +(S; W)+ (W;8) +(W; W)
R_f)_/ R_B_/ (25)
= (S:8) + (W; W)

Insgesamt ergibt sich
[Vnl]* = tr ((Vn)?) + 2|[W|]* = tr ((Vn)?) + ||curl(n)|?
Gemeinsam mit (21) folgt schlieflich die Behauptung.

Satz 4.12. Sei Q) € € orientierbar und n € SO(3) der aus Q) hervorgehende
Richtungsvektor.
Dann gilt fir die isotropen Funktionen Iy;...; 1,4

L = 2% (tr (Vn)?) + (n;curl(n))® + [|n x curl(n)||?)
I, = s*((div(n))® + [|n x curl(n)|?)
Iy = & (||n x curl(n)||* + tr ((Vn)?))

I, = 25 (;Hn x curl(n)|]? — %tr ((Vn)?) — %(n, Curl(n)>2)
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Beweis: Es gilt:

1

Diji = Qijr = Ok (S(nmj — —5i‘)) = s(ninjx + nigny)

3

Nun lasst sich zeigen:

I

Iy

Iy

HD| ’2 = Z DijkDijk = 82 Z(nﬂlj,k + niyknj)(nmj,k + TL@knj)
1,5,k 1,7,k

52 2:(71171Z NG Mk + 2NN g TNk 10 kMG kT )
ik ~~~ ——
JE =1 =0 =0

2 _ 2 2

S Z(njknj,k + ni,knivk) = 2s ||V7’L||

4,5,k

25% (tr ((Vn)?) + (n; curl(n))® + ||n x curl(n)||?)

(div(Q)* =D Diy > Diw
% 7 k
s Z Z(nmm + n; jn;) Z(nz‘nk,k + n; g0y,
(A

k
s” Z(nj,jnk,k + 0 npmng) = s° Z(”j,j”k,k + 1 TG 1)
irjok gk
s* ((div(n))® +||n x curl(n)||?)
Z DijkDikj = 82 Z(an + ni,knj)(nmk,j + ni,jnk)
irjok irjok
52 Z(nj7knk’j + n kNN N
ik
s* (ln x curl(n)]]* + tr ((Vn)?))
Z D;ikDijiQri
gkl

1
83 Z (an + ni,knj)(nmj,l + ni,lnj)(nknl - gék,l>

Z‘7j7k7l

1
3
s E (nj,knj,lnknl + 1 gy — = (0 g + M NG k)

ikl 3
3 s 1 2
257 ( ||n x curl(n)||* — 3 [|Vn||

2s® (%Hn x curl(n)|]* — %tr ((Vn)2)>
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Folgerung 4.13. Seien Iy;...;1, und Ly;...; Ly wie oben und
Ji = (div(n))?
Jy = (n;curl(n))
J3 ||n x curl(n)

Ji = tr((Vn)?) — (div(n)?)

I

Dann gilt:

4
Y(Q;D) =Y Lil; = kiJy + kaJo + ks Js + (ka + ka)Jy =: W (n; Vn)

J=1

Hierber gelten die Beziehungen

kl = 2L1 + L2 + L3 - —L4S>

“ :
o = (onn20)
“

by = 52201+ Lo+ Ly + §L4s)
ky = $°Ls
Beweis: Einfaches Einsetzen unter Beachtung von
tr ((Vn)?) = Jy— Jy
ergibt direkt die Behauptung.

Die Formel W(n;Vn) = ki Jy + koJo + ksJs + (ko + k4)Js, auch Frank’sche
Formel genannt, wird in der Oseen-Frank-Theorie auf andere Weise herge-
leitet (Vgl. [11] Kap. 3.1-3.3). Wir haben also eine direkte Verbindung der
Energieformeln beider Theorien gefunden.

Wir wollen zeigen, dass auch die Funktion W isotrop ist, d. h. dass gilt:

W(Rn; R(Vn)R) = W(n;Vn) firalle R € O(3)

Um zu sehen, dass diese Gleichung iiberhaupt sinnvoll ist bendtigen wir die
folgende Aussage:

Lemma 4.14. Sein € S?, R € O(3) und n* := Rn und fiir alle v € IR* gebe
es ein z € IR® mit z = Ru.
Dann gilt

V.n* = R(V,n)R"
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Beweis: Wegen

xr=RTz
gilt
s R A oz, (R")

Hieraus ergibt sich

on; 0 0 8xl

a2, = 8_zj Z ik (T Z oy 82] Z ik (2))
0

— Z a(L'l leRzknk ZRzk nak( >R

= Z Riknk,lej

Also gilt:
V.n* = R(V,n)R"

Satz 4.15. Die Funktionen Jy, ..., Jy sind isotrop.

Beweis: Mit div(n) = tr(Vn) ist die Aussage fiir J; und Jy klar, da diese
sich als Funktionen der Hauptinvarianten von Vn darstellen lassen.
Bertrachte

Js = |In x curl(n)|2 Z || (Vn)n|?
Wegen
1Q(VR)QTQnI? = (IQ(Va)nll> = (Q(Vn)n; Q(Vn)n)®
= (Vn)n; (Vn)n)? = [|(Vn)n?

ist also J3 ebenfalls isotrop.
AuBlerdem gilt

1Q(Vr)Q™|* = (Q(Vn)Q": Q(Vn)Q")* = (Vn; Vn)* = || V||

und damit ist J; wegen (22) als Summe isotroper Funktionen ebenfalls
isotrop.

Folgerung 4.16. Damit ist auch W(n;Vn) isotrop, wiederum als Summe
1sotroper Funktionen.

Definition. Sein € S2.
Definiere
L(n;IR?) := {A € R**|ATn = 0}
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Fiir die folgenden Uberlegungen erweitern wir den Definitionsbereich von
W (n;-) auf L(n;IR?). Das ist sinnvoll, da Vn € L(n;IR?) fiir alle n € S?
wegen n; jn; = 0. AuBerdem schreiben wir die Frank’sche Formel mit Hilfe
der folgenden Zusammenhange um:

L= (div(n) = (er(Vn))’

B (s curl(n)) = [ Vnl? = tx ((V)?) = [|(Vn)n
B Bl x cwl(m)|? = [|(Van]?

Jy = tr((Vn)?) — (tx(Vn))?

Mit der Erweiterung des Definitionsbereiches ergibt sich die folgende Formel:
W(n;N) = ka(tr(N))* + ko ([[N|[* — tr(N?) — [[Nn[]*)
Hhs| [Nn|2 + (k2 + ka) (tr(N?) = (tx(N))?)

Lemma 4.17. Sei W (n;-) fiir ein n € S? positiv definit auf L(n;R?), d. h.
es gilt

(26)

W(n;N)>0  fiir alle N € L(n; IR?)
Dann ist W (n*; N*) fir alle n* € S* positiv definit auf N* € L(n*;IR?).

Beweis: Sei n* € S? beliebig.
Dann gibt es ein R € SO(3), so dass

n* = Rn

Sei N* € L(n*; IR
Da ebenfalls RT € SO(3) ist, gilt dann

W(n*; N*) = W(R"n*; RFN*R) = W(n; R'N*R)
mit RTN*R € L(n;IR?), denn
(RTN*R)'n = R*(N*)'Rn = R"(N*)"n* =0
Nach Voraussetzung gilt also
W(n*; N*) = W(n; R"N*R) > 0

Satz 4.18 (Die Ericksen’schen Ungleichungen). Die Franck’sche Formel ist
genau dann positiv definit, wenn die Koeffizienten die folgenden Ungleichun-
gen erfillen:

Uy > ko + ky (27)
ko > |ky (28)
ks > 0 . (29)
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Beweis: Wegen Lemma 4.17 geniigt es, die Behauptung fiir ein beliebiges
n € S? zu zeigen. Wihle n := e3. Dann muss fiir alle N € L(e;; IR?)

gelten:
Nii Nai Ngy 0 0
Nig Ny Ny 0]l=1{20
N1z Naz N3 1 0

Insbesondere gilt also
N31 = N3z = N33 =0
Hieraus folgt:
tr(N) = Nip + Nog
[INn|[? = Nis + N3
und
3
(N?)ij = Z Nk Nij
k=1
Daraus ergibt sich fiir die Spur:
tT(N2) = N121 + 2N12N21 + N222
Schliellich gilt noch:

Jo = |IN|] = tr(N?) — || Nn|]”
= Nj + Niy+ N3y 4 N3y + Nos + Ny
— (NP1 + 2N12Ngy + N3y) — (N7 + Noy)
— N2 — 2N13Nay + N2,

und

Ji = tr(N?) + (tr(N)?)
N7i + 2N11 Nog 4+ N3, — (N1y + 2N12Noy + N3,)
= 2(N11N22 - N12N21)

Hiermit ergibt sich fiir die Frank’sche Formel

W(n, N) = ]{71(]\7121 —+ 2N11N22 -+ N222) + kQ(N122 — 2N12N21 + N221)
+k3(N73 + N33) 4 2(ky + k) (N11Nog — N1 Noy)
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Umsortieren ergibt

W(n;N) = k(N + Noy) +2(k1 — ko — ka) NuNao

+ ko (N3 + N3y) + 2(ka + kg — ka) NioNoy
+ k(N7 NGs)
S,
=03

Diese Gleichung ist genau dann positiv definit, wenn die Summanden
S1, Sy und S3 positiv definit sind. Dies sieht man ein, wenn man Ny;
und N, oder Ny und Noy, oder Ni3 und Nog gleich Null setzt.

Es ist leicht zu sehen, dass S3 genau dann positiv definit ist, wenn (29)
erfiillt ist. Aulerdem haben S; und S, beide die Form

S(x;y) = k(2* + y°) + 2hay
Fir x = y = 0 ist offensichtlich
S(z;y) =0

Diese Funktion ist also genau dann positiv definit, wenn sie in (0;0)
ihr globales Minimum hat. Berechne hierzu:

a—S:2k‘x—i—2hy:O und 8—S:2ky+2h1‘:0
ox Jy
& krxr = —hy und ky= —hzx

Mogliche Minima treten also entweder auf, wenn £k = —h und z = y
ist, oder wenn z = y = 0 ist. Im ersten Fall ergibt sich

S(ziy) = k(2 — 22y +y*) = k(z —y)* 20 fir k>0

S kann also nur dann positiv definit sein, wenn k£ > 0 ist. Betrachten
wir nun die Hesse-Matrix

2% 2h
H:(Zh Qk)

Diese ist genau dann positiv definit, wenn gilt:

2k >0 und det(H) >0
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Dies ist genau dann der Fall, wenn
k>0 und k2 > h?

ist. Zusammenfassend kann man sagen, dass S genau dann positiv
definit ist, wenn gilt:
k> |hl

Aus Sy > 0 folt also (28). Hieraus folgt direkt:
ky—ky>0 . (30)
Fir S; ergibt sich nun:
ki > k1 — (ko + k4)|

1.Fall: k?l Z ]{?2 + k’4
ki > ki — (ko + ka)

steht im Widerspruch zu (30). 2. Fall: ky < ko + ky
ki > ko + ks — Ky
und es ergibt sich (27).
Beispiel: 1. Sei W(n; Vn) := ||dev(sym(Vn))|[*.
Dann sind die Ericksen’schen Ungleichungen erfillt.

Zum Beweis verwenden wir die Abkiirzungen

N = Vn
S = sym(N)
W = skew(N)

und stellen die Gleichungen (24) und (25) um:

ISI1F = [[W]]* + te(N*)  und [ S]] = [[N]* — [[W]]?

57



Hiermit ergibt sich:

[dev(S)|]> = <S — %tr(ld); S — %tr(ld)>

1
= [ISIFF = 5te(S) | {S;1d) + (Id; 5)
S—— =

=tr(S) =tr(S)

(tx(5))" 3
(IS +11S17) = S (6x($)? + 5 (1x(5))?
(I + () + ([N = [

- %(tr(NQ) + NP - %(tr(N))2

= tr(N?) + %(n, curl(n))

1 1
+§||n x curl(n)|]* — g(div(n))2
2 1
= g(div(n))2 + §<n, curl(n))
1
—|—§||n x curl(n)|[? + (tr(N?) — (div(n))?
2 1 1
= Shtght gkt

Dies entspricht der Frank’schen Formel mit
2 1
1= 3 ; 2 3 1= 5

Offensichtlich sind die Ericksen’schen Ungleichungen erfiillt, denn
4
2k = >1=ky+ky

ky =

Vv

->1
3
11
5 =5 = Ml
1
ks = 5 0

v

2. Seien k; = ky = k3 und ks = 0.
Dieser Fall wird Abschéatzung mit einer Konstanten genannt. Auch
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hier sind offensichtlich die Ericksen’schen Ungleichungen erfillt.
Mit den so gewahlten Koeffizienten bekommt die Frank’sche For-
mel die einfache Form

Wnsn) = kn(div(n)? + k(s curl(n))? + ksl x curl(n)|
+ky (tr(N?) = (div(n))?)
= ki((n;curl(n))? + ||n x curl(n)||* + tr(N?))

= kil|Vnl]®

Diese ist sehr hilfreich bei ersten qualitativen Beschreibungen des
Flissigkristalls. Zum Bespiel ist in dieser Form das Integral

/Q W (n: Vn) da

bereits koerziv und mit Hilfe der Poincaré’schen Ungleichung er-
halt man bei fester Verankerung

/W(n;Vn) dor = / k1| |Vn|)? dz > / Ek||Vn||?* do
Q Q 0

Des weiteren sieht man sehr schnell, dass der Fliissigkristall ohne
Verankerung, d.h. wenn n am Rand beliebige Werte annehmen
kann, sein Energieminimum fiir Vn = 0 annimmt. Dies lasst sich
auch in der Form (26) leicht nachpriifen, hier sicht man es aber
direkt. Zur quantitativen Beschreibung ist diese Abschétzung
allerdings eher wenig geeignet.

Zu guter Letzt wollen wir noch folgendes Ergebnis zeigen:

Satz 4.19. Sein € S2.

Jy = tr ((Vn)2) — (div(n))?

ein Null-Lagrangian, d. h.

/J4 dx
Q

ist nur von seinen Randwerten abhdangig. Genauer gesagt gilt:

/Q Jy do = /a (V) — div(n)ns v(a)) da

Hierbei ist v die duflere Flachennormale.
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Beweis: Wir erinnern zunachst daran, dass
2 P— . .
(Vn) )l.j = E Ni Mk j

k

und demnach

tr ((Vn)Z) = Z N kM i
ik

AuBlerdem gilt:
div(n) =n;;

(div(n))* = an Z Nk = annkk
i k ik

Insgesamt ergibt sich also:

tr ((Vn)?) — (div(n))* = Z(mknm — NN k)

ik

also

= E (7 kM + MMk ik — MMk i — M i Mok k)

ik 5
0 0

0 0
= div((Vn)n — (div(n))n)

Also gilt nach dem Gaufy’schen Integralsatz

/Q tr ((Vn)?) — (div(n))? de = / (Vn)n — (div(n))n: o(z)) de

o0

Ein Vergleich mit den isotropen Funktionen aus der Landau-de-Gennes-Theo-
rie zeigt, dass
13 - IQ - J4

gilt. Damit ist gezeigt, dass auch I3 — I5 ein Null-Lagrangian ist.
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5 Orientierbarkeit

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der bereits angesprochenen Orientier-
barkeit befassen, d.h. wir stellen uns die Frage, unter welchen Umstanden
man ohne kiinstlich Defekte zu erzeugen von der Landau-de-Gennes-Theorie
zu Osseen-Frank-Theorie iibergehen kann. Letztere beschreibt die Orien-
tierung der Molekiile mit Hilfe eines Vektors n, erstere mit Hilfe der de-
Gennes-Matrix (), die wie bereits beschrieben zwei gegeniiberliegende Punkte
der Einheitsspare reprasentiert. Bildlich gesprochen stellen wir uns also die
Frage, wie man von einem Geradenfeld zu einem Vektorfeld iibergehen kann,
ohne an Regularitat einzubiilen. Umgekehrt ist das kein Problem, man
muss nur die Vektorpfeile “ausradieren”. Die Folgende Graphik zeigt das
Problem an einem einfachen Beispiel: Von a) nach b) kommt man ohne
Probleme, will man aber b) in ein Vektorfeld umwandeln, kann es sein, dass
man bei ungeschickter Wahl der Orientierung z. B. zu ¢) kommt und damit
Unstetigkeiten erzeugt, die vorher nicht da waren.

a) > > > > b)) e c) e e e S e T
SeaPasedussisoruicd ldussidcsdsiudssos Crs L asaunaasa
- . e EE0,“HES, O, W6, SeS.
S, S, S, . G S ———— O . .,

Diese Frage wird in der Topologie unter dem Begriff der Liftung behandelt.
Hiermit werden wir uns im nachsten Kapitel beschéftigen. In diesem Kapitel
sei, wenn nicht anders definiert, stets 2 C IR™ und

Q=S i={yeR": |y =1}

Definition. Sei Q : S™™1 — IR™ ™ eine stetige Abbildung.
Dann nennt man Q) orientierbar, wenn es ein stetiges Vektorfeld n : Q) —
Sm=t gibt mit

Q(n(z)) = Q(n(z)) fir alle x € Q
Beispiel: Sei m =2 und Q) :=n®n.

Natiirlich ist ) orientierbar, falls n bereits stetig ist. Betrachten wir
also ein Beispiel, in dem 7 nicht stetig ist:

o <_(1] ) firz € Q
( 01) fir z € R\ Q
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Dann gilt
0=non=(10)

Also ist @) orientierbar mit

Lemma 5.1. Se: QQ :=n®n.
Dann gibt es in jedem Punkt x € Q genau zwei Mdglichkeiten, n(z) so zu
wahlen, dass

Q(n(z)) = Q(n(x))

genau genommen sind dies n(x) und —n(z).

Beweis: Sei z € () beliebig.
Es muss gelten:

n(z) ®n(z) = Q(z) = n(r) ® i(z)
Fir m = 2 bedeutet das:

< i ni(z)  m(z)ng(z) ) _ ( ni(x)  n(z)ng(r) )

(@)na(x)  ni(x)

Fiir beliebige m € IN ergeben sich entsprechend

N (z)ny () n3(x

ni(z)] = |ni(x)| - firi=1;---5m (31)
ni(x)n;(z) = ni(z)n;(x) firi#j . (32)

Da n(z) € S™! ist, gibt es ein ¢ € {1;--- ;m} mit n;(z) # 0. Fir
dieses 7 ist Gleichung (31) ist erfiillt, falls

ni(z) = £n;(x)
Eingesetzt in (32) ergibt sich
£0i(x)n;(x) = ni(z)ng(x)
also gilt, da n;(x) # 0 ist
n;(x) = £n;(x)

Damit ist Gleichung (31) auch fiir j erfiillt und es muss gelten:



In diesem, so wie im nachsten Kapitel betrachten wir s als Konstante in IR.

Folgerung 5.2. Die Aussagen von Lemma 5.1 gelten analog auch fiir

Q = s(dev(n ®n)) = s (n @n— %m)

Beweis: Sei z € () beliebig.
Dann muss gelten:

s <n(93) @ n(z) — %m) s (ﬁ(a:) @ i(z) lxd)

m

Hieraus ergeben sich direkt Gleichungen (31) und (32) und es folgt die
Behauptung.

Ziel ist es nun, zu vorgegebenen n(z) und 7n(y), das n(y) zu finden, das am
néchsten an n(x) liegt, d.h. eher in Richtung n(x) orientiert ist, als —n(y).
Wie wir wissen, ist das Skalarprodukt zweier Vektoren, die in einem Winkel
kleiner 90° zu einander stehen positiv, bei einem Winkel grofler 90° negativ.
Daher erscheint die Wahl des n(y) sinnvoll, fiir das

(n(z);n(y)) >0
ist.

Lemma 5.3. Sei Q wie in Lemma 5.1, xy ein Startpunkt mit festgelegtem
n(zo), € € (0;v2) und x € Q mit |Q(z0) — Q(z)| < e. Dann gibt es ein
nt(x) mit (31), (32) und

(n(zo);n™(x)) >1/1— %2 >0

und ein n~(x) mit (31), (32) und

(n(zo);n~(z)) < —4/1— % <0

Beweis: nt(z) und n~(x) entsprechen natiirlich +n(x) in jedem Punkt z,
da nur +n(x) (31) und (32) erfiillen. Auerdem gilt:

@ (o) = Q)] = |n (o) ©n (z0) — n(z) ®n(z)] < e
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Daraus folgt:

>0
Also gilt:
22
L=< <l{n(zo)in())|
und damit

(n(zo);n(x)) > \/1—% >0 VvV  (n(zg);n(x)) < \/1—%2 <0

Wenn eine der beiden Méglichkeiten fiir n(x) gilt, so tritt wegen
(n(zo); —n(x)) = —(n(zo); n(x))
fiir —n(z) die andere ein.
Folgerung 5.4. Die Aussagen von Lemma 5.3 gelten analog auch fur
Q(x) == s(dev(n(x) ® n(z))
allerdings ist € mit |s| - € zu ersetzen.

Beweis: Es gilt:

Q) ~ Q)| = [s (nao) ntee) — H1a = n(a) &) + 11a) '

= |s(n(zo) ® n(xo) — n(x) ® n(z))]|
= [s] - [n(zo) @ n(xo) = n(x) @n(x)| <|[s-¢

hieraus folgt:
In(zo) @ n(xo) —n(x) @n(z)| <e
und ab hier lauft der Beweis analog zu Lemma 5.3.
Wie man leicht sieht, lasst sich die Voraussetzung |Q(zo) — @Q(x)| < & durch
die Stetigkeit von @ regulieren. Der Gedanke liegt also nahe, dass n™ bei

stetigem () die gesuchte stetige Funktion ist. Dass dies aber nicht immer
der Fall ist, zeigt Abb. 6. Hier liegt offenbar ein stetiges Geradenfeld vor.
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A A A

A A A A

Abbildung 6: Stetiges Geradenfeld, das nicht orientierbar ist

Wollen wir hieraus ein stetiges Vektorfeld machen, so miissen die Molekiile
rechts vom ,,Loch” alle in dieselbe Richtung zeigen (in der Abbildung nach
links). Umlduft man aber das ,,Loch“ entlang eines Weges, so kehrt sich die
Orientierung hierbei um. Es lasst sich also kein stetiges Vektorfeld dieser
Form konstuieren.

Offenbar hangt die Stetigkeit von n also nicht nur von @), sondern auch
von der Form von € ab. Wir zeigen zunéchst, dass n™ entlang eines Weges
stetig ist.

Definition. Sei [ := [a;b] € R
Ein Weg in IR™ ist eine stetige Funktion v : 1 — R™.

In der Topologie ist es iiblich, Wege so zu parametrisieren, dass I := [0;1].
Das funktioniert problemlos tiber die Funktion s(t) := a(l — t) + bt bzw.

deren Umkehrfunktion s~!.

Lemma 5.5.

Sei v :[0;1] = Q ein Weg und Q(x) := s(dev(n(x) ® n(z))) stetig.

Dann ist QQ entlang der Kurve y(t) orientierbar, d. h. es gibt ein stetiges n
mat

Q(n(z)) = Q(n(x))  fiir alle z € y([0; 1])

Zusatz: Seien zusdtzlich & € Q und § so, dass fir alle T € [1T;7 + 6] mit
T € [0;1) gilt:

Q@) —Q(y(7)| <|s|-e firallee e (0; ﬁ)
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und i () mit Q (it () = Q (R (2)).

Dann gilt entweder
n(2) —n(y(7))] <e fur alle 7 € [7; 7 + 4]

oder
n(z)+n(y(7))]>¢ fur alle 7 € [7;7 + ¢]

Beweis: Da () und 7 stetig sind, ist auch @) o v stetig und, da auf einem
kompakten Intervall definiert, sogar gleichméfig stetig. Im Folgenden
schreiben wir statt Q(y(t)) und n(v(t)) der besseren Ubersicht halber
Q(t) bzw. n(t). Wegen der gleichméBigen Stetigkeit gibt es ein § > 0,
so dass fur alle 7 € [0; 1] gilt:

IQ(T) —Q(T)| < |s]-¢e fir alle 7 € [7;7 4+ 0] . (33)

Sei nun xy = (0) der Startpunkt der Kurve mit festgelegtem n(zo)
aus {—n(xg); n(xo)}.

Dann existiert wegen (33) auf dem Intervall [0; 6] ein n™ wie in Lemma
5.3. Dieses n™ =: n ist die eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung von
n(xg) auf v. Wahlt man im Startpunkt die andere Moglichkeit —n(xg),
die Lemma 5.3 erfillt, so ist die stetige Fortsetzung genau —n.

Stetigkeit: Annahme: n™ ist nicht auf ganz [0;d] stetig.
Dann gibt es ein ¢t € [0;d] und eine Folge t; — ¢, so dass n*(¢;) nicht
gegen n(t) konvergiert. Da aber @) und ~ stetig sind, gilt

Qt:) = Q1)
Also muss es wegen Lemma 5.3 eine Teilfolge ¢;, — t geben, so dass

n* (t;,) = n(t)

Dann gilt aber auch
0 < (n(0);n* (t;)) — (n(0);n= (1))

und daraus folgt:
(n(0);n~(t)) =0
Das steht allerdings im Widerspruch zu Lemma 5.3.

Eindeutigkeit:
Angenommen, es gébe eine weitere stetige Fortsetzung n* von n(xg),
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die nicht auf dem kompletten Intervall [0; 0] mit n* Ubereinstimmt.
Dann definiere

t= inf}{n*(t) #nT(t)}

te[0;6
1. Fall: n* (f) =n* ().
Dann gibt es nach Definition des Infimums fir alle §; > 0 ein ¢; €
[t;% + &;] mit
n*(t;) #n*(t;)
Nach Lemma 5.3 gilt fiir diese t;

n*(t;) =n" ()

Fiir 6; — 0 ergibt sich eine Folge t; — ¢, fiir die wegen der Stetigkeit
von n* gilt:
n~(t;) =n"t;) = n* (t) =n* (L)

Also gilt fiir £ 4 6; < 1:

A

0> (n(0);n~ (¢;)) = (n(0);n" (1))

und damit

(n(0);n™(t) <0
was im Widerspruch zu Lemma 5.3 steht.
2. Fall: n* () #n* (2).
Dann ist wegen Lemma 5.3

() =n" (f)
und wegen der Stetigkeit von n* und nt gilt fiir ¢ < ¢:

n* () =lim(n* (1)) = lim(n* (1)) = n* (I) ¢

t—t t—t

Setze die Funktion nt auf diese Art schrittweise fort auf den Intervallen
[0;20]; -+ - ;[j0; 1], wobei j so gewdhlt sei, dass 1 € [j;7 + 1].

Beweis des Zusatzes: Sei zuniichst f ein beliebiger Punkt in [7;7 4 §].
Dann gibt es wegen Lemma 5.3 eine stetige Funktion n™ mit

(i (@) in* () > /11—
Da n* stetig ist, ist auch
((2) ;"))
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stetig. Daher kann es kein 7 € [7; 7 + 0] geben, fiir das

(n(z);n* (7)) >1/1— %
Hieraus folgt:
7 (2) =0t (F)* = [l (@) " =20 (2);n" (7)) + [n " (7))

und

2 (2) +n*(D))? = 2(14 (R (2);n" (7))
> 2@+\M—§>>2>§

Nun ist entweder n = n*, dann gilt

In(z) —n(7)| <e v |n(z) +n(7)| >¢
oder n =n~ = —n™, dann gilt
In(z) +n(7)| <e v n(2) —n(7)| > ¢

Definition. Seien o;7; : [0;1] — Q zwei Wege mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt, d. h. 70(0) = v1(0) und vo(1) = 71 (1).

Yo und ~yy heiffen homotop, wenn es eine Abbildung H : [0;1] x [0;1] — Q
gibt mit den Eigenschaften:

1. H st stetig in beiden Variablen.
2. Fir alle X € [0;1] ist

H(X;0) =7(0) =7 (0)  und  H(A\ 1) =(1) =7(1)
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3. Es gelten H(0;t) = vo(t) und H(1;t) = 71 (t).
H nennt man dann eine Homotopie.
Haufig verwendet man die Bezeichung
Hy(t) = H(A:1)

Die verschiedenen H), sind dann jeweils Wege mit gleichen Anfangs- und
Endpunkten und es gilt:

Y=Hy und v =H

Wie man leicht sieht, ist Homotopie eine Aquivalenzrelation.
Zeige die Transitivitat: Sei a ~ § und 5 ~ 7.
Dann gibt es Homotopien H") zwischen a und 3, sowie H® zwischen 3 und
7. Definiere
HW@2XNt)  fiir A € [0; 3]
. — ) 12
Hx;t) - { HP(2X - 1;t) fiir A € [1;1]
Dann ist H eine Homotopie zwischen a und ~.
Auflerdem sind « und v sogar homotop zu allen H,.

Lemma 5.6. Sei Q := s(dev(n(z) ® n(x))) stetig, v : [0;1] — Q ein Wey,
v; : [0;1] — §2 eine Folge von Wegen mit

v =y fir alle t € [0;1]

n;;n gemaf Lemma 5.5 stetige Funktionen auf v;, bzw. v und t € [0;1] ein
beliebiger Startpunkt.
Dann gibt es ein &, so dass fiir alle T € [0;1] mit |7 —t| < & gilt:

n’ (f) —n (f) = n/(7) = n(r)

Also folgt aus der Konvergenz in t die Konvergenz in der ganzen Umgebung

U(f; 6).

Beweis: Sei € € (O; \/5)
Da @ und ~ stetig sind, gibt es ein § > 0, so dass

Q(r(H) - Q0 <lsl-5  firaller €U (f:6) = U

Mit dem Zusatz von Lemma 5.5 und der Stetigkeit von n ergeben sich
hieraus
In(f) —n(r)| <e fir alle T € U
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und
In(f) +n(r)|>e firallerelU . (34)

Da auflerdem die Folge v, gegen 7 konvergiert, konvergiert auch Q(v;)
gegen (). Diese Konvergenz ist, da auf einem kompakten Intervall
definiert, gleichmaflig. Also gibt es fiir alle 7 € U ein jy, so dass fiir
alle k > jo gilt:

[Q((7)) = QUy(7)] < s -

DO ™

Hieraus folgt:

Qe (7)) = Q (v (#)) |
< Q((1) = Q(Y(T) +1Q(v(1) = Q (v (7)) |
- \s|§+\s|.g: s|-e  fiiralle 7 € U (£0)

Also gilt der Zusatz von Lemma 5.5 auf U fiir alle v, mit & > j,. Falls
nun gilt '
n’ (f) —n (f) ,

so gibt es ein j;, so dass fiir alle £ > j; gilt:
n*(t) —n(t)| <e
Hieraus folgt:

" (&) +n (@) = In(@)+n(l)+n" () —n(0)]
> |n(f) +n(f) = 0" () —n(0)]
> o) —e=2-c Y e
Also gilt nicht fiir alle 7 € U
n"(r)+n(l)| <e
Nach dem Zusatz von Lemma 5.5 muss also gelten:

n*(r)—n(t)| <e firaller €U

Annahme: Es gibt ein 7 € U, so dass n’ (1) nicht gegen n(7) konvergiert.
Da aber Q(v;(7)) gegen Q(v(7)) konvergiert, gibt es wegen Folgerung
5.2 eine Teilfolge 7(j), so dass

n™) (1) = —n(71)
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Hieraus gilt wegen € > [n™U)(7) —n (£) | = | = n(r) —n (f) |:
In(r)+n ()| <e

Dies steht im Widerspruch zu 34.
Also konvergiert n’(7) gegen n(7) fiir alle 7 € U.

Folgerung 5.7. Sei Q wie in Lemma 5.6, H : [0;1] x [0; 1] — Q eine Homo-
topie und n* die jeweils gemdf Lemma 5.5 definierten stetigen Funktionen
auf Hy(t) := H(X;t) mit gleichem Startwert n*(0) = myq fiir alle X € [0;1].
Dann ist h(\;t) :== n*(t) ebenfalls eine Homotopie, d. h. h ist auch beziiglich
der ersten Variablen stetig und alle Wege haben den gleichen Endwert

nM1) = my fir alle A € [0;1]

Beweis: Sei A € [0; 1] beliebig.
Da H eine Homotopie und damit stetig in der ersten Variablen ist, gibt
es eine Folge H); mit

H)\j—>H>\ fir )\]—>/\

Da im Startpunkt 0 alle nj den gleichen Wert m( annehmen, gilt

nY(0) = my — mg = n*(0)

Also gibt es laut Lemma 5.6 ein 6 > 0, so dass fiir alle 7 € [0; 0] gilt
nY (1) — nM7)

Also ist h(-;7) fiir alle 7 € [0; 0] stetig. Wiederhole diese Prozedur, bis
das ganze Intervall [0; 1] abgedeckt ist. Insbesondere ist h(-;1) stetig
und da mit H(A; 1) auch Q(H (A;1)) unabhéngig von A ist, ergibt sich
mit Folgerung 5.2:

nM1) = my fir alle A € [0;1]

Definition. Sei 2 € R™ (wie immer in diesem Kapitel).
Man nennt Q wegzusammenhdangend, wenn es fir je zwei beliebige Punkte
x;y € Q einen Weg v : [0;1] — Q gibt, mit

7(0) == Vv (1) =y

Definition. Ein Weg v : [0;1] — Q mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
v(0) = (1) heifst geschlossen.
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Definition. Fin geschlossener Weg ~ : [0; 1] — Q heifft nullhomotop, wenn
es eine Homotopie H : [0;1] x [0; 1] gibt, so dass

H(0;t) =(t)

und

H(1;t) =~(0) =~(1)
wenn sich v also auf einen Punkt zusammenziehen ldsst.
Definition. Sei Q) € R™.

Man nennt Q einfach zusammenhdangend, wenn 2 wegzusammenhdangend ist
und jeder geschlossene Weqg nullhomotop ist.

Man kann einfach zusammenhéngende Mengen auch als Mengen ohne ,,L.o-
cher” bezeichnen, in denen sich jeder geschlossene Weg wie eine Schlinge
zusammenziehen lasst, ohne dass eine Menge, die nicht zu {2 gehort, ,,im
Weg” ist.

Schreibweise: Sei 7 : [0;1] — €2 ein Weg.
Dann bezeichnet v~ den inversen Weg, definiert durch

I 0;1] — Q

also die durch ~ definierten Weg in umgekehrter Richtung.

Sei a : [0;1] — 2 ein weiterer Weg, dessen Anfangspunkt im Endpunkt
von v liegt, also

a(0) =~(1)
Dann wird mit v @ « die Aneinanderreihung der beiden Wege bezeich-
net, dargestellt durch

vyea: [0;1] —Q

(2t)  firt € [0; 4]
t H{ a(gt—l) fiir ¢ € [1; 1] }

I

Wegen v(1) = a(0) ist dieser Weg wohldefiniert.

Satz 5.8. Sei Q € R™ einfach zusammenhdngend, @ = s(dev(n ® 1)) stetig
und xq ein beliebiger Startpunkt mit fest gewdhltem n(xo), das (31) und (32)
erfullt.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung von n in ganz ).
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Beweis: Sei x € Q beliebig.
Da 2 wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg v mit v(0) = zg
und v(1) = z. Auf diesem Weg gibt es nach Lemma 5.5 eine eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung n von n(x).
Wir zeigen zunéchst, dass n(x) nicht von der Wahl des Weges abhéngig
ist:
Sei 4 ein weiterer Weg von xg nach x und n die eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung von n auf 4.

Annahme: n(z) # n(z).

Dann muss nach Folgerung 5.2 gelten:
n(x) = —n(x)

Betrachtet man den geschlossenen Weg I' := v@4 !, so ergibt sich auch
hier nach Lemma 5.5 eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung N
von n(x), fir die nach Konstruktion gilt:

o n  aufy
N'_{ —n auf A1 } ’

denn nur dann gelten (31), (32) auf ganz I' und

Da xq auf 47! liegt, folgt hieraus
n(zo) = N(0) # N(1) . (35)

Da aber €2 einfach zusammenhéngend ist, ist die geschlossene Kurve
[' nullhomotop, d.h. es gibt eine Homotopie H : [0;1] x [0;1] — Q
mit H(0;¢) = ['(¢) und H(1(t) = xo. Die einzelnen Wege H)(t) :=
H(\;t) sind ebenfalls geschlossen mit Start- und Endpunkt z,. und
nach Lemma 5.5 gibt es fiir jedes A € [0;1] eine eindeutige stetige
Fortsetzung n* von n(xg). Nach Folgerung 5.7 ist dann h(\;t) :=
n (t) mit h(0;t) = N(t) und h(1;t) = n(xg) ebenfalls eine Homotopie.
Insbesondere gilt fiir den Endpunkt

N(1) =h(0;1) = h(X; 1) = h(0;1) = n(zg)

was im Widerspruch zu (35) steht. Also ist n(z) unabhéngig von der
Wahl des Weges.
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Bleibt noch zu zeigen, dass ein auf diese Weise fiir jeden beliebigen
Punkt z € Q konstruiertes n(x) stetig ist.
Sei hierzu (y;);en eine Folge mit

Yi 7 @

Da Q wegzusammenhéingend ist, gibt es eine Folge von Wegen (7;)ien
von x nach y; mit
Vi >V =x

und hierauf definierten n’(v;(t)). Da n(y;) nicht von der Wahl des
Weges abhéngt, definiere geméafli Lemma 5.5 tiber den Weg v & ~;
n(y;) == n'(7;(1)). Dadann n'(v;(0)) gegen n(7(0)) = n(z) konvergiert,
gibt es nach Lemma 5.6 ein iy € IN, so dass fiir alle k > i gilt:

n*(ve (7)) = n(3(7)) = n(z) fir alle 7 € [0;1]

Also konvergiert n(y;) = n'(y;(1)) gegen n(x).
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6 Topologie

Alternativ wollen wir das vorliegende Problem mit topologischen Mitteln
betrachten. Diese Herangehensweise ist zwar weniger anschaulich, dafiir aber
allgemeingiiltiger.

Wir erinnern zunéchst an ein paar topologische Grundbegriffe. Diese kénnen
auch tibersprungen werden, da wir es in unserem Fall ausschliefSlich mit
metrischen Raumen zu tun haben. In dem Fall sollte man mit der Def-
inition des Zusammenhang von Homoéomorphismen fortfahren. Da die in
diesem Kapitel getatigten Aussagen aber fiir allgemeine topologische Raume
gelten und bei den Beweisen ausschliellich topologische Hilfsmittel verwendet
werden, ist es hilfreich, sich an diese Grundbegriffe zu erinnern:

Definition. Ein topologischer Raum (X;T) ist eine Menge X, versehen mit
ewner Topologie 7. Diese Topologie ist eine Familie von Teilmengen von X,
die man auch als die offenen Mengen in X bezeichnet. Hierbei gelten:

1. X und () sind offen.

2. Der Durchschnitt zweier offener Mengen ist offen.

3. Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist offen.
In Formeln:

1. X; 0er

2.U,; U er = UnUyer

3. Uer firalleiel = YUe€er
icl

Aus der zweiten Eigenschaft folgt direkt, dass der Durchschnitt endlich vieler
offener Mengen wieder offen ist. Man muss nur diese Eigenschaft endlich oft
anwenden.

Beispiel: Sei X ein metrischer Raum.

Definiere die offenen Megen wie iiblich als die Mengen, die nur innere
Punkte enthalten, eine Menge U heifit also offen, wenn fiir alle z € U
ein € > 0 existiert, so dass

U(z;e) ={z e X|d(z;z) <e} CU

Dann ist (X;d) ein topologischer Raum.

Beweise die Eigenschaften:
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1. ist klar

2. Seien U; und U; offen und x € Uy N Us.
Dann ist z € Uy und x € U,. Da U; und U, offen sind, gibt es
und &5, so dass

U(l’;El) el und U(l’;€2) e U,
Fiir € := min{e;; .} ist dann
U(l’;E) e Ui NU,

3. Seien U; € T fur allei € I und z € | U;.
iel
Dann gibt es ein j € I, so dass € U;. Also gibt es ein €, so dass

Ulz;e) € U; €U

Um zu zeigen, dass der Durchschnitt unendlich vieler offener Mengen
nicht offen sein muss betrachten wir folgendes Beispiel:

11 ~
= ——: = ind offen, ab = icht.
U, ( - n> sind offen, aber QU {0} nic

Im Beweis wird das Maximum verwendet. Dies ist bei unendlich vielen
Mengen nicht mehr méglich. Im Beispiel konvergiert dieses Maximum
gegen null.

Es gibt noch viele andere Beispiele fiir topologische Raume. Insbesondere
konnen metrische Raume auch mit anderen Topologien versehen werden. In
dieser Arbeit behandeln wir ausschliefilich metrische Raumen, ausgestattet
mit der iiblichen Topologie. Die folgenden Ergebnisse gelten aber, wenn nicht
anders beschrieben fiir beliebige topologische Raume. In Zukunft werden wir
bei topologischen Raumen auf die Angabe der Topologie verzichten, da diese
entweder beliebig, oder aus dem Zusammenhang klar ersichtlich ist. Wir
schreiben also beispielsweise statt (X;7) nur noch X.

Bezeichnungen: Sei X ein topologischer Raum, z € X.

1. Eine Menge V' C X heiit Umgebung von z, wenn eine offene
Menge U existiert, so dass

reUCVCX

Insbesondere sind dann U und X (offene) Umgebungen von z.
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2. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

3. Sei M C X.
Ein Punkt p € X heifit Randpunkt von M, wenn weder M, noch
X \ M Umgebung von p ist.
Die Menge aller Randpunkte von M wird mit ¢ M bezeichnet.
Die Menge M = M UM nennt man den Abschluss von M.

In der Analysis werden Mengen der Form
U(x;e) == {x € X|d(&;z) < e}

haufig als Umgebungen von x bezeichnet. In der Topologie kénnen Umgebun-
gen allerdings beliebige Form annehmen, sind also nicht an diese Kugelgestalt
gebunden. Um Verwechslungen zu vermeiden, werden wir deswegen in Zu-
kunft diese e-Umgebungen als Kugeln bezeichnen.

Definition. Seien X und Y topologische Rdaume.
FEine Abbildung f : X — Y heifst stetig, wenn fur alle offenen Mengen U C'Y
qilt:

fHU) = {z € X|f(x) e U} ist offen,

wenn also Urbilder offener Mengen selbst wieder offen sind.

Definition. Seien X und Y topologische Raume.
Fine Abbildung f : X — Y heifst stetig in © € X, wenn fir jede Umgebung
V won f(Z) eine Umgebung U von & existiert, so dass

fU)={f(x)eY|zeU}CV

Satz 6.1.
Seien X und Y topologische Riume und f: X — Y eine Abbildung.
fist genau dann stetig, wenn f in allen x € X stetig ist.

Beweis: “=" Sei 2 € X beliebig und V eine Umgebung von f(x).
Dann gibt es eine offene Menge V' mit

flz)evVCv

Wenn f stetig ist, dann ist f~!1(V) =: U offene Umgebung von z.
Auflerdem ist

W) =vev
Also ist f stetig in x.
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“«<" Sei umgekehrt V' eine offene Menge in Y.

Da die Menge V offen ist, ist sie per definitionem Umgebung jedes ihrer
Elemente.

Sei 0. B.d. A das Urbild f~(V) nichtleer (sonst ist f~! = ) offen) und
ze f[7HV).

Da f stetig in z ist, gibt es eine Umgebung U(z) mit

7 (U@)cv

Also gibt es auch eine offene Menge U (x) mit 2 € U(z) C U(z) und es
gilt
fU@) < f(0@)cv

Auf diese Art lisst sich fiir jedes z € f~1(V) eine Umgebung U () mit

f(U(z)) € V finden.
Behauptung:

= U v
)

zef~H(V
“C” Sei 2 € f~1(V). Dann ist
reU@C |J U
zef~H(V)
“O"Seize |J Ulx).

zef~1(V)
Dann ist & € U (Z) fir ein Z € f~!(V) und schliellich gilt:

f@E)cru@)cv

Damit ist f~!(V) als Vereinigung offener Mengen selbst offen.

Definition.
FEin Homoomorphismus ist eine stetige, bijektive Abbildung, deren Umkehr-

abbildung ebenfalls stetig ist.

Definition.
Seien X und 'Y topologische Raume und f: X — Y eine stetige Abbildung.
Dann nennt man f eine Uberlagerung, wenn es fur jedes y € Y eine offene
Umgebung V (y) von y und fir alle x € f~'(y) Umgebungen U(z) gibt, so
dass gelten:

Lfve)= U U

zef~1(y)
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2. f‘ : U(x) — V ist Homéomorphismus fir alle x € f~1(y)

U(z)

Beispiel: Sei Q := {Q € R**|Q = Q7;tr(Q) = 0}. )
Dann ist Q : S* — Q mit Q(n) = dev(n ® n) ist eine Uberlagerung.
Denn sei A € Q.
Dann gibt es ein n € S?, so dass
Q7'(A) = {n; —n}
Betrachte die Kugeln
Us(n) und Us(—n)

Fiir gentigend klein gewahltes 9, z. B. § < 1 sind diese disjunkt. Dann
ist

V(A) :== QUs(n)) = Q(Us(—n))
eine Umgebung von A mit den gesuchten Eigenschaften, denn

Q1 (V(A)) = Us(n)AUs(—n)

Die zweite Eigenschaft ist ebenfalls erfiillt, denn sei n € Us(n).
Da 0 < 1 ist, gilt
—h & Us(n)
Damit sind
Q| :Us(n) — Q und Q’ : Us(—n) — Q
Ug(n) Us(n)

injektiv, also (da auch stetig und surjektiv) Homéomorphismen.
Definition. Sei X ein topologischer Raum.
Man sagt, X ist hausorff’sch, wenn zu je zwei beliebigen Punkten aus X

disjunkte Umgebungen ezistieren, d.h. wenn es fur alle x;y € X, x # y
Umgebungen U(x) und U(y) gibt, so dass

U(z)nU(y) =0

Man nennt X dann auch einen Hausdorff-Raum.

Beispiel: Sei X ein metrischer Raum.
Dann ist X hausorff’sch.
Denn seien z;y € X.
Wihle offene Kugeln U(x;r) um z und U(y;r) um y mit dem Radius
r = %d(x; y). Dann erfiillen diese Kugeln die oben genannten Bedin-
gungen.
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Definition. Sei X ein topologischer Raum.
Man nennt X zusammenhdangend, wenn man thn nicht als disjunkte Vereini-
gqung zweier offener, nichtleerer Mengen schreiben kann, d. h. wenn es keine
zwei offenen Mengen A;B € X ¢ibt, so dass

X=AUB A B#0

Beispiel: Sei I := [a;b] € IR ein Intervall.
Dann ist I zusammenhangend.
Denn seien A; B € IR offen und nichtleer mit I = AUB und o.B.d. A.
a € A.
Definiere s := inf{t € Bla < t}.
Da B offen ist, gibt es ein § > 0, so dass

(s;s+6) e B
AuBlerdem ist
(a;s) € A

Also ist s weder innerer Punkt von A, noch von B. Da aber A und B
offen sind, liegt s zwar in I, aber in keiner dieser Mengen. 7

Lemma 6.2. Sei X ein topologischer Raum und M C X abgeschlossen, offen
und nichtleer.
Dann sind dquivalent:

1. X ist zusammenhdngend
2. M =X

Beweis: Da M abgeschlossen ist, ist das Komplement X \ M offen. Aufler-
dem gilt
X =MUX\M)
ist disjunkte Vereinigung zweier offener Mengen. Per definitionem gilt

also:
X ist zusammenhingend & X\M=1

womit die Behauptung bewiesen ware.

Definition. Sei X ein metrischer Raum und M C X eine beschrankte Teil-
menge.
Dann wird mit

diam(M) := max d(z;y)

TyeM

der Diameter (Durchmesser) von X bezeichnet.
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Lemma 6.3. (Lebesgue)

Sei X ein kompakter metrischer Raum und (U;);c; eine offene Uberdeckung
von X.

Dann ¢ibt es ein 0 > 0, so dass es fur alle Teilmengen M wvon X mit
diam(M) < 6 ein j € I gibt mit

M C U;

Beweis: Sei x € X beliebig.
Dann gibt es ein j € I, so dass x in U; liegt. Da Uj; offen ist, gibt es
ein € > 0, so dass
U(x;2e) CU;

Auf die Art wird eine weitere offene Uberdeckung (U(xx;en))ren kon-
struiert, wobei es fiir jedes A € A ein j € I gibt, so dass

U(I’,\; 28,\) - Uj
gilt. Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiltiberdeckung
(U(xk)a Ek))k:l;--- n

Definiere
n

0 := minegy,
k=1

Sei nun M eine Teilmenge von X mit diam(M) < ¢ und g € M beliebig.
Dann gibt es ein k € 1;--- ;n so dass

g € Uy ex)
AuBlerdem gilt fur alle y € M
d(y;9) <6 <&
und hieraus folgt
d(y; ) < d(y;9) + d(g; xx) < e +ex = 2¢

Also gilt
M Q U(Ik;&?k) g Uj

fiir ein 5 € I, was zu zeigen war.
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Definition.
Seien X, Y und Z topologische Raume, f:Y — Z und g : X — Z stetige
Abbildungen und yy € Y und xg € X zwei Punkte mit

f(yo) = g(z0)

FEine Liftung von g nach Y ist eine stetige Funktion h : X — Y mit den
FEigenschaften

1. foh=yg
2. ]’L(Io) = Yo-

Satz 6.4. Seien Y und Z Hausdorff-Riume, a : I := [a;b] — Z ein Weg in
Z, f:Y — Z eine Uberlagerung und yo € Y ein Punkt mit f(yo) = a(a).
Dann gibt es genau eine Liftung : 1 — Y von a nach Y.

Beweis: Sei f eine Uberlagerung.
Existenz:
Wihle fiir jedes z € Z eine offene Umgebung V' (z) aus mit den Eigen-
schaften aus der Definition der Uberlagerung. Dann ist

{a7 (V(2))}eez

eine offene Uberdeckung von I. Da I kompakt ist, gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung

{ail(v@i)}i:l;mm

AuBlerdem folgt aus dem Lemma von Lebesgue, dass es eine Partition
a=:ay ; a1 ; “** ; Qm_1 ; Gpm:=0>b
gibt, so dass fiir jedes j = 1;--- ;m ein i € {1;--- ;n} existiert mit
laj-1305] € o™ (V())
Insbesondere gibt es ein iy € {1;--- ;n}, so dass
a([ag; a1]) € V(z;,)

AuBerdem gibt es nach Wahl von V(z;,) fir alle z € f~'(2;,) Umge-
bungen U(y), so dass

L WVE) = U Uy) ad

yef~(ziy)
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2. f‘ : U(y) — Z Hombomorphismus ist.

U(y)

Da a(a) = f(yo) ebenfalls in V'(z;,) liegt, liegt 3o genau in einer dieser
Umgebungen U (y;) und

f‘ U(y) = Z

U(y1)

ist ein Homoomorphismus, hat also insbesondere in dieser Umgebung
eine stetige Umkehrabbildung. Definiere demnach

_ =1
ﬁ‘[ao;al] o f ca

Diese Abbildung ist als Verkniipfung stetiger Abbildungen selbst stetig.
Auf diesem Wege erhalt man schliefSlich per Induktion die gesuchte
stetige Funktion [, jeweils mit den Startpunkten

6[(1]'_1;(1]'}(01[]'_1]) = 5[“]‘—%“]‘—1}(61[3'—1]) 3 j = 27 S m

Eindeutigkeit:

Seien 31 und [y zwei Liftungen.

Definiere M := {t € I|5,(t) = S2(t)}.

Wir wollen Lemma 6.2 auf M anwenden. Dazu iiberpriifen wir die
Bedingungen:

1. I ist zusammenhangend.
2. M ist nichtleer, da 1 (a) = B2(a) = yp ist.
3. M ist offen. Sei hierzu t € M mit £ (f) =0y (f) =:1q.

Da f eine Uberlagerung ist, gibt es eine Umgebung U (9), so dass

f} ein Homoomorphismus ist. In dieser Umgebung sind also
U(9)

b1 = [y eindeutig bestimmt. Wegen der Stetigkeit dieser Funktio-
nen gibt es eine Umgebung

U(t)cM

also ist M offen.

4. M ist abgeschlossen. Sei nun ¢ ¢ M.
Demnach ist

y1 =1 (1) # B (F) =1
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Da Y ein Hausdorff-Raum ist, gibt es disjunkte Umgebungen
U(yy) und U(ys). Wiederum wegen der Stetigkeit von (; und
By gibt es eine Umgebung U (f) mit

Bi (U (D) CUG) wd 6 (U () S Ulw)
Also ist Y\ M offen und demnach M abgeschlossen.

Nach Lemma 6.2 ist also I = M und demnach £, = (.

Lemma 6.5. Seien X undY topologische Rdaume, X zusammenhdngend und
f: X =Y stetig.
Dann ist f(X) ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis: Seien A; B C f(X) offen mit AUB = f(X).
Da f stetig ist, sind dann auch f~'(A) und f~!(B) offen. AuBerdem
1st

X = (f(X) =1 (A)Uf(B)
Da X zusammenhangend ist, muss also entweder f~'(A) ) oder

=0o
fYB) = 0 gelten. Also ist entweder A oder B leer, d.h. f(X) ist
zusammenhangend.

Lemma 6.6. Seien X, und X5 zusammenhdngende Mengen.
Dann ist das kartesische Produkt X := X1 x Xy ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis:
Sei A C X sowohl offen, als auch abgeschlossen, sei 0.B.d. A. A # ()
(sonst betrachte X \ A) und sei & := (Z1;22) € A beliebig.
Behauptung: Dann ist die Abbildung
h: X1—>X1X{Zi‘2}

x1 > (115 Z2)
ein Hom6omorphismus.

Die Bijektivitdt der Abbildung ist klar.

Beweise die Stetigkeit in jedem Punkt.
Sei (x1;&2) € Xy X {Z2}.
Dann gibt es in X; x {22} zu jeder Umgebung V{4, .3,) von (z;; Z2)
eine Umgebung U,, von x1, so dass

‘/(:rl;i“g) = le X {:%2}
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ist und umgekehrt. Damit gilt:
h(Us,) = Viaysan) bzw. Uy = ht (V(m;fz))
Also sind sowohl h, als auch h~! stetig in jedem Punkt.

Nun ist AN (X; x {@2}) als Durchschnitt offener und abgeschlossener
Mengen in X; x {25} offen und abgeschlossen und enthélt z, ist also
nicht leer. Da auBlerdem X; x {Z3} nach Lemma 6.5 als Bild einer
zusammenhangenden Menge unter einer stetigen Funktion selbst zu-
sammenhangend ist, folgt hieraus wegen Lemma 6.2

AN (Xy x {&2}) = Xi x {2}

Jede Scheibe der Form X; x {z5}, die auch nur ein Element von A
enthalt, ist also ganz in A enthalten. Dann enthélt aber auch jede
Scheibe der Form {z;} X X5 ein Element von A (ndmlich zumindest
(z1;%2)). Wiederholt man die Argumente fiir diese Scheiben, so ergibt
sich schlieflich:

A=X

Also ist X nach Lemma 6.2 zusammenhéngend.

Wir wiederholen zur besseren Lesbarkeit noch einmal die folgende Definition
aus dem vorhergehenden Kapitel:

Definition. Seien ;v : [0;1] — Q zwei Wege mit gleichem Anfangs- und
Endpunkt, d. h. 70(0) = v1(0) und vo(1) = 71(1).

Yo und v, heiffen homotop, wenn es eine Abbildung H : [0;1] x [0;1] —
gibt mit den Eigenschaften:

1. H st stetig in beiden Variablen.
2. Fir alle X € [0;1] ist

H(A;0) =7(0) =7(0)  und  HA1) =7(1) = (1)

3. Es gelten H(0;t) = o(t) und H(1;t) = 71 ().
H nennt man dann eine Homotopie.

Satz 6.7. Seien Y und Z Hausdorff-Raume, H : Q := [0;1] x[0;1] — Z eine
Homotopie in Z, [ - Y — Z eine Uberlagerung und yo € Y ein beliebiger
Punkt mit f(yo) € H(Q).

Dann gibt es genau eine Liftung h : Q — Y von H nach Y.
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Der Beweis hierzu verlauft sehr ahnlich zu dem Beweis von Satz 6.4.

Beweis:
Existenz: Sei zundchst f(yo) = H(0;0).
Wihle zu jedem z € Z eine offene Umgebung V' (z) wie im Beweis von
Satz 6.4. Dann gibt es eine endliche Uberdeckung

{H_l (V<zu))}u=l;~~ ik

von (). Nach dem Lemma von Lebesgue gibt es eine Partition von ()
in Rechtecke

Qll = [)\07 )‘1] X [thtl] ; T ; Qnm = [/\n—l; )\n] X [tm—l;tm]

mit \g :=0, A\, := 1, tp := 0 und ¢,, := 1, so dass es fiir jedes einzelne
der Q;; ein pp € {1;--- ; k} gibt mit

H(Qij) € V(z,)
Insbesondere gibt es ein iy, so dass
F(yo) = H(0;0) € H(Qu) €V (2,)

und, da f eine Uberlagerung ist, ein ¢, € f! (2,,) und eine Umgebung
U(y1), so dass
Yo € U(y1)

und
/ ‘ :U(p) = 2
U(y1)
ein Hom6omorphismus ist (vgl. Beweis zu Satz 6.4). Definiere also die
stetige Abbildung:
h‘ =f1oH
Q11
Mit den so neu erhaltenen Eckpunkten des Teilrechtecks ();; setze h
induktiv in den anliegenden Rechtecken fort.
Belibt noch zu zeigen, dass h auf den Seiten, auf denen sich zwei
Rechtecke bertihren, wohldefiniert, also auf beiden Teilrechtecken gleich
definiert, ist. Das folgt aber direkt aus Lemma 6.4, da man die Seiten
als Wege mit den Eckpunkten als Startpunkt betrachten kann. Da
die Eckpunkte aber nach Konstruktion in beiden Quadraten dieselbe
Liftung h liefern, gibt es auf den Seiten nur eine mogliche Liftung h.

Sei nun f(yo) € H(Q) beliebig.
Falls f(yo) auf dem Rand von @ liegt, verfahre symmetrisch wie oben.
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Liegt f(yo) im inneren von @, so teile @) in vier Rechtecke mit dem
gemeinsamen Eckpunkt f(yo) und verfahre dann wie oben.

Der Beweis der Eindeutigkeit verlauft genau analog zum Beweis von
Satz 6.4, wobei noch bemerkt werden sollte, dass ) wegen Lemma 6.6
zusammenhangend ist.

Wir kommen nun zu einer Verallgemeinderung der Satze 6.4 und 6.7:

Satz 6.8. Sei X ein einfach zusammenhdangender Raum, Y und Z Hausdorff-
Réiume, Y — Z eine Uberlagerung, g - X — Z eine stetige Abbildung
und yo € Y ein Punkt mit f(yo) = g(xo) fiir ein o € X.

Dann gibt es genau eine Liftung h : X — Y wvon g nach'Y.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 5.8. Die Beweisfilhrung
verlauft sehr dhnlich:

Beweis: Sei x € X beliebig.
Da X einfach zusammenhangend und damit wegzusammenhangend ist,
gibt es einen Weg ~ : [0;1] — X von xy nach x. Weil g stetig ist, ist
die Verkniipfung g o : [0;1] — Z ebenfalls ein Weg mit

9(7(0)) = g(wo) = f(v0)

Nach Satz 6.4 gibt es auf diesem Weg eine eindeutig bestimmte Liftung
h oy und damit definiert man h(z) := h(y(1)). Zeige, dass h(z) nicht
von der Wahl des Weges v abhangt:

Sei 4 : [0;1] — X ein weiterer Weg von xy nach z.

Da X einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine Homotopie H : [0; 1] x
[0;1] — X von vy nach 4, d.h. H(0;¢) = y(¢t) und H(1;t) = 4. Fiir alle
A € [0;1] ist die Verkniipfung L) := g o H, wieder ein Weg und wegen
der Stetigkeit von g auf ganz X, ist die durch L(A;t) := L, (t) definierte
Funktionenschar ebenfalls eine Homotopie. Nach Satz 6.7 gibt es also
eine eindeutig bestimmte Liftung ho H. Insbesondere ist der Endpunkt
h(H(0;1)) = h(H(X; 1)) = h(H(1;1)) = h(z) eindeutig bestimmt.
Bleibt noch die Stetigkeit von h zu zeigen:

Sei z € X weiterhin beliebig mit g(z) = z und h(x) = y und V eine
beliebige Umgebung von y.

Dann geniigt nach Satz 6.1 zu zeigen, dass es eine Umgebung U von z

existiert, so dass
h(U)CV

Per definitionem von h(z) ist



Da f eine UAberlagerung ist, gibt es fiir jede Umgebung W von z eine
Umgebung V' von y, so dass

fbﬂﬁ+W

ein Homdomorphismus ist. O.B.d. A. sei V C V, sonst betrachte V :=
V NV. Dann ist f |\7 ebenfalls ein Homéomorphismus.

Definiere f(V) =: W.

Dann ist I eine Umgebung von z, da V eine Umgebung von y ist. Da
g stetig in z ist, gibt es eine Umgebung U von z, so dass

gUu)ycw . (36)

Sei nun = € U beliebig.

Da X einfach zusammenhéngend ist, gibt es einen Weg 4 : [0;1] —
U von z nach Z. Definiere h(z) fiir alle 2 € 4([0;1]) wie oben als
eindeutige Liftung von ¢ auf dem Weg v & 7. Da alle diese z in U
liegen, folgt aus (36):

g(@) e W  fir alle & € 5([0;1])

Insbesondere gilt dies auch fiir Z = 4(1). Da h die eindeutig bestimmte
Liftung ist, gilt
h(z) = f~'(9(2))

und da f |V ein Homo6omorphismus ist, folgt
Mi)eVCV |

womit die Stetigkeit von A in x bewiesen ware.
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