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1. Einleitung

In modernen Entwicklungsprozessen kann kaum noch auf (numerische) Simulationsver-
fahren verzichtet werden. Die Anforderungen an Bauteile und Materialien werden stets
grofer.

Auch ist die Leistungsfahigkeit heutiger Computer hinreichend grof um viele Probleme
simulieren zu kénnen. Die Vorteile liegen dabei auf der Hand:

Im Entwicklungsprozess neuer Bauteile kann die Machbarkeit der Komponenten bereits
in einem frithen Stadium iiberpriift werden. Dies bringt zum Einen den Vorteil mit sich,
dass Entwicklungsprozesse beschleunigt und somit hochstwahrscheinlich Kosten gespart
werden konnen. Zum Anderen kann die Produktqualitét erheblich gesteigert werden. Auch
konnen gewisse Grofen mittels Experimenten tiberhaupt nicht bis lediglich unzureichend
beobachtet werden, sodass Simulationen gar unabdingbar sind. Schlussendlich fehlt oft-
mals auch die Zeit, um das Langzeitverhalten von Bauteilen experimentell zu untersuchen.

Natiirlich konnen Simulationen die Bauteilpriifungen nicht vollsténdig ersetzen, da Mo-
delle eben immer nur ein Abbild der Realitdt darstellen und somit niemals exakt sind.
Die Anzahl der erforderlichen Priifungen lésst sich aber deutlich reduzieren. Neben der
Simulationsmethode (in der Regel mittels der ,Methode der finiten Elemente” (FEM)),
welche jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein soll, kommt der Modellbildung an sich
eine entscheidende Rolle fiir die Giite der Vorhersage zu.

Fiir die Modellbildung ist eine korrekte Beschreibung des Werkstoffverhaltens vonnéten.
Darunter versteht man den Zusammenhang zwischen einer dufteren aufgebrachten Kraft
(bzw. mechanischen Spannung oder allgemein: Belastung) und der Reaktion des Werk-
stoffes hierauf, z. B. in Form einer Léngendnderung (Dehnung). Die Bestimmung dieses
Zusammenhangs geschieht in den Ingenieurswissenschaften beispielsweise durch Zugver-
suche an einem einfachen Probekorper. Solange die Belastung einen bestimmten Wert
nicht iibersteigt (Streckgrenze), liefern z. B. metallische Werkstoffe einen annéhernd li-
nearen Zusammenhang. In der Elastizitat greifen lineare oder linearisierte Modelle jedoch
zu kurz. Nicht nur, dass der Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung bei Elas-
tomeren nichtlinear ist, so sind diese auch oftmals starken Verformungen mit Dehnungen
iber 100% ausgesetzt. Man arbeitet also besser mit nichtlinearen Werkstoffmodellen. Eine
grofse Klasse solcher Modelle bilden die sogenannten ,hyperelastischen Werkstoffmodelle*.

Eines solcher hyperelastischen Werkstoffmodelle ist das physikalisch motivierte (d.h. es
werden grundsétzlich physikalisch sinnvolle Ergebnisse vorhergesagt) Neo-HOOKE-Modell
(da &hnlich dem HOOKEschen Gesetz). Es eignet sich zur Modellierung gummiartigen
Materials, wie z. B. Airbags, Reifen oder gar Arterienwénden. Die freie Energiefunktion
W eines solchen Materials (welches eine spezielle Klasse von Materialien des OGDEN-Typs
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darstellt) kann z. B. durch
W(F) =allF|*+ f(det F), F=Vy,acR, (1.1)

beschrieben werden, siehe [12, S. 6]. ¢ beschreibt hier die Deformation einer , Referenzkon-
figuration®. Dies fiihrt auf ein Randwertproblem, welches man mit den direkten Methoden
der Variationsrechnung behandelt. Man sucht also eine minimierende Deformation der
freien Energiefunktion W. Eine der Bedingungen, die man an W fiir den Nachweis der
Existenz von Losungen des Randwertproblems stellen ,;muss®, ist die Polykonvexitit. Da
aber fiir Funktionen W : R¥*" — R, wobei n, N € N, stets

W konvex = W polykonvex = W quasikonvex = W rank-1-konvex

gilt [6, S. 59], I — a||F|* in Hilbertriumen (also insbesondere auf RY*") sogar strikt
konvex ist und sich Konvexitdt per Definition mit der Addition vertragt, motiviert dies
die zugrunde liegende Fragestellung dieser Arbeit: Welcher Gestalt muss die Funktion f
in (1.1) sein, damit auch f odet konvex ist?" Es geniigt nicht, wie man zuniichst vermuten
konnte, dass die Funktion f selbst ,nur* konvex sein muss. Ein einfaches Gegenbeispiel
fiir die sogar strikt konvexe Funktion f : R — R, z —— 22 liefert die Wahl

?

1 00 3
F:=10 1 0] :=diag(1,1,3) , G:=diag(3,1,1) , 7=-
00 3 4

fodet((l—T)F+7G) < (1—7)-(fodet(F)) +7- (f o det(G))
& f(det(diag(3.1,3))) < 1-fB)+1-f(3)
o () < 1943.9-0
& 225 < 144 ¢

wird die Konvexitatsungleichung verletzt.

Diese mathematisch recht vage formulierten Ausfithrungen wollen wir in der Arbeit fach-
lich unterfiittern. Zunéchst folgt im néachsten Kapitel eine kurze Darstellung der Variati-
onsrechnung mit Hauptaugenmerk auf den direkten Methoden. Die Notation ist natiirlich
bereits auf die Hyperelastizitat ausgelegt. Mit der Materie vertraute Leser konnen direkt
zum néchsten Kapitel iibergehen, in welchem die eben angesprochene Problematik der
Konvexitdat von f o det behandelt wird. Wir werden eine dquivalente Formulierung fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen f in Form einer Differentialungleichung herlei-
ten. Das Kapitel ist in sich geschlossen und enthélt insbesondere alle nétigen Definitionen,
sodass der Leser nicht gezwungen ist, im vorherigen Kapitel nachzuschlagen. Im letzten
Kapitel kommen wir auf die Hyperelastizitdt und das Neo-HOOKE-Modell zurtick.

1 Dies allerdings nicht als Funktion des Deformationsgradienten F', sondern nach einer Umformulierung
als Funktion des sogenannten ,rechten CAUCHY-GREEN-Deformationstensors® C' := FTF.
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Die Ausfiihrungen dieses Kapitels orientieren sich grofitenteils an den Biichern von EVANS
[8] und DACOROGNA [6], und/oder stellen klassische Resultate dar. Wenn auf andere
Literatur zuriickgegriffen wird, ist dies an den entsprechenden Stellen vermerkt.

2.1. Einfiihrung

Die Variationsrechnung ist diejenige mathematische Theorie, welche sich mit der Losung
des folgenden Grundproblems befasst:
Betrachte das Funktional

I(p) := / W(x. o(x), Vola)) da

wobei
e n,NeN 0¢N und
o r=(x1,...,2,) € Q mit 2 C R" eine offene Menge sei.

e Des Weiteren sei
@z(gpl,...,gpN) - Q — RY

und somit der Gradient von ¢ an der Stelle x

9! 9!
' oy (@) oo (@)
Vo(z) = (azgpj(x))iiiv = : : e RY*" | sowie
0N opN
B () e (@)

o W : QxRN xRV — R W =W(x,p,§) eine vorgegebene Funktion.!

e Sprechweise: Falls n = 1 oder N = 1, so wollen wir das Problem als ,skalar,
andernfalls als ,vektoriell“ bezeichnen.

1 Unter physikalischen Gesichtspunkten ist es manchmal sinnvoll, fiir W auch den Wert 4oc0 zuzulassen.
Falls die freie Energiefunktion also Werte in R*® := R U {+o0} annimmt, werden wir an entsprechender

Stelle darauf hinweisen.
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Unter gewissen Nebenbedingungen, welche wir spater anfiihren werden, sucht man nun
im Raum der Funktionen ¢ mit ¢ : Q — R eine Funktion % welche I minimiert.
Bezeichnet man die Menge aller ,zuldssigen” (engl.: admissible) Funktionen ¢ mit A, so
kann man auch kurz formulieren:

Gesucht ist P € A mit

(@) = min I (p).

Man nennt p Losung des Variationsproblems.

Bevor wir erldutern wie man dieses Problem mathematisch handhabt, ein paar kurze Wor-
te zu den Urspriingen der Variationsrechnung und damit einhergehend der Motivation sich
iiberhaupt mit Problemen dieser Art zu beschéftigen:

Schon um 200 vor Christus untersuchte ZENODOR das Problem der Isoperimetrischen
Ungleichung, dessen mathematische Formulierung auf die eben von uns eingefiihrte varia-
tionelle Darstellung fiihrt. 1662 entdeckte FERMAT, dass der Weg des Lichtes zwischen
zwei Punkten derjenige ist, den es in der kiirzesten Zeit zuriicklegt. Auch dieses Problem
der Brechung von Lichtstrahlen tritt in variationeller Form auf, wobei (n = N = 1)

W(-T,SO,é) = g(l’, 90) V1 +£2 .

Hier ist g(-, ) der vom Ort abhéngige Brechungsindex des Mediums, das der Lichtstrahl
durchquert. Wir werden darauf spéter noch kurz zuriick kommen.

Beriihmt ist ebenfalls BERNOULLIs Brachistochronenproblem aus dem Jahre 1696, welches
BALDER [4, S. 10] folgendermafen zusammenfasst:

“Johann Bernoulli’s famous 1696 brachistochrone problem asks for the op-
timal shape of a metal wire that connects two fixed points A and B in space.
A bead of unit mass falls along this wire, without friction, under the sole in-
fluence of gravity. The shape of the wire is defined to be optimal if the bead
falls from A to B in as short a time as possible.”

Mit der Gravitationskonstanten ¢g (und erneut n = N = 1) ergibt sich fiir dieses Problem

Vi+e
V290

Auf LEONHARD EULER (1707-1783) geht schlieklich der Name ,Variationsrechnung® zu-
riick. Anhand dieser kurzen Auflistung lasst sich erahnen, dass viele Gesetze der Physik
und anderer Wissenschaften direkt zu variationellen Formulierungen fiihren, bzw. so for-
muliert werden konnen. Und so ist die Variationsrechnung auch aus den Anwendungen
heraus entstanden. Sie ist eng mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen ver-
kntipft. Denn sei @ eine Losung des Variationsproblems, dann gilt (woméglich) in symbo-
lischer Schreibweise

Wz, ¢,§) = W(p,§) =

DI(p) =0, (2.1)

welches i. Allg. eine nichtlineare partielle Differentialgleichung (kurz: PDGL) reprisen-
tiert. Wohingegen es fiir gewohnlich sehr schwer ist (2.1) direkt zu lésen, ist es unter
Umsténden wesentlich einfacher Minima (oder allgemein Extrema) von I(-) zu bestim-
men.
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2.2. Klassische Methoden

Die klassischen Methoden greifen den letzten Gedanken auf. Es wird versucht bekannte
Methoden zur Bestimmung von Extrema von Funktionen, die auf Teilmengen des RY
erklart sind, auf variationelle Formulierungen anzuwenden. Schwierigkeiten bereitet auf
den ersten Blick die Unendlichdimensionalitdt des Definitionsbereiches des Funktionals
I. Durch geeignete Annahmen kénnen diese aber beherrscht werden. Dies wollen wir im
nachsten Unterabschnitt ausfithren, um die sogenannten EULER-LAGRANGE-Gleichungen
herzuleiten.

2.2.1. Euler-Lagrange-Gleichung

Mit obigen Bezeichnungen seien fortan {2 beschrankt mit glattem Rand 0f) und
W:QxRxR* — R

ebenfalls glatt (C? geniigt). Es gilt also N = 1, wobei dies nicht obligatorisch ist. Es
erspart lediglich notationelle Klimmziige. Mit W, (respektive W, und W, ) sei die partielle
Ableitung von W = W (z, ¢, £) nach z; (respektive ¢ und ;) bezeichnet. Auferdem wollen
wir nun eine der anfangs erwédhnten Nebenbedingungen an die Menge A unserer zuléssigen
Funktionen stellen: die Randbedingung ¢ = g auf 99, wobei g € C?(92). Nun konnen
wir folgenden Satz formulieren:

Satz 2.1 (EULER-LAGRANGE-GLEICHUNG)

Unter obigen Voraussetzungen existiere ein glatter Minimierer
peA:={peC’Q) : p=gauf0Q}

von I(-), also eine Lisung des Variationsproblems.
Dann lost p die EULER-LAGRANGE-Gleichung (ELG). Dies ist das Randwertpro-
blem

n

Y W (2,5 (2), VE (2)),, = Welz, B(2), VB(z) z€Q,

i=1

(ELG)
P(x) =g(x) z €,

also eine nichtlineare PDGL zweiten Grades.

Beweis Zum Beweis wihlen wir eine beliebige Testfunktion v € C°(Q2). Da v
kompakten Trager hat, gilt © + 7v = g auf 0¢ fiir alle 7 € R. Die Funktion

t : R — R

T — i(r)=1p+Tv) = fﬂ r,p+ 710, Vo +7Vo)der
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ist folglich wohldefiniert und hat nach Voraussetzung ein Minimum in 7 = 0. Als
Komposition von C?-Funktionen ist auch i € C*(R) und somit gilt 7/(0) = 0. Wegen

(1) = / Wy (z, @ + 70, Vo + 7Vo)v + Z We, (2, @ + 170, V@ + 7V0)v,, do
0

i=1

folgt also

/ Wy (z, 2, Vo)u + Z We, (2,2, V@), de =0 . (2.2)
0 ,

=1

Gleichung (2.2) nennt man auch ,erste Variation“. Beachte: Zur Herleitung dieser
Beziehung wire W, € C' hinreichend gewesen. Wir diirfen aber in (2.2) noch
einmal partiell integrieren, und erhalten aufgrund des kompakten Tragers von v und
deshalb verschwindenden Randtermen

Vo e CR(Q) - / [m(x,avw—Z<ng<x,@,w>>% vde =0,

i=1

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung liefert nun die Behauptung. |

Bemerkung 2.2

(i) Im Falle N > 1 erhdlt man ein gekoppeltes System von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen.

(ii) Mit Hilfe der Bedingung i"(0) > 0 kann man eine sogenannte ,zweite Variati-
on* herleiten, wie EVANS in [8] zeigt.

(iii) Die Gleichung (2.2) bezeichnet man zudem auch als ,schwache Version der
EULER-LAGRANGE-Gleichung®. Dies ist darin begriindet, dass man die erste
Variation unter Bedingungen an das Wachstumsverhalten der partiellen Ablei-
tungen von W auf den Sobolevraum Wy (Q) 3 v (wir erinnern daran, dass
W, o € C hinreichend fiir (2.2) war) verallgemeinern kann. Die Bedeutung
erschliefst sich mit der Abhandlung der direkten Methoden im ndchsten Ab-
schnitt, in denen Sobolevrdume geeignete Funktionenrdume fir das Funktional
I darstellen.

(iv) Wir wissen nun, dass hinreichend glatte Minimierer auch das Randwertproblem
(ELG) ldsen. Interessant ist aber auch die Frage, ob Losungen von (ELG) I(-)
mainimieren. Im eindimensionalen Falln = N =1 kann man zeigen, dass dies
zutrifft, falls zusdtzlich

Ve eQ (0,8 Wz, &) : R? — R (2.3)

konvex ist, siehe |6, S. 125f..
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2.3. Direkte Methoden

Die klassischen Methoden der Variationsrechnung wurden in der Entstehung der Varia-
tionsrechnung zuerst entwickelt. Aus mehreren Griinden sind diese aber beginnend mit
HILBERT seit der 20. Jahrhundertwende durch die ,direkten Methoden der Variations-
rechnung* abgelost worden.

Viele Kriterien wie z. B. in (2.3) sind nur fir den Fall n = 1 aufgestellt worden, welcher
interessante Anwendungen ausklammert. Oftmals stellt auch die Losung des Randwert-
problems (ELG) ein weit schwierigeres Unterfangen als die Minimierung des Variations-
funktionals dar. Man fiihrt ein leichter zu l6sendes Problem auf ein schwieriger zu l6sendes
wzuriick”. Letztlich ist auch die Forderung an i zweimal stetig differenzierbar zu sein nicht
nur sehr stark, sondern oftmals auch inadédquat. Wir erinnern an FERMATs Forschungen
iiber Lichtstrahlen. Geht ein Lichtstrahl von einem Medium in ein anderes iiber, z. B. von
Luft nach Wasser, so hat der Lichtweg an der Wasseroberfliache einen Knick. Die Losung
des Variationsproblems wird also héchstens stiickweise stetig differenzierbar sein. Wie be-
reits in der vorigen Bemerkung angedeutet, muss der Raum der Funktionen in denen nach
Losungen gesucht wird, folglich geschickter gewihlt werden.? Damit einhergehend muss
aber auch die Methodik zur Bestimmung von Minimierern neu aufgestellt werden. Wir
kénnen nicht mehr davon ausgehen, dass eine Losung des Variationsproblems im klassi-
schen Sinne differenzierbar ist. Aufterdem geht man den im Vergleich zu den klassischen
Methoden umgekehrten Weg: Zu einer gegebenen elliptischen partiellen Differentialglei-
chung sucht man eine variationelle Formulierung, deren EULER-LAGRANGE-Gleichung
gerade die elliptische PDGL ergibt. Unter gewissen Voraussetzungen und in einem gewis-
sen Sinne 16st dann ein Minimum des Variationsfunktionals diese elliptische PDGL.

Im néchsten Unterabschnitt werden wir die fiir die Anpassung nétigen Definitionen und
Grundlagen sowohl bereitstellen als auch motivieren.

2.3.1. Grundlagen

Es sei nach wie vor €2 C R" offen, aber fiir die nachfolgenden Definitionen nicht notwendi-
gerweise beschrankt. Im Folgenden betrachten wir wie auch bei den klassischen Methoden
den skalaren Fall reellwertiger Funktionen (N = 1). Dies hat mehrere Griinde: Die Aus-
sagen und Definitionen lassen sich durch komponentenweise Betrachtung unmittelbar auf
den vektoriellen Fall iibertragen. Aufserdem wird unser erster Existenzsatz fiir den ska-
laren Fall formuliert. Zwar gelten die Existenzsidtze zumeist auch fast wortwortlich im
vektoriellen Fall, kénnen dann aber erheblich verbessert werden. Wie wir sehen werden,
gibt es physikalisch und mathematisch interessante Probleme, welche die Voraussetzun-
gen der skalaren Existenzséitze nicht erfiillen: Sie verletzen die Konvexitédtsbedingung. Dies
macht eine gesonderte Behandlung des vektoriellen Falls ohnehin notwendig.

Die geeigneten Funktionenraume fiir das Variationsproblem sind die (allgemein fiir £ € N,
p € [1,00] definierten) ,Sobolevriume* W#?(€2), und von diesen speziell WP(Q) fiir

2 Dies ist so zu verstehen, dass wir die zuléssigen Funktionen nicht nur zweckméfiger wéhlen, sondern
damit einhergehend insbesondere auch die Anzahl der Kandidaten vergrofern. Dies erhoht im Allgemeinen
die Chance, tatséchlich Minimierer zu finden.
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1 <p<oo.

WkP(Q) sind diejenigen Funktionen, deren partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k
im schwachen Ableitungssinne alle existieren und zu LP(€2) gehoren. Hierbei nennt man
bekanntermafen f € LP(Q) ,schwach differenzierbar nach x; mit schwacher Ableitung
g € LP(Q)* falls

Vv e CyP () /Qg(x)v(x) de = — /Q f(z)ow(x)dx .

Hohere schwache Ableitungen der Ordnung |o| < k& (in Multiindexschreibweise) werden
nach obigem Muster entsprechend via

Vv e C5e () /Qg(:v)v(:v) dr = (—1)l /Q f(z)D(x) dx
erklart.

o
(S D% uluy) * fiirp e [1,00)

lullwen@) = lullepe = - :
Z|oc|<lc [ Dul| 2o 0 fiir p = oo

fir u € W"P(Q) definiert eine Norm auf W*?(Q). Alle W*P(Q) sind vollstindig, also
BANAcCHr#ume. Speziell folgt, dass W*?2(Q) ein HILBERTraum ist, da dies fiir L*(Q) gilt.
Man schreibt dann H*(Q) := W"2(Q). Fiir k = 0 ist Wo?(Q) als LP(Q) und speziell
HY(2) als L*(Q) aufzufassen.

Warum wir den Fall & = 1 erdrtern ist aus den bisherigen Uberlegungen sofort ersichtlich.
Dass wir uns auf den Fall p € (1, 00) beschréanken bedarf hingegen einer Erklarung. Diese
werden wir spater nachreichen.

Zunéchst mochten wir darauf aufmerksam machen, dass wir, wie es bei den klassischen
Methoden bereits der Fall war, im Allgemeinen Randwertprobleme behandeln. Aufer fiir
den Anwendungsfall uninteressante Spezialfille ist jedoch der Rand 0f2 einer offenen und
beschrinkten Menge () eine Nullmenge. Von Randwerten von Funktionen des Raumes
W1P(Q) zu reden, macht also zunichst keinen Sinn, da LP-Funktionen nur fast iiberall
erklart sind. Um dieses Problem zu umgehen, fassen wir Randwerte immer im Sinne des
Spuroperators auf (p < oo):

Satz 2.3 (SPUROPERATOR)
Falls Q einen C'-Rand besitzt, so existiert ein stetiger lineaerer Operator
T : WY(Q) — LP(0Q)
derart, dass
Tu = uly fiir uw € WH(Q) N C(Q)
und
Vue WH(Q)  ||Tull oo < Clluflipe

wobei C' eine Konstante ist, die nur von €2 und p abhdngt.
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Wir nennen Twu die ,,Spur von u auf 9. Dank des Spuroperators und eines weiteren
Resultates konnen wir nun diejenigen Funktionen, deren Spur auf 0€) verschwindet, auf
folgende Art und Weise charakterisieren:

Satz 2.4

Unter obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen gilt fiir u € W1P(Q)

weW,P(Q) & Tu=0 auf O .

Hierbei ist allgemein
ST WP ()

Wo?(Q) == CF(Q)
erklirt. Eine Funktion in W'?(Q) deren Spur auf 9 verschwindet, ist also Grenzwert
von C§°(Q)-Funktionen beziiglich der W1P(Q2)-Norm. Da T ein linearer Operator ist, ist
nun auch klar was es bedeutet, wenn zwei Funktionen im Spursinne iibereinstimmende
Randwerte besitzen: Die Differenz der beiden Funktionen liegt in VVO1 (). Entsprechend
ist bei Randwertproblemen die Schreibweise

u € ug + Wy (Q)
zu verstehen: u = ugy auf 9Q und u € WHP(Q).

Nachdem wir die Menge der zuldssigen Funktionen angepasst haben, ist die Frage, welche
weiteren Forderungen wir an unser Funktional I(-) stellen miissen um die Existenz von
Minimierern zu garantieren. Diese Forderungen werden wir natiirlich letztlich an W stel-
len.? Klar ist:

Zunéchst einmal brauchen wir nicht nach Minimierern zu suchen, falls es entweder kei-
ne Kandidaten gibt, oder {I(¢) : ¢ € A} C R nicht nach unten beschrénkt ist. Die
natiirlichsten aller Forderungen stellen folglich A # () und

m := inf {[ > —00

in {1(¢)}

dar. Insbesondere wenn wir Werte in R* zulassen, ist m = oo denkbar. Auch diesen
uninteressanten Sonderfall wollen wir von nun an ausklammern, denn dann wére jedes
v € A Losung des Variationsproblems.

Um die weitere Vorgehensweise zu motivieren, stelle man sich den endlich-dimensionalen

Fall I : RY — TR vor: Wihlen wir eine sogenannte ,Minimalfolge® (z%)ren, das
bedeutet I(zy) N\ m, und ist

e sowohl I stetig,
e als auch (z;,) C RY (relativ) kompakt,
so gilt limy o0 Tr(k) = Z fiir eine Teilfolge (Tx(x))ren, und somit

lim ](l’ﬂ(k)) = I(l}g{.lo wa(k)) = ](i‘) .

k—o0

3 Vereinfacht gesprochen iibertragen sich die Eigenschaften ja aufgrund der Linearitit des Integrals.
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Das Infimum wird also tatsédchlich angenommen und z ist ein Minimum des Variations-
funktionals.

Wir wollen jedoch die Voraussetzungen so gering wie moglich halten. Als erstes sieht man,
dass die Stetigkeitsforderung an das Funktional I abgeschwicht werden kann. Es geniigt

offenbar,
k—o0

T, —— T = I(z) < li]gninfl(xk.)
—00

fiir alle gegen T konvergente Folgen (zy)ren zu verlangen.” Solche Funktionen nennt man
im Punkt Z ,von unten folgenhalbstetig®, bzw. ,unterhalbstetig“ oder auch kurz ,,UHS".
Insbesondere ist also jede in Z stetige Funktion dort auch UHS.

Im Folgenden sei X stets ein normierter Raum.

Wesentlich fiir den Nachweis der Existenz eines Minimums war jedoch unsere zweite For-
derung, das Kompaktheitskriterium. Um ein eindimensionales Beispiel (I : R — R)
zu geben: Funktionen I der Bauart I(x) := 1/(1 + 2?) mochten wir ausschliefen, denn
dann wiirde I(x) N\, m nicht mehr die Beschranktheit der Folge (z)ren implizieren. Dass
dieser Fall nicht eintreten kann, garantiert die folgende Bedingung;:

Definition 2.5 (KOERZIVITAT)
Sei I : X — R ein Funktional. Dann nennen wir I ,koerziv®, falls
|zk|]| = 00 = I(xg) — o0 (2.4)
Diese Definition geméft Werner [14] ist bewusst allgemein gehalten. Je nach Problemstel-

lung und entsprechendem Existenzsatz werden wir eine passende Koerzivitatsbedingung
an W stellen. Wir wissen nun:

Vm<CeR 3IC>0 mit [[(z))<C = |z <C.

In unserer endlich-dimensionalen Anschauung stiinden nun alle Zutaten bereit, um so-
fort einen Existenzsatz mit trivialem Beweis anzugeben. Lassen wir aber von unserer
Anschauung ab, und erinnern uns daran, dass unsere zuléssigen Funktionen in dem un-
endlichdimensionalen Sobolevraum W1'*(Q) liegen, so stellt uns eine direkte Konsequenz
aus dem Lemma von RIESZ vor ein Problem:

Satz 2.6 (KOMPAKTHEIT DER EINHEITSKUGEL)

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) dim X < oo.

(i) B1(0):={x e X : || <1} ist kompakt.

(iii) Jede in X beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis [14, S. 27f]

4 Denn es folgt dann I(z) < liminfy_, o0 I(z) = m = inf cpn {I(x)}.
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Bemerkung 2.7

Die Aussage (ii) gilt dann natirlich auch fir jede andere Kugel Br(x) mit x € X
und R > 0.

Die Existenz einer bzgl. der W'?(€2)-Norm konvergenten Teilfolge ist somit nicht mehr
garantiert. Abhilfe schafft das folgende Resultat, welches auch als Spezialfall des Satzes
von BANACH-ALAOGLU-BOURBAKI bewiesen werden kann:

Satz 2.8 (SCHWACHE FOLGENKOMPAKTHEIT)

In einem reflexiven normierten Raum’ X besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach
konvergente Teilfolge.

Beweis [14, S. 107]

Um die Aussagen nachvollzichen zu kénnen, miissen wir zunéchst ein paar neue Begriff-
lichkeiten kléren:

Fiir einen normierten Raum X ist dessen ,Dualraum” X’ vermoge X' := L( X, K) erklért.
X' ist also die Menge aller stetigen und linearen Operatoren des Raumes X in seinen
Grundkorper K. Bei uns gilt immer K = R. X’ ist dann wieder ein normierter Raum
und immer vollsténdig, da K vollstédndig ist. Nun kann man natiirlich auch den Dualraum
(X') zu X' bilden (usw.). Diesen wollen wir mit X” bezeichnen und den ,Bidualraum®
zu X nennen. Es gilt also X" = £(£(X, K), K). Durch

J X — X/
r — Jx

mit Jx(z') := 2'(x) wird dann eine wohldefinierte, lineare und isometrische (und damit
injektive) Abbildung definiert, wie man leicht nachpriift. Ist J dariiber hinaus sogar sur-
jektiv, so sind also X und X" isomorph. In diesem Fall nennt man X ,reflexiv®. In Raumen
mit dieser angenehmen Eigenschaft besteht dann die Kette X, X', X” ... im Wesentlichen
nur aus den beiden Rdumen X und X'

Nun miissen wir noch erkldren, was wir unter schwacher Konvergenz verstehen:
Definition 2.9 (SCHWACHE KONVERGENZ)
Fine Folge (z1)ren € X heifst ,,schwach konvergent mit Grenzwert x € X falls
Vole X! 2(m) 25 ().

Schreibweise: x;, — x.

5 Per Definition ist dann X sogar vollstindig, da isomorph zum vollstindigen Bidualraum X”. Ge-
nauer konnte man auch formulieren, dass die abgeschlossene Einheitskugel (und damit auch jede andere
abgeschlossene Kugel, s.0.) in reflexiven BANACHraumen ,schwach kompakt®, also kompakt bzgl. der
schwachen Topologie ist.
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Bemerkung 2.10

(i) In endlich-dimensionalen Riumen sind schwache Konvergenz und (die tibliche
bzw. fortan manchmal als ,stark® bezeichnete) Konvergenz dquivalent, wie man
mit Hilfe des R1ESZschen Darstellungssatzes sofort zeigt.

(ii) Auch sind natirlich stark konvergente Folgen aufgrund der Stetigkeit der x’
insbesondere schwach konvergent.

(iii) Relativ leicht zeigt man zudem, dass schwache Grenzwerte eindeutig sind.

(iv) Nicht offensichtlich ist allerdings, dass schwach konvergente Folgen auch be-
schrinkt sind. Dass dies dennoch der Fall ist, kann mit Hilfe des Satzes von
BANACH-STEINHAUS nachgewiesen werden, siehe |1, S. 227].

Die Koerzivitat liefert uns nun beschrinkte Folgen, aus denen wir schwach konvergen-
te Teilfolgen auswihlen konnen, sofern X reflexiv ist. Bevor wir uns dariiber Gedanken
machen, welche Rdume reflexiv sind, miissen wir folglich noch die Definition der Unter-
halbstetigkeit auf schwache Konvergenz verallgemeinern.’

Definition 2.11 (SCHWACHE FOLGENUNTERHALBSTETIGKEIT)

Eine Funktion I : X — R heifst im Punkt x € X ,schwach von unten folgen-
halbstetig®, bzw. ,schwach unterhalbstetig” oder auch kurz ,SUHS*, falls gilt:

V(ten C X ap =7 = I(7) <liminfI(z) . (2.5)
—00

Entsprechend nennt man I schwach unterhalbstetig, falls I in allen x € X schwach
unterhalbstetig ist.

Zur Reflexivitét: Als geeigneter Raum fiir das Variationsproblem hat sich W'?(Q), also
ein Teilraum von LP(Q2) herauskristallisiert. Nun ist nach einem bekannten Resultat fiir
p € [1,00) und dem durch % + % = 1 erklérten” konjugierten Exponenten ¢ die Abbildung

jo L) — (L ()
(2.6)
v o ju omit jo(u) = [,oude

ein isometrischer Isomorphismus. Der Dualraum X’ zu X := LP(Q) fiir p € [1, 00) ist also
vermoge des konjugierten Exponenten ¢ € (1, 00| durch X' = L%(2) gegeben. Nochmalige
Anwendung von (2.6) auf L(Q) zeigt:

LP(Q) ist reflexiv, falls p € (1,00).

6 Dies wird deshalb notig, da schwache Konvergenz nicht mehr die Konvergenz beziiglich der Norm
in X bedeutet, sondern in der Topologie des Dualraumes X’ erklért ist. Im HILBERTraumfall wird dies
besonders anschaulich: Die schwache Konvergenz wird iiber das Skalarprodukt bestimmt. Dies kann selbst
fiir einfache Folgen unerwiinschte Effekte nach sich ziehen. So stimmt i. Allg. das Quadrat des schwachen
Grenzwertes einer Folge nicht mit dem schwachen Grenzwert des Quadrates der Folge {iberein, oder
dergleichen. Stetigkeit bzw. UHS von I geniigt also nicht.

7 é::o, alsop=1 & g=00.
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Damit ist schlieflich die Begriindung nachgeliefert, warum wir W1?(Q) nur fiir 1 < p < oo

betrachten. Denn
pr — ¢ in WP(Q)

bedeutet schwache Konvergenz der ¢, und ihrer schwachen Ableitungen in LP(Q2) gegen
¢ und seine schwachen Ableitungen. Also

k=@ in L7(2),
Dyr — Dy in LP(Q2,R™)

entsprechend (2.6) und Definition 2.9. Zum Beispiel gilt

or — pin LP(Q) < VYove L{(N) /vgpkdxﬁ/vgodx.
Q Q

2.3.2. Ein Existenzsatz im skalaren Fall

Nachdem nun alle Grundlagen bereitgestellt sind, konnen wir eine Existenzaussage geméf
[8, S. 448| formulieren:

Satz 2.12 (EXISTENZSATZ IM SKALAREN FALL)

Seien Q@ C R™ offen und beschrankt mit glattem Rand 0, W = W (x, ,&) glatt und
p € (1,00). Mit pg € WHP(Q) sei I(¢pg) < 0o und

A={peW"™(Q) : pecpo+W;P(Q)},
also A # 0 und m = inf e 4{I(p)} < 0.
W @ QxRxR* — R*® erfille die Koerzivititsbedingung
da>0,b>20 V(z,0,8) € QxR xR" W(z, ¢, &) = all&]|P -0, (2.7)

und das Funktional I sei SUHS.

Dann gibt es mindestens eine Losung @ € A des Variationsproblems, sprich

I() = min{I(p)} .

Bemerkung 2.13

(i) Wir haben den Satz nur fir den Fall N = 1 formuliert, aber natirlich ist er
auch fiir den skalaren Falln =1 giiltig, d.h. o : QCR — RY mit N > 1.

(ii) Dass (2.7) eine Koerzivititsbedingung gemdafs Definition 2.5 respektive (2.4)
darstellt, ist nicht sofort ersichtlich, da keine Bedingung an x oder an o selber
gestellt wird. Der Grund liegt in der POINCAREsche Ungleichung, welche es
uns erlaubt die Funktionswerte von @ durch seine Ableitungen zu kontrollieren.
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(iii) Die Wahl des Exponenten p in der Koerzivititsbedingung garantiert gerade,
dass I(p) fir alle p € A definiert ist, den Fall I(p) = oo jedoch nicht ausge-
schlossen.

(iv) Den Glattheitsanspruch an 02 spezifiziert DACOROGNA als LIPSCHITZrand.
Vereinfacht gesprochen muss also die bijektive volle Bilddarstellung eines jeden
Randpunktes mitsamt der Umkehrfunktion LIPSCHITZ-stetig sein. Selbst wenn
man nur fordert, dass W stetig ist, so ldsst sich EVANS’ Resultat unter diesen
Randbedingungen auch dann noch auf den vektoriellen Fall verallgemeinern.

(v) DACOROGNA formuliert einen weiteren Ezistenzsatz mit noch schwdcheren
Voraussetzungen an W als die Stetigkeit,® dafiir aber einer Koerzivitiitsbedin-
gung, welche sich auch auf x und p bezieht. Auch dieser FExistenzsatz ist ebenso
wm vektoriellen Fall giiltig.

(vi) Fragen die bisher ginzlich ausgeklammert wurden, sind die der Regularitdt,
Stabilitdt und Findeutigkeit von Losungen. Wir werden im abschlieffenden Ka-
pitel tber nichtlineare FElastizitdt kurz darauf zurickkommen. Es sei bereits
an dieser Stelle angemerkt, dass je nach Problemstellung oftmals gar keine
FEindeutigkeit aufgrund der physikalischen Bedingungen zu erwarten und somit
gewtinscht ist.

2.3.3. Der vektorielle Fall

Wir wissen nun, dass Satz 2.12 (nach notationeller Anpassung) auch im allgemeinen Fall
n, N € N giiltig ist. Zu Recht kann man sich deshalb fragen, warum der vektorielle Fall
iiberhaupt gesondert betrachtet wird. Der Grund liegt in der nétigen SUHS des Funktio-
nals . Diese ,yon Hand* fiir ein konkretes Funktional I nachzuweisen, stellt aufgrund der
unhandlichen Definition der SUHS ein schwieriges Unterfangen dar. Abhilfe schafft das
folgende Resultat:

Satz 2.14

Sei W nach unten beschrankt und die Abbildung & — W(x,p,&) fir alle x € €,
¢ € RY konvex. Dann ist das Funktional I SUHS auf WhP(Q, RY).

Unter der Pramisse der Konvexitat von £ — W (z, ¢, &) werden denn auch die Existenz-
sitze in der Regel formuliert. Obige Bemerkung beziiglich der leichten Abwandlung der
Voraussetzungen gilt entsprechend. Aus gutem Grund haben wir den Existenzsatz den-
noch anders formuliert. Denn obgleich man im skalaren Fall (nach TONELLI) auch die
Umkehrung von Satz 2.14 zeigen kann, ist im vektoriellen Fall (n, N > 2) die Konvexitét
bzgl. ¢ keine notwendige Bedingung fiir die SUHS des Funktionals I.

8 W muss eine CARATHEODORY-Funktion sein, d.h. fiir fast alle z € Q stetig als Funktion von (¢, &) €
RN x R¥*" und fiir alle (p, &) messbar als Funktion von .
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Und tatséchlich gibt es viele Anwendungen, fiir die diese Konvexitidtsbedingung verletzt
ist, da sie einfachsten physikalischen Gesetzméafbigkeiten widersprechen wiirde. So be-
schreibt in unserem Anwendungsfall der nichtlinearen Elastizitit (n = N = 3) W die
Energie eines Materials unter einer Deformation ¢. Mit F':= £ := Vi sei der ,Deformati-
onsgradient” bezeichnet. Untersucht man nun den Fall det F' ™\ 0, so bedeutet dies, dass
der ,Korper* auf ,Volumen 0“ zusammengepresst wird. Man sollte folglich erwarten, dass
die Energie W  explodiert: W — oo. Wire nun W tatsichlich konvex beziiglich F', so
zeigt CIARLET in |5, S. 170ff.], dass dieses natiirliche Verhalten der Energie dann nicht
mehr gegeben ist. Auch das Axiom der ,frame-indifference*” wiirde nicht mehr gelten.
Man musste sich also {iber realistischere Bedingungen Gedanken machen, welche einem
die SUHS des Funktionals I garantieren.

Auf der Suche nach solchen hinreichenden Bedingungen traten verschiedene Konzepte zu-
tage. Die sogenannte ,Quasikonvexitét® liefert eine dquivalente Bedingung zur SUHS von [
(und damit das Pendant zur Konvexitét bzgl. F' im skalaren Fall), ist aber aufgrund einer
punktweisen Definition nur schwer nachzuweisen. Eine leicht schwichere Variante stellt
die ,rank-1-Konvexitéit® dar, welche das richtige Konzept im Zusammenhang mit den
EULER-LAGRANGE-Gleichungen liefert: Sie ist dquivalent zur Elliptizitat der (ELG). Es
war jedoch John Ball im Jahre 1977, welcher mit einem weiteren und stéarkeren Konzept,
dem der ,Polykonvexitét“, in seinen wegweisenden Arbeiten [2, 3| das addquate Mittel zur
Behandlung vektorieller Variationsprobleme erkannte und bereitstellte. Da Quasi- und
rank-1-Konvexitéat nicht Gegenstand dieser Arbeit sind, geben wir die Definitionen nicht
an. Wir bemerken lediglich,'” dass fiir eine Funktion W die folgende Implikationskette
allgemeine Giiltigkeit besitzt:

W konvex = W polykonvex = W quasikonvex =- W rank-1-konvex.

Im skalaren Fall sind all diese Konzepte dquivalent, wohingegen im vektoriellen Fall i.
Allg. keine der Umkehrungen richtig ist (N > 3 und n > 2 im Falle W rank-1-konvex =+
W quasikonvex, n, N > 2 sonst).

Man kann Polykonvexitiat geméaft DACOROGNA fiir allgemeine n, N € N definieren, muss
dann aber einen gewissen Aufwand fiir die Notation betreiben. Wir begniigen uns mit dem
Anwendungsfall n = N = 3, und behalten die Schreibweise F' = V¢ bei. Die Definition
der Polykonvexitit lautet dann wie folgt:

Definition 2.15 (POLYKONVEXITAT)
Mit Q C R? sei nun also
W : QxRPxR¥>? — R, W=W(z,oF).

Fiir R3*3 schreiben wir M3, die Menge aller reellen 3 x 3-Matrizen. Dann nennen
wir W polykonvex?, falls die auf M3*3 definierte Abbildung F — W (z, ¢, F) fiir alle
(z,0) € Q x R? als konveze Funktion aller Unterdeterminanten von F geschrieben

9 Vereinfacht formuliert (und nicht ausschliefslich) bedeutet dies: Die Energie ist rotationsinvariant.
10 Wie bereits in der Einleitung geschehen.
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werden kann.

Genauer: Es gebe eine (i. Allg. nicht eindeutige) Funktion
P QxR x M*3 x M*3 xR — R™
derart, dass W(x, ¢, F') = P(x,p, F,Adj F,det F') und die Abbildung

Py : RY R
(A,B,C) —> Py ,(A,B,C):=P(z,0 A, B,C)

fiir alle (z,¢) € Q x R konvex ist.

Bemerkung 2.16

(1) Mit det F wird natirlich die Determinante einer Matriz beschrieben, und Adj F
bezeichne die Adjunkte einer Matriz F. Siehe Definition 3.1/ auf Seite 32.

(ii) Der zundchst womdéglich willkiirlich erscheinenden Definition kann eine physi-
kalische Motivation zugesprochen werden: Reprasentiert W die innere Energie-
dichte eines Korpers unter ,Dehnung und Stauchung®, so mag W explizit von
den lokalen Anderungen der Linien- (V), Flichen- (Adj V) und Raumele-
mente (det Vo) abhdngen.

(i) Polykonvezitat ist eine globale Eigenschaft. In der Tat: KRISTENSEN [9] hat
eine glatte nicht-polykonvese Funktion auf M?*? mit der Figenschaft konstru-
iert, dass die Restriktion dieser Funktion auf beliebige Kugeln mit Radius 1
2u einer auf ganz M?*? glatten und polykonvezen Funktion fortgesetzt werden
kann.

Nehmen wir also an, W sei polykonvex. Méchte man nun Existenzsédtze formulieren, so
funktioniert der Nachweis ganz dhnlich zu der Vorgehensweise im skalaren (bzw. vektori-
ellen) Fall unter der (womdglich unrealistischen) Annahme W sei konvex beztiglich £ = F.
Jedoch mit einem wichtigen Unterschied: Die Konvexitéit garantierte uns die schwache Un-
terhalbstetigkeit des Funktionals /. Im polykonvexen Fall wird die Konvexitat aber iiber
die Funktion P aus Definition 2.15 realisiert, welche konvex von den Unterdeterminanten
von F' abhingt. Deren schwache Stetigkeit ist aber an die Raumdimension gebunden, wie
die folgende Aussage aus |8, S. 454] zeigt:

Lemma 2.17 (SCHWACHE STETIGKEIT VON DETERMINANTEN)
Sein =N undp € (N,o0) und
or — @ in WH(Q,RY).
Dann folgt

det(Dyy) — det(Dg) in LPN(Q).
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Das Aufweichen der Konvexitéatsbedingung durch die schwéchere Voraussetzung der Poly-
konvexitiit geht somit zu Lasten des Exponenten p in W1?(Q, RY), dem Raum in dem wir
(oder zumindest in Teilmengen hieraus) nach Minimierern suchen, da uns die Polykon-
vexitdat die SUHS von [ garantiert. In unserer Anwendung miissten wir also schon p > 3
fordern, damit die Folge der Determinaten der Ableitungen der Minimalfolge schwach
in L9(Q) mit ¢ > 1 konvergiert (reflexiv!). Entsprechend miissen die Exponenten in den
Koerzivitatsbedingungen diesen Zwéangen unterworfen werden. Diese beiden Eigenschaften
liefern dann im Wesentlichen die Existenzaussage. Als Beispiel zitieren wir fiir n = N = 3
einen Existenzsatz aus [12, S. 32f.|, welcher trotz schwacher Voraussetzungen noch Expo-
nenten p dazugewinnen kann:

Satz 2.18 (EXISTENZSATZ IM VEKTORIELLEN FALL n = N = 3)

Seien Q C R? offen und beschrinkt mit glattem Rand S (z. B. ein LIPSCHITZrand)
und p € [2,00). Fiir ein oo € WIP(Q,R?) gelte

I(go) = / Wz, o), Vipo(a)) da < oo,

also A # 0 und m = inf e 4{I(p)} < oo fiir
A={pe WP(QLR?) : pep+ W()l’p(Q,R3)} :
Des Weiteren gelte fiir W :

i) W : QxR x M*>3 — R> ist eine CARATHEODORY-Funktion (vgl.
Bemerkung 2.13).

(ii) W(x,,-) ist polykonvez fiir alle p € R® und fast alle x € S).

(i) Firr > 1 und ¢ € Ry erfille W eine der folgenden Koerzivititsbedingungen
bzgl. einer Matriznorm || - || (siehe (3.3) auf Seite 25 bzw. Definition 3.16 auf
Seite 32):

c(IFIP—1) fiirp =3,
Wiz, o, F) = q c(IF|" + || Adj A[|* — 1) firp €(2,3), ¢> 3,
c(IFIP+ | Adj A + [det F|" = 1) firp € [2,3), ¢ > 35 .

Dann gibt es mindestens eine Losung @ € A des Variationsproblems, sprich

(@) = min{I(p)} .

peA

Da wir zur Motivation bereits hier und dort der nichtlinearen Elastizitdt vorweggegriffen
haben, wissen wir bereits, dass eine freie Energiefunktion W, welche zu starke Kompres-
sionen energetisch bestraft, nicht konvex in F' = V¢ sein kann. Formuliert man aber 1 als
Funktion W = W(C) des rechten CAUCHY-GREEN-Deformationstensors C' := FTF um,
so darf W als konvexe Funktion beziiglich C' sehr wohl eine Singularitat fiir det C' \, 0
besitzen. Aus diesem Grunde iiberlegen wir uns im néchsten Kapitel, wie Funktionen
f + Ry — R aussehen miissen, damit f o det konvex als Funktion von C ist.






3. Konvexitat von f o det auf
PSym(3)

PROBLEM

Wir betrachten eine Funktion f : R, —— R und fragen uns, welcher Gestalt f sein
muss, damit

fodet : PSym(3) — R
(3.1)
C  — f(detC)

konvex ist. Hierbei werden wir voraussetzen, dass f hinreichend glatt, genauer: zweimal
stetig differenzierbar ist.!

In diesem Kapitel bezeichnen X, Y stets (reelle) normierte Réume, und es sei a € Q2 C X.

3.1. Eine Differentialungleichung an die Funktion f

3.1.1. Vorbereitende Lemmata und Definitionen

Fiir u,v € X nennen wir
[u,v] ={(1—=T)u+710v : T€0,1]}

die ,Strecke mit den Endpunkten u, v*.

Definition 3.1 (KONVEXITAT)

(i) g : I(Intervall) CR — R heifit konvex*

= VYuvel VTrel0,1] : g((1—7)u+7v) < (1 —7)g(u)+79(v) .

(i) K C X heifit ,konvex*

& Yu,ve K @ |u,v]C K.

1 Wie eingangs erwéhnt, handelt es sich bei C' um den rechten CAUCHY-GREEN-Deformationstensor.
Es ist O := FTF € PSym(3), wie wir im nichsten Kapitel sehen werden.
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(i) g : K(konvexr) C X — R heifit ,konvex*
= VYu,ve K Vrel0,1] : g((1—7u+7v) <(1—7)g(u)+79(v)

0,1]CR — R
A — g(u+ Mo —u))

(i)

— VYu,veK: g|[“’“} 1st

konvex, denn fir 4,0 € [u,v] ist [u,?] C [u,v] C K.

Definition 3.2

(i) MM*N bezeichne die Menge aller reellen N x N -Matrizen.

(ii) Sym(N) bezeichne die Menge aller reellen symmetrischen N x N-Matrizen.

(iii) PSym(N) bezeichne die Menge aller reellen symmetrischen positiv definiten

N x N-Matrizen.
Hierbei nennen wir A € MY*YN _positiv definit* genau dann, wenn
(Az,z) >0 YazeRV\{0}.

Insbesondere gilt dann, dass A regular ist und nur positive Eigenwerte besitzt, d.h. es ist

det A > 0.

Lemma 3.3

A€ MV*N ist positiv definit < Je>0 Yz eRY © (Az,2)>c- |z|?.

Beweis ,,<“ ist klar.

”:>“
Wir nehmen das Gegenteil an und finden also zu jedem n € N ein z,, € RV\{0} mit

1
A nyTn) < —- n 2 .
(A 2, < - |
Mit y,, := x,/||x,|| ist dies gleichbedeutend mit

1
(AYn s Yn) < - VneN. (3.2)

Da
lynll =1 VneN,

existiert demnach eine Teilfolge von (1, )nen, Welche gegen ein y € RY konvergiert.
Die Stetigkeit der Norm liefert ||y|| = 1, also y # 0. Die Stetigkeit des Skalarproduk-
tes durch Grenziibergang fiir die Teilfolge in (3.2) begriindet schlieflich

(Ay,y) <0,

ein Widerspruch zur positiven Definitheit von A. [ |
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Im Folgenden werden wir A als stetigen linearen Operator von RY nach RY auffassen.
Schreibweise:

Ac L(RY,RY).
Mit der von einer beliebigen Norm || - ||, im R induzierten Operatornorm
[l = sup {lAzfl, = flzfle < 13, (3:3)

gilt die bekannte Operatorungleichung:
Ve eRY Azl < Al - [l . (3.4)

Den x zur Kennzeichnung der Norm werden wir in Zukunft vernachléssigen.

Lemma 3.4

PSym(N) ist offene und konvexe Teilmenge des normierten Raumes Sym(N).

Beweis ,zu Sym(N) ist normierter Raum*

Sym(N) ist ein Untervektorraum von MY*¥ und die eben eingefiihrte Norm lisst
sich auf diesen einschrénken.

w2u PSym(N) ist konvez”
Es gilt fiir beliebige A, B € PSym(N) und 7 € [0,1] :

(1-1A+B)' =1 -nAT+B"=(1-7)A+1B
und

((1=7)A+7B)o, o) = (1-7) {Av,a) 47 (Ba,a) >0 Var € RM\{0} .

“

»2u PSym(N) ist offene Teilmenge von Sym(N)
Wir betrachten ein beliebiges A € PSym(N). Hierzu ¢ = ¢4 > 0 geméf Lemma 3.3.

Damit ist
Bejs(A) = Boi"™(A) € PSym(N) |

denn fiir beliebiges S = A+ H € B.»(A), also ||H|| < ¢/2, gilt Vo € RV\{0} :

L.3.3 + (CSU)? N ) c )
(Sz,2) = (Az, z) + (Hz , x) z oo lzlP = A 2l > Sl

S € Sym(N) ist also auch positiv definit. [

2 CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung.
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Lemma 3.5 (DIAGONALISIERBARKEIT)

Jede Matriz A € Sym(N) ldsst sich mithilfe einer orthogonalen Matriz Q) — d.h.
Q' = QT - dhnlich auf eine Diagonalmatriz D transformieren:

QilAQ =D = diag()\l, .. -;)\N) s

wobei A1, ..., Ay die N reellen Eigenwerte von A bezeichnen. A besitzt also N linear
unabhdingige und zueinander orthogonale Eigenvektoren (ndmlich genau die Spalten

von Q).

Beweis |7, S. 233] |

Lemma 3.6

span(PSym(3)) = Sym(3), wobei span die lineare Hiille bezeichne.

Beweis Natiirlich ist jede Linearkombination positiv definiter symmetrischer Ma-
trizen eine symmetrische Matrix, d.h. ,,C* ist klar. Wir miissen also zeigen, dass
jede symmetrische Matrix A als Linearkombination positiv definiter symmetrischer
Matrizen geschrieben werden kann:

Dies ist aufgrund von Lemma 3.5 dquivalent dazu, dass wir jede Diagonalmatrix D
als solche Linearkombination schreiben konnen. Denn

D:Zai-Ai mit a; € R, A; € PSym(3) fir i=1,...,m,

i=1
wobei Q 1AQ = D, zieht
A= "a;-QAQ™
i=1
nach sich. Analog im umgekehrten Fall. Schlieklich ist A; € PSym(3) genau dann,
wenn QA;Q' € PSym(3), denn
RA(0) = {y= @0 | =€ R\{0})

und damit

<QAz‘QflfC ) $> = <AiQ71$7Q71$> = (A, y) -
Sei also D = diag(a, b, ¢) beliebig. Falls a, b, c > 0, gibt es nichts zu zeigen.
Falls D die Nullmatrix ist, schreiben wir D = 0 - 1, wobei 1 die Einheitsmatrix
bezeichne.
Von den iibrigen Fillen betrachten wir stellvertretend den Fall a,—c € R, b = 0,
an dem die allgemeine (selbstverstandlich nicht eindeutige) Vorgehensweise deutlich
wird:

D = diag(a, b, c) = diag(a,0,c) = 2 - diag(a, 1,1) — diag(a, 2,2 — ¢)
€ PSym(3) € PSym(3)

=, D¢ [ |
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Bemerkung 3.7

Natiirlich gilt die Gleichheit im vorigen Lemma nicht nur im Falle N = 3. Da
jedoch N =3 der Fall ist, der uns letztlich nur interessiert, haben wir den Beweis
der Ubersichtlichkeit halber auf diese Dimension beschrinkt.

3.1.2. Differenzierbarkeit in normierten Raumen

Das bekannte eindimensionale Resultat
gkonvex & ¢">0 (3.5)
fir ¢ € C*(I,R) mit einem Intervall®> I C R wollen wir auf reellwertige Funktionen mit

Definitionsbereich K (offen und konvex) C X verallgemeinern. Hierfiir benétigen wir:

Definition 3.8 (DIFFERENZIERBARKEIT)

Fine Funktion g € F(Q,Y) nennen wir jin a differenzierbar mit der Ableitung
Dg(a) == ¢'(a) =T € L(X,Y)", wenn eine ganze Umgebung B,(a) zu 2 gehort,
und dort

g9(x) = g(a) + T(x —a) +r(z — a)|[z — df

{ bzw. mit x = a+ h fir h € B,(0) dquivalent, aber tbersichtlicher formuliert

gla+h) = gla) + Th+r(B)|] }
gilt, wobei der ,Differentiationsrest®
r: B,(0) — Y
die Figenschaft

limr(h) =0

h—0

hat. Ist g in allen Punkten a € Q) differenzierbar, so nennt man g ,differenzierbar®.
Q muss dann also eine offene Menge sein.

3 Dies ist so zu verstehen, dass die zweite Ableitung von g nur im Innern I des beliebigen Intervalls
I zu bilden ist (und diese folglich dort stetig sein soll), wohingegen die Stetigkeit von g selbst auf ganz
I gefordert ist. Man konnte die Voraussetzung noch abschwéchen, denn es geniigt bereits, dass g in I
zweimal differenzierbar ist (aber natiirlich weiterhin stetig auf ganz I).
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In letzterem Fall erhalten wir also eine Abbildung
Dg : Q@ — L(X,Y)

von 2 in den Raum L£(X,Y") der stetigen linearen Operatoren von X nach Y.
Mit der unter (3.3) definierten Operatornorm ist £(X,Y") ein normierter Raum (und sogar
ein BANACHraum, falls Y vollstidndig ist). Wir kénnen und werden nun aber Dg als eine
(in der zweiten Komponente lineare) Abbildung von €2 x X nach Y auffassen

Dg : OxX — Y
(a,h) +— Dg(a,h) = Dg(a).h := Dg(a)h

Welche Auffassung man zugrunde legt, ist beispielsweise im Fall dim X < oo fiir die
Stetigkeit von Dg nicht von Belang.* Falls also Dg in einer der beiden Auffassungen (und
damit im Falle dim X < oo auch in der jeweils anderen) stetig ist, so nennen wir g ,stetig
differenzierbar* und schreiben hierfiir g € C*(Q,Y).

Wir méchten nun die zweite Ableitung definieren, werden hierbei aber nicht Definition
3.8 direkt auf Dg € F(Q, L(X,Y)) anwenden, sondern anlehnend an eben angegebener
Auffassung (wiederum im Falle dim X < oo in dquivalenter Weise) formulieren®:

Definition 3.9 (2. ABLEITUNG)

Fine differenzierbare Funktion g € F(,Y) nennen wir jin a zweimal differenzier-
bar®, wenn die fiir alle k € X definierten (und bzgl. k linearen) Funktionen

fk Q0 — Y
r +— frlz):= Dg(x).k

alle in a differenzierbar sind. Als ,zweite Ableitung von g im Punkt a“ bezeichnet
man die durch

D?*g(a) : X xX — Y
2
=" (a) =X

(h,k) > D%g(a)(h,k) := D?g(a).(h,k) := Dfi(a)h = Dfy(a).h

definierte bilineare Funktion.
Ist g in allen Punkten a € Q zweimal differenzierbar, so nennt man g ,zweimal
differenzierbar.

4 Fiir die Richtung ,Dg : @ x X — Y stetig = Dg : @ — L(X,Y) stetig® benttigt man die
Kompaktheit der Einheitssphére im normierten Raum X (bedenke (3.3)). Dies ist gleichbedeutend damit,
dass X endlich-dimensional ist (siehe Satz 2.6 auf Seite 14). An Y sind keinerlei zusétzliche Bedingungen
zu stellen. Setzt man zweckméfigerweise || - |laxx := || - ||lx + || - || x, so folgt die Behauptung nun durch
einfaches Nachrechnen.

5 Siehe Bemerkung 3.10 auf Seite 29.
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In letzterem Fall fassen wir wieder D?g als eine (in den letzten beiden Komponenten

bilineare) Abbildung
DY OxX? — Y
(a,h,k) = D?g(a,h, k) := D?g(a).(h, k)

von ) x X? nach Y auf. Falls diese Abbildung stetig ist, nennen wir g entsprechend
,zweimal stetig differenzierbar und schreiben g € C?(Q,Y).

Im Sonderfall X = RN Y = R ist D?g(a) € Sym(N) nach dem Satz von SCHWARZ,® und
man erhalt in Matrizenschreibweise

ai%g(a) T 831961\;9(&) hl

D?g(a).(h k) = (k1, ... ,kn) = (k,D?*g(a)h) .

Oryar9(a) - 0% gla) | \hy

Bemerkung 3.10
Definition 3.8 angewandt auf Dg € F(Q, L(X,Y)) wiirde fir h € B,(0)
Dg(a+ h) = Dg(a) + Th+ r(h)||h|| (3.6)
liefern, wobei r € F(B,(0), L(X,Y)) mit limy,_,or(h) =0 und
D?*g(a) := D(Dg)(a) =T € L(X,L(X,Y)) .

Auf (3.6) kann man beliebige k € X anwenden, weshalb man mit
Vke X: pp:=p, re(h) :=r(h)k und Dfr(a) durch Dfi(a)h:=Thk Yhe X
unmittelbar die Formulierung aus Definition 5.9 erhdlt:

Vke X  fila+h)= fila) + Dfr(a)h+r(h)|R] (3.7)
fir h € B, (0), ri, € F(B,,(0),Y) mit limy,_,ori(h) = 0 und D fi(a) € L(X,Y).

Um umgekehrt (3.6) aus (3.7) zu folgern, definiert man die entsprechenden Terme
natirlich dadurch, dass man die Funktionswerte fiir alle k kennt. Dass infrcx pr, > 0
qilt und T stetig ist, kann man aber nur im Falle dim X < oo garantieren. Hierzu
nutzt man die Linearitit von fi bzgl. k (es geniigt (3.7) fiir eine Basis von X zu
kennen!) sowie die Linearitit der Ableitung aus, denn es gilt

IT|| = sup [[Th|| = sup sup [[Thk|| < sup ||[Dfi(a)] -

lInll<1 IRlI<T [IK][<1 lIkll<1

6 In diesem Fall geniigt es, D?g(a) auf der ,Diagonalen” zu kennen, denn fiir jede symmetrische Bili-
nearform a : X x X — R gilt
1

Vo,we X alv,w) = 3 (a(v+w,v+w)—avv) —a(ww)) . (Polarisationsformel)
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Die n. Ableitung fiir n € N>3 werden wir nun (der Vollstédndigkeit halber) induktiv ein-
fithren:

Definition 3.11 (HOHERE ABLEITUNGEN)

Fine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion g € F(§,Y) nennen wir jin a n-mal

differenzierbar®, wenn die fir alle k = (k*, ... ,k"') € X"~! definierten (und
bzgl. k', ... k"1 (n — 1)-linearen) Funktionen
fk Q2 — Y

r — fi(x):=D"1g(x).(k, ... k")

alle in a differenzierbar sind. Als ,n. Ableitung von g im Punkt a“ bezeichnet man

die durch
D"g(a) : X xX"!' — Y
N , —_———
:g(")(a) =:X"

(h, k) — D"g(a)(h,k) := D"g(a).(h, k) :== D fr(a)h

definierte n-lineare Funktion.
Ist g in allen Punkten a € Q n-mal differenzierbar, so nennt man g ,n-mal differen-
zierbar®.,

In letzterem Fall fassen wir wieder D"g als (eine in den letzten n Komponenten n-lineare)
Abbildung

Drg : Qx X" —» Y

(a,h, k) —— Dm"g(a,h,k):= D"g(a).(h, k', ... k" 1)

von ) x X™ nach Y auf. Falls diese Abbildung stetig ist, nennen wir g entsprechend
,n-mal stetig differenzierbar und schreiben g € C™(€,Y"). Wenn g fiir alle n € N n-mal
stetig differenzierbar ist, so nennen wir g ,unendlich oft differenzierbar und schreiben

g€ C™(,Y).

Im Sonderfall X = R, Y = R ist D"g(a) in den letzten n Komponenten total sym-
metrisch nach dem Satz von SCHWARZ (es gilt im Ubrigen eine Verallgemeinerung der
Polarisationsformel, siche [11, S. 103]), und man erhélt (wobei wir nun (h, k) ersetzen und
als h € X™ auffassen)

D g(a).(h', ... .0 = > 9p o gla)-hj ... hD
Nun formulieren wir unsere Verallgemeinerung;:

Lemma 3.12
Fiir g € C*(K,R) mit K (offen und konvex) C X gilt:
g konver <= D?g(x).(2,2) 20 V€K, z€span(K) . (3.8)

Fiir die Konvexitit von g geniigt es also nicht, dass D?¢(z).(z,2) = 0 nur Vz, z € K gilt,
wie NEFFs (Gegen-)Beispiel [11, S. 188] zeigt.
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Beweis
Die Konvexitdt von g ist (vgl. Definition 3.1) &quivalent zu der Konvexitét der
Einschriankung von ¢ auf jeden Streckenabschnitt in K. Der Richtungsvektor z (ent-
spricht v —u in Definition 3.1) des Streckenabschnitts liegt i. Allg. jedoch nicht in K,
sondern in span(K). Die Konvexitidt von g ist also gleichbedeutend zur Konvexitét
der reellen Funktion

9z(N) = g(z + A2)

auf dem offenen (da K n.V. offen) Intervall
I, ={\eR | z+X2€ K}

um 0 fiir alle x € K, z € span(K).
Nach unserem klassischen Resultat ist dies dquivalent dazu, dass ¢7/(A) > 0 fiir A € I,
gilt. Die Kettenregel liefert schlieftlich

g-(\) = Dg(z + A\2).z ,
und damit

g'(\) = D*g(x + \2).(z,2) .

Die Behauptung folgt nun, indem man A = 0 setzt. Dies ist deshalb mdglich, da wir
mit 2:=z+Xze K fir A € I,

D?g(x 4+ A2).(2,2) = D*g(Z + 0 - 2).(2, 2)

schreiben konnen. |
Speziell folgt unmittelbar:

Satz 3.13 (KONVEXITATSBEDINGUNG)
Fiir g € C? (PSym (N),R) ist

g konver <= D%¢(C).(H,H) >0 VYC €PSym(N), H € Sym(N). (3.9)

Beweis Wir setzen natiirlich
K :=PSym(N) und X :=Sym(N),

im vorigen Resultat, denn nach Lemma 3.4 ist PSym(N) eine offene und konvexe
Teilmenge des normierten Raumes Sym(N), und nach Lemma 3.6 (unter Beachtung
von Bemerkung 3.7) gilt

span(K) = span(PSym(N)) = Sym(N) = X . |
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3.1.3. Eine Konvexitatsbedingung

Bevor wir nun Satz 3.13 auf unser Problem (3.1) anwenden, ist noch ein wenig Vorarbeit
notig.

Definition 3.14 (KOFAKTOR/ADJUNKTE)

.....

A“ wobei
C~Lij = (—1>Z+J : Aij .

Hierbei bezeichne A;; die Determinante derjenigen Untermatriz, die durch
Streichen der i. Zeile und j. Spalte entsteht.

(i) Fir A € MY nennen wir Adj A := (Cof A)T die ,Adjunkte von A
Bemerkung 3.15

Fir A € GI(N,R) (:= die Menge aller reellen invertierbaren N x N-Matrizen) folgt
aus der CRAMERSschen Regel:

Cof A=detA- A" | und damit AdjA=detA- A", (3.10)
Wir wollen nun auf M®*3 ein Skalarprodukt definieren, indem wir fiir A, B € M3*3 setzen:
Definition 3.16 (SKALARPRODUKT AUF M?*3)

(A, B)ygsxs = (A, B)y, 5 :=tr(ABT) |

wobei tr die Spur einer Matrix bezeichne.

Lemma 3.17 (-, )33 ist ein Skalarprodukt, und fir A, B,C € M**® gilt:
(i) trA=(A 1),
(ii) (A, BC)y, 5 = (ACT, B>3><3 = (B"A4, O>3><3 = <C7BTA>3x3
(ii) (A, B)ges = (AT, BT)y

Beweis [11, S. 271t |
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Lemma 3.18

Fir g,g € F(Q,Y) und einem beliebigen Skalarprodukt (-, ) auf Y x'Y gilt:
Sind g, g in a differenzierbar, so ist auch

p : Q — R
x> plx):=(g(z),g(z))

in a differenzierbar mit

Dp(a).h = (Dg(a).h, g(a)) + (9(a) , Dg(a).h) VheX.

Beweis
Wir wéhlen p > 0 derart, dass fiir g, g und h € B,(0) nach Voraussetzung

gla+h) = g(a) + Dg(a).h +r(h)[[]] ,
gla+h) = g(a) + Dg(a).h + 7(h)[|h]l

Fiir diese h folgt dann:

pla+h) = (g(a) + Dg(a).h +r(h)|[hll, g(a) + Dg(a)-h + 7 (h)||Al)
= pla)+ (Dgla)-h, g(a )>i< g(a), Dg(a).h) +ry(h)[[Al]  mit
rp(h) =R~ (Dg(a).h, Dj(a).h) +{g(a+ h), 7 (h)) + (r(h), §(a))

+(r(h), Dg(a).h) (Trivialfall h = 0 ausgeschlossen).
Offensichtlich ist 7" linear und auch stetig mit

1Tl eexm < 1Dg(a)lleaenllglally + 1Dg(a) e lg(a)lly

was man mit Hilfe von (CSU) einsieht.
Ebenfalls (CSU) sowie die Eigenschaft, dass r,7 Differentiationsreste sind, zeigen,
dass 7, ,,Rest” ist. [ |

Definition 3.19 (TOPOLOGISCHER ISOMORPHISMUS)

Eine Abbildung C € L(X,Y), welche bijektiv und deren Umkehrabbildung C~ ste-
tig ist, bezeichnen wir als ,topologischen Isomorphismus®. Die Menge aller solcher
Abbildungen bezeichnen wir mit G(X,Y').

Seien nun XY vollstéindig, also BANACHraume.

Lemma 3.20
(i) G(X,Y) ist eine offene Teilmenge von L(X,Y). Genauer:

C e Q(X, Y) = B||C*1||*1 (C) C Q(X, Y)



34 3. Konvexitat von f o det auf PSym(3)

(ii) Die jinverse Abbildung® (oder auch ,,Kehrwertsfunktion®)

ko GX,)Y) — L(X,Y)

C — Ot
ist differenzierbar, und es gilt

Dk(C).H = —-C'HC™.

Zum Beweis dieses Lemmas benotigen wir eine klassische Aussage iiber die sogenannte
NEUMANNsche Reihe (in der wir 7° := idy (Identitat) fiir T € £(X) := L(X, X) setzen,
und 7" = ToTo...oT (n-mal, n € N) im Sinne der Hintereinanderausfiihrung verstehen):

Satz 3.21 (NEUMANNSCHE REIHE)
Seir T € L(X) mit

lim sup || T")|"/™ < 1

n—oo

(hinreichend hierfiir ist z. B. ||T|| < 1, da | T"||"/™ < ||T|| Vn € N). Dann konvergiert
die Reihe

G:=> T" inL(X)

und es gilt (id—T)G = id = G(id =T, d.h. id =T € G(X,X) und (id-T)"'=G.

Insbesondere ist die Gleichung

z—Tr=z

fiir alle z € X eindeutig losbar und es gilt x = > T"z .

n=0

Beweis Einen Beweis findet man z. B. in [1, S. 146]. Die letzte Aussage gilt, da
Konvergenz in £(X) punktweise Konvergenz nach sich zieht.

N N
Denn mit Gy := ZT" ist Gyz = ZT"Z fiir z € X beliebig und

n=0 n=0

IGz — Gzllx = (G~ Ga)zllx < 16— Cnlleollzls 2250, m

Beweis des Lemmas

”Zu (7/.)“

Fir C € G(X,Y)und H € L(X,Y) mit [|[H| < ||C7!|7 ist T := —C™'H € L(X)
mit ||7']] < 1. Nach der NEUMANNschen Reihe ist also id =7 € G(X,Y'), und damit

auch
C+H=C(d—(—-C'H))=C(id-T),
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was zZU zeigen war.

L2u (i)«
Nach dem eben gezeigten ist G(X,Y") eine offene Menge, und fiir H € B,(0) mit
p i O gilt:

E(C+ H)=(C@id-T))"' = ({d-T)"'C! = (Z T") ct=>) 1"
n=0 n=0
=C' 4 TCT 4> TC
n=2
=k(C)-CTTHC" + (HHII1 ZT"C”) 1=
n=2
= (1)

wobel wir im letzten Schritt wieder den Trivialfall H = 0 ausschlieflen.
H —— —C7'HC™! ist linear und stetig und r(H) ,Rest”, denn

|71
L= |7]

— _ _ HH H—0
)| < ||H|I7HC™Y - < Jle—13 - | 5 0 . [ ]
|lr(H)|| < [[H|||IC| C—|| [ ||cH]

Lemma 3.22 (DIFFERENTIALE)
Sei g € C"(X,Y). Wenn stetige j-Linearformen

B.

J

X — LOX)Y),j=1,...,n,7
mit der Eigenschaft Vx,h e X

f(x+h) = f(z) + Bi(x).h + Bay(x).(h, h) + Bs(x).(h,h,h) +...+ B,(z). (h,...,h)

—_——
n-fach
existieren, so qgilt
Dig(z).(h,...,h) =j!- Bj(x).(h,...,h) firj=1,...,n.
—— —
J-fach j-fach
Beweis [11, S. 101] |

7 Allgemein spricht man von ,Multilinearformen“. Speziell bedeutet B;(z) € £/(X,Y) fiir ein x € X,
dass Bj(z) € F(X7,Y) stetig sowie in allen j Argumenten linear ist. In Unterabschnitt 3.1.2 hétten wir
also D"g(a) € L™(X,Y) formulieren kénnen.
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Lemma 3.23 (ENTWICKLUNG DER DETERMINANTE FUR N = 3)

det(A+ H) =det A+ (Adj AT | H)3y3 + (A, Adj H" )33 + det H
N—— S——

Beweis

Wir setzen A =

(az’j)i,jzl ..... 3, H = (hij>i,j:1 7777 3 allgemein an, und bestimmen

VA HeM>?

=Cof A =Cof H

apr +hin aig+ hiz a3+ has
det(A+ H) a91 + ho1  ago + hoo  ass + hos
asy + hs1 asz + hsy  aszs + has
(a11 + ha1)(ag2 + hao)(ass + hs3)
— (a13 + hig) (a2 + heo)(ast + hs1)
+  (a12 + hi12)(ags + hos)(as + hs1)
—  (a11 + ha1)(ags + hos)(asz + hs2)
+ (@13 + hig) (a1 + ho1)(ase + hso)
—  (a12 + hi2)(a21 + ho1)(ass + hss)
det A+ det H
+  hi1(ageass — asaaog) + aii(hoohss — haghos)
- h12(a21a33 — a31023) — C112(h21h33 - h31h23)
+  hiz(agiase — ag1ag) + aiz(haihsy — hsiass)
- h21(a12a33 — a32a13) — a21(h12h33 - h32h13)
+  hos(arnass — asiais) + asa(hiihss — haihas)
- 3(a11a32 — a31a12) — a23(h11h32 - h316l12)
+  hgi(ai2a23 — ageais) + asi(hizhag — haghis)
- h32(a11a23 — a21413) — G32(h11h23 - h21h13)
+  hgz(ainaz — aza12) + ass(hi1hoy — horaiz)

= det A+ det H + tr(H - Adj A) + tr(A - Adj H)

= det A+ (H,AdjAT), .

= det A+ (Adj AT, H

3x3 + <A ’ AdJ HT>3><3

+(A,AdjHT), ,+detH

+det H .

(3.11)

Korollar 3.24 (FORMALE ABLEITUNG DER DETERMINANTENFUNKTION FUR N = 3)

Die Determinantenfunktion ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt
VA He M3

D’ det(A). (H,...,H) =
o
J-Jac

(AdjAT H), s

firj =1,

2-(A,AdjHT), . firj=2,

6-det H

0

firj =3,
fir g >4.

(3.12)
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Beweis
Lemma 3.22 angewandt auf Lemma 3.23 (det ist ein Polynom dritten Grades, also
unendlich oft differenzierbar). [

Satz 3.25 (EINE KONVEXITATSBEDINGUNG FUR DAS PROBLEM (3.1))
Sei f € C*(R,,R). Dann ist die Funktion
fodet : PSym(3) — R, C +— f(detC)

konvex genau dann, wenn

VC € PSym(3) VH € Sym(3) :
3.13
F"(det C)det O+ f(det C)} (C71 HY = f(det C)(HC™',C H) > 0. (313)

Beweis
Wir mochten natiirlich Satz 3.13 auf

g = fodet

anwenden. Vorstehende Resultate beziiglich der Differenzierbarkeit der Determinan-
tenfunktion gelten natiirlich insbesondere fiir die Einschrénkung auf den (endlich-
dimensionalen) normierten (Untervektor-)Raum Sym(3). Damit gilt fiir die in diesem
Raum nach Lemma 3.4 offene Menge

PSym(3) C G(Sym(3),R) C GI(3,R) ,

dass det € C*°(PSym(3),R), und deshalb g € C*(PSym(3), R).
Wir koénnen somit die Adjunkte geméfs (3.10) umschreiben und es geniigt wegen
det C' > 0 zu zeigen, dass

2
3x3

D?*g(C).(H,H) = det C - {[f”(det C)-detC + f'(detC)] - (C~', H)
- [(detC) - (HCT M), b

fir C € PSym(3) und H € Sym(3). Hierbei werden wir Produkt- und Kettenregel
sowie den Grofteil der Resultate dieses Abschnitts benutzen, diese aber aus Griinden
der Ubersichtlichkeit nicht zitieren:

Dg(C).H= Df(detC)Ddet(C).H
= f'(detC)-(AdjC"  H),_ ,
= f'(detC)-detC-(C™" H)

3x3
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und damit

D*g(C).(H,H) = f"(detC) - (detC)* - (C™, H). .
+ f'(det C) -det C - (C~', H)?

3x3

+ f'(det C) -det C'- (~C'HC™'  H), .,
= f'(detC)-detC?- (C71, H): |
+ f'(det C) - det C - (C~Y, H)?

3x3

— f(detC) -detC - (HC™,C'H), . . |

3x3

3.1.4. Die Differentialungleichung

Ziel ist es nun, Bedingung (3.13) aus Satz 3.25 in eine fiir die Funktion f  handhabbarere”
Form zu bringen. Mit wenig Miihe sieht man ein:

Lemma 3.26
f’(s) <0 VseR, (3.14)

ist notwendig fir (3.13).

Beweis
Denn angenommen es gibt ein s € R, mit f'(s) > 0, so wéhle

C = diag(1,1,s) € PSym(3) und H = diag(1,—1,0) € Sym(3) .
Damit ist detC' =s, (C™' ,H)=1-1=0 und
(HC™',C~'H) = (diag(1,—1,0), diag(1,—1,0)) = 2.
Eingesetzt in (3.13) ergibt sich:

=2f'(s)=0. ¢ |
Also muss f fiir (3.13) monoton fallend sein. Hierbei haben wir Folgendes ausgenutzt:

Wie wir in dem folgenden Lemma sehen werden, kénnen wir die symmetrisch positiv de-
finite Matrix C' in (3.13) durch eine Diagonalmatrix D (natiirlich mit positiven Eintrégen
auf der Diagonalen) ersetzen. Eine kleine Rechnung zeigt,® dass daraus

(HC™',C7'H) >0 VYC €PSym(3) VH € Sym(3)\{0}

folgt, wohingegen im Allgemeinen nur

(C7' H)Y >0 VC ePSym(3) VH € Sym(3)\{0}
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wegen (C, H)? = (tr (C'H))? gilt.

Zusammen mit dem Resultat aus Lemma 3.26 ergibt sich daraus aber auch, dass
f'(s)-s+f(s) =0 VseR,

hinreichend fiir (3.13) ist. Es stellt sich jedoch heraus, dass dies keine notwendige
Bedingung fiir (3.13) ist. Bevor wir dies ndher erldutern, formulieren wir (3.13) noch
etwas um:

Lemma 3.27

FEs gilt (3.13) genau dann, wenn

VH ¢ Sym(3) VD! = diag(di,dy,ds) ,

wobet dl, dg, d3 S R+ VAN 571 = det l)i1 = d1d2d3 S RJr :
(3.15)

(74 Y oty - P o p, 0

Beweis
Wir betrachten in (3.13) ein beliebiges C' € PSym(3). Nach Lemma 3.5 gibt es eine
orthogonale Matrix () derart, dass

C=QDQ" < Cc'=@D'Q"

mit D = diag(\;, A2, A3) und positiven \;, da C positiv definit ist. d; := A\, und
s:=detC =det D = H?:1 A; begriindet einen Teil der Aussage.
Mit Hilfe von Lemma 3.17 folgt
(¢, H>3><3 - <QD71QT ’ H>3><3
- <QD71 ’ HQ>3><3
= (D", QTHQ )sxs
~—
=: He Sym(3)
und in dieser Schreibweise entsprechend
<HC_1 ; C’_1]—I>3x3 - <HQD_1QT ; QD_IQTH>3x3
_ <I:TD*1 , D*1ﬁ>
3x3
_ <D*1fl, f[D*1> .
3x3
Variiert nun H in ganz Sym(3), so auch H und vice versa. Anstelle von H schreiben
wir deshalb wieder H, teilen (3.13) durch s € R, und erhalten die behauptete
Darstellung. [ |

8 Diese werden wir im Beweis der zweiten Aussage von Lemma 3.28 (Seite 41) auch noch fiihren.
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Zuriick zur Frage, ob f”(s) + £ >0 Vs € R, notwendig fiir (3.13) ist:

s

(CsU)
Esist (D71, H)> < ||D7Y?||H|?.° Méchte man nun die Annahme

/
dse Ry : f"(s)+&<0
s
zum Widerspruch fiihren, sollte man den Vorfaktor (D=1 H)2 moglichst stark gewichten.
In (CSU) steht aber genau dann ein Gleichheitszeichen, wenn linkes und rechtes Argument
linear abhingig sind, d.h.

H=Fk- D' mit k € R\{0}

gilt.
Gleichzeitig gilt fiir den Vorfaktor (D™'H , HD~') des zweiten, nicht-negativen Summan-
den nach [11, S. 31| die Abschétzung

(D™'H ,HD™") > \,..(D7) - |H|I?

min

nach unten. Wollen wir auch hier das Gleichheitszeichen erzwingen, so miissen wir alle
Eigenwerte identisch wéhlen, was man z. B. anhand des Beweises der zweiten Aussage des
folgenden Lemmas erkennt. Die einzige Moglichkeit hierzu ist geméfs (3.15)

d1:d2:d328_1/3.

Setzen wir dies in (3.15) ein, so erhalten wir
M CIR WP A C) e .
i (D HY -2 {(D'H HD!
(f () + == (D" H) = ==(D"'H,HD™")

= K’ ((f”(s) + fT(S)> (D', D7) - Js) (D72, (D-1)2>)

S

= e((re+ ) ey - K aooy)

S

— 3k25_4/3 (3f//(8) + 2f’£8)) % 0 = f//(s) < _ g ‘ f’(S) )

Dies ist eine starkere Forderung an f”, da wir bereits wissen, dass f monoton fallend
sein muss. Wir konnen also im Allgemeinen an dieser Stelle keinen Widerspruch erwarten,

9 Ab hier werden wir zwecks besserer Lesbarkeit nur noch (-, -) fiir das Matrixskalarprodukt schreiben.
Die Matrixnorm ist die von dem Matrixskalarprodukt Induzierte, d.h. fiir A € M?*3 ist

[ Allses = [ Allsxs = Al == /{4, A)gyiq = /er(AAT) = /50, a3,

Dies entspricht gerade der Operator- bzw. Matrixnorm in (3.3), falls man den R?® mit der euklidischen,
auch genannt 2-Norm ausstattet.



3.1. Eine Differentialungleichung an die Funktion f 41

wenn wir blof f”(s) < —f(s)/s fir ein positives s annehmen. Umgekehrt sehen wir aber
natiirlich, dass
2 f'(s)

1) > -5

eine notwendige Bedingung fiir (3.15) und damit (3.13) darstellt. Es stellt sich sogar
heraus, dass dies zusammen mit (3.14) (f’ < 0) eine hinreichende Bedingung ist, wir
also eine zu unserem Problem (3.1) dquivalente Forderung an die Funktion f in Form
einer (zweier) Differentialungleichung(en) gefunden haben.

Zum Nachweis benotigen wir noch ein weiteres Lemma. Hierbei bezeichne fiir eine Ma-
trix A, diag A diejenige Matrix, die aus A durch Nullsetzen der Nicht-Diagonalelemente
hervorgeht, und diagy~vx~ die Menge aller N x N— Diagonalmatrizen.

Lemma 3.28
Fiir alle P € diagysxs und A € MP*3 gilt

(P, A) = (P, diag A) =: o(P, A) (3.17)

(PA, AP) > (Pdiag A,diag A P) =: (P, A) (3.18)

fir den Fall, dass alle Diagonaleintrage von P nicht-negativ sind, sowie

o?(P,A)<3-5(P,A) . (3.19)
Beweis
pi 0 0 a, a4 as
Wir setzen allgemein P=| 0 py, 0], A= |ag as a7 | an, und berechnen
0 0 ps ag Gg as
3
(P,A)=> pia; = (P, diagA) . = (3.17)
i=1
Und wegen
piar pirag pias p1a1 pi1asg p1ag
PA = | paas poaa paar ) PAT = P2a4 P20z P2agy
bsag psag p3as bsas psar psas
folgt

(PA,AP) = tr (PA (AP)T> — tr (PAPAT)

= pla? + paas + pgag—l—plpg (a3 + ag) + pips (a3 + a3) + paps (a3 + a3) |

~
=(Pdiag A, diag A P) >0

also (3.18).
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W2u (3.19)¢

Wie wir gesehen haben, ist

G(PA) =D (pa) | 02(P,A):<Zpiai> .

i=1

Falls (P, A) verschwindet, so auch o2( P, A) und die Ungleichung ist erfiillt. Wir kon-
nen also oBdA & # 0 annehmen und miissen in diesem Fall zeigen, dass 0?/5 < 3.
Hierzu substituieren wir z := piay, y := poas und z := pzas und untersuchen statt-
dessen wegen

RS:{(%CLM D202 , p3as)T | piyaiERﬁjri:lu'--)S}

die Funktion

g : RA\{0} — R
s
(z+y+2)?
— =
Z 9(z,y,2) = I

Hierzu schreiben wir ¢ in Kugelkoordinaten

x cos ¥ cos
RN\{0} > [y | = r- | cosdsing mit r € Ry, ¥ € [-n/2,7/2], ¢ € [0, 27]
z sin

um, wobei dieser Ubergang nicht injektiv ist, was uns aber nicht zu stéren braucht.
Interessant ist, dass wir surjektiv von R*\{0} nach R*\{0} abbilden.

(x+y+2)?°

2
x? 4+ y? + 22 ’

~ (cos ¥ (cos p + sing) + sin 1)

Die Funktionswerte von ¢ sind folglich unabhéngig von der Lénge r der Argumente.
Wir vereinfachen noch weiter und diskutieren die Funktion

g : [-7/2,7/2] x[0,27] — R
9 ~ : .
(SO) — (0, @) = cos(cos ¢+ sin ) +sin? .

Da g stetig und der Definitionsbereich kompakt ist, besitzt g globale Extrema. Kan-
didaten sind neben den Randpunkten des Definitionsbereiches die kritischen Punkte
im Innern (—7/2,7/2) x (0, 27):

Dg(¥, ) = (—sind(cos ¢ + sinp) + cosd  cos(cosp — singp)) 20

ergibt in der zweiten Komponente cos ¢ = sinp < ¢ € {r/4,5n/4}. Eingesetzt in
die erste Komponente erhilt man wegen cos /4 = — cos 5r /4 = 1/+/2

cos? = +v2sinY & 9 = arctan (il/\/§> € (—m/2,7/2) ,
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und somit die kritischen Punkte
(arctan <1/\/§> ,7r/4) und (arctan (—1/\/5) ,57T/4> .

Um den Funktionswert an diesen Stellen berechnen zu koénnen, benttigen wir noch

die Gleichheit
tany

1+ tan?y

welche man unmittelbar einsieht. Die Wahl y := arctanz € (—n/2,7/2) fir x € R
ergibt deshalb die Beziehung

siny = firy € (—n/2,7/2) ,

sin(arctanz) = Y VieR.

Vite

Analog gewinnt man die Beziehung
cos(arctanz) = ——— Vz €R

aus der Gleichheit

cosy =

V' 1+ tan?y

Wir bestimmen also

~(a cta ! 7T> ~(a cta -1 57T> V2
I Il—,— = — I n—,— = —
/ v2'a) V2'A) B

Fiir die Randwerte gilt zum Einen

2+

S
w

<,
S
I
)

G(£7/2,0)| = | £1] < V3,
und zum Anderen
19(9,0)] = |g(9, 27)| = | cos ¥ + sin¥| < V3,

denn (cosd +sin)? = 1+2cosdsind < 3. Dies liefert die gewiinschte Behauptung,
denn wir haben gezeigt

—\/§§§<\/§ & §2<3 & g3 & =

Bemerkung 3.29

Natiirlich gelten (3.17) und (3.18) nicht nur fir 3 x 3-Matrizen. Genauso wie in
Lemma 3.6 auf Seite 26 haben wir den Beweis aber auf diesen Fall beschrinkt, da er
uns letztlich nur interessiert.

Auch die Ungleichung (3.19) lasst sich auf andere Dimensionen verallgemeinern.:
Fiir alle P € diagyvxy und A € MMV gilt

o?(P,A) < N -G5(P,A) . (3.20)
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Um dies nachzuweisen muss man nur bedenken, dass P und diag A kommutieren,
also

(P, A) = (Pdiag A, Pdiag A) = || P diag Al|?

gilt. Mit Hilfe von (CSU) folgt daraus sofort
o*(P,A) = (P, diag A)*> = (Pdiag A, 1)* < |Pdiag A||> - |[1]|> = N - 5(P, A) .

Wir haben also auch einen wesentlich einfacheren und vor allem kiirzeren Beweis
fiir Ungleichung (3.19) gefunden.

Theorem 3.30 (EINE DIFFERENTIALUNGLEICHUNG FUR DAS PROBLEM (3.1))!°
Sei f € C*(Ry,R). Dann ist die Funktion
fodet : PSym(3) — R, C +— f(det(C)

konvex genau dann, wenn

() + é “f'(s)=0 A fl(s) <0 VseR, . (3.21)

Beweis

Dass f"(s) + 2f'(s)/3s > 0 fiir alle positiven s notwendig fiir die Konvexitit von
fodet ist, haben wir in (3.16) auf Seite 41 bereits gezeigt. Und nach Lemma 3.26 ist
auch die Eigenschaft, dass f monoton abnimmt hierfiir notwendig. Es geniigt also
zu zeigen, dass (3.21) hinreichend fiir die Konvexitit von f o det ist.

Hierzu wollen wir (3.15) nachweisen. Entsprechend seien
H € Sym(3) und D' = diag(d,, dy, d3)
mit dy,dy,d3 € R, und s := (dydads)™" = det D beliebig. P := D' und A := H

erfiillen also die Voraussetzungen aller Aussagen des vorigen Lemmas 3.28. In der
Schreibweise dieses Lemmas sei 0BAA o(D ™!, H) # 0, denn sonst ist (3.15) wegen

10 Eine andere Vermutung koénnte auf die (3.21) entsprechende(n) Differentialungleichung(en)

<s-f'(s)<=f'(s) AN fl(s) <0 VseRy

fithren. Dies widerlegen wir im Anhang mit Hilfe eines Gegenbeispiels.
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der Voraussetzung f’ < 0 in jedem Fall erfiillt.

— (f”(s)+@> (D', H) 2 ) (D'H,HD™")

S
N—— Vv
(3.17) _ (3.18)
='o(D7HLH) Yy > &(D-1,H)

> (f”(s) + f/T(S)> -o*(D™' H) — @ .G(D7' H)
_ 52 (D_I,H)~[f”(s)+ HON (1 _ i(D:llvH) ) ]
T S g (D ,H)
<0 .
R <3%9)35(13—1,11) )
<3/3
>0” (D' H) (f”(s)+§-f/§8>) > 0. = (3.15) u

3.2. Losungen der Differentialungleichung(en)

In diesem Abschnitt méchten wir uns ein Bild von denjenigen Funktionen verschaffen, die
die Differentialungleichung(en) (3.21) aus Theorem 3.30 16sen.

3.2.1. Lineare Differentialgleichungen und der Grenzfall
Wir zitieren [13, S. 22ff.] zunéchst ein klassisches Resultat:

Satz 3.31 (LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG)

Seien £ € J(Intervall) CR > n und g,h € C(J).

Dann hat das ,(lineare) Anfangswertproblem*

Ly =y + g(z)y = h(x) (LAWP)
VAN

y(&) =n

genau _eine Losung

y (x) = exp (— /jg(t) dt) : {n+/: h(t) exp (/;g(f) dT) dt} L (3.22)

Diese existiert in ganz J.
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Aufgrund des linearen Operators L bezeichnet

Y 4+ g(x)y = h(x)

eine ,lineare Differentialgleichung”. Im Falle h = 0 nennen wir diese ,homogen“, andernfalls
sinhomogen“. Ubertragen auf die Differentialungleichung (3.21) gilt dort

J:R+ ) y:f, ) g(x):_ ) h=0. (323>

Nun mochten wir aber Losungen von Ly > 0 bestimmen. Diese in geschlossener Form
anzugeben wird nicht moglich sein. Zunéchst aber sehen wir ein, dass zumindest die
Losungen von Ly = 0 auch (3.21) 16sen - vorausgesetzt fiir die Losungen gilt y < 0. Dazu
muss natiirlich der ,Anfangswert* y(£) = n nicht-positiv gewéhlt werden. Fiir die dann
aber eindeutig bestimmten Losungen gilt tatséchlich y < 0. Da Ly = 0 einen ,Grenzfall”
fiir (3.21) darstellt, bezeichnen wir die Losungen mit y,,,;, respektive fi,.;.. Dies formulieren
wir in dem folgenden

Lemma 3.32 (GRENZFALL FUR (3.21))

Die Léosungsmenge fiir den Grenzfall

limit

2
. (S) + g : fllimit(s) =0 A fl/imit(s) <0 Vse Ry
von (3.21) ergibt sich zu

flimit : R+ — R
mitc<0,deR. (3.24)
s — c-s134+4d

Beweis

In der oben unter (3.23) angegebenen Schreibweise ergibt sich die nach Satz 3.31
eindeutig bestimmte und auf ganz R, existente Losung ... des (LAWP) mit § >
0 > n geméf (3.22) zu

9 2
Yiimie (L) = 1) - €XP (—/ 3 dt) =1 -exp (—— In z) = 7752/3 CpT2/3 , (3.25)
¢ 3t 3¢

da h = 0. Wegen 1 ¢&%3 < 0 folgt 9, < 0, d.h. (3.21) ist erfiillt. Integration von
fh o = Yume mit der Abkiirzung c := 3n €2/3 und der Integrationskonstanten d ergibt
die Behauptung. |

Die additive Konstante d verwundert nicht, denn f tritt in (3.21) nicht explizit auf.
Dies war deshalb zu erwarten, da die Eigenschaft der Konvexitit unabhéngig von einer
vertikalen Verschiebung ist.
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3.2.2. Ober- und Unterfunktionen

Um uns nun ein Bild von der ,Struktur” der Losungen von (3.21) zu machen, bendtigen
wir die Begrifflichkeit der sogenannten Ober- bzw. Unterfunktion:

Definition & Satz 3.33 (OBER- BZW. UNTERFUNKTION)

Mit D(bel.) C R? sei F = F(x,y) in D erklirt.
Unter der Annahme, dass graphwv, graphw C D, nennen wir die Funktion v ,,Un-
terfunktion (bzw. w ,Oberfunktion) beziglich des Anfangswertproblems®

{ y' = F(z,y) inJ:=[§,¢+d }
A y() =n,

wenn sie in J differenzierbar ist und dort

(AWP)

v < F(z,v), v() <n (bzw. w' > F(z,w), w(§) >n)

erfillt. Fine Unterfunktion verliuft unterhalb, eine Oberfunktion oberhalb einer Lé-
sung. Genauer:
Ist y eine Losung des (AWP), so gilt

v(z) <y(z) <w(z) inJy:=(E+a].
Falls das (AWP) sowohl eindeutig losbar, als auch F' im ,,Rechteck”
R:=Jx[n—e1,n+e)

stetig ist, so ist sogar (natirlich unter denselben Voraussetzungen an die Differen-
zierbarkeit und die Graphen von v und w)

vV < F(z,v) inJ, v()<n (bzw. w' > F(z,w) in J, w() =n)
bereits hinreichend dafiir, dass v Unterfunktion (bzw. w Oberfunktion) ist. Und zwar

in dem Sinne, dass dann

i ganz J gilt.

Betrachten wir ein links an die Stelle & anschlieffendes Intervall J = € —a,&], so
lauten die Bedingungen fiir eine Unterfunktion (bzw. fir eine Oberfunktion) entspre-
chend

L[> o~ L [< o~
v {>} F(z,v) inJ, v <n <bzw. w {<} F(z,w) inJ, w(f) 277) :

Beweis [13, S. 71ff

Bezogen auf die Differentialungleichung (3.21) ist in obiger Schreibweise
2
Fys(z,y) = — 35 Y € C°(RL xR),

und wir wissen bereits, dass y' = Fy/3(x,y) mit entsprechender Anfangsbedingung ein-
deutig l6sbar ist. Es ergibt sich also unmittelbar die
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Folgerung 3.34

Sei y differenzierbar in Ry und erfiille dort

7 {2} e, Oz

firé>02>2n.

(et (3]

Analog:
{2 Bt w0 <n = v [}t wr {501

Dies ermoglicht uns den qualitativen Verlauf der Losungen von (3.21) zu zeichnen. Hierzu
bemerken wir:

Bemerkung 3.35

(i) Unsere Aussagen beziehen sich auf y = f'! Fir f stelle man sich enstpre-
chend eine Stammfunktion vor. Wir werden aber spdter auch noch Funktionen
f angeben.

(ii) Anstelle von einer Differentialungleichung sollte man in (3.21) besser von Dif-
ferentialungleichungen sprechen. Denn es ist auch y < 0 zu erfillen. Wollen
wir also (3.21) lésen, so missen wir in Folgerung 3.34 auch 0 = y(§) = n
fordern.

Fiir n = 0 ist Yyme = 0 nach (3.25) die eindeutige Losung, und schneidet also
y auf jeden Fall in . Denn es bleibt fir y nur y(§) = 0 ibrig.

Im Falle 0 > y(§) > n wird y natirlich von der Lisung Yy, mit dem Anfangs-
wert Yumi () = y(§) geschnitten.

Kurz und gut: Um uns den qualitativen Verlauf besser vorstellen zu kinnen,
betrachten wir in Folgerung 3.34 fortan oBdA nur noch y(§) = 1 = Y (§)-
Die beiden Fille lassen sich also zu einem Fall zusammenfassen:

2
y {;} — g-yng/g(w,y), y(&) =n

N J/
-~

|
Pt (e} o e o L)

(iii) Die Graphen der Lisungen .., verlaufen durch die Punkte (1,n7¢*?). Es ge-
niigt also fir die Anfangswerte nur y(1) = n = Yy (1) fiir n < 0 zu betrachten.
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Existieren also zu (3.21) noch andere Losungen als ., so miissen diese qualitativ den

in der Skizze gestrichelten Verlauf nehmen,

0 1 I
- | ylilnif

denn wegen y < 0 miissen diese ebenfalls im vierten Quadranten verlaufen. Auch folgt

aus (3.21) unmittelbar ' = f” > 0, d.h. ¥ muss monoton wachsen.
Des Weiteren erkennt man, dass f und f.;. an der Stelle 1 diesselbe Steigung besitzen.
In (0,1) hingegen féllt f stérker als fi., in (1,00) schwéicher. Weiter unten werden wir

den Verlauf von verschiedenen Funktionen f in einem Koordinatensystem sehen, wodurch
dieser Effekt deutlich wird.

Die Frage lautet nun natiirlich: Gibt es aufer den y,;,,;, noch weitere Losungen von (3.21)?
Eine Moglichkeit dies herauszufinden besteht darin, die ,rechte Seite Fy/3(z,y) geméls

F(z,y) {;} Fy3(w,y)

geringfiigig abzudndern und zu versuchen, die Differentialgleichung

y = F(x,y)

explizit zu 16sen. Wahlt man z. B. fiir e > 0

F(l‘,y) = F2/3(x7y) +e,

so ist die lineare inhomogone Differentialgleichung ¢ = F(x,y) zwar stets auf ganz R,
l16sbar, aber fiir die Losungen y zeigt sich, dass y < 0 stets nur in einer beschrinkten

Umgebung von ¢ und nicht auf ganz R, gilt.
Die Modifikation

F y (2 3a + 2
F(z,y) = F<2/3>+a(x,y):_§'(§+a> N
~——

=:ga(z)
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fir a > 0 (a = 0 liefert natiirlich y,,;,) fithrt jedoch zum Erfolg. Wobei

>
F(2/3)+a(x> Y) {2} F2/3(33, Y)

fiir a > 0 nur dann erfiillt sein kann, wenn die Losungen, welche wir mit y, bezeichnen
wollen, auch y, < 0, also die zweite Ungleichung in (3.21) erfiillen. Dies ist aber gege-
ben, denn die eindeutig bestimmte und auf ganz R, existente Losung vy, des linearen
homogenen Anfangswertproblems

3a + 2
Yo = — Yo € Yot 9u(@)ya=0

3z (3.26)
A y(1)=n<0

ergibt sich geméf (3.22) zu

Ya(T) =1 - exp (— /j 9a(?) dt> =2 G <o v

Durch Integration erhalten wir also eine ganze Schar an Funktionen die (3.21) l6sen, wobei
dies nicht alle Losungen sind. Natiirlich gilt fi... = fo-
Dies fassen wir in dem folgenden Satz zusammen, und liefern anschliefend eine Skizze fiir

ac{0,1/6,1/3,2/3}:

Satz 3.36 (LOSUNGSSCHAR FUR DAS PROBLEM (3.1))

Fiir ¢ <0, d € R beliebig, besitzt die fir a € [0,00) auf Ry definierte Funktionen-
schar

d+c-s37* | firael0,1/3)
fa(s) =< d+c-lns | fira=1/3 (3.27)
d—c-s37* | firae(1/3,00)

die Figenschaft, dass
faodet : PSym(3) — R

C s fu(detC)

konvex ist.
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S
0 1
\\\\\
\\\\\\ \ ?/3_3

— \\\”\w\x |
\ — L~ Ins
i()gl 6 ()

flimit(s) - ._331/3 +3

Diese anschauliche Darstellung kann man aus genannten Griinden fiir jedes fi.., durch
geeignete Wahl von ¢ und d erzwingen, d.h. fiir alle f,.;, kann der qualitative Verlauf
weiterer Losungen unseres Problems in dieser Form angegeben werden. Die spezielle Wahl
von ¢ (und damit d) in der Skizze ergibt sich aus der Integration von

fi(x) = yala) = n- 2= (E¥)

denn man erhéalt

c= n fir a €[0,00)\{1/3} A c¢=n fir a=1/3.

1—3a

Wie in der Skizze durch die gestrichelte Linie angedeutet, wurde aufferdem n = —1 ge-
wahlt.






4. Nichtlineare Elastizitat

In der Einleitung haben wir zum Einen motiviert, warum die Simulation/Modellierung
von Bauteilen und Materalien wichtig ist, und zum Anderen, warum man Elastomere
besser anhand nichtlinearer Modelle untersucht. Wir wollen nun einen kurzen Uberblick
iiber die wichtigsten Ideen, Bezeichnungen und Annahmen einer physikalisch sinnvollen
Materialmodellierung geben, wobei wir uns an [11], [10] und [12] orientieren:

Unter der ,,Deformation” eines Koérpers 2 C R? aus einem gewissen (in unserem Fall:
elastischen) Material, verstehen wir nichts anderes als eine Abbildung

o0 — () CR?.

(2 nennt man auch ,Referenzkonfiguration” und ¢(€2) einen ,deformierten Koérper“. Hierbei
sei die Deformation ¢ nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngig: Wir beschréanken uns also
auf den einfacheren Fall nichtlinearer Elastostatik.

Diese allgemeine Definition einer Deformation schliefst aber natiirlich auch solch physika-
lisch unsinnige Deformationen mit ein, in denen ein dreidimensionler Kérper im Extrem-
fall auf einen einzigen Punkt zusammengedriickt wird. Um dies zu verhindern, miissen
wir weitere Forderungen an unsere Deformation stellen:

Zunachst einmal sei unser Korper §2 von endlicher Gréfe und besitze einen hinreichend
glatten Rand 0€2. Auch wollen wir verhindern, dass unser Korper lokal wie eine zweidi-
mensionale Flache oder dergleichen aussieht. Mathematisch bedeuten diese Forderungen
nichts anderes, als dass () offen und beschrénkt sein soll und z. B. einen LiPSCHITZrand
besitze. Zudem sei die Deformation ¢ hinreichend glatt. Eine weitere oft gestellte Forde-
rung ist die Bijektivitit von ¢, um , Uberlappungen® von Teilen des Materials durch die
Deformation zu vermeiden. Mit

F: Q — M3
, (4.1)
r > F(x):=Vp(z) = Dp(x)

kurz F' = Vo, sei eine wesentliche kinematische Grofse bezeichnet: Der , Deformations-

gradient”. Um Spiegelungen oder dgl. auszuschliefsen, fordert man auferdem eine orien-
tierungserhaltende Deformation, i. e.

det(F(z)) >0 Vze. (4.2)

Daraus folgt unmittelbar, dass fiir alle z € Q C(z) := F?(z)F(z) € PSym(3). Wie bereits
des Ofteren erwithnt, nennen wir C' den ,rechten CAUCHY-GREEN-Deformationstensor®.
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Fiir p € Wh?(Q) = WH?(Q, R3) wie in Abschnitt 2.3 gilt alles Gesagte entsprechend fast
iiberall. o € W1P(Q) aus diesem Abschnitt stellt eine globale Randbedingung dar, d. h.
wir geben jedem Randpunkt eine feste Verschiebung vor.*

Den Bogen zu den Variationsformulierungen spannt nun die Kontinuumsmechanik, welche
ein Kraftegleichgewicht formuliert, die sogenannte ,Gleichgewichtskonfiguration®. Dies ist
aber gerade die EULER-LAGRANGE-Gleichung” zu dem Energiefunktional I mit

I(p) = / Wz, p(z), Vola)) da (4.3)

identisch zu unserer bisherigen Schreibweise. Das Energiefunktional beschreibt die zur
Deformation ¢ notige Energie. W nennt man ,freie Energiefunktion” oder auch ,gespei-
cherte Energiedichte”. Ein Minimierer von I aus der Klasse zuléssiger Deformationen A,
beschreibt dann die energetisch giinstigste Deformation, welche die vorgegebenen Rand-
werte realisiert.”

Hyperelastische Werkstoffe sind dadurch gekennzeichnet, dass sich Deformationen in der
Regel spontan, oder aber zeitverzogert vollstandig zuriickbilden. Es stellt sich heraus,
dass die freie Energiefunktion W in diesem Falle nicht von der Deformation ¢ abhéngt.
Falls das Material homogen ist, so ist W zudem nicht explizit von der Variable x abhén-
gig. Von nun an sei also W = W(F). An diese freie Energiefunktion stellt man weitere
Bedingungen:

e frame-indifference”

W(QF) = W(F) (4.4)
fiir alle F' € M**3 und alle Rotationsmatrizen Q € SO(3).

e Verhalten fiir extreme Deformationen®

W(F) — oo fiir det FF\,0 A W(F)=o00 fiir det F <O0. (4.5)

Fiir weitere Anmerkungen verweisen wir auf den Unterabschnitt 2.3.3.

4.1. Das NEO-HOOKE-Modell

Je nach Material stehen zahlreiche Modelle zur Modellierung in Form der freien Ener-
giefunktion W zur Verfligung. Fiir gummiartige Materialien ist das Modell von OGDEN

1 Wir wollen uns auf diesen Fall beschranken. Man kénnte auch fiir verschiedene Teile des Randes
verschiedene Bedingungen stellen, z. B. Randwertvorgaben auf I'g C 992 und Zugbedingungen auf I'; C
09, wobei I'o NT'; # () nicht ausgeschlossen ist.

2 Womdglich in einer schwachen Formulierung, siche Bemerkung 2.13 auf Seite 17

3 Dass solch ein Minimierer nicht immer eindeutig ist, fiihre man sich z.B. anhand einer diinnen
linglichen Platte aus Metall vor Augen. Ubt man in Lingsrichtung Druck aus, so ist nicht klar, ob sich
die Platte nach oben oder unten biegt.
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mit

W(F) = Za tr (FTF)™) + Z btr ((Adj (FTF))™") + f(det F)

, s (4.6)
= Zai tr (C’ai/z) + ij tr ((Adj C)B]ﬂ) + f(det F')

ein bekannter Vertreter. Hierbei seien 7,5 € N, a;,b; € Ry, o;,8; > 1, f eine konvexe
Funktion und die Potenz einer positiv definiten symmetrischen Matrix iiber die entspre-
chenden Potenzen der positiven Eigenwerte geméfs der iiblichen Zerlegung in Lemma 3.5
erklart.

Setzt man r =1, oy = 2, a = a; € R und alle b; gleich Null, so erhdlt man als Spezialfall
bzw. leichte Abwandlung das ,,NEO-HOOKE-Modell“

W(F) = a||F||* + f(det F) , (4.7)
denn tr (FTF) = (FTF 1), , = (F,F)y,.

Untersucht man nun die Konvexitit der freien Energiefunktion bzgl. F', so ist Vorsicht
geboten: CIARLET [5, S. 162] hat gezeigt, dass {F € M>*3 : det F' > 0} C M?>*3 nicht
konvex ist. Eine realistische Energiefunktion sollte aber unsere Forderung (4.5) fiir das
Verhalten extremer Deformationen erfiillen. Wie man sofort anhand von Definition 3.1
auf Seite 23 sieht, kann man auf konvexen Teilmengen K definierte konvexe Funktionen,
wobei K Teilmenge eines normierten Raumes X sei, durch den ,Wert“ +o0o auf X\ K
problemlos zu auf ganz X konvexen Funktionen mit Werten in R*> fortsetzen. Die Frage
ist also, wie man mit dem Problem umgeht, dass {F € M3*® : det F' > 0} nicht konvex
ist. Gliicklicherweise brauchen wir daran aber keinen Gedanken verschwenden, denn wir
wissen bereits nach Unterabschnitt 2.3.3, dass eine beziiglich F' konvexe Energiefunktion
W nicht die Singularitét in (4.5) widerspiegeln kann. Aus diesem Grunde sind wir ja gerade
zu dem Konzept der Polykonvexitét tibergegangen. Wegen W = W (F') und der Tatsache,
dass Adj F' in (4.7) nicht auftritt, vereinfacht sich der Nachweis der Polykonvexitét von
W in der Schreibweise geméft Definition 2.15 zum Nachweis der Konvexitét von

P R — R
(A,B) — P(A,B):=a|A|*+ f(B)

Wegen D*(A +— (A, A)).(H,H) =2-||H|? fiir H € M?*3 beliebig und a > 0, ist der erste
Summand sogar strikt konvex. Der zweite Term ist trivialerweise konvex in B, da dies
Voraussetzung an die Funktion f war. Somit ist P (strikt) konvex in (A, B) und mithin
W polykonvex.

Nehmen wir an, es gebe Minimierer des Energiefunktionals 7. Im Allgemeinen ist es schwie-
rig nachzuweisen, dass diese Minimierer auch die (ELG) l6sen, da weitere Wachstumsbe-
dingungen an W gestellt werden miissten. Genauso ist nicht unmittelbar klar, wie viel
Regularitat solch ein Minimierer besitzt, d.h. wie glatt er ist. Eine weitere interessante
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Frage ist die der Stabilitdt. Kann es sein, dass sich der Korper génzlich anders defor-
miert, obgleich man die Randbedingungen nur geringfiigig dndert? Dies ist natiirlich zu
vermeiden. Um noch etwas mehr Informationen zu gewinnen, schreiben wir unsere freie
Energiefunktion W zunéchst als Funktion W in Abhéngigkeit von C. Wegen det F' > 0
nach (4.2) und det F' = det F7T ist

det F = (det F" - detF)l/2 = (det O)/* .

—~

Wie wir bereits gesehen haben, ist || F||? = (FTF, 1). Somit gilt also W (F) = W(C) mit

W(C) = a(C,1)+ % f(det C) (4.8)

Der erste Summand ist offensichtlich konvex in C'. Wann dies auch fiir den zweiten Sum-
manden gilt, war Gegenstand des vorigen Kapitels im Falle f € C?(R,). In Theorem 3.30
haben wir gezeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn f (3.21) erfiillt:

£(s) + i F5)20 A f(s)<0  VseR, .
Insbesondere gilt also, dass f” > 0 und f mithin konvex ist. Um also eine beziiglich
C konvexe freie Energiefunktion zu erhalten, miissen wir die die Auswahl an konvexen
Funktionen f einschranken. Wie bereits in Unterabschnitt 2.3.3 erwdhnt und in Satz
3.36 anschaulich dargestellt, schliefst dies auch unser gefordertes Verhalten fiir extreme
Deformationen nicht aus. Als Funktion von C darf unsere freie Energiefunktion W eine
Singularitét fiir det C' — 0 < det F' — 0 besitzen.

Die Hoffnung ist nun, aus der Konvexitét in C' weitere Erkenntnisse iiber die Regularitéit
und Stabilitdt von Losungen des Variationsproblems gewinnen zu kénnen, und stellt einen
moglichen Ankniipfungspunkt zur weiteren Vertiefung der Thematik dar. Zum Abschluss
noch eine weitere Bemerkung:

Bemerkung 4.1

Ein anderes klassisches nichtlineares Modell, z. B. fiir Metalle, ist das sogenannte
oaint VENANT-KIRCHHOFF-Modell”. Eine typische Energiefunktion formuliert in
Abhdngigkeit des rechten CAUCHY-GREEN-Deformationstensors ist

W(C) = %nc C 1|2 — In(det ©) .

Auch diese freie Energiefunktion ist konvex in C und kénnte von weiteren Erkennt-
nissen profitieren.
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A. Ein Gegenbeispiel
Eine andere Vermutung zur Losung unseres Problems kénnte auf
f(det C) konvex in C' = CT >0

g
Pl s p) €19 F<0 vseR,

mit den beiden Grenzfillen
D f(s)=—s* |, @ f(s)=—Ins

fiir s € Ry fithren. Der Grenzfall @ z&hlt auch zu unserer Losungsschar, aber wir haben
in (3.21) gezeigt, dass s - f”(s) + f'(s) auf Ry nicht nach oben beschriankt ist.

Den ,unteren“ Grenzfall ©® kann man durch die Wahl
D li=s1.1 . H:=1

sofort widerlegen, denn dann ist die Konvexitdtsungleichung (3.13) verletzt. Wir wollen
aber zusatzlich noch ein Gegenbeispiel bzgl. der konkreten Konvexitiatsdefinition angeben:

Wiéhlen wir .
Cl =1 N Cg :2]1€IP’Sym(3) s 7'325,
so folgt
fodet((1—=7)01+7Cy) < (1—7)-(fodet(Cy))+7-(f odet(Cy))
& f(det (3-1)) < %-f(detl)+3- f(det(2-1))
= FE) < 570)+ 36)
- @ < 4o
o B
& 1 <0

Ein Widerspruch.
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