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Introduction

La réduction dimensionnelle des modeles en mécanique des milieux continus est
un sujet qui s’est largement développé durant les dernieres années. Il s’agit d’une
procédure par laquelle on réduit un probléme posé en dimension N en un probleme
posé en dimension M < N. Elle permet de diminuer les difficultés mathématiques
présentées par la théorie multidimensionnelle et de simplifier I’aspect numérique.

Les réductions de dimension les plus intéressantes en mécanique des solides
sont :

— laréduction 3D-2D (N = 3, M = 2), on parle alors de théorie des membranes,

coques ou de théorie des plaques,

— laréduction 3D-1D (N = 3, M = 1), soit la théorie des fils minces, poutres ou

arches dans le cas courbé.

Notre travail porte sur la théorie des fils minces qui décrit le comportement
mécanique d’un corps solide, le fil, qui est mince dans deux directions. Cette des-
cription se fait a I’aide d’équations n’ayant qu’une dimension d’espace et le temps
comme variables indépendantes. Nous étudions le comportement mécanique du fil
a I’aide d’un modele viscoélastique en grandes déformations introduit par P. Neff
[33]. L’hypothese des petites déformations ne s’applique donc pas dans ce cas
puisque le corps est supposé subir des modifications importantes de sa géométrie.
La viscoélasticité est une propriété physique du corps indispensable pour obtenir
des comportements réalistes, d’ou son intérét. Un comportement visqueux est ca-
ractérisé par I’intervention du temps. Le temps figure donc dans la loi de comporte-
ment d’un matériau viscoélastique et sous charge constante la déformation évolue.

Nous présentons une réduction 3D-1D pour le modele viscoélastique de P. Neff.
En toute généralité, les deux approches les plus connues pour un tel passage (3D-
1D) sont les approches « directes » et les approches « dérivées ». Les approches
directes, introduites par les freres Cosserat [19] (1908-1909), considerent des le
départ le fil comme un objet unidimensionnel muni de vecteurs directeurs. Ce type
d’approche a été utilisé par la suite par plusieurs auteurs parmi lesquels on cite
Green, Naghdi, Laws, Cohen et Wang ([18], [22], [23]). Pour ce qui concerne les
approches « dérivées » (connues parfois sous le nom des méthodes asymptotiques,
voir Aganovié, Tambaca et Tutek [3, 4] et Ciarlet [16, 17]), il s’agit d’obtenir, en
partant de modeles tridimensionnels dans un domaine dont certaines dimensions
sont petites par rapport aux autres, des modeles posés sur des ouverts de dimension
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un. Cette réduction s’obtient par un passage a la limite, effectué dans un certain
sens, quand les petits parametres du domaine tridimensionnel tendent vers zéro.
Notre approche, semblable a celle de P. Neff, n’est ni une méthode directe car on
a toujours I’aspect tridimensionnel, ni une méthode asymptotique. En fait, notre
réduction 3D-1D est basée sur I’introduction de vecteurs directeurs dans le sens de
Cosserat (voir (6)).

Cette these est divisée en deux parties. La premiere partie est consacrée a I’ob-
tention, puis a 1’analyse mathématique du modele unidimensionnel réduit. La se-
conde partie s’occupe de la résolution numérique du modele réduit. Nous présentons
maintenant un résumé rapide des contenus de ces deux parties.

1 Etude théorique

Cette partie porte sur la réduction 3D-1D du modele viscoélastique introduit
par P. Neff, lequel s’est intéressé au passage 3D-2D. Initialement, nous avons tenté
d’appliquer la démarche que P. Neff a suivie pour le passage 3D-2D pour le cas du
passage 3D-1D. Toutefois, cette approche s’est révélée en partie inadaptée a notre
cas. Nous avons donc été amenés a utiliser une nouvelle approche que I’on détaillera
ultérieurement. Par ailleurs, nous montrons que le modele unidimensionnel réduit
est bien posé autrement dit, qu’il possede une unique solution.

1.1 Notations et présentation du probléeme

Apres avoir donné quelques notations qui nous seront utiles dans la suite de ce
travail, nous décrivons le modele viscoélastique tridimensionnel.

En général, les modeles viscoélastiques en grandes déformations se répartissent

selon les deux classes suivantes [25] :

— les modeles de type intégral qui expriment la contrainte viscoélastique comme
une intégrale temporelle d’une fonction du champ de déformation,

— les modeles de type différentiel qui introduisent une variable interne supplé-
mentaire dont 1’évolution est gouvernée par une équation différentielle en
temps.

C’est a la deuxieme classe de modeles que nous nous sommes intéressés dans ce
travail (voir (2)).

Le probleme tridimensionnel viscoélastique que nous souhaitons réduire en un
probleme unidimensionnel est un probléme couplé minimisation-évolution introduit
par P. Neff [33]. Il consiste a trouver un couple déformation-rotation (¢,R): [0, T] X
Q — R3 x SO(3) ol1 Q est un ouvert borné régulier de R?, solution d’un probléme
couplé comportant une minimisation pour la déformation :

at fixé, chercher ¢ € ® telle que J(¢,R) = infpj(y/,R), (1)
ye
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et un probléme d’évolution pour la rotation a x fixé

drR 1 ay(p\a =
— = ﬁv+((8) )(B)R, R(0) = Ry, )

ou P est un ensemble de déformations admissibles qui inclut les conditions aux
limites et

J(QD,R):/QW(F,R)dx—/Qf-q)dx

—/N-q)dS—/ g-(pda—/ e-@da
r r! o

est I’énergie totale. La densité d’énergie interne W s’exprime a 1’aide des constantes
de Lamé u > 0 et A > 0 (voir Chapitre 1, Section 1.2) par

3)

A
W (F,R) = %HRTF +FTR=21|* + 5 (a(R"F +F'R 21))

ou F = Vg est le gradient de la déformation. Les fonctions f et N représentent
respectivement une densité de forces volumiques et une densité de forces surfa-
ciques appliquées sur une partie I" du bord de Q = @x]0,1[ (w étant un ouvert
bidimensionnel borné). Le fil est aussi soumis aux forces de densité g et e sur
I'' = @ x {1} et Y = @ x {0} respectivement. Pour ce qui concerne 1’équation
(2), (B)“ désigne la partie antisymétrique de la matrice B. Cette matrice dépend du
gradient de la déformation F et de la rotation R, et prend selon P. Neff soit une va-
leur dite mécanique Bigca, Soit une valeur dite thermodynamique Bihermo, données
respectivement par

Bmgea = F RT 4)

et
Bihermo = (21 +34)FRT — u(FRT)?> — A tr(FRT)FRY. (5)

P. Neff n’a traité que le cas mécanique. Dans notre travail, nous effectuons non
seulement 1’analyse théorique du modele mécanique, mais également 1’étude numé-
rique des deux modeles, mécanique et thermodynamique. Enfin, le terme % v*T ap-
paraissant dans le second membre de 1’équation (2), est une fonction a valeurs sca-
laires représentant la viscosité élastique dans le domaine élastique et 1) est le produit
d’un temps de relaxation par une pression de référence.

1.2 Réduction dimensionnelle 3D-1D

Le but de cette partie est de réduire le probléeme tridimensionnel couplé minimi-
sation-évolution formé par les équations (1) et (2) en un probleme unidimensionnel.
On définit donc une famille de domaines minces

Q= {(x1,%2,x3); (x1/h,x2/h,x3) € Q} = ho x ]0,1],
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pris comme configurations de référence d’une famille de fils viscoélastiques non
linéaires et homogenes. Le diametre de la section hw est égal a h (0 < h < 1). On
note (¢, Ry) la solution du probleme viscoélastique tridimensionnel.

On cherche a définir, quand £ est petit, une approximation unidimensionnelle
(o, ﬁ) de (@4, Ry). La déformation ¢: Q, — R3 peut étre considérée comme la
composée de la déformation du fil m: [0,T] x ]0,1] — R et de la déformation de
la section (h) décrite par deux directeurs orthonormés dy: [0,T] x ]0,1] — S2,
a = 1,2. Dans I’esprit de la théorie spéciale de Cosserat (voir [7]), on fait I’ Ansatz
cinématique suivant :

o(t,x1,x2,x3) = m(t,x3) + p1(t,x3)d; (t,x3)x1 + P2 (t,x3)d2(t,x3)x2,  (6)

ou les fonctions py: [0,7] x ]0,1[ — R permettent de prendre en compte des ef-
fets de Poisson dans la section. On introduit un second Ansatz pour les rotations :

R(t,x1,x2,x3) = R(,x3), et 'on fait I’hypothése, raisonnable pour / petit, que les
deux premiers vecteurs colonne de la rotation R et les directeurs sont couplés par la
relation Ry = dy.

Avec ces hypotheses, on calcule le gradient de la déformation et I’on trouve

ou I’on adopte la convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés. Ainsi,
tout en supposant sans perte de généralité que

/ xlda:/ xoda=0 et / xixpda =0, (8)
hw hw ho

I’énergie totale (3) se réduit en

J(m7p17p27R)

1
:/ ah(%HRTAmM;R—zzHM%(tr(RTAm—z))z)dx3

0

9)

| . a4 (
+ [ (IR Aa+ ALRIP + 5 (R A0))?) = frm

—pah-Ra) dxs — g, m(1) = pa(1) g Ra(1) ~ pa(0)é- Ra(0),

et I’équation différentielle (2) devient

4 R, x3) = %v+<(Am(t,X3)R(t,X3))a> (Am(t,x3) B (1,33)) Rit,x3) (10)

dans le cas ou B = Byn¢ca, alors qu’elle se réduit en

Jd - 1 _ _ _
ER(L)@) = EV+ ((Bthermo)a) (Bthermo)aR(lax3) (11)
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dans le cas oll B = Bihermo. Notons que Bipermo désigne la moyenne de Bermo Sur la
section du ho et que (Bihermo)® €st sa partie antisymétrique égale a

(Bihermo)® = (21 +34) (AmR")* — ((AwR")?)* = A tr(AuR" ) (AmR” )
h

‘fTZ(u(<AaRT>2>“+Mr<AaRT><AaRT>“)- (12

Les équations (10) et (11) sont obtenues en moyennant sur la section (h®) respecti-
vement Bygca €t Bihermo donnés par (4) et (5), et ou F est donné par (7). Notons que

fr» &r» h, g et e sont les densités de forces réduites et ne dépendent que de la variable
X3.

Remarque 1. L'équation (11) fait intervenir les dérivées spatiales de R; et de
R> contenues dans I’expression des termes Ag. 11 s’agit donc d’une équation aux
dérivées partielles, alors que I’équation (10) est une équation différentielle ordi-
naire. L’analyse mathématique de I’équation aux dérivées partielles du modele ther-
modynamique étant trop compliquée, nous ne considérons dans notre étude théori-
que que I’équation différentielle réduite (10).

Ayant obtenu un probléme minimisation-évolution unidimensionnel, il s’agit
désormais de savoir s’il est bien posé.

1.3 Etude du probléme de minimisation 1D

Dans le cas 3D-2D, P. Neff [32, 33] a pu éliminer analytiquement le coefficient
p décrivant le pincement de la plaque, en imposant 1’égalité des forces sur le bord
projetée selon le vecteur normal. Cette approche n’est pas utilisable dans le cas
du passage 3D-1D. En effet, il est bien connu qu’un Ansatz de type Cosserat (6)
n’est pas suffisamment riche pour donner naissance a des contraintes pouvant €tre
équilibrées par des forces de surfaces générales sur le bord latéral du fil. Nous avons
plutdt travaillé dans I’esprit de 1’approche des multiplicateurs de Lagrange pronée
par Antman [7], en minimisant I’énergie non seulement par rapport a m (comme le
cas de 3D-2D) mais également par rapport aux Pg.

On a alors un premier résultat de minimisation avec

® = {m € H'(]0, 1[:R%), m(0) = (0,0,0)}
et
®={p = (p1,p2) € H'(]0,1[;R?)}.

Théoréme 2. Soit Iintervalle I = [0,1]. On suppose données les rotations R €
H'(1,S0(3)), et les forces extérieures f,, h € L>(I;R?) et g,, g, sont des vecteurs
de R>. Alors il existe X = (m,py,p2) € H' (I; R3) qui minimise J donnée par (9) sur
P x0O:=>.

La preuve de ce théoreme repose essentiellement sur la méthode directe du cal-

cul des variations [20]. En effet, la fonctionnelle J est quadratique, continue, coer-
cive et strictement convexe par rapport a m et py.
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1.4 Etude du probléeme d’évolution 1D couplé avec la minimisa-
tion

Dans cette partie, on étudie 1’existence et 1’unicité du probleme d’évolution
réduit. On commence par écrire I’équation différentielle (10) comme suit :

%R(r) — G(R(1)), (13)
avece
GIR) = (o (R).R) = —v* (B )y o R (14)
. 0 —(RsAm')3  (R3Am')y
By = (AnR") =3 | (RyAm') 0 —(Rsam)i |  A5)
—(R3Am')y  (Rznm')y 0
et

k —
VB )= (14 1Bzl ™) 1Bzl

r,k > 1. On a le théoréme suivant.

Théoréme 3. Soit I = [0,1], on suppose f,,h € C°(]0,+oo[; LP(I;R?)) et la condi-
tion initiale sur la rotation Ry € WHP(I;SO(3)) avec p € [2,+o0]. Alors il existe
un temps T* maximal tel que le probleme d’évolution réduit admette une unique
solution locale en temps

Recl([0,T*[;W'P(I;50(3))).

L’existence et ’unicité de la solution de I’équation différentielle (13) se montrent
grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz appliqué a I’application G, c’est-a-dire a g.
Il s’agit donc vérifier les deux points suivants :

— G(R) est bien dans W'7(]0,1[; M3) pour R € W*(]0,1[;SO(3));

— g est localement lipschitzien par rapport a R pour la norme de Sobolev W17
Pour ce faire, on écrit g (donnée par (14)) comme la composée des trois applications
suivantes,

h: W10, 1[:M§) — W' P(10,1[:M5)
1
X O XX,

Lz: W'P(10,1[;M$) — WP (10,1[;M3)
X — XR,
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et
K: WP(]0,1[;R?) x Wbr(]0,1[;S0(3)) — W'r(]0,1[; M%)

(T,R) — BT,R'

On a bien G(R) := g(m',R) = (LgohoK)(m',R).

On montre que ces trois applications sont localement lipschitziennes ce qui im-
plique que g I’est également. Le caractere lipschitzien de K est le plus délicat. Il se
montre a partir des estimations des fonctions m et po, (par rapport a R) obtenues a
I’aide de la formulation variationnelle et des formes fortes de 1’équation d’Euler-
Lagrange du probleme de minimisation réduit.

2 Résolution numérique

Dans cette partie, on s’intéresse a la résolution numérique des modeles visco-
élastiques unidimensionnels, mécanique et thermodynamique, obtenus par une ré-
duction dimensionnelle 3D-1D dans la partie I du travail. Il s’agit d’approcher un
probleme couplé minimisation-évolution, mais on commence par traiter séparément
le probleme de minimisation (qui est commun aux problemes mécanique et ther-
modynamique) et le probleme d’évolution. Ensuite, on résout numériquement le
modele viscoélastique par une méthode de splitting en utilisant les codes déja implé-
mentés pour les parties minimisation et évolution.

2.1 Implémentation du probleme de minimisation 1D

Notre probléme de minimisation se met sous forme variationnelle. On 1’ap-
proche numériquement, a R et 7 fixés, par la méthode des éléments finis. On découpe
Iintervalle |0, 1[ en N 4 1 petits intervalles de taille s = 1/(N + 1) et on note x; = ih,
i=0,...,N+1, les sommets du maillage. Par souci de simplicité, on choisit des
éléments finis de Lagrange [P pour la déformation de la ligne moyenne m du fil,
ainsi que pour les coefficients py (qui permettent de décrire la déformation des
sections du fil). Pour ce qui concerne les conditions aux limites, nous avons traité
deux cas. D’une part, on fixe la ligne moyenne du fil a 'extrémité O en lui im-
posant une condition de type Dirichlet homogene, et on applique une densité de
force sur I’autre extrémité du fil. D’autre part, on fixe la ligne moyenne aux deux
extrémités, O et 1, par des conditions de Dirichlet homogene et non homogene res-
pectivement. Notons que dans les deux cas, les coefficients py , sont supposés libres
en les deux extrémités (my, et Pgy , sont les inconnues discrétisées et h est le pas de
notre maillage). Pour cette raison, on a utilisé le terme « fixation » au lieu du terme
standard « encastrement ». En effet, les sections aux extrémités bougent puisqu’on
n’a imposé des conditions aux limites que sur la ligne moyenne du fil.

L’inconnue du probleme que I’on note Xj, est donc un vecteur soit a SN + 7
composantes dans le cas ou I’on fixe my, juste a I’origine (N + 1 pour m; 5 et N +2
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pour Pg ), soit a SN + 4 composantes dans le cas correspondant a la fixation de
my, aux deux extrémités (N pour m;j et N +2 pour pq ). Ce vecteur correspond
aux composantes des cinq inconnues dans la base des fonctions P;. On décide de
les regrouper par groupe de cinq aux nceuds intérieurs du maillage autrement dit,
en x; on a le vecteur (py1,(x;), Pan(xi), min(xi), mop(xi),map(x;)). Pour trouver Xy,
il s’agit d’écrire le probleme variationnel (associé au probleme de minimisation)
sous la forme d’un systeme linéaire A;X;, = b;, ou Aj, est une matrice carrée définie
positive d’ordre SN 47 (ou SN +4) et b, est un vecteur de RN (ou de RN,
Les calculs de A, et de by, se font en calculant des intégrales contenant la donnée R.
On discrétise donc R et 1’on suppose que ¢’est une rotation donnée en chaque nceud
du maillage.

2.2 Implémentation des problemes d’évolution 1D

Il s’agit d’approcher deux problemes d’évolution, mécanique et thermodyna-
mique, découplés pour I’instant du probleéme de minimisation. Commengons par le
cas le plus simple, le cas mécanique.

Cas mécanique

L’ équation différentielle ordinaire que 1’on souhaite résoudre numériquement (a
m’ fixé) est de la forme :

d. 1 ,
—R(t) =—(1 B 5 B, 5R 16
RO = (1 1By 1) By (16)
avec
0 R (®ean,
By gi=(AnR")" =2 | (RsAm')s 0 “Rsam) |- am
—(Rg, A m/)z (R3 /\m/)l 0

Nous effectuons cette résolution en se donnant une valeur de m’ (car dans ce para-
graphe on découple le probleme d’évolution de celui de minimisation), et a I’aide
de la primitive « ode » du logiciel Scilab qui permet de résoudre numériquement des
équations différentielles a valeurs matricielles. Pour cette raison, on écrit le second
membre de 1’équation (16) sous la forme d’une fonction ne dépendant que de R.

On a pu tester I’efficacité de la primitive « ode » dans notre contexte, et ce en
vérifiant que la solution approchée était proche d’une rotation. En effet, on sait
d’apres la partie I du travail que la solution du probleme continu d’évolution est
bien une rotation.
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Cas thermodynamique

Le cas thermodynamique est plus compliqué que le cas mécanique puisque c’est
une équation aux dérivées partielles qu’il faut approcher numériquement. Cette
équation est donnée par

0 - 1 _ _ _
ER(I;JQ) = ﬁv_‘— ((Bthermo)a) (Bthermo)aR(tax3) (18)

N

ou

(Bihermo)® = (214 + 3A) (AnRT)* =t ((AnRT)?)* = 2 tr(A,RT ) (A, RT )
Ja
ap

Am = (P1R1|p2R:|m') et Ag = (0[0](paRa)’).

La résolution numérique (a m et p, donnés) se fait aussi par « ode », mais
nécessite un peu plus de travail que celle du probleme mécanique. En effet, le second
membre de (18) contient les dérivées spatiales des premiere et deuxieme colonnes
de R (par I'intermédiaire des Ay). On décide alors d’approcher R/ (respectivement
R’) par la moyenne des valeurs que prend R; (respectivement R;) a droite et a
gauche de chaque nceud du maillage. Ainsi, on arrive a écrire le second membre
de I’équation (18) en fonction de R seulement. Notons que la solution obtenue par
« ode » est de méme tres proche d’une rotation en chaque point du maillage.

(/,L((AaRT)Z)a+7Ltr(AaRT)(AaRT)“>7 (19)

2.3 Résolution des problemes couplés 1D

Cette partie de la these s’occupe de la résolution numérique des deux modeles
viscoélastiques unidimensionnels, le modele mécanique et le modele thermodyna-
mique. Cette résolution se fait par une méthode de « splitting ». On commence par
calculer la solution du probleme de minimisation en utilisant le code expliqué dans
la Section 2.1. Cette solution sert a résoudre sur un pas de temps les problemes
d’évolution, et ce a 1’aide des codes dont la démarche est donnée dans la sec-
tion précédente. Ensuite, la solution de ce dernier probleme sert non seulement a
résoudre le probleme de minimisation a 1’étape suivante mais également comme
donnée initiale pour 1’appel suivant des codes des problemes d’évolution.

On a testé les modeles mécanique et thermodynamique pour un matériau synthé-
tique rigide et pour un matériau élastique souple. On remarque, pour les deux
modeles, que le matériau élastique souple donne de meilleurs résultats (dans le
sens ou le résidu du probleme de minimisation est plus petit et les solutions du
probleme d’évolution sont plus proches d’une rotation). En effet, ces modeles sont
mieux adaptés aux fils minces de faible résistance a la flexion. Enfin, notons que
les résultats du matériau €lastique souple semblent plus satisfaisants dans le cas
thermodynamique que dans le cas mécanique.
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Introduction

Dans cette partie, nous réduisons deux problémes tridimensionnels, le probléme
mécanique et le probleme thermodynamique, en deux problemes unidimensionnels.
Ces modeles sont des problemes couplés minimisation/évolution introduits par P.
Neff. Leur réduction dimensionnelle s’effectue a 1’aide d’un Ansatz de Cosserat.
Les deux problemes tridimensionnels couplés possedent le méme probleme de mi-
nimisation, mais different dans la partie évolution. En fait, il s’agit dans le modele
mécanique d’une équation différentielle ordinaire non linéaire, tandis que dans le
modele thermodynamique c’est une équation aux dérivées partielles du premier
ordre qu’il faut étudier. Etudier 1’existence et I’unicité du probléme thermodyna-
mique réduit semble hors de portée. Pour cette raison, I’analyse mathématique a été
seulement faite pour le modele mécanique réduit. Toutefois, dans la seconde partie
du travail, nous nous sommes intéressés a I’implémentation numérique des deux
modeles.

La méthode directe du calcul des variations est utilisée pour montrer que le
probleme réduit de minimisation est bien posé€. Nous obtenons 1’existence et I’uni-
cité du probleme d’évolution (mécanique), en appliquant le théoreme de Cauchy-
Lipschitz dans des espaces de Banach. Cette étude nécessite la détermination de la
formulation variationnelle de I’équation d’Euler-Lagrange ainsi que sa forme forte.
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Chapitre 1

Notations et présentation du

probleme

Dans cette partie, on commence par donner quelques notations qui seront uti-
lisées dans la suite de ce travail. Ensuite, on passera a I’introduction des modeles
viscoélastiques tridimensionnels, mécanique et thermodynamique, que I’on sou-
haite par la suite réduire en deux modeles unidimensionnels.

1.1 Notations

On munit R” du produit scalaire canonique noté u - v et soit |u| = \/u - u la norme
euclidienne associée. L’ensemble des matrices de dimension m X n et a coefficients
réels se note M,, . Pour m = n, on pose M, , = M,. Dans la suite m,n = 1,2,3.
Pour une matricem xneta; € R, i=1,...,m, onnote A = (ay|az|...|a,) la matrice
de M,, , dont la ieme colonne est a;. Soit (¢;), i = 1,...,n, la base canonique de R".
On munit M, du produit scalaire A : B = tr(A” B) et ’on note ||A|| = \/tr(ATA) la
norme euclidienne associée, ot AT est la transposée de A et tr désigne 1’ opérateur
de trace.

On note

Su(R) = {A € M,(R); AT = A},

Ax(R) = {A € M,(R); AT = —A},

les ensembles des matrices symétriques et antisymétriques respectivement, et S,
I’ensemble des matrices n X n symétriques a déterminant strictement positif. Notons
que les matrices symétriques et antisymétriques sont orthogonales entre elles pour
le produit scalaire sur M, et que M, est la somme orthogonale de S,(R) et A,(R).
Par ailleurs, on rappelle que toute matrice F peut se décomposer de facon unique
en sa partie symétrique et sa partie antisymétrique, notées F* et F'“ respectivement,

19
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en posant

1 1
F* = 5(F+FT) et F = E(F—FT).

Cette décomposition induit une décomposition de M, en somme directe orthogo-
nale.

On note
O(n)={ReM,,RTR=RR" =1,}

le groupe des matrices orthogonales et
SO(n) ={R € O(n), detR = 1},

le groupe des rotations. Le théoreme de factorisation polaire montre que toute ma-
trice inversible F' peut s’écrire de maniere unique sous la forme

F=RU =VR,

oll R = pol(F) € O(n) est une matrice orthogonale et U,V € S, sont des matrices
symétriques définies positives données par

U=(F'F)2etV = (FFT)2.

SidetF >0, on ade plus R € SO(n).

On note T le premier tenseur de contraintes de Piola-Kirchhoff. Les diffé-
rentielles d’ordre 1 et 2 d’une fonction W sur M,, a valeurs scalaires sont notées
DW et D*W respectivement.

Une fonction f: M,, , — R deux fois dérivable vérifie la condition de Legen-
dre-Hadamard si

VA € My, Ya € R™,Yb € R", D*f(A).(a®b,a®b) > 0.

On utilise les espaces fonctionnels classiques tels les espaces L?, W™P et H™.
Pour tout p € [1,+4o0] et tout ouvert Q de R”, on rappelle que L?(Q) désigne I’en-
semble des (classes de) fonctions mesurables sur € a valeurs dans R telles que

1/
</Q\f]”> p<+°o pour p < +oo
1 fllzr (@) =

supess(|f]) < 4o pour p = H-oo.

L’ensemble L”(Q) est un espace vectoriel, il est normé par || f||» () et complet pour
cette norme. L’epace de Sobolev W"”(Q) est constitué des fonctions u € LP(Q)
dont toutes les dérivées au sens des distributions D%u, d’ordre |a| < m, sont des
fonctions de LP(Q). W™P est donc défini comme

W (Q)

={u € L?(Q);D% € LP(Q) pour tout multi-indice « tel que || < m},
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et est muni de la norme « naturelle »

1/p
fumotey =< y ||D“u|\&)

|lac<ml|

pour p € [1,+oo[, et
(04
lellwnei@) =Y D%~
|a[<m
pour p = +-oo.
Par contre, dans tout ce travail, on munira pour simplifier I’espace W""? par la
norme

m
leellwmr(e) = lluller + Y 1D%uller
a=1
qui est équivalente a la norme « naturelle » définie ci-dessus.
Les espaces WP (Q) sont des espaces de Banach.

Les fonctions C* a support compact sont dans W7 (Q), et I’on note W' 2(Q)
I’adhérence de Z(Q) dans W™P(Q), pour p < +eo. Lorsque p = 2, on notera

H™(Q) =Wm2(Q) et HI'(Q) = W(;"’Z(Q). L’espace H"(Q) est donc 1’espace des
fonctions de L? () dont toutes les dérivées jusqu’a 1’ordre m sont dans L?(Q). C’est
un espace de Hilbert pour le produit scalaire

) pmi@y =Y, (D*ulD*V)12(q),

la|<m

et I’on a donc 12
2
lullim@y = (XL 1D%02)) -

lot|<m

Finalement, tout au long de ce travail, sauf mention expresse du contraire, on
adopte la convention d’Einstein sur la sommation des indices répétés. Les indices
grecs prennent les valeurs 1 ou 2 et les indices latins les valeurs 1, 2, 3.

1.2 Le probleme tridimensionnel

1.2.1 Présentation du modele viscoélastique

Soit Q un cylindre donné dans R. On choisit un systéme de coordonnées car-
tésiennes dans R? de facon a avoir Q = @ x {(0,0,x3);0 < x3 < 1}, ol @ est un
ouvert bidimensionnel borné dans le plan {x3 = 0}, de frontiére lipschitzienne. On
définit une famille de domaines minces,

Qh = {(Xl,XQ,X3); ()Cl/h,xZ/h,)@,) c Q} =ho X ]0, 1[,



22 CHAPITRE 1. NOTATIONS ET PRESENTATION DU PROBLEME.

ou I’on suppose que le diametre de @ est €gal a 1, ce qui fait que le diametre de la
section h@ est égal a h, h étant un parametre suffisamment petit (7 < 1) et stricte-
ment positif.

Ces domaines minces sont pris comme configurations de référence d’une fa-
mille de fils viscoélastiques non linéaires et homogenes, modélisés par un milieu
continu généralisé, le milieu de Cosserat. L’évolution de ce milieu est caractérisée
par un champ de déplacement et un champ de microrotation indépendants I’un de
I’autre. La microrotation décrit la rotation par rapport a une configuration initiale
d’un triedre orthonormé attaché a chaque point matériel. Ce triedre est en général
formé de vecteurs non matériels. En particulier, la microrotation ne coincide en
général pas avec la rotation continue associée au gradient de la déformation. Dans
le cas d’un polycristal, la microrotation peut représenter une moyenne de rotation
locale du réseau cristallin dans chaque grain.

Soit @y: [0,7] x Q) — R3 la déformation d’un fil au cours du temps. A f €
[0, 7] fixé, celle-ci doit étre en particulier localement injective sur Q et conserver
I’orientation dans Q;, pour étre physiquement admissible. Ces deux contraintes se
traduisent par la condition

detVey(t,x) >0

pour tout x € Qyetz € [0,7T].
Comme nous considérons la théorie de Cosserat, nous pouvons utiliser une
décomposition multiplicative du gradient de la déformation du type

F, = VgDh =R,U

ou U, appelé le premier tenseur de Cosserat, est une matrice inversible non symétri-
que définie positive. Cette décomposition n’est donc pas la décomposition polaire.
Pour ce qui concerne Ry, il s’agit d’'une microrotation (définie plus haut) indépen-
dante de Fj,, appelée tenseur de rotation de Cosserat (R, € SO(3)) et c’est une
quantité macroscopique homogénéisée dans le sens suivant. Les expériences [21,
27] montrent que dans un polycristal, les rotations des grains individuels peuvent
différer considérablement de la rotation continue qui est la partie polaire du gradient
de la déformation macroscopique. La microrotation représente une moyenne, a une
échelle intermédiaire, de ces rotations des grains. Notons que cette microrotation
satisfera sa propre équation d’évolution (voir (1.2)).

Le probleme que nous considérons est un probleme de couplage tridimensionnel
minimisation-évolution introduit par P. Neff dans [33]. Ce modele viscoélastique
differe d’une part des modeles en grandes déformations ou les déformations et les
rotations sont supposées grandes, et d’autre part des modeles infinitésimaux ou les
gradients du déplacement et les rotations sont tres petits. En fait, il s’agit d’un
modele « géométriquement exact avec des petites déformations », pour lequel les
rotations sont finies et les déformations sont petites seulement au niveau de la loi de
comportement car le modele est matériellement indifférent (voir Chapitre 2).

Notre objectif est I’étude du comportement d’un fil que 1’on identifie a un solide
tridimensionnel occupant la configuration de référence €2;,. On note F2 = (hw) x

{0} 1a base de Q, I'} = (how) x {1} la section correspondante & x3 = 1 et [, =
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d(hw) x |0, 1] 1a surface latérale du fil. On suppose, pour simplifier, que ce fil est
soumis a des forces mortes volumiques de densité f sur ’intérieur de €, a des
forces mortes surfaciques de densité N sur la partie latérale et a des forces de den-
sités g sur F}l et e sur 1"2

L’élément de volume de Q, et I’élément de surface de son bord latéral sont
notés dx = dxidx>dx; et dS respectivement, tandis que da = dxdx; désigne 1’élé-
ment de surface de la section @. On définit I’espace des déformations admissibles

@), = {@ ¢ WP (Q;;R?); det Vo > Op.p dans Qj et o(x) = xsurT9},

pour un certain p € |1, +oo].

Le modele tridimensionnel introduit par P. Neff, consiste a trouver un couple
(¢n, Ry,) ot d’une part la déformation @y, : [0, T] x Q;, — R est solution d’un proble-
me de minimisation de la forme :

at fixé, chercher @), € @y, telle que J;, (¢, Ry,) = in(fp Jn(Wn, Ry), (1.1)
Yr€EPLp

et d’autre part la microrotation Ry,: [0,T] x &), — SO(3) est solution du probleme

d’évolution p .
Zigleh(t) = ;i\/+i((lgh)a) '(lgh)al?h(t), (1.2)

ou By, est une matrice carrée d’ordre 3 dépendant de Fj, = V¢, et de R, et donnée
selon P. Neff soit par une expression dite mécanique Bpsca, SOit par une expression
dite thermodynamique Bihermo,

Bngca = FiR} (1.3)

et
Bihermo = (21 +34)F,RY — u(F,RY)? — A te(F,RI)F,RY . (1.4)

ou A >0etu > 0 sont les constantes de Lamé du matériau.
L’énergie totale J;, est

Jn(On, Ri) = I(@Qn, Ri) — 1n(@n), (1.5)

ou [;, désigne I’énergie interne

M%mZAWW%mMn (1.6)

h

tandis que la forme linéaire /;, correspond au travail des forces extérieures
o = [ fodi+ [ Noguds+ [ g odat [ e-pda (1)
Q, Iy r} ro

Pour ce qui concerne I’équation (1.2), le terme v := % vt ((Bh)“) est une fonc-
tion a valeurs scalaires représentant la viscosité élastique dans le domaine élastique

avece
(Bj)* r+1>’< H (Bp)"
(o) (o))

r—1

Y

v ((By)*) = (1 + H
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r,k > 1 et n estle produit d’un temps par une pression de référence, exprimé donc en
MPa.s ot s désigne la seconde et MPa le mégapascal ([32]). La constante oy est une
pression de référence que 1’on se donne et se mesure donc en MPa. Comme 1’unité
de mesure de Bj, (donc de sa partie antisymétrique (Bj,)?) est aussi le mégapascal
(contenant les constantes de Lamé), on a donc I’homogénéité de v*((B,)?) et le

(Bp)*

rapport s’exprime alors en 1/s. Ainsi, on en déduit que le second membre

du probleme d’évolution ((1.2)) est dimensionnellement homogene a I'inverse d’un
temps, ce qui est cohérent avec étre égal a la dérivée d’une rotation par rapport au
temps.

Il reste a identifier la forme de la densité d’énergie interne W. Il est connu que la
densité d’énergie d’un matériau hyperélastique, homogene et isotrope exprimée en
fonction des constantes de Lamé A > 0 et u > 0 ([14]) peut s’écrire sous la forme

W(E) = pie(E) + 2 (wE)? + ().

ou E = %(F TF —1) est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. Ainsi, en
fonction du gradient de la déformation F, cette densité s’écrit

A
W(F) = SIFTF — 1|2 4+ S (e(FTF = 1)+ o(|[FTF ~1]])

cartr(E?) =tr(ETE) := |E||?, E étant symétrique. Les déformations élastiques sont
supposées petites, ce qui rend la quantité |[F7 F — I|| également petite (F = F,). 1l
vient donc

W(F) = %HFTF—IHZJr%(tr(FTF—I))Z. (1.8)

Notre modele a pour but d’intégrer des rotations élastiques R. Le tenseur d’élas-
ticité D>W est indépendant de la déformation ¢. Cette propriété permet donc 1”exis-
tence d’une certaine configuration (@, R) € R? x SO(3), ol la rotation est considérée
comme un champ indépendant de la déformation ([31]). Ainsi en utilisant la décom-
position F = R+ (F — R), on obtient

|FTF —1||> = ||(R" + (FT —R")) (R+ (F —R)) —1I|)? 19)
~ |[RTF +FTR—21|?

puisque R R = I et en éliminant les termes quadratiques en (F — R) car il existe une
rotation R qui rend petite la norme ||F — R|| quand ||FT F —I|| est petite. En effet, soit
la décomposition polaire F = R,U, avec U une matrice symétrique définie positive
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et R, une rotation. On a ainsi,

lU =111 = ||R,F 1>
:=tr (FTR, —I)(R[F —1))
=tr(F'F—F"R,~RJF —1) (1.10)
=tr((FT —=R))(F —R)))
= [1F —Ry1*.

Or FTF et U sont symétriques donc diagonalisables, il vient donc que

n n
IFTF 1P =Y (—1)* et [U-I|P=Y (0i—1)%
i=1 i=1

oul 7; sont les valeurs propres de FT F et o; sont celles de U. Notons que U est une
matrice symétrique définie positive, ses valeurs propres o; sont donc strictement
positives. Comme U 2 = FTF, on en déduit donc que o; = /7;. Enfin, si la norme
|FTF —1||? est petite, alors la quantité (7; — 1)? 1’est également, et par suite 4 1’aide
de I'inégalité (,/7; — 1)® < (7 — 1), on montre que les termes (o; — 1)? et donc
|U —1I||? sont petits. Ainsi, par I’égalité (1.10), on trouve le résultat voulu autrement
dit, que le terme ||F — R, || est petit dés que ||FTF — || I’est. Comme on s’intéresse a
des situations ou la rotation indépendante R est proche de celle de la décomposition
polaire (notée R)), il est donc raisonnable de supposer que ||F — R|| est petite quand
|FTF —1|| est petite.
Pour ce qui concerne le terme contenant la trace, on a de méme

(te(FTF —1))* = (e(RTF + FTR—2I))*. (1.11)

En substituant (1.9) et (1.11) dans (1.8), il vient
A
W(F,R) = %||RTF+FTR— 2|2+ 2 ((RTF + FTR—21))2, (1.12)

On convient finalement de prendre la densité d’énergie apparaissant dans (1.6) égale

a
A
W (Fy, Ry) = %HR;{Fh +EIR, 21| + 3 (tr(REFy+FI Ry —2D))°.  (1.13)
Le modele viscoélastique mécanique (respectivement thermodynamique) est le

probleme couplé minimisation-évolution formé par les équations (1.1) et (1.2) avec
Bj, = Bpgca (respectivement By, = Bihermo)-
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1.2.2 Dérivation des problemes d’évolution

Dans ce paragraphe, nous donnons un petit apercu de la dérivation des équations
d’évolution dans les cas mécanique et thermodynamique, et ce tout en supposant
que le gradient de déformation Fj, est indépendant du temps. On ne détaillera que
la dérivation du probleme d’évolution thermodynamique, car celle du probleme
mécanique est simple. Il s’agit juste d’utiliser le fait que la partie polaire de Fj,
minimise sa distance a I’ensemble des rotations. Pour ce qui concerne le cas ther-
modynamique, 1’idée est de trouver une équation d’évolution pour R(z) telle que

e R;,(t) soit une rotation autrement dit, que ’on ait R (t)" Ry, (t) = I, et donc
que la matrice Ry,(t)Ry, ()T soit antisymétrique et s’écrive alors de la forme
R, (t)Ry(t)T = (A) ot Ry, est 1a dérivée de Ry, par rapport au temps ¢, et (A)*
désigne la partie antisymétrique d’une matrice A que 1’on souhaite trouver,

e 1’évolution de Ry (¢) assure la décroissance de 1’énergie W en question autre-

ment dit, que 1’on ait

%W(Fh,Rh(t)) <0, (1.14)

pour Fj, fixé en temps.
Commencons donc par calculer la dérivée par rapport au temps de 1’énergie (1.13).
Ona

d A
G (GNRLE =17+ 5 (w(F Ry = 1))
d Ad
= S (IR R =1712) + 5 = (e Ry = 1)) 1.15)
Or,

d( T 2 T T 5T T g
—(|(RY B, —1)* ):2R F,+FR,—2I): (RTF, + FR),
o IREE=D'P) =2(RIE+ B Ry —20) B R B R
= 4(RVF,+FI Ry —2I) : (FTRy,)

car RZF;, + FhTRh — 21 est symétrique, et 1’on a par définition du produit scalaire ma-
triciel et par les propriétés de la trace, I’égalité A : B = AT : BT pour toutes matrices
carrées A et B de méme ordre. Ainsi, en utilisant le fait que Rj, est une rotation et
les propriétés de la trace, on trouve

d :
(I REE = 17112) = 4((RE Fi+ F Ry = 2D)RT)  (F RuRY)
. T T T 1 T
‘_4tr(Rh(RhFh+Fh Rh_ZI)Fh Rth) (1.17)
= 4tr ((FuFy| +RyF) RyFy| — 2R, )RyR},)

= 4(F,F! + F,RI F,RT —2F,RT) - (RyR)).
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De méme, on calcule le second terme du second membre de (1.15) et I’on trouve

%((tr(FhTRh —1))2) = di ((FhTRh —1): 1)2

:2((FhTRh— D:1)((FRy): 1)

:=2((F/ Ry) : 1-3) tr(R} F) (L18)
=2(( :1—3) tr(FyRy})
=2((FRy) : 1-3) te(F,R. RyR},)

= 2((FhTRh) 31—3) (FuR},) = (RuR},).

En substituant (1.17) et (1.18) dans (1.15), il vient

& (BN REE 1712+ 2 (w(B R 1))
— (R(FF] + R BRE —2FRE)
+A((FTR) : 1= 3)BiRE ) : (RuRE). (1.19)
Le choix
RuRT = — (,u(FhFhT + FRTFRT —2F,RD) + A (FTRy) 1 — 3)FhR,{)a (1.20)

assure la décroissance de 1’énergie. En effet, avec un tel choix, (1.19) devient

d u 2 A T 2
R 1)2+ % (u(F Ry~ 1))
(G IRER =712+ 5 (5] Ry = 1)
a2
—_ H (u(FhFhT + FREF,RL —2F,RT) + A (FTRy) : 1 — 3)F,,R,{) H .
En effet, ’ensemble des matrices est égal a la somme orthogonale de 1I’ensemble
des matrices symétriques et I’ensemble des matrices antisymétriques (M,(R) =

Sx(R) L A,(R)). En multipliant (1.20) par Rj, a droite et par R! a gauche, et ce
tout en utilisant toujours le fait que Ry, est une rotation, on obtient

RTR,= —R! ( W(FFT + FyRTFyRT —2F,RT)
a
+ A ((FRy) 1= 3)FiR] ) R (121)
Par suite, 1’on trouve

. a
RTR, = — (u(R,thR,{Fh —RTF) + A((FTRy) : 1— 3)R,{Fh) (122
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car RT(A)“R;, = (RFAR),)® pour toute matrice A. Soit,

o a
Ry=—R, (u(R,{FhR,{Fh —2RTF) + A((FTRy) : 1— 3)R,§Fh)
a
= R, (u(R,{FhR,{Fh —2RTF) + A((FTRy) : 1— 3)R,§Fh> RTR, (1.23)
(

a
— — (W(FRL R 2R+ A((F R : 1-3)FiRL) 'Ri,

toujours par le fait que R, (A)*R] = (R,ART)® pour toute matrice A.

On termine ce chapitre par une remarque sur le comportement a 1’infini de la
solution Ry, () des problemes d’évolution mécanique et thermodynamique (pour un
gradient de déformation fixé en temps).

Remarque 1.2.1. P. Neff a montré que la solution R, (z) du probleme d’évolution
mécanique converge vers la partie polaire du gradient de la déformation que I’on
note R, quand t — +oo, ce qui n’est pas le cas pour le probleme d’évolution ther-
modynamique. En effet, il montre que la solution dans ce dernier cas reste proche
de R, (voir [31]).

L’idée de la convergence dans le cas mécanique est de montrer tout d’abord
que pour un gradient de déformation F fixé en temps, le probleme d’évolution
mécanique admet une unique solution globale en temps R(7) € SO(3). Ensuite, il
s’agit de vérifier que la fonction J||[FTR —1I||? est une fonction de Lyapunov ayant
la partie polaire R, de F' comme unique minimiseur. En effet, on a

2 2 2 2
IFTR—1|> = ||[F"R—R"R||* = | (F —R)'R||*> = ||F - R||*.

Or il est bien connu que la partie polaire de F minimise ||F — R||> dans SO(3).
Enfin, en partant d’'une donnée intiale Ry = R(0) vérifiant les conditions R(0) # I
et ||[R(0) —I|| < 8, P. Neff montre que la fonction de Lyapunov décroit strictement

et il en déduit donc que R(r) B R).



Chapitre 2

Réduction dimensionnelle 3D-1D






Chapitre 2

Réduction dimensionnelle 3D-1D

Notre but est de réduire le probléme tridimensionnel (3D) couplé minimisation-
évolution, introduit dans le Chapitre 1, en un probléme unidimensionnel (1D). Cette
réduction dimensionnelle est effectuée a I’aide de la théorie spéciale des fils de
Cosserat. Cette théorie est basée sur I’introduction des vecteurs directeurs.

2.1 Ansatze

On cherche a déterminer, quand / est petit, une approximation raisonnable en
un sens formel du couple (¢, Rj,) solution du probleme tridimensionnel couplé. On
note (@, ﬁ) une telle approximation ne dépendant essentiellement que de quantités
unidimensionnelles. On considere ainsi la théorie spéciale de Cosserat ([7, 8]) ou
les vecteurs directeurs sont supposés orthogonaux et 1’on fait I’ Ansatz cinématique
suivant,

@(t,x1,x2,x3) = m(t,x3) + p1 (t,x3)d (t,x3)x1 + p2(t,x3)da (1, X3)x2. (2.1

Ici, la déformation @ est donc considérée comme la composée de la déformation de
la ligne moyenne du fil, m: [0,T] x ]0,1] — R3, et de la déformation de la section
(hw) décrite par les deux champs de vecteurs, dg : [0,T] x]0, 1[ — S%. Ces vecteurs
directeurs vérifient dg - dg = 4. Notons que les fonctions pg: [0,7] x ]0,1[ — R
permettent de prendre en considération des effets de Poisson dans la section.

Par ailleurs, on introduit un second Ansatz pour les rotations. On suppose donc

que la rotation R est indépendante des variables x| et x,, autrement dit, que 1’on a

R(t,x1,%2,%3) = R(t,x3), (2.2)

ou R:[0,T]x]0,1[— SO(3).
Dans les calculs qui suivent, on ne notera plus la dépendance des diverses quan-
tit€s par rapport au temps quand celle-ci n’est pas pertinente.

L’ Ansatz (2.1) sur la déformation nous permet d’approcher son gradient.

31
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2.2 Calcul du gradient de la déformation approchée

Par définition, on a que le gradient de la déformation approchée qu’on note
F := V¢ est donné par
Vo = (019]0,9|9).
Ainsi, a I’aide de I’expression de ¢ donnée par (2.1), on trouve

Vo(x1,x2,x3) = ((p1d1) (x3)] (P2d2) (x3)| ' (x3) + (Pada)' (x3)xa)
= ((p1d1)(x3)] (p2dda) (x3)|m' (x3)) + (0] 0| (Pada)' (x3)) Xar,

ou ’ désigne la dérivée par rapport a x3. Ainsi en notant A, = (p1d1 | pada| m’ ) et
Aq = (0]0](pada)'), on obtient

F:=VQ=A,+Agxq. (2.3)

A partir de 1’ Ansatz (2.1), on fait le choix suivant des vecteurs directeurs de la
section du fil.

2.3 Choix des directeurs

Dans toute la suite, on fait I’hypothese que les deux premiers vecteurs colonne
de la rotation R et les deux directeurs dj et d, sont couplés par la relation

da — Ra. (2.4)

Cette hypothese est raisonnable pour /4 petit. En effet, d’apres la section précédente,
on sait que le gradient de la déformation ¢ est égal a

V(ﬁ(xl,xz,X3) = (p1d1|p2d2|ml) + (O|O| (pada)/)xa. (2.5)

Dans le cas ou le diametre £ de la section transverse du fil est suffisamment petit,
nous pouvons nous placer au point (0,0,x3) et par suite (2.5) devient

V@(0,0,)@) = (p1d1 ‘ pzdz‘ m').
Par un simple calcul, nous obtenons le tenseur de Cauchy
~ T~
C:= (V9(0,0,x3))" V§(0,0,x3)

pi 0 pidi-m'

= 0 p22 p2d2'm/ )
/‘2

(2.6)

pidi-m' padr-m' |m
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les vecteurs directeurs étant orthonormés, c’est-a-dire, d, ~d5 = 5a5.

Dans la suite, nous supposons que le cisaillement, c’est-a-dire les quantités
Pody - m', est suffisamment petit voire négligeable, ce qui est raisonnable dans la
mesure ou & est petit. Ainsi, la matrice C devient presque diagonale et prend la
forme

pt 0 0
C~|0 p;3 0 [. (2.7)
0 0 |m)?

Par ailleurs, la décomposition polaire du gradient de la déformation nous donne

Vo =R,U, R, € SO(3), U symétrique définie positive. (2.8)
Soit,
-~ — pl p2 1 /
R,=VoU 1:( d d2’ m> 2.9)
’ lp1] V2| Tl ||
ou,
lpif 0 0
U=c”?=1|0 1p 0 |,
0 0 |n|

par (2.8) et par le fait que R, R, = et U = U".

Enfin, on a bien par (2.9) que les deux premieres colonnes de la matrice de ro-
tation R, coincident a un signe pres avec les directeurs d; et dp respectivement.
Notre but étant que la microrotation indépendante R soit proche de la rotation conti-
nue R, le choix do = =R semble donc convenable. Dans toute la suite, on prendra
do = Ry Notons que ce choix présente également 1”’avantage de diminuer le nombre
de fonctions inconnues. Enfin, puisqu’on considere un corps mince, il est donc rai-
sonnable que la microrotation soit liée de facon plus forte a la déformation macro-
scopique dans les directions minces, ce qui justifie davantage 1’hypothese dy = Ry.

Ces Ansiitze et ce choix des directeurs nous permettent en un premier temps de
réduire le probleme 3D de minimisation.

2.4 Réduction du probléme de minimisation

Pour réduire le probleme 3D de minimisation en un probleme 1D, il s’agit
de réduire 1’énergie totale (1.5), autrement dit 1I’énergie interne (1.6) ainsi que les
termes de forces (1.7).
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2.4.1 Réduction de I’énergie interne

Rappelons I’expression de 1’énergie interne (3D) du systeme :

hionR) = [ (SIRIV e+ Ve, R, — 21|
h
A
+ 2 (R Vou+ Vo, Ry~ 21))2> dx. (2.10)

A partir des Ansétze sur la déformation tridimensionnelle du fil (2.1) et sur les
rotations (2.2), on approche cette énergie 3D par 1’énergie suivante

168 = | (LIRTVG+ve R-21]?
Q, \4
+%(tr(RTV¢+V¢TR—21))2> dx, (2.11)

obtenue en remplacant le gradient de déformation et la rotation par les expressions
correspondantes résultant des Ansitze initiaux.

Ayant déja calculé le gradient de la déformation approchée, V@, on approche
maintenant 1’énergie €lastique.

Calcul de I’énergie élastique approchée

Dans la suite, on suppose que le systeme de coordonnées Oxjxyx3 est tel que
Ox1x; soit un systeme principal d’inertie pour (hw). Cela signifie que I’axe Ox3
passe par le centre de gravité de chaque section transverse (h®) x {x3}, autrement

dit que
/ xlda:/ xpda =0, (2.12)
ho ho

/ x1xada = 0. (2.13)
ho

Un tel choix est toujours possible sans perte de généralité.
En tenant compte de 1’approximation que I’on souhaite définir, I’expression de
la densité d’énergie interne (1.8) s’écrit

et que

W(F,R) = %||§Tﬁ+ﬁT§_21H2+%(tr(ETf+ﬁT§_21))2
e A o~
= W|R"Fy ~1]>+7 (u®R F~1))",

car tr((RTF)*) = tr(RTF), ot I’on rappelle que (.)* désigne la partie symétrique
d’une matrice donnée. Calculons le membre de droite de cette égalité.
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D’une part, on a
I(RT F)* —1]]>
= Z|y§TAm+A,{1§+ (RTA; +ATR)x| + (RTAy + AT R)xy — 21|
1 ~
= Z||§TAm+A,§R—21||2
1, ~ - 1~ . -
+ Z||RTA1 +ATR|I>2 + E(RTAm +ATR—2I): (RTA +ATR) x|
1, ~ 1 ~ ~
+ ZHRTAQ +ATR||23 + 2(RTAWLATR 21): (RTAy+ATR)x,
1 ~ N
+ E(ETAI —l—A{R) : (RTA2 —l—AgR)xle.
On pose E,, = (RT A,)* et Eq = (RT Ag)*. Ainsi on obtient,
|(RTF)* —1I|* = ||[Ep—I|* +2(Em — 1) : EqXa + Eq : EgXaxp. (2.14)

D’autre part,
(tr(RT F —1))* = (r(R" A+ R" Agxe —1))".

Soit en développant,

(tr(RTF —1))* = (r(R" A —1))* +2tr(RT Ay — 1) tr(RT Ay x4
+ir(RTAg) tr(RTAp)xgxg. (2.15)

On integre alors la densité d’énergie élastique interne sur le domaine fin €, tout en
utilisant les hypotheses (2.12) et (2.13) et les égalités (2.14) et (2.15). Il vient

/ WFR

h
[ (W@ Fy 125 (@ F 1)) s
- / [ (w1 2 (@ A 1))
+// (Wl EalPxg + 5 (tr(ﬁTAa))zxé)dx,

En remplagant A, et Ay par leur valeur en fonction des pg et m/, tout en utilisant
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I’ Ansatz R(,x1,x2,x3) = R(t,x3) et la relation dgq = Ry, on obtient
1 ~ ~
/ W R)dx
0

—/ ahull L(piR1|paRa| ') — 1| dxs
(2.16)

2
+/ ah— tl‘ p1R1|p2R2|m) I)) dx;

4 [ (1l R (0101 (puRa)) P+ (1R 010] (PR )7 s

ou
ay, :/ dxidxy = hza, a :/ dxidx;
ho [0)

est ’aire de w et
Jo = / xgdxidxy = h'Jy, Jo = / o duidx,
ho o

sont les moments d’inertie principaux de la section @.
La relation (2.16) constitue bien I’énergie élastique réduite ne contenant que des
quantités unidimensionnelles.

Il reste a réduire le travail des forces extérieures.

2.4.2 Réduction des termes de force

La forme linéaire /;, correspondant au travail des forces extérieures dans 1’ex-
pression de I’énergie est donnée par

lh((ph)z f-opdx + N-@,dS+ g - opda+ e-Qpda, 2.17)
Q, T, r ro

ou f est une densité de force volumique dans Q; = hwx]0, 1|, N est une densité de
force surfacique sur la partie latérale et g et e sont des densités de forces surfaciques
sur F}l et Fg respectivement. Quand on lui applique I’ Ansatz sur la déformation

O (x) = m(x3) + pa(x3)Re (x3)xg (tout en utilisant I’hypotheése dy, = Ry ), il vient
f( ) p)dx= | fx)- (m(x3) + po(x3)Ra(x3)xr)
1
:/0 ( hwf(xl,xz,x3)dx1dxz> -m(x3)dx3

1
- ( / wxafc,.,xg)dxldxz) - Pa3)Ra(x3) dx
(2.18)
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par le théoreme de Fubini.
En suivant le méme principe pour la densité de force surfacique N et pour les
termes d’extrémité g et e, on trouve respectivement

/FhN(x)@(x)dS: /01 (/a(hw)]v(xl,xz,xg,)ds) -m(x3) dxs
—i-/ol (A(hw)xaN(.,.,m)dS) pa(x3)Ra(x3)dxs, (2.19)

xag(xhXZ) ) Pa(1)Rx(1) (2.20)

et

I

h

e(x1,x2) @(x1,x2,0)da = (/o
r

h

xae<x1,x2>da)-pa<o>Ra<o>. @21

car m(0) = (0,0,0).
Finalement, les termes de force deviennent

/01 (fr(x3) -m(x3) + Po(x3) h(x3) ‘Ra()C3)) dx;

+g&-m(1)+pa(1)g-Ra(1)+pa(0)é-Ry(0),

ou
fr(x3) :/ f(xl,xz,x3)da+/ N(x1,x2,x3)dS (2.22)
ho d(hw)
est la résultante de f et NV,
gr= / gda (2.23)
L,
est la résultante de g sur la section correspondant a x3 = 1,
h(x3) :/ xaf(xl,xz,X3)da—|—/ Xo N (x1,x2,x3)dS, (2.24)
ho d(hw)
/ Xa g(x1,x2)d (2.25)

et
/ xge(x1,x2)d (2.26)



38 CHAPITRE 2. REDUCTION DIMENSIONNELLE 3D-1D.

2.5 Calcul des coefficients p; et p,

Dans le cas du passage 3D-2D [32, 33], P. Neff a pu éliminer analytiquement le
coefficient p décrivant dans ce cas le pincement de la plaque, en imposant 1’égalité
des forces sur le bord projetée selon le vecteur normal avec les contraintes normales.
En suivant cette démarche pour le cas 3D-1D, on obtient des valeurs singulieres
pour les coefficients p; et p,. Ceci nous a poussé dans un premier temps a tenter
d’imposer 1’égalité de la résultante des forces sur le bord avec la résultante des
contraintes. En fait, cette égalité, étant vraie dans le probleme 3D, est donc plus
naturelle du point de vue mécanique. Malheureusement les calculs menent toujours
a des singularités et nous ne 1I’exposons pas ici. On préfere donc relaxer la condition
en utilisant la méthode des moindres carrés.

Calcul des coefficients p, par la méthode des moindres carrés

On souhaite ici donner des expressions analytiques pour les coefficients py par
la méthode des moindres carrés appliquée a 1’égalité des forces sur le bord latéral
du fil.

Soient x € I', et n le vecteur normal unitaire extérieur en x. En tout point x, ce
vecteur peut s’écrire sous la forme n = cos Oe| +sin e, pour un certain 6 € [0, 27].
Soit N = N; e; la traction prescrite sur cette surface. On a alors,

Tr(Vn(x), Ru(x)) n = N(x).
Soit en multipliant par R (x),
R,{ (x) Tr (V(ph (x), Ry (x)) n= RZ (x)N(x).
Les Ansitze sur la déformation et la rotation entrainent
RT(x3) Tr(V@(x), R(x3)) n = RT (x3)N(x). (2.27)

Or on sait que, ~ 3
TR(F,R) =DzW(F,R).

Un simple calcul nous donne

N N N A N
DiW(F,R)=R[u(F"R+R"F —2I)+ 5 w(FTR+RTF -2n1].  (2.28)
Ainsi, la relation (2.27) devient

8 3 A 3
w(FTR+RTF —2I)n+ 5 tr(FTR4+RTF —2I)n=R"N,

car RTR = I, soit

W(FTRn+RTFn—2n)4+Atr(FTR—3)n=R"N, (2.29)
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car tr(FTR) = tr(RTF).
Explicitons chaque terme du membre gauche de cette égalité.
Le gradient de la déformation est donné par 1’expression

F(x)=V§(x) = ((p1R1)(x3)] (p2R2) (x3)|m' (x3)) + (0] 0] (PaRer)' (x3) ) xer. (2.30)

En utilisant (2.30), et le fait que les vecteurs colonne de R forment une base ortho-
normée, c’est-a-dire, Ry ‘Rg = 605[3" on obtient

P1 0 0
FTR= 0 P2 0 : (2.31)
(FTR)3, (F'R)32 (F'R)33
Avec
(FTR)371 =R, -m —|—p{x1 +p2(R1 'R/Z)XQ,
(FTR>3’2 =Ry -m' + P1 (R2 'R/I )x1 -I-pé)Q

et
(FTR)3,3 =R3 -m’' +pP1 (R3 -R’l)xl —|—p2(R3 -RIZ)XZ.

D’ou, en multipliant (2.31) par n = (n,n,,0), on trouve

P11
FTRn = pan> : (2.32)

(FTR)371 ny+ (FTR)372 n

Par ailleurs, le produit de la transposée de la matrice (2.31) et du vecteur n donne

P11
R'Fn=1 pmy |- (2.33)
0

Il reste donc a calculer tr(FTR). A I’aide de (2.31), on a
tr(FTR) = py +pa+R3-m' +p1 (R} - R3)x1 + p2(RS - R3)xa. (2.34)

Ainsi, tout en posant Py, = po — 1, on obtient

(2up1 + A (w(FTR) - 3))my
R'Tgn=| (2upr+A(t(FTR)=3))ny | . (2.35)
(FTR)3.1n1+ (FTR)32m2
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Notre but est de trouver les coefficients py en fonction de la déformation, via les
contraintes sur le bord latéral. Pour ce faire, nous avons recours a la méthode des
moindres carrés qui nous permet d’approcher ces fonctions. Ainsi, on minimise par
rapport a Pg, le carré de la norme des deux premicres composantes de la différence
entre R" Tgn et RTN notées (R Tgn — R N)  5). La notation (x)(; 5, désigne les
deux premieres composantes d’un vecteur x donné. Calculons alors cette norme

‘ (RTTRI’Z —RTN)(l’z) | 2

= | (RTTRn>(1,2) ‘2 —2(RTTR71'RTN)(1,2) + | (RTN)(l,z) |2-

Le terme |(RTN )(1.2) |? étant indépendant des pg, n’intervient donc pas dans la mi-
nimisation par rapport a py. Ce qui nous permet donc de le laisser de c6té et d’avoir

2
| (R"Trn—R'N) 1 5 |
= | (R"Tkn)(12) | > —2(R" Ten-RTN) (1.3 + cte. (2.36)

Tout d’abord, on a d’apres (2.35)

| (R Ten) 1) |
= (4u°P1> +4UAP I (P1 + P2+ R -m' — 1+ pi(R3 - R )xy
+P2(R3 - Ry)xo)ni + (417 P2% +4puApo (1 + Po+ Ry -m’ — 1
+p1(R3 - R})x1 + pa(R3 - Ry)x2)ng + A% (1 + P2 + R -mi!
— 14 p1(R3-R})x1 + p2(R3 'Rlz)X2>2

car n% + n% = 1, le vecteur n étant unitaire. Ainsi, en développant tout en regroupant
les termes, on trouve

| (R Trn)) |
= (4p°p1> +4pAp1 (P1 + P2+ R3-m' —1))n7
+4uAp1p1(Rs - Ry )xing + 4101 p2(Rs - Ry)xany
+ (407> +4uAp2(Pr + o+ Rs-m —1))nj 037
+4uAP2p1 (R3 - RY)x1m5 + AUA P22 (R - R )xoms
+ A2 (01 + P2+ Ry -m' — 1>+ A%p7 (R3 - R} )*xi
+A%P3(R3 - R5)*5 +2A%p1 (R - R))pa(R3 - Ry)xax
+2A%(P1 + P2+ Rs-m' — 1) (p1(R3 - R} )xi + p2(R3 - RS )x2).
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Passons au calcul de
(R"Txn-R"N) (1)
= (2up1 +A(P1+ P2+ R3-m' —1))(Ry-N)n
+2Ap1(R3-R}) ((R1-N)xiny + (R2 - N)xiny) (2.38)
+Ap2(R3-R5) ((R1 - N)xani + (Ry - N)xany)
+Qup2+A(p1 + P2+ R3-m' —1))(Ry - N)ny.

Il s’agit maintenant de remplacer les valeurs trouvées, (2.37) et (2.38), dans le se-

cond membre de (2.36) et intégrer par la suite ‘ (RTTgxn—RTN )(1’2) ‘ % sur le bord
de la section hw. Pour ce faire, on commence par noter que pour n’importe quelle
section (hw) suffisamment réguliére, on a

/ nedy= / xangdy=0, a # (2.39)
3 (ho) 3 (ho)
et
/ dy = L(3(hw)), / Xangdy = aire(ho). (2.40)
d(ho) d(ho)

Ces valeurs découlent directement de la formule basique de Green

/(9iudx:/ un;dy,
Q 2Q

ol Q est un ouvert de R? suffisamment régulier, et u est une fonction suffisamment
réguliere.

Les autres intégrales apparaissant en intégrant (2.36) sont plus délicates a traiter.
Pour cela, on se restreint au cas d’une section déformée circulaire et on considére

donc les coordonnées polaires. Ce qui revient a remplacer xy, xo, n| et n, par 3 cos 6,
—sin 6, cos O et sin O respectivement et a intégrer par la suite par rapport a la va-
2

riable 6 € [0, 2], r étant fixé et égal a > Dans ce cas particulier, on peut facilement

vérifier que d’une part

/ xan% dy= / Xody= / x1x2dy =0, (2.41)
d(ho) d(ho) d(hw)
et d’autre part
3
/ n%xdy:%h et / xgdy:%. (2.42)

(ho) d(ho)
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En se servant des valeurs de ces intégrales ci-dessus, I’intégrale de (2.36) devient

/ | (RTTxn—RTN), 2 | *dy
d(ho)

= h(2u*p1* +2uA (1 + P2+ Rz -m' — 1)(py + p2)
+2u0% + A% (P1 + P+ Ry -m! — 1)?) (2.43)
A2mh3
_|_

(PE(R3-R))*+p3(Rs-RS)?)
B ATTh?
4

(P1(Rs-RY) Ry -N) + pa(Rs - R5)(Rz -N) ).

Minimiser (2.43) par rapport a p; et p> revient a annuler ses dérivées par rapport a

p1 et pa.
D’une part, la dérivée de (2.43) par rapport a p; nous donne

M P1H2UA (201 +202+ Ry - — 1)+ 227 (P1 + fa+ Ry -m’ — 1)
A2h? Ah (2.44)
+ =3 P1(Rs - RY)* = T (Rs - Ry)(Ry -N) = 0.

Ceci en divisant par wh avec h > 0.
D’autre part, en dérivant par rapport a py, il vient

M Pr+2UA (201 +202 + Ry - — 1)+ 227 (P1 + pa+ Ry -m’ — 1)
+ = P2(R3 - Ry)* — == (Rs - Ry)(Ry - N) = 0.

Ainsi, (2.44) et (2.45) forment un systeme de deux équations a deux inconnues qui
ne sont autres que les scalaires p; et p;.

( 2/2],12
(41 +4HA + 207 + == (Rs - R))?) p1 + 24 (2 +20)p2
= 4u® —2uA(R3-m' —5) —2A%(R3-m' —3) + M(R3 ‘R})(R; -N),
2 4 (2.46)
2 (A +2u)p1 + (4u? +4pA +222 + (R -RS)%) p2
—4u® —2uA(R3-m' —5) —2A%(R3-m’ —3) + %(1@ ‘R5)(Ry-N).
\
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Les formules de Cramer nous permettent de trouver les coefficients recherchés,

1 2 % 512 2 I &y _~92 r
pr = (407 + 2 (Rs, R)?) (4427 = 20 (Ry -l = 5) — 223 (Ry - = 3)
A3
+ W AR(Rs - Ry) (R -N) + == (R - Ry)(Ry - N)(R3 - Ry)°
A%h ) )
+ 250 a2 (Rs- R (R -N) = (Rs - R) (R2-N)))
(2.47)
et
_ 1 ) A \2 2 I &y _~92 r
p2 =5 (4 +T(R3'R1))(4H 2uA(Rs-m' —5) =22%(Rs-m' —3))
A3
+N27Lh(R3'R/2)(R2'N)+1—6(R3'Rlz)(Rz-N)(Rz»'Rll)z
A%h ) )
— 557 u+ ) (Rs, R)(R1N) = (Rs, R3)(R2.N)) ).
(2.48)
ou I’on a posé
P =detA
2 AL 12 132
=16u-(L+A) +?(R3'Rl> (R3-R;) (2.49)
A*h? /2 IN2Y ()2 1)2
+——((Rs-RY)™ + (R R)") (1" + (n +2)°),
avec A la matrice 2 X 2 du systeme (2.46) donnée par,
2h2
42 +a(,A)+=—(R3-R})? a(u, 1)
A= 4 272 ;
alp, 1) 42+ a(p, 2)+ 5 (Ry RSP

oua(u,A) =2A(2u+ A). Notons que ce déterminant P ne s’annule pas car u > 0.

Remarque 2.5.1. En prenant A = 0 dans les égalités (2.47), (2.48) et (2.49), on
trouve p; = p» = 1, ce qui est physiquement admissible. En effet, A = 0 corres-
pond au cas ou I’on n’a pas d’effet de Poisson dans la section autrement dit, ou ses
vecteurs directeurs sont de norme égale a 1.

Remarque 2.5.2. Les deux méthodes (non présentées ici) utilisées pour calculer
explicitement les coefficients Py :

e imposer I’égalité des forces sur le bord latéral du fil projetée selon le vecteur
normal,
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e imposer 1’égalité de la résultante des forces sur le bord

donnent des valeurs singulieres. La méthode des moindres carrés appliquée a I’éga-
lité des forces sur le bord (présentée plus haut) contourne ce probleme de singula-
rité, mais donne des valeurs qui ne sont pas exactes, avec un certain degré d’arbi-
traire di au choix particulier de la méthode des moindres carrés. Les expressions
obtenues sont par ailleurs relativement complexes et d’exploitation difficile. Nous
sommes amenés a conclure que d’une part, le contournement par moindres carrés
n’est pas completement satisfaisant, et d’autre part que 1’approche utilisée dans le
passage 3D-2D n’est pas directement utilisable dans le cas du passage 3D-1D. En
fait, il est connu qu'un Ansatz de type Cosserat (2.1) n’est pas suffisamment riche
pour donner naissance a des contraintes pouvant étre équilibrées par des forces de
surfaces générales sur le bord latéral du fil. Nous avons des lors plutdt travaillé dans
I’esprit de 1’approche des multiplicateurs de Lagrange pronée par Antman [7], en
minimisant I’énergie non seulement par rapport a m (comme le cas de 3D-2D) mais
également par rapport aux pPg.

Remarque 2.5.3. Dans le cas du passage 3D-2D, Patrizio Neff élimine analytique-
ment le coefficient p, puis minimise 1’énergie seulement par rapport a la déformation
du fil m. Si c’était le cas dans notre passage 3D-1D, les seconds termes des seconds
membres de (2.19) et (2.20) ne joueraient aucun rdle dans la minimisation car ils ne
dépendent pas de m mais des py. Comme nous minimisons aussi par rapport a Py,
nous sommes donc amenés a prendre ces termes en considération dans le probleme
de minimisation.

Ayant réduit 1’énergie totale, il convient de réduire également 1I’équation d’é-
volution tridimensionnelle des rotations en une équation unidimensionnelle d’une
certaine rotation définie seulement sur ’intervalle ]0,1].

2.6 Réduction du probleme d’évolution

Reprenons I’équation d’évolution de départ

%Rh(t) = %v*((Bh)”) (Br)“Ra(1), (2.50)

ol Bj, = Bpgca (voir (1.3)) ou B, = Bihermo (voir (1.4)). 11 s’agit donc de réduire
(2.50) dans les deux cas correspondant aux deux valeurs de By,.

2.6.1 Cas mécanique

En remplacant le gradient de déformation tridimensionnel F;, par son approxi-
mation F obtenue a ’aide de I’ Ansatz de Cosserat, on obtient toujours 1’équation
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tridimensionnelle

d _l + oA\ (B . \ap
ER(t,x) = nv ((Bméca)®) (Bmeca)* R(t,x), (2.51)

ou Bméca(tax) = ﬁ(t’x)ﬁT (lax)'

Pour obtenir a partir de (2.51) une équation différentielle ordinaire ne dépendant
que d’une seule variable suivant ’idée de Neff [33], on moyenne B4, sur le do-
maine (hw). Il vient

d ~ _l +((B . \a\(p . \ap
ER(r,x) = nv ((Bmeca)®) (Bmeca)* R(t,x), (2.52)

la valeur moyenne de B¢, étant

1 —
Bméca:a A FRT dxdx».
w

Ainsi, en utilisant I’ Ansatz pour les rotations (2.2) et en remplacant F par sa valeur
calculée précédemment ((2.3)), on trouve

1
Bméca = a . (Am +Aaxa)RT dx1dx>
(0]

1

= — (Am dx1dx +Aa/ Xg dxldx2> RT,
ap h ho

car par construction, A,, et Ay ne dépendent que de la variable x3. Ainsi, en utilisant
I’hypothese (2.12), on obtient

Bingca = AR, (2.53)

ay, étant par définition I’aire de la section h®.

Avec cette valeur de Bpgc, et toujours a ’aide de 1’Ansatz (2.2), I’équation
d’évolution (2.52) devient

%R(r,)@) = %v+((Am(t,x3)RT(t,x3))“) (Am(t,x3)RT (1,x3))“R(t,x3)  (2.54)

qui est bien une équation unidimensionnelle.
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2.6.2 Cas thermodynamique

Il s’agit de suivre la méme démarche de la section précédente en remplagant
Bigca par Bipermo- Rappelons I’expression de Bihermos

Bihermo
— (2u +34)FR" — u(FRT)* — Ate(FRT)FRT
— (2u +32)AuRT — u(ART)? — A tr(A,RT)A,RT (2.55)
+ ((2u 1 30)AqR! — 20AnRT AGRT — Atr(AnR")AGR!

A te(ART)AnRT >xa - (,.L<Aa§T)2 4 A tr(AR" )AaﬁT)xé,

car F = A+ Agxe et la trace est linéaire. Ainsi en moyennant Byemo sur le do-
maine (h®) (tout en utilisant la relation R(z,x,x2,x3) = R(t,x3)), on trouve

Binermo = (21 + 31)AmRT - .u(AmRT)2 —2 tr(AmRT)AmRT
h (2.56)
— ‘Jl—“ (/,L(AaRT)Z + A tr(AaRT)AaRT> ,
h

en utilisant toujours le fait que A,,, A¢ et R ne dépendent ni de x; ni de x;, que
/ Xqdxidx; =0, que a, = / dx1dx, et que Jg = / x(zx dx1dx,.
ho ho

he
On prend maintenant la partie antisymétrique (qui est linéaire) de (2.56) et
on I’injecte dans le second membre de 1’équation differentielle tridimensionnelle.
Ainsi, on réduit cette derniere en 1’équation

JdR

1 _ _
E(ty)@) - EV+ ((Bthermo)a) (Bthermo)aR(ta)%) (2.57)

qui ne dépend que de la variable x3.

Remarque 2.6.1. L’équation (2.57) est une équation aux dérivées partielles. En fait,
son second membre contient les dérivées par rapport a la variable x3 des premiere et
deuxieme colonnes de la rotation puisque Ag = (0|0|(pgR¢)’). Ainsi pour simpli-
fier I’analyse mathématique, on étudiera dans la suite 1’équation (2.54) qui est une
équation différentielle ordinaire.

2.7 Invariance du modele

Proposition 2.7.1. Le modeéle couplé réduit, dans les deux cas mécanique et ther-
modynamique, satisfait le principe d’indifférence matérielle sous la transformation



2.7. INVARIANCE DU MODELE 47
(m,R) — (Qm,QR) autrement dit, on a ¥Q € SO(3),
d 1 _ _
W(QF, QR) = W (F.R) et 7 (OR) = 0 -v* ((B)") (B)'R, (QR)(0) = QRy,

avec B = Bpyscq 0u B = Bormo.

Démonstration. Dans les deux cas mécanique et thermodynamique, le gradient de
la déformation est F = (p1R1|p2Rz|m’) + (0]0|(paRa) )Xo := A + Agxq. Par suite,
sous la transformation (m,R) — (Qm, QOR), il devient QF soit QA,, + QAgxq-

Pour la densité d’énergie, on a a ’aide de (1.13)
W (QF,OR) = %HRTQTQF +FTQT QR 21|
n % (we(R" Q" QF + FT Q" QR —2I))’.
Ainsi, en utilisant le fait que Q7 Q = I, on obtient I’égalité voulue.

Pour ce qui concerne 'invariance du probleme d’évolution dans les deux cas
mécanique et thermodynamique, on aura besoin de quelques identités pour toute
matrice carrée A d’ordre n et toute rotation Q. La premiere s’obtient par définition
de la partie antisymétrique,

(0AQ" )" 1= 3 (0AQ" - 0A")
_ %Q(A _ah)o! (2.58)
= QA“QT.
La propriété de la trace et Q7 Q = I nous donnent 1’égalité,
tr(QAQT) = tr(A). (2.59)

Enfin, en se servant de la définition de la norme matricielle euclidienne, du fait que
OTQ=1Ietde I’égalité (2.59), on trouve

lQA“Q"|1? 1= tr (QA“(A%)" Q")
=tr (A*(A9)") (2.60)
= [lA?.
Dans le cas mécanique, 1’équation différentielle s’écrit

dR 1 1Nk .
== 5(1+ 1CARRD )l (ARRT) |1 (AR )R
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Sous la transformation (m,R) — (Qm,QR) et en utilisant les identités (2.58) et
(2.60) pour A = FRT, cette équation différentielle devient

d

- l + T\a Tya
a1 (@R =0 v (AnR")) (AnR" )R, 26D

tout en se rappelant que Q7 Q = I et out
k _
VE((AnRT)) = (14 [ (AnRT ) ) Tl (AnRT) |
On a ainsi montré I’invariance du probleme d’évolution mécanique.

L’invariance dans le cas thermodynamique demande un peu plus de calcul mais
se fait de la méme fagon. En effet, il s’agit de I’équation aux dérivées partielles

JR 1

E = EVJF ((Bthermo)a) (Bthermo)aR> (262)

ou
(Bthermo)® = (2u +31) (AmRT)“ —u ((AmRT)Z)a +A tr(AmRT) (AmRT)“
g
ap

Sous la transformation (m,R) — (Qm,QR) et a I’aide des identités (2.58) et (2.59)
(en prenant A = A,,RT ou A = AgR"), le (Bihermo)* devient

(Bthermo,Q)a = (QBthermoQT)a = Q(Bthermo)aQT7 (2-64)

ol I’on a aussi utilisé I'égalité ((QAQT)?)“ = (QA2QT)* = Q(A%)*QT (car QTQ =1
et par_l’égalité (2.58)). Par suite, on obtient I’invariance de v autrement dit, on a
V' ((Bthermo,0)®) = V' ((Bthermo)?)- En effet, a I'aide de (2.64), on a

V+((Bthermo,Q)a) = (1 + ||Q(Btherrno)aQT||r+l)kHQ(Bthermo)aQT”r_l
= (1+ | Buermo)*[I"*1) .| (Butermo) "~ (2.65)
= V+(<Bthermo)a)

tout en se servant de 1’égalité (2.60).
Enfin, sous la transformation (m,R) — (Qm, QOR) et a I’aide des égalités (2.64)
et (2.65), I’équation aux dérivées partielles (2.62) devient
d(OR) 1

Jt - E v ((Bthermo)a) (Q(Bthermo>aQT) (OR)

1 _ _
= Q H V+ ((Bthermo)a) (Bthermo)aR'

(1 ((AaRT)?) = A tr(AeRT)(AaRT)?). (2.63)

(2.66)

D’ou I’on obtient I’invariance du probleme d’évolution thermodynamique. [



Chapitre 3

Etude du probléeme de minimisation

réduit






Chapitre 3

Etude du probléme de minimisation

réduit

3.1 Existence et unicité du probléme de minimisation
Nous commencgons par traduire les conditions aux limites a imposer aux diffé-

rents termes de 1’Ansatz sur la déformation (2.1) sur la base des conditions aux
limites tridimensionnelles.

3.1.1 Conditions aux limites

On rappelle que 1’ Ansatz sur la déformation est donné par
@(x1,x2,x3) = m(x3) + Po (¥3)Ret (¥3) Xt (3.1
et que I’espace des déformations admissibles 3D est

@), = {@ € WHP(Q,:R?); det Vo > Opresque partout dans Qj et @ (x) = xsurl)}.

Pour ce qui concerne les conditions aux limites de la déformation de la ligne
moyenne du fil, d’apres I’ Ansatz (3.1), on a bien qu’en x3 =0,

©(x1,x2,0) =m(0) + pa(0)R(0)xy = (x1,X2,0). (3.2)

Ainsi pour x; = xp = 0, on obtient une condition aux limites de type Dirichlet
au point x3 = 0 qui n’est autre que m(0) = (0,0,0). Dans le cas ou ’on impose
également la condition de fixation sur F}l, on obtient la condition de Dirichlet non
homogene m(1) = (0,0,1).

51
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Par ailleurs, les conditions aux limites naturelles que I’on peut penser imposer
sur les pg a I’extrémité x3 = 0, sont obtenues en considérant dans (3.2) d’une part
x1 =0, xp = 1 et d’autre part x; = 1, x = 0. Dans ces cas, on obtient

?(0,1,0) = p2(0)R2(0) = e (3.3)
et
¢(1,0,0) = p1(0)R1(0) = ey, (3.4)
soit,
Pa(0) = 1 et Ry (0) = eq, 3.5)

car ||Ryl| = 1.
On procede de méme a I’extrémité x3 = 1 et on trouve

pa(l) =1 et Ry(1) = eq. (3.6)

Ceci montre qu’imposer des conditions aux limites pour les coefficients py
exige d’en imposer pour les rotations. Or, imposer Ry (0) = e, revient a imposer
R3(0) = R1(0) AR>(0) = e3 et donc & avoir £R = 0. Ainsi, il faut que le second
membre de 1’équation différentielle soit identiquement nul en x3 = 0. Or dans le cas
mécanique, celui-ci est donné par

1
a0t 1B &11)*Bu R,

avec
! 0 —(R3 /\m/)3 (R3 /\m/)z
B, g = 5 (R3Am')3 0 —(R3Am); |- 3.7
—(R3 /\ml)z (R3 /\m')1 0
Soit en x3 = 0,
o 0 m(0)
By r(0) =5 0 0 mh(0) |- (3.8)

—mi(0) —my(0) 0

Annuler le terme %(1 + || By r||)*Bur g(0)R(0) revient donc a annuler la matrice

B,y g(0) (car R(0) =1 et (1+||B,yg||)* ne s’annule jamais) et par suite & avoir
m’ (0) = m}(0) = 0. Ayant déja imposé des conditions de type Dirichlet homogeéne
sur m (qui déterminent m de facon unique), on ne peut plus lui imposer en plus les
conditions de Neumann m/ (0) = m5(0) = 0. En fait, m{,(0) prend la valeur qui lui
est donnée par le probleme de minimisation et qui est en général non nulle, ce qui
montre que le second membre de 1’équation différentielle ordinaire ne peut pas s’an-
nuler. Pour cette raison, le couplage du probleme de minimisation et de 1’équation
différentielle ordinaire est incompatible avec le fait d’imposer des conditions aux
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limites sur py et R en x3 = 0 (et pareil en x3 = 1). On décide donc de laisser libres
les coefficients py et les rotations aux extrémités du fil. De plus, on verra plus tard,
dans la partie II de ce travail, que laisser libres ces quantités donnent des résultats
plus satisfaisants numériquement.

L’énergie totale tridimensionnelle étant réduite en une énergie unidimension-
nelle dans le Chapitre 2, on souhaite désormais la minimiser par rapport a m, pj et
P2, pour trouver 1’état d’équilibre du fil déformé. On est donc amené a minimiser, a
R fixé, I’énergie

J(m,p1,p2,R)

A
_/ —||RTAm+A,{1R—21||2+E(tr(RTAm—I))z)dx3
A _
+ /O Jﬁ(%llRTAa+A£R||2+5(tr<RTAa>)2) —fr-m—pah-Ra) dxs

—gr-m(1) = pa(1)Z-Ra(1) — pa(0) - Re(0),
(3.9)
sur les espaces fonctionnels

® = {me H'(]0,1[;R?),m(0) = (0,0,0)}

et
0= {p = (plap2) S Hl(]()? 1[;R2)}'

On rappelle que 'on a A,, = (p1R1|p2R2|m’), Ay, = (0|0|(poRe)’) €t que fr, gr, hy &
et e présents dans les termes de force sont donnés antérieurement dans le paragraphe
2.4.2 du Chapitre 2.

On a choisi ici de n’imposer une condition de fixation que sur une extrémité du
fil. Le cas de fixation aux deux extrémités se traite de fagcon analogue.

On s’intéresse a 1’étude de 1’existence et de 1’unicité de ce probleme variation-
nel.

3.1.2 Existence des solutions

On a un premier résultat de minimisation.

Théoréme 3.1.1. Soit I’intervalle I = [0,1). On suppose données les rotations R €
H'(1,S0(3)), les forces extérieures f,,h € L*(I;R>) et g,, g, & sont des vecteurs de
R3. Alors J : ® x ©® — R et il existe X = (m,p1,p2) € H' (I;RY) qui minimise J sur
P x 0.

Démonstration. Tout d’abord, vérifions que J est a valeurs réelles. D’une part, on a
que RTA,, = RT (p1R1|p2Ra|m’) est dans L? car les rotations R sont dans L™, py, est
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dans H' et m’ est dans L?. D’autre part, comme H' est une algebre en dimension 1,
le produit paRa est donc dans H! et par suite R’ Ay = (0|0|R” (poRy)’) est aussi
dans L?. D’ou le résultat voulu sachant que les autres intégrandes sont trivialement
dans L.

Pour montrer I’existence de la solution du probleéme de minimisation, nous uti-
lisons la méthode directe du calcul des variations. Nous considérons donc une suite
minimisante Xy = (my, p1 .k, P24) de la fonctionnelle J, ¢’est-a-dire, une suite telle
que

J(X,R) — inf J(X,R).
Xed

Une telle suite existe toujours. Notre but est de montrer d’une part que J est fai-
blement séquentiellement semi-continue inférieurement et d’autre part que X; est
bornée dans 1’espace de Sobolev H! (I, R?).

Dans la suite, nous décomposons A,, comme suit,

A = (P1R1|p2R2]0) + (0[0]m') :=Ap + A,y (3.10)

Montrons la semi-continuité inférieure séquentielle faible de J. On commence
par montrer que J est fortement continue. On suppose donc que n; — m dans H',
Pok — Po dans H I Le but sera alors de prouver qu’a R fixée,

J(mg, P1 x> P24, R) — J(m, p1, p2, R) dans R.

La fonctionnelle J(my, p1 x, P2k, R) 8’ écrit sous la forme

J (Mg, P1 g, P2.45 R)
= u (ahH<RTAmk>s 11 + IR Aq i)'l

+ / t(R Ay~ 1)+ I (0(R Aq))?) = fr-my

_Poc,kh'Roc> dx3 —gr-m(1) —Ppai(1)&-Ra(1) — pei(0)é-Re(0).
3.11)
D’un c6té, on a

IR (A —Am)|172 = |RT (P14 — PRI (P2 — P2)Ro|mj — m')||2,.
Soit, par le fait que R Ry = eq,
HRT(Am,k HLz = H( P1k—P1 Jei] sz—Pz)esz ( /))Hiz
2 ) , ' (3.12)
=Y pak —pallz + [lm—m'|72,
o=l

car R conserve les normes.
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Or, on sait par hypothese que pg x — po dans H ! En particulier, on a donc
que Pg k — Po dans L?. De méme, on a m), — m’ dans L? car on a la convergence

forte dans H' de my vers m. Par conséquent, le second membre de I’inégalité (3.12)
converge vers zéro, autrement dit on a [[R” A, —I||7, — [|[RTA,, —I||7,. Par suite,
par définition de la partie symétrique, on trouve que

IR A )* =172 — (R"Am)* =172

On procede de méme pour le second terme du membre de droite de (3.11).
D’apres ’expression de Ay, on a

IR" (Agek —Ad)llz2 = [ (O10IR™ ((Pak — Par)Re + (Po sk — Poc)Rer) Il 2
< lPai = Pall=IRall2 + 1P i — Pall 2 (3.13)

Comme py p — po dans H I ona Pak — Po dans L™ par les injections de Sobolev

et le second membre converge alors vers zéro 4 R’ € L? fixé. Par suite, on a la
convergence ||(RTAgx)*ll .2 — |(RTAe)|| 2.

Passons aux termes contenant la trace. Par les hypotheses de convergence de my,
et Po k> ON A

(p1ke1|p2ke2|RT my) — (pre1|paeaR"m') dans L*(10,1[;Ms3),

RT appartenant 4 L car c’est une rotation a x3 fixé.
Soit, par la linéarité de la trace,

tr(py xe1|paxea|RTm)) — tr(prer|paea| R m') dans L*(]0,1[;R).

En élevant donc au carré, on obtient la convergence voulue dans L'(]0,1[;R) de
(tr(RT Ay —1))? vers (tr(RTA,, —1))%.
De méme, on a la convergence forte dans L(]0,1[; M3),

R"Agx = R (0[0|po kR + Po Rer) — RTAq = R"(0[0] pauRG + poRer).  (3.14)
En effet, d’une part par I’injection de Sobolev H' < L*,
Pak — Po dans LZ(]0,1[;R).
D’ou,
PaiRy — paR,, dans L*(]0, 1[;R?),

car R!, € L? (comme dérivée de Ry, € H').
D’autre part, on a
Plos — Pl dans L2(]0,1[ ).

Soit,
PoRa — PoRo dans L2(10, 1[;RY),
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car Ry € L. Ainsi, par (3.14),
(tr(R"Ag))* — (tr(RTAq))? dans L'(]0, 1[;R).
Enfin, ayant f,,/ € L2, on trouve les convergences fortes dans L? :
fromg— fr-m et h-pgiRe — h-paRa,

aR e H! fixé.

Notons que les termes g, - my(1), pai(1)§-Ra(1) et po x(0)é- Ry (0) sont des
scalaires donc convergent dans R vers g,-m(1), pa(1)g-Ra(1) et pe(0)é- Ry (0)
par le théoréme de trace dans H'. D’ol I’on obtient la continuité forte de J.

Par ailleurs, remarquons que la fonctionnelle J est convexe. En effet, les termes
qui multiplient la constante tt sont obtenus par composition de la norme euclidienne
sur les matrices carrées d’ordre 3 au carré avec une fonction affine et ceux en A sont
le carré d’une fonction affine, par suite ils sont tous convexes. De plus, les termes de
force sont linéaires par rapport a m et pg. Par conséquent, cette énergie est convexe
comme somme de fonctions convexes.

On a ainsi montré la semi-continuité inférieure séquentielle faible de la fonction-
nelle J. En effet, nous venons de vérifier qu’elle est fortement continue et convexe.

Il reste donc a vérifier que X; est bornée. Pour ce faire, il suffit de montrer que
la fonctionnelle J est coercive. Par (3.9), on a

1 2
J(X,R) 2/0 <ah%uRTAm+A;R_zI|yZ+% ) Jg|yRTAa+A5RHZ) dxy

2

—c(f)llml 2 = c1(h Z_:l lpallz2 = llg-llm(1)]]
2

Z 2lllpa (D)1 + llellllpa(0)[1), (3.15)

le carré de la trace étant positif et par Cauchy-Schwarz dans R? (pour les termes

de force contenant g,, g et &) tout en utilisant le fait que ||Ry|| = 1. Pour les forces

extérieures f, et h, on a eu recours & Cauchy-Schwarz dans L?, et les constantes
c(f) et c(h) ainsi obtenues sont bornées car f; et i sont dans L? et leurs normes L?

sont donc finies.

Minorons le premier terme du second membre de (3.15). En utilisant la décom-

position (3.10), on obtient

IRTA,, +AT R —21|?

= |IR"Ap +AJR|>+|RT A,y + ALR|> + 12
—4tr(R"Ap +AJR) —4tr(R"A,, +ALR), (3.16)
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car tr ((RTAp —|—A[T,R)T(RTAm/ +A£,R)) —0.

Or,
p1 O
R'A, =10 p,
0 0 0
Par suite,
IRTAp +AJR|> =4p7 +4p7 (3.17)
et
tr(RTAp +ALR) = 2p1 +2p,. (3.18)

Par ailleurs, on note pour simplifier B,, = RA,y + AL R ot RTA,; = (0|0|R" m’).
Notre but est de minorer B,, en norme L?. Pour cela, nous commengons par remar-
quer que si A = (0|0]a), alors

4la® > [|A+AT|* > 2|al*.
Ainsi, en remplagant la matrice A par (0|0|R” m'), on obtient

Am/ > > ||Bu)* = 2|, (3.19)

car RT est une rotation, donc conserve les normes euclidiennes.
Enfin, par la propriété de la trace, on a

tr(RTA,y + AL R) = 2tr(0|0|RTm) = 2R3 - m. (3.20)
En substituant (3.17)-(3.18)-(3.19)-(3.20) dans (3.16), on trouve
IRTA,, +ALR —21|* > 4p? +4p3 4+ 2|m'|* —8p, —8p, —8R3-m.  (3.21)

Passons a la minoration du second terme de (3.15). Un simple calcul nous donne
17 T, 2L n 15 VI el n
Z||AaR+R Agll” = S P+ Ep(x(Rﬁ "Ro)"+ EPa(Rs ‘Ry)” 2> > Pa’ (3.22)
sans sommation et avec & # 3. En intégrant les inégalités (3.22) et (3.21) sur I’in-
tervalle |0, 1], I'inégalité (3.15) devient

1
JX,R) = wan (o722 + 131172 + 5l [[72 = 2l 2 = 2llpal 2 = 21l 12)

2
u u .
+ St etlIZ + 5 2 lpalz: — e(fllmlln — 1 () 3 ol
a=1

2

—llg-lmMI =Y (Izlllpe D)+ llelllpa 0)]1).

a=1
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en utilisant I'inégalit¢ de Cauchy-Schwarz, le fait que R3 est de norme égale a
1 et I'inégalité ||v||z1 > ||v||;2 pour tout v dans H'. Par suite, on trouve, grice a
I’inégalité de Poincaré, que J est coercive et bornée inférieurement pour la norme
H'(I;R%) dans ® x ©. On peut alors supposer que

1
infJ(X,R) <J (X, R) <infJ(X,R) +

et en particulier que J(Xi,R) < infJ(X,R) + 1. Ainsi, par coercivité de J, on ob-
tient que X; est bornée dans 1’espace réflexif H'(I;R>) et on peut donc en ex-
traire une sous-suite, Xy/, qui converge faiblement vers un certain Y. Cette propriété
accompagnée de la semi-continuité inférieure séquentielle faible de J (montrée
précédemment) assurent par 1’argument standard du calcul des variations 1’exis-
tence du minimiseur (m, py, p2) de J. O

Remarque 3.1.2. Dans le cas 1D, nous n’avons pas eu besoin d’inégalité de type
Korn pour montrer la coercivité de 1’énergie comme c’était le cas dans le passage

3D-2D [32, 34].

Ayant montré 1’existence d’une solution du probleme de minimisation, nous
passons a I’unicité.

3.1.3 Unicité de la solution

Pour ce qui concerne I’unicité, on a le résultat suivant.

Théoreme 3.1.3. Sous les hypothéses du théoréme précédent, la solution du proble-
me réduit de minimisation est unique.

Démonstration. Rappelons I’expression de 1’énergie réduite,

J(m,p1,p2,R)

1 A
— /0 ay, (%HRTA,% +ATR 21|17+ 5 (tr(R" A — 1))2> dxs

1 A B
+ /0 (JZ(%IlRTAa+A£R||2+E(tr(RTAa»Z) —fr-m—pah-Ra) dxs
—gr-m(1) = pa(1)g-Ru(1) — pa(0)e-Ra(0).

On vient de vérifier la convexité de cette €nergie. Ainsi pour montrer sa convexité
stricte, il suffit de remarquer qu’un de ses termes est strictement convexe (car la
somme d’une fonction convexe et d’une fonction strictement convexe est stricte-
ment convexe).
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1
Considérons donc le terme / IRTA,, + AT R — 2I||* dx3. Tl faut montrer qu’a R
0

fixée, I'application U = (m, py) — S(U) = [ H(Am,R)dx3 est strictement con-
vexe, avec H (A, R) = ||RTA,, +AT' R — 2I||%. Pour cette raison, on se place sur un
segment [0, 1] > 6 — OU; + (1 — 0)U, et on vérifie que

S(OUL +(1—08)U,) < 8S(Uy) + (1 —0)S(Us),

desque U #Uret0 < 6 < 1.
On pose j(0) = S(0U; + (1 — 6)U,). Ainsi, vérifier la stricte convexité de S
revient a montrer celle de j sur [0, 1] autrement dit, a vérifier que

J(8) <6(1)+(1-6);(0).

Soient A,, 1 et A,,> les matrices 3 x 3 associ€es a U; et U respectivement.

L énergie en question a la forme particuliere H(A,,) = || f(A,)||* ol la norme est la
norme euclidienne sur les matrices carrées d’ordre 3 et f est une application affine
des matrices 3 x 3 dans les matrices 3 x 3. En particulier, on a

f(eAm,l + (1 - Q)Am,Z) = 9f<Am,1) + (1 - 9)f<Am,2)-

Ainsi, on en déduit que

= | 10CF (A1) = F(An2)) +F(An2)|*dy

[ (1 Q) = P2 PO+ 2( () = F(An2))  F(A2) O

0
£ (An2) ) das,

en développant le carré de 1a norme euclidienne. La fonction j est alors un polyndme
du second degré en 6 qui peut s’écrire sous la forme j(6) = a6 + b0 + c. Un tel
polyndme est strictement convexe si et seulement si son coefficient dominant a > 0.
Or,

1
a= [ 1) = FAn2)|Pdxs = 0
0

et donc dans le cas ou a s’annule, j n’est pas strictement convexe. Ceci ne peut se
produire que si f(Ap,1) — f(Am2) =0 p.p sur [0, 1] (I"intégrande étant positive). Or,

f(Am1) = f(Am2) =0p.psur[0,1] <> R"A,, +AR=0,

ou I'on a noté, A,, = A, 1 —App, la matrice associée a m = mj; —my et pg =
Pa,1 — Pa,2 (correspondant respectivement a U; et U,). Ce qui signifie que RTA,,
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est presque partout antisymétrique sur [0, 1] et par suite que pg = m’ = 0. Ceci
découle directement de la forme particulicre de RT A,, en fonction des Po €t m:

RTAm = (plel ]pzez\RTm/).

Avoir pg, = m’ = 0 revient 2 annuler A,, et obtenir par la suite U; = U,.

En conclusion, on a pu montrer que j n’est pas strictement convexe si et seule-
ment si U; = U,. En d’autres termes, des que U; # U,, j est strictement convexe,
d’ou le résultat voulu. O
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Ayant établi I’existence et I’unicité du probleme réduit de minimisation de 1’¢é-
nergie, il convient également d’étudier celles du probleme d’évolution. Pour ce
faire, nous déterminons la formulation variationnelle de I’équation d’Euler-Lagran-
ge du probléme de minimisation. Nous montrerons par la suite que sa solution faible
est en réalité une solution forte. Ce passage est assuré par la régularité elliptique de
la solution obtenue par un raisonnement en bootstrap, qui nous permet d’avoir la
forme forte de I’équation d’Euler-Lagrange.

Nous commengons par chercher le probleme variationnel dont le minimiseur de
J est solution.

4.1 Equation d’Euler-Lagrange

4.1.1 Formulation variationnelle

On rappelle I’expression de I’énergie réduite que 1’on souhaite différentier par
rapport a m, pp et pa,

J(m,p1,p2,R)

_ /01 ah(%HRTAm—FA,ZR—ZI 2 +%(tr(RTAm —1))2)dx3 N

+ /0 1 (Jé(%llRTAaJrAERH%%(tr(RTAa))z) ~from (')
—pah-Ra) dxs — g -m(1) = pa(1) g Ru(1) ~ Pu(0)&- R (0).

63
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On définit a R fixé les applications g et g, par

g1:M3><M3—>R

4.2)
(Ap,R) — %HG(Am,R)HZ—F%(tr(G(Am,R)))Z

et
g M3 x M3 — R
A (4.3)
(AasR) = L ILAG R+ £ (wr(L(Aa. R))),

ol 'on a Ay = (p1R1|p2R2|m'), Aq = (0]0|(paRe)’) et ot G est une application
affine des matrices 3 x 3 dans les matrices 3 x 3 définie par

G: M3 ><M3 —>M3
(Am,R) — RTA,, +ATR—2I

et L est sa partie linéaire. Ainsi 1’énergie réduite unidimensionnelle s’écrit sous la
forme

1 -
J(m,p1,p2,R) = /o (ahgl (A, R) +J5 2(Aa, R) — fr-m _pah‘Ra> dx3
—&r-m(1) = pa(1)§-Ra(l) — pa(0)é-Ra(0), (4.4)
la trace étant linéaire et par la propriété tr(A) = tr(AT) pour toute matrice carrée A.

Théoréme 4.1.1. On suppose données les rotations R € H'(]0,1[;SO(3)). Tout
point X = (m,py,p2) € H'(]0, 1[;R?) vérifiant m(0) = (0,0,0) qui minimise J est
solution du probleme variationnel

/01 apDg1 (Am,R) : Hy dx3 +/01J3Dg2(Aa,R) : Hrdx
:/Olfr-ndX3+/ol O hi- Rydxs + g, -n(1)
+0a(1)§ Ra(1) +60a(0)2-Re(0), (4.5)
pour tout (n,01,6,) € H'(]0,1[);R) avec la condition n(0) = (0,0,0) et oit I’on a
Am = (P1R1|p2R2|m'), Aq = (0[0|(paRa)"),

Hi = (B1R|6:Ry|1) et Hy = (0|0](8gRy)’).
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Démonstration. Montrons que la fonctionnelle J donnée par (4.4) est différentiable
et calculons ensuite sa différentielle.

Soient X = (m,p1,02), ¥ = (n,01,6,) € H'(]0,1[;R?), alors pour tout réel T,
on a X + 1Y € H'(]0,1[;R) et I’application j telle que j(t) = J(X + tY,R) est
bien définie. D’apres (4.4), on a

j(7) = J(X + 7Y, R)
:/Olahgl(AerTHl,R)dxg—|—/Oljgg2(Aa—i—THz,R)) dx;
—/Olf,-mdx3—T/Olfr-ndx3—/01paﬁ-Radx3 (4.6)
[ GuRadss — grom(1) ~ 2ge-n(1) ~ pul )8 Ra(1)
—264(1)gRal(1) — pa(0)7 R (0) — 64(0) & Ra(0).

Pour montrer que j est de classe C!, il suffit de vérifier que les fonctions

1
v [ g+ THR) d
0

et

1
v [ gada+ Hy, R) ds
0

sont de classe C!, les autres termes étant linéaires. On commence par traiter le cas
de la premiere fonction et on pose

G (X3,T) =g (Am(X3) + TH, (x3),R(x3)).
Ona A
§1(Am R) = SALR+RT Ay =211 + 2 (tr(ATR) —3)2,

g1 est donc de classe C I' (comme somme de fonctions de classe C1). Par suite, G|
est de classe C! et on a

_ dgi
7()63,@ = P13

(Am(x3) +TH (x3),R) - %((Am +TH));)
= Dg (Am(X3) + TH; (X3),R) :Hy (X3) “4.7)

Ainsi, par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

G
%2 12,91 < 1D A+ <1, R) | 14 48
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Il s’agit donc de majorer H Dg (Am + TH, ,R) H .Ona

Hoar Tx |12 2y A T 2
An,R) <= (||A,,R+R A 21 —(tr(A,,R—1
1 (AmR) = S (ALR+R A P+ 21]F) + 5 (wlafR=D)
<c(p,A) (14 [1An]1?),

ou I’on a utilisé les inégalités
1A+ B> < 2(|A[1* +[[B]]?) et (tr(4))* < n|A|?,

n étant la dimension de ’espace, et les identités ||ALR| = ||[RT A, = ||An|| car R
est une rotation. Comme g; est convexe, alors I'inégalité (4.9) entraine

Dg1(AmR) < c1(p, ) (1+[|Aml])- (4.10)

On pourrait également remarquer que g; est quadratique et par suite que Dg; est
affine. Ainsi, I’'inégalité (4.8) devient

dG
‘W(x3,’[)‘ <c(1+||Am+TH ) |H | @11

< c(|Hll+ AmlI1H ]|+ [[E]1?)

en se restreignant au cas ou 7 € [—1,1].

Or, on a H; = (61R1|6:Ry|n’) ol d’une part n appartient 4 H' donc sa dérivée n’
est dans L?, et d’autre part 6, et Ry, appartiennent 3 H'. Comme H' est une algébre
en dimension 1, alors le produit Oy R, appartient 3 H'. Par conséquent, on trouve
que H; est dans L?. De la méme facon on montre que A,, appartient 4 L. Le produit
de deux fonctions L? étant dans L' et puisque L> C L! (étant dans un borné), on
obtient donc que

2 1

(H U+ 1Al H |+ [[HL]7) € L
La fonction dG|/d7T est donc dominée par une fonction intégrable uniformément
pour T € [—1,1]. Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, on en déduit
que la fonction T — [, G (x3,7)dxs est de classe C' et que sa dérivée est donnée
par T — fol %()@, T)dx3. On procéde de la méme maniére pour montrer que la

fonction T — fol 22(Aq + TH>,R) dx3 est de classe C'. En effet, on pose

G2(x3,7) = 82(Aa(x3) + TH2(x3), R(x3)),
on a donc que G est de classe C! et on montre que

2G,

= 0,0 < c(lAallllF|| + 1 H2]) (4.12)
en se restreignant toujours au cas ot T € [—1,1]. Comme 6 et Ry appartiennent
a H' alors leur produit est aussi dans H' et sa dérivée est dans L?. On en déduit
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que Hy = (0|0|(64R¢)’) est dans L?. La fonction dG5/d T est donc dominée par une
fonction intégrable uniformément pour 7 € [—1, 1]. Par conséquent, la fonction qui

a 1 fait correspondre [, Ga(x3,7)dx3 est de classe C' et sa dérivée est donnée par

T+ 01 % (x3,T) dx3 (toujours par le théoréme de dérivation sous le signe somme).

On a ainsi montré que j est de classe C! et que sa dérivée est égale a
1
j() = /0 <ah Dgi(An -+ TH1,R) : Hy +J" Dg>(Aq + THa,R) : H2> dxs

1 o
—/ fr~ndx3—/ Ooh-Rydxs —gr-n(1)
0 0
—ea(l)g_'Ra(l)_Ga(o)e_'Roc(O)- (4.13)

X est un minimiseur de J autrement dit, J(X + tY,R) = j(7) > J(X,R) = j(0).
Le point 0 est donc un minimum de j et comme j est dérivable alors j'(0) = 0, ce
qui est équivalent a avoir

1 1
/() apDg1(An,R) ZH1dX3+/0 Jngz(Aa,R) cHydxs

1 1
:/O frnd.x3+/0 eah'Radx3 +gr‘n(l)+6a(1)g'Ra<1)+9a(O)e_Ra(o),

qui n’est autre que 1’équation d’Euler-Lagrange (4.5). 0

Remarque 4.1.2. Dans le théoreme 4.1.1, R appartient 2 H'(]0,1[;SO(3)) mais
plus tard on prendra R dans W'7(]0,1[;SO(3)) avec p > 2. Dans ce cas, le théoréme
reste vrai. En effet, on a W!?(]0,1[;S0(3)) C H'(]0,1[;SO(3)), pour p > 2.

Nous passons maintenant au calcul des différentielles des applications g1 et g,

et nous avons le résultat suivant.

Théoreme 4.1.3. L’équation d’Euler-Lagrange du probléme de minimisation s’écrit
1
/0 pay (2(pa—1)8g +m' -0’ + (R3-m' —2)(R3-n')) dx
! 2 2 2
[ 1 X Ik (phbi+ Paba IR+ (Ry- R ) ) i
o=1
1
+/0 lah(pl—|—p2—|—R3~m'—3)(91+92—|—R3-n/)dx3 4.14)
1 2 1
+/0 A Y JtPaOa(Ry R3)dxs = /0 frondxs
a=1

l —_
+/O O hi- Rocdxs + g7 -n(1) + 0(1)2- R (1) + B (0) - Re(0),

pour tous 8 € H'(]0,1[;R) et n € H'(]0, 1[;R?).
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Démonstration. 11 s’agit de calculer les différentielles des applications g; et g2
définies ci-dessus par (4.2) et (4.3) respectivement, et donc de calculer les diffé-
rentielles de ||G(A,,R)|%, |[L(Aq,R) |, (tr(G(Am,R)))? et (tr(L(Ag,R)))?. Les di-
fférentielles de ||G(A,,R)|*> et de (tr(G(A,,R)))? sont respectivement égales a
2G(Au,R) : L(H1,R) et 2tr(G(Am, R)) tr(L(H;,R)). C’est simplement la différen-
tielle d’une application composée, avec le fait que la différentielle d’une applica-
tion affine est donnée par sa partie linéaire, et la différentielle d’une application
linéaire par elle-méme. On en déduit donc que les différentielles de ||L(Aq,R)||* et
de (tr(L(Aq,R)))? sont 2L(A,R) : L(Ha,R) et 2tr(L(Aq,R)) tr(L(Ha,R)) respecti-
vement. Notons que L(Hg ,R) est égale a RTH[; +H E R car L est la partie linéaire de
G. Ainsi, on trouve

Dgi(Am,R) : Hy = %(A;R +RTA,, —2I): (R"H, + HTR)

A [(ATR+RTA,,—21): I)[(RTH, +HTR) : 1] (4.15)

7

et

Dgz(Aa,R) . H2 =

%(A§R+RTAa) . (R"H, + HIR)

- %[(A£R+RTAOC) 1[(RTH, +HIR) : 1], (4.16)

par définition du produit scalaire usuel de I’espace des matrices (noté par :).
Notons que

(ATR+RTA,,—2I): (HT'R) := tr(ATR+RTA,, —21)HIR)

= tr(H{ R(AL,R+R" A, —2I)) i
17

= tr(H] (RATR+A,, —2R))

.= (RATR+A,, —2R) : Hy,

ot I’on a eu recours a la symétrie de la matrice ATR + RTA,, — 21, a I’identité
RRT = et aux propriétés de la trace,

tr(A) = tr(AT) et tr(AB) =tr(BA)

pour toutes matrices A et B carrées et de méme ordre.
Avec ces mémes propriétés, on obtient

(ATR+RTA,, —21):1=2(A,,: R—3) (4.18)

et
(RTH,+HIR):I1=2(R: H)). (4.19)
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Ainsi, a I’aide de (4.17), (4.18) et (4.19), (4.15) devient
Dg1(Am,R) : Hy = (L(RAJR+A,, —2R) + A(R: A,y — 3)R) : Hy. (4.20)
Un calcul analogue nous donne
Dg>(Aq,R) : Hy = (W(RALR+Aq) + A (R : Ag)R) : Ha. (4.21)
Commengons par expliciter chaque terme de (4.20). On a A, = (p1Ry|p2R2|m’),
ainsi
P1 0 0
ALR=1| 0 P2 0 |- (4.22)
Ri-m' Ry-m! Ry-m'
En multipliant la matrice AZ;LR par la rotation R, on trouve
RALR = (piRy + (Ry -m)R3| p2Ry + (R -m')R| (R3 - m')R3). (4.23)
Par suite,
RALR+ A, —2R = (2(p1 — )Ry + (R -m')R3|2(p2 — 1)R,
+ (Ry-m")Rs|m' + (R3-m' —2)R3). (4.24)

Calculons le produit scalaire matriciel de (4.24) par H; = (61R|0:R;|n’),

(RATR+A,,—2R) : H; := tr((RATR+A,, —2R)H])

(4.25)
=2(pg—1)0q+m' -0+ (R3-m' —2)(R3 -1').
En effet, R est une rotation et vérifie donc R; - R; = ;.
Passons au second terme du membre de droite de (4.20).
D’apres (4.22), on a
R:An=t(ATR) = p1 +p2+R3-m'. (4.26)
Par ailleurs,
R:H; :=tr(RH!)

(4.27)

=01 +6,+Rs-n,

car [Rg|? = 1.
En multipliant (4.26) par (4.27), on obtient

(R:An—3)R:H = (p1+p2+R3-m'—3)(61+6:+R3-n'). (4.28)
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Par conséquent, il vient

Dgi(A,,R) - H, = ,LL(Z(pa —1)8g+m' -0’ + (Ry-m' —2)(R3 n/))
+A(p1+p2+R3-m' —3)(61+6,+R3-n). (4.29)

Pour ce qui concerne le calcul de la différentielle de g, ((4.21)), on a sachant que
Aq = (0[0](paRa)’),

0 0 0
ATR = 0 0 0 : (4.30)
(ALR)31 (ALR)32 (ALR)s3

avec
3

(AgR)3i = Z (PaRoc)/jRijv

J=1

sans sommation sur ¢ et oll (0gRy)’; est la j-eme composante du vecteur (PoRq)"-
Notons que pour &t = 1, on a

(ATR)31 =pi, (A{R)322 =piR] Ry et (A[R)33 = piR] - R,
alors que pour & =2, on a
(ATR)31 = poRs - Ry, (ATR)3, = p} et (ATR)33 = paR) - Rs,

toujours par le fait que R; - R; = §;; et donc que Ry - Ry, = 0.
En multipliant R par (4.30), on trouve

RAGR+Aq = ((AgR)31R3|(AGR)32R3|(AGR)33R3 + (PaRa)'). (4.31)
Par suite, le produit scalaire matriciel de RALR + A, par Hy = (0|0|(64R)") donne
(RALR+Aq) : Hy = (ALR)33 04 R3 - Ry + L0y + PO | Ry |*.
Soit en remplagant (AL R)33 par sa valeur, on obtient
(RALR+Aq) : Hy = poBu(IRy >+ (R3-Ry)?) + po 0 (4.32)

sans sommation sur .
Par ailleurs, a partir de (4.30), on a

R:Aq = (ALR)33 = puR,, - Rs.

Or, on a
R:H, = 04R;3 R, (4.33)
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car R3 - Ry, = 0. Ainsi, on trouve 1’égalité
(R:Aq)(R: Hy) = puBu(R,, - R3)? (4.34)

sans sommation sur .
Enfin, en substituant (4.32) et (4.34) dans (4.21), il vient

Dg>(Aa,R) : Hy = 11 (paBa(|Ry|* + (R3 - Ry)?) + pl6h) + ApaBa(Ry - R3)?.
(4.35)
En substituant les valeurs des différentielles des applications g; et go données par
(4.29) et (4.35) dans (4.5), on trouve I’expression de 1’équation d’Euler-Lagrange
du Théoreme 4.1.3. 0

4.1.2 Probleme aux limites

Précisons I’équation (4.14) en réarrangeant les termes :
1 1
1
+/0 Aay (p162+p261 4 (p1+p2)(R3-n') + (61 + 62) (R3 - m')) dx3
12 1
+/0 H Z Jgp(lxe(lde3 = /0 ay (Z‘LL —1—31)(91 + 6, +R3 -n/)dX3 (4.36)
a=1

1 -
+/O (fr‘n+h-6aRa)dx3+gr-n(l)

+6a(1)&-Ra(1) +604(0) - Re(0),

2
ol lonnote Ko = (2 +A)ay + ¥ J&(U|R, >+ (u+A)(R3-R,)?).
a=1

Dans la suite, on prend R € W»(]0,1[;SO(3)), p > 2, fr, h € LP(]0,1[;R?),
me H'(]0,1[;R3) et pq € H'(]0, 1[;R) avec une condition aux limites de Dirichlet,
m(0) = (0,0,0).

Théoreme 4.1.4. Soit (m,p) € H'(]0,1[;R>) solution de I’équation d’Euler-La-
grange (4.36). Alors on a

n! ' — (u+2)((Rs -m')Rs) = 2((p1 + p2)R3) = — (21 + 34 )Ry + aih
— wJIlply + Kapo + Aap(Rs-m' +pg) = a2 +34) + - Ra,
avec B # o et sans sommation sur o, les équations ci-dessus étant entendues au
sens des distributions sur )0, 1].

Pour la preuve du Théoreme 4.1.4, on aura besoin du résultat suivant.
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Lemme 4.1.5. Soient I un intervalle ouvert de R, f € L'(I) et g € L°(I) avec 1 <
r,s <oo. Alors fg € L7 (I) et on a

178l s < N llerllglles-

Démonstration. Soit 1 < p,q < +ootels que %-l—(l] =1, 'inégalité de Holder affirme
quepour FeLPetGeLfonaFGe L et

[irai=( [ \Frp)]/p (/ \Gw)l/q.

En I’appliquant a F = | f|" et G = |g|', on obtient fg € L' et

Jisst<(fire)" (frae) ™ @)

Dans notre cas, on veut avoir ¢ p =rettqg=s, soit B = £ = p— 1. Pour cette raison,

s
r-l—s

on prend p = etdonc ¢t = ;7. Comme tp =r et tq = s, alors I’'inégalité (4.37)

n’est autre que

I 78lles < IFIZ” lglZ”
Ainsi, en remarquant que 1—’) = 5 =t, on trouve 1’inégalité voulue . ]

Démonstration du Théoreme 4.1.4. En prenant r = s = p dans le Lemme 4.1.5 et
en utilisant I’injection de Sobolev W!» < L* en dimension 1, on trouve que |R}, |2

et (R3 - R})? appartiennent 2 L7 et par conséquent K, appartient a L?. Ainsi, par
I’injection continue de Sobolev H! < L=, Kypq appartient & L?. Par suite, pour
p > 2, (4.36) s’écrit avec les crochets de dualité entre & et son dual 2,

(kapa, Oa) + pay (m', n') + (4 A1) ap((R3-m')R3, n') + A ay ((p1, 62)
2
+(p2, 01) +{(p1+p2)R3, 1) + (61 + 62, Rs-m')) + 11 Y (P, O4)
o=1
=a,QU+3A)(1, 0, + 6, +R3-1') + (fr, n) + (0, h-Ry), (4.38)

ou n, Oy sont des fonctions de classe C* a support compact arbitraires et ou I’on a
1dentifié toutes les fonctions LllOC a des distributions. En dérivant au sens des distri-
butions, (4.38) devient,

(kapas Ba) — pay (m”, n) — (L +A) an(((R3-m")R3)', n) +Mh ({p1, 62)
+(p2, 81) — (((p1 +P2)R3)', n) + (61 + 62, Ry -m')) — Z To (P 6

=ap (2u+32)(1, 0, + 6, — Ry -n) + (fr, n) + (0g,h-Ry). (4.39)
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En découplant les équations, on obtient un systeme de trois équations au sens
des distributions : une équation vectorielle pour m (en prenant 8, = 0 et n £ 0) et
deux équations scalaires pour py, (en prenant n = 0) qui ne sont autres que celles
données dans I’énoncé du théoreme. 0

Il s’agit maintenant de montrer que la solution faible du systéme I) est en fait
une solution forte. On a donc besoin d’une régularité supplémentaire de la solution.

Régularité de la solution pour R € W!'P,2 < p < 40

Dans cette partie, on s’intéresse a la régularité des fonctions m et py pour une ro-
tation R € WP, p € [2, +oo]. Pour ce faire, on passe tous les termes d’ordre inférieur
a 2 du systeme I) ci-dessus dans le membre de droite. Il vient

1
—pm"” — (+A)((R3-m')R3)" = A((p1 + p2)R3)" — (2u +3A)R; + a—hfr (4.40)

—Wlply = —Kapa — Aan(Rs-m' +pg) +ap(2u+3A) +h-Re.  (441)

Dans la suite, on aura besoin du résultat suivant.

Lemme 4.1.6. Soient f € Wl’P(I;R), p>2etgé€e Hé (I;R) avec I un intervalle
de R. Alors le produit fg" (g étant la dérivée seconde de g) est bien défini et
appartient a H='(I).

Démonstration. Définissons une forme linéaire fg” sur 2(I) par la formule

<fg”7¢> = <g”’f¢>H—1,Hé-

Ceci est bien défini car pour p > 2, f est dans H' (I). Comme I’espace H'(I) est une
algebre en dimension un, f¢ appartient alors 3 H' (I). Par ailleurs, ¢ est nulle au
bord, donc f¢ aussi, ce qui implique que f¢@ est dans H(} (I) et le crochet de dualité
du membre de droite est bien défini.

Il suffit maintenant de montrer que cette forme se prolonge par continuité a
H(% (I), c’est-a-dire qu’il existe une constante C telle que

Vo € 2(1),|(f8", )| < Cll9lm-

Or par la propriété d’algebre, || f¢ |1 < C||f|lz1]10]|;1. Donc comme g” € H=1(I)

(8" 0 =1(&" £ )1 gt | < N8" Na-1[1(£9) Iz < Cllg" N1 £l 9]

d’ou la conclusion. O]
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Proposition 4.1.7. L’équation (4.40) s’écrit sous la forme

m' = —ﬁ (4 2)(Rs-m')+A(pr+p2) — (20 +34)) (RS 'Ra)+aih(fr-Ra)}Ra

1
S 2U+A

1
[(L+2)(Rs-m)+A(p1+p2) + a—hfr-Rg]Rg, (4.42)

oil I'égalité est entendue au sens de H='(I).

Démonstration. Le probleme consiste a développer le membre de gauche de I’équa-
tion (4.40) afin de pouvoir identifier m”. Pour ce faire, on remarque tout d’abord
qu’on a I’égalité au sens de H~!,

((R3-m')R3) = (Ry-m')R3 + (R3 -m")R3 + (R3 - m')R},. (4.43)

Vérifions tout d’abord que chaque terme de (4.43) est bien dans H~!. D’une part,
par le Lemme 4.1.6, (R3-m”)R3 a bien un sens en tant qu’élément de H ~1 (prendre
g=me€ H& et f=R3;R;3; € WLP par la propriété d’algebre de W'” en dimension
1).

D’autre part, R} -m' € L% (prendre r = p et s = 2 dans le Lemme 4.1.5) et
par suite (Rg -m')R3 € L% (R3 € L™). Par le méme raisonnement, on montre que
(R3-m')R} € Ll%. Or p > 2, soit [% > 1 et donc Ll% C L' (sur ]0,1[). De plus,
comme I'injection H < C{ est dense, on a alors (C))' < (Hj)" = H ! et par suite
L'— H ' (L' < (C)). Ainsi, le membre de droite de (4.43) est dans H~!, celui
de gauche également puisque c’est une dérivée d’une fonction de L?.

Montrons (4.43) par densité. En fait, la formule est vraie si on remplace Rj3
par h € C*(]0,1[;R?), car si T est une distribution quelconque et v € C*, on a
(vT) =vI'+V'T.

Soit maintenant une suite 4, — R3 dans WP, Par I’injection de Sobolev, on a
la convergence uniforme s, — R3, d’ou trivialement

(hy-m'Yh, — (R3-m")R3 dans L fort.
En dérivant, il vient
((hy-m")h,) — ((R3-m')R3) dans H™ '
De méme, on trouve les convergences

2
(i, -m)hy — (R -m')Rs dans L»2 C L',

2
(hy -m')h), — (R3-m')R; dans L2 CL!

et
(hy-m" Yy — (R3-m")R3 dans H™ .
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Ce qui montre qu’on a bien (4.43).
La premiere équation d’Euler-Lagrange au sens de 2’ s’écrit alors comme

—um” — (u+2A)(Ry-m" )Ry = e, (4.44)
ou

e = (L+2)[(R3-m')Rs+ (R3 - m')R5] + A ((p1 + p2)R3)" — (21 +32)Rs + éfr.

Pour identifier m” dans le membre de gauche de (4.44), on commence par faire le
produit scalaire de cette équation avec Ry, et R3, ce qui est bien défini par le Lemme
4.1.6. On obtient respectivement,

— Ry -m" = (UW+2A)(Rs -1 )Ry Ro + A(p1 + p2) (RS - Ror)

1
— (20 +32)(R5Ra) + —fr-Ra (4.45)
h
et
1
—(2u+A)Ry-m" = (u+A)(R-m')+A(p1 +p2) + Efr'Ra (4.46)

car R; est de norme 1 et donc en particulier pour i =3, R3 - R} = 0.
Par ailleurs, on a au sens des distributions 1’égalité m” = (R; - m")R;. En effet,
vérifions-la composante par composante. Par le Lemme 4.1.6, on a

(RijmRit, 9 7,7 = ('}, RijRuu) 1 gy
Or R;jRjx = &, par suite
(Rij! Ri ) .5 = (] 6,)
ijm; lk7¢k D'\9 — mj7¢j H*HH&'
D’ou I’égalité voulue.

Enfin, on se sert de cette identité accompagnée des égalités (4.45) et (4.46) qui
nous donnent I’égalité (4.42). L]

On arrive ainsi au résultat principal de cette section.

Théoreme 4.1.8. On suppose les rotations R € WP (]0,1[;50(3)) avec p > 2,
fryh € LP(]0,1[;R3), et soit (p,m) la solution du probleme de minimisation, avec
p = (p1,p2). Alors m € WP(]0,1[;R?) pour tout p > 2 et p € W>P/2(]0,1[;R?)
pour p < 4, alors que pour p >4 p € H*(]0,1[;R?).
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Démonstration. Les équations satisfaites par les fonctions py et m sont

" = = [((+2)(Ra ) +-2(p1+ pa) = (2H+ 30)) (R -R)+ - )

1 1
@~ g7 (M ARy ')+ 21+ p2) + - fp-Ro| Ry, (447)
et
—uJhply = —Kapo — Aan(Rz-m' +pg) +ap(2u +3A) +h- R, (4.48)

2
avec Ko = 2+ A)an + L T4 (WIRL P+ (1 +A)(Rs - Ry)?).
a=1

Commencons par I’équation donnant pg. Pour R € W7(]0,1[;SO(3)), on a
déja vu que Kypg € L?.De plus, I’injection W!» < L* montre que R3 -m’ € L? et
que /- Ry € LP et enfin a,(2u +32) est une constante. On en déduit que si p < 4,
alors le second membre de (4.48) est dans L? donc P4 appartient a L7, c’est-a-dire,
Pa € WEP/2 alors que si p >4, L% C L2, donc pl} € L2, soit py, € H?.

Passons a la régularité de la fonction m. On la montre en utilisant un argument
du type bootstrap. Deux étapes suffisent ici. Tout d’abord, pour R € W»(]0,1[;R?)
et par I’injection de Sobolev, W' < L*, on a d’une part R3-m’ € L? et d’autre
part R} - Ry, fr- Ri € LP. Ainsi, le produit (R3-m')(R% - Rq) et le terme R - m’ sont

2
dans Lr par le Lemme 4.1.5 (r = p, s = 2). Par ailleurs, pour p, € H', on a
(p1+p2) € L™ (par H' < L) et (p1+p) € L? (comme dérivée d’une fonction
H 1). Enfin, en réutilisant I’injection WLP < [ on trouve que le second membre

2 2
de (4.47) est dans L2 (car 1% < 2, p) et que donc m appartient a w2t

. . 2p

On recommence alors le raisonnement en partant du fait que m est dans W22

et en utilisant les deux régularités des po, trouvées ci-dessus suivant la valeur de p.
Comme pour p € [2,+o0], 1% > 1, on a donc I'injection de Sobolev en dimension

1, Wl’f% < L. On en déduit que pour tout p € [2,4o0|, R3-m’ est dans L™ et
R, -m’ est dans L? et par suite que les produits (R3-m’)(R}-Rq) et (R;-m')R3
appartiennent a L”.

Pour les termes contenant pg, on considérera deux cas. En premier lieu, on
prend 2 < p < 4. Dans ce cas on vient de montrer que Py € W2P/2, Par suite,
les termes (p; + p2) et (p; + p2)’ sont dans L™ par les injections de Sobolev en
dimension 1, Wz’p/z, whr/2 s = (% — 2,% — 1 < 0). Dans I’autre cas, autrement

dit pour p >4, on a py, € H? et donc (p; + p2) et (p; + p2)’ sont aussi dans L™ par
les injections de Sobolev en dimension 1, H?, H! — L.

Notons donc que pour tout p € [2, 40|, (p1 +p2) et (p1 +p2)’ sont dans L. Par
conséquent et comme |R3| = 1, les termes (p; + p2)R3 et (p1 + p2)'R3 restent dans
L™,
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On conclut alors que le second membre de (4.47) est dans L? (sachant que le
vecteur (f,-R;)R; est dans L? voir ci-dessus) et donc que m appartient 4 W2 et ceci
pour tout p € [2,4-o0] . O

Remarque 4.1.9. On n’a pas la régularité W>? pour les fonctions p, méme en
poursuivant le raisonnement en bootstrap. En fait, la régularité des p, dépend es-
sentiellement de celle de Ky, qui est indépendante des régularités des fonctions m et
Po- On aura donc toujours Ky € LP/? dans la mesure ol cette fonction ne dépend
que de R.

Le Théoreme 4.1.8 nous permet d’avoir les équations du systeme I) au sens fort.

Equations fortes

Théoreme 4.1.10. Tout point qui minimise J est solution du probléme aux limites
suivant

me H'(]0,1;R%), pg € H'(]0, 1[;R)
"= (et A)(Ra R = A(pr-+ IR = ~(2a+ 3R +
— 1Pl + Kapa + Aap(Rs - m' + pg) = ap(2it +34) +h- Rq,
avee m(0) = (0,0,0) et
pm! (1) 4 (1 +24) (R3(1) -m'(1))Ra(1))
2 ((pr(1)+ 1) Ra(1)) ~ 2R+ 3)Ra(1) = g, =0

et les conditions de Neumann pour py :

1 1

2(0) = ———¢-Rq(0) et py(l) = —- g-Ra(l).

\pa( ) ,LLJ& OC( ) pa( ) ‘ujgg OC( )

Démonstration. On rappelle I’expression de la formulation variationnelle du pro-
bleme de minimisation réduit

1 1
| KapaBadiat [ a (i )+ (4 A)(Rs ) (Rs-1'))
1
+/0 Aay (p162+p261 4 (p1+p2)(R3-n') + (61 + 62)(R3 - m')) dx3
1 2 1
+/ u ngp(;e&dm:/ ay (21 +30) (8, + 6+ Ry - )dxs  (449)
0 4 0

1 _
+/O (fr‘n+9ah‘Ra)dx3+g,-n(l)

+60(1)8-Ra(1)+ 6a(0) 2 Re(0),
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ou I’on note toujours Ko, = (2u+A)ay, + Z JA (IR, + (L +2)(R3 - Ry,)?).
On a déja démontré que m € W2P pour tout p > 2, et que pg € W2P/2 pour
p < 4 et pg € H? pour p > 4. On peut donc intégrer par parties avec des fonctions

tests non nulles sur le bord, autrement dit avec 8,,n € H' quelconques.
Ainsi, on obtient les formules suivantes

1 1
/ m'-n'dx; = / min dxs
0 0

1
_ /0 ! msdxs + [ (4.50)
1
= —/ m”-ndX3+[m’-n](l)
0
et
1
/ (Ry-m')(Rs - ) dxs
0
1
/ 1
= —/0 ((R3j m/]‘)R3i) n;dx; + [((R3j m/j)R3i)l’li}O 4.51)
1
1
- —/0 ((Rs-m')Rs) - ndxs + [((Rs -m') Ry - )],
Notons que R3 et m’ appartiennent 3 W7, leur produit est donc dans W!” par la
propriété d’algebre de W!” en dimension 1.
Pour2 < p<4,onapy € W2P/2 avec W2P/2 Cwl=cwlr (en dimension 1
et dans un borné), alors que pour p > 4, on a py € H? avec H> C WP, Par suite,

Pe est dans WP pour tout p > 2. Par conséquent, poR3 est dans W!? car W7 est
une algebre en dimension 1 et sa dérivée est donc dans L”. D’ou I’on a

1
/o (p1+p2)(R3 1) dx3
1
N _/0 ((py +p2)R3i)l”idx3 + [ ((ps +P2)R3i)ni](l, 4.52)

T /o1 ((p1+p2)R3)" - ndxs + [((p1+p2) (R3 - n)) ]

Enfin, on a
1
N / PU6e+ [P0, (4.53)

car p/) est soit dans [? (pour p > 4), soit dans L! (pour 2 < p < 4 soit p/2 > 1) et
0 € L™. En substituant ces intégrations par parties dans (4.49) et en utilisant les
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équations au sens des distributions suivantes
— = (+ A) (Rs - )Rs) = A((p1 + p2)Rs)
= —(2u+31)R; + a—lh fry  (4.54)
— wIhpy+Kapa+Aay(Ry-m' +pg) = ap(2p +3A) + 7 Ra,
on en déduit les relations
(' (1) (1) = (©)n(0)) + (1 + A) ((R(1) ' (1)) (R3(1) - (1))
— (R3(0) ' (0)) (R3(0) -n(0))) + A (p1(1) + p (1))
(Rs(1)-n(1)) = (P1(0) + p(0)) (R3(0) - n(0)) )
— (2p+32) (Ry(1) (1) = R3(0) -n(0)) — g -n(1) =0

(4.55)

et
¢ (Pa(1)0a(1) = pg(0)6a(0)) = 6a(1)Z-Ra(l) + 6a(0)2-Ra(0),  (4.56)

sans sommation sur ¢ et pour toute fonction-test admissible.

Or on a considéré, en x3 = 0, une condition aux limites de type Dirichlet ho-
mogene pour m, m(0) = (0,0,0). On est donc ramené a prendre des fonctions test
nulles en x3 = 0, c’est-a dire n(0) = (0,0,0). Dans ce cas, a partir de (4.55), on
trouve les conditions aux limites de type Neumann,

(1) -+ (4 2) ((R3(1) - (1)Rs (1)
+#2((pr(1)+ p2(1)Ra(D) = 2+ 30)Ra(1) — g =0, (45T

De plus, a I’aide de (4.56), on obtient des conditions de Neumann

) 1
et 1
pe(l) = Wg-RaU). (4.59)

]

Notons que la condition (4.57) est une condition couplée qui lie m'(1), pg (1)
et R3(1). Ceci est raisonnable puisque le probleme considéré couple en fait le
probleme de minimisation donc la déformation du fil m et les coefficients py avec
celui d’évolution, soit la rotation R.

Remarque 4.1.11. Pour g, =0, la tangente a la courbe au point libre est orthogonale
aux Ry, qui sont égaux aux directeurs, donc a la section du fil. En fait, la condition
(4.57) force dans ce cas m/(1) a étre colinéaire a R3(1).
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4.2 Existence et unicité de la solution du probleme

d’évolution mécanique

L’existence et I’unicité de la solution du probleme d’évolution réduit mécani-
que se démontrent a I’aide du théoreme de Cauchy-Lipschitz. Pour cette raison,
on s’intéresse dans ce paragraphe a I’estimation de dépendance lipschitzienne du
second membre de I’équation différentielle en fonction de la rotation R quand R €
WP, La dépendance de ce second membre en la fonction m (la ligne moyenne du fil
solution du probleme de minimisation) nécessite 1’étude de son caractere localement
lipschitzien.

4.2.1 Dépendance localement lipschitzienne de la déformation

par rapport a la rotation

Le probleme d’évolution mécanique est donné par I’équation différentielle or-
dinaire suivante :

dR 1 a

E<t’x3) — EV+ ((Am(t,23)RT (,x3))) (Am(t,%3)R” (£,x3)) ‘R(t,x3),  (4.60)
ol Ay, = (p1R1|paR2|m') et (p1, p2,m) est la solution unique du probléme de mini-
misation correspondant a la rotation R.

Le calcul de la partie antisymétrique de la matrice A,,R’ en remplacant A,, par
sa valeur en fonction des pq, Ry et m’, nous donne

1 0 —(R3 /\m')3 (R3 /\m’)2
(AnR)* =2 | (RsAm')3 0 ~(RyAm); |- 4.61)
—(R3 /\ml)z (R3 /\ml)l 0

Par conséquent, on voit bien la dépendance explicite en m’ du second membre du
probleme d’évolution, d’ou la nécessité d’estimer la dépendance lipschitzienne en
norme W27, p > 2, de m en fonction de R. En effet, le Théoreme 4.1.8 nous dit
que pour R dans W'7(]0,1[;SO(3)), m est dans W27 (]0,1[;R3) pour tout p > 2.
Pour ce faire, on commence par calculer la dépendance lipschitzienne en norme H'
qui se montre directement a partir de la formulation variationnelle du probleme de
minimisation et on a le résultat suivant.

Théoreme 4.2.1. Soient (pg,m), (Pa,m) €V =H'(]0,1[;R?) x H} (]0,1[;R?) deux
couples solutions de la formulation variationnelle (4.36) correspondant respective-
ment a R, R € W'P(]0,1[;S0(3)).

On a alors I’estimation

| (Paym) — (Pa, 1) ||y < CHR_R”WLM
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oit la constante dépend en fait de R',R', Py, 1 et est localement bornée par rapport
a R dans WP,

Démonstration. La formulation variationnelle (4.36) peut s’écrire sous la forme
ar(Y,Z) =Ig(Z),

ou ag est une forme bilinéaire symétrique sur V et V-elliptique et Ig est une forme
linéaire sur V avec Y = (pgy,m) et Z = (64, n). Ainsi, on obtient

ar(Y,Z) —ag(¥Y,Z) = Ir(Z) — Iz(Z) = (Ir — 1) (Z).
Soit, 3 B B
aR(Y - sz) = ClR<Y,Z) _aR(YaZ) + (ZR - lﬁ)(Z)
En utilisant la V-ellipticité de ag et la linéarité de [, on trouve
|aR(Y7Z) —aﬁ(Y,ZM
1Z]lv

BIIY =Y |lv < sup + ik = Igllvs (4.62)
zZev

B étant la constante d’ellipticité de ag, qui ne dépend pas du parametre R. D’apres
(4.36), on a d’une part

(e=10(2) = [ @u+30) (R~ Ry)-)ds, 4.63)

et d’autre part

ClR(Y,Z) —aR(Y,Z)
2
= /01 Y o (1R, >~ Ro) + (1 +A) (R Ra)? — (R - Ra)*) B
o=1
[ (R o)~ (Rs)) (91 -+ ) + (01 +02) (R ) (Rs )

- - 1
— Ry )(Ry ') ) dc +/0 (1 + A)a (R -i7) (Rs )

— (Iég, . 1’71/)(R3 . n/)) dxs.
(4.64)
Majorons donc a partir de (4.63), la norme ||/g — I3||y. En fait, on a par Cauchy-
Schwarz dans R3,

1
(te=1)@) < u+32) [ |Ra =Rl ']

Soit, par Cauchy-Schwarz dans L?,

((Ir — 1) (Z)] < (2u+3A)||Rs — Rs||1= ||| 12
< (21 +3A)||R3 — R3[| 1
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Ainsi, pour tout Z € V non nul,

|k — 1z)(2)]

< (2u+34)[|R3 — R3 | =
1Z]lv

Soit, par ’injection de Sobolev W17 < L,

|k = 1z)(Z)]
1Zlv

<c(2u+31)||R3 — R; llwip-
Enfin, par la définition de la norme duale sur V', on trouve
g — Lglly < c(2u+32)[|R3 — R ||yy1.0- (4.65)
Par ailleurs, on a par (4.64),

lar (Y, Z) —ag(¥,Z)|

1 2 L
< [ X T+ 2| (R R = (R Re)?|luBul
o=1

12 i
+ [ X Tau IR ~ 1R P Bul dxs
0 a=1 (4.66)

1 ~
+/0 Aan|(Rs — Rs) -1 |(|f1] + |Pa]) dxs

1
+/0 ap (A(1+161]+62]) + 1)
‘(R3 -ﬁll)(R3 -n/) — (Ié3 -ﬁll)(R3 -n/)‘dx3.

Commencons par faire la décomposition

(R3-Ry,)* — (R3-R;,)”
= ((Rs —R3) -Ry,)(Rs - Ry) + (Rs - Ry, ) (Rs — Rs) - Ryy)
+(Rs - Ry ) (R — Ry) - R3) + (R3 - Ry (Ry — Rgy) - Rs). (4.67)
Notons que chaque terme de (4.67) est bien défini dans L? (comme produit de deux
fonctions de L? tout en remarquant que R3 et R3 sont dans L™).
Ainsi, ponctuellement en x3 et par Cauchy-Schwarz dans R>, on obtient les
inégalités . }
|(R3 — Rs) - Ry | [R3 - Ry, | < |[R3 — Rs || RG, 1%,

[Rs - R | |(Rs — R3) - Ry | < |Rs — Rs | Ree| 1,
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[R3 - Ry | [(Ry — Re) - Ra| < [[Rg, — Ry |I[| Ry
et
[R3 - Ry | [(Ry — Re) - R3] < [[Ry — Ry ||| Re. |
sachant que ||R3|| = ||R3]| = 1.
Par suite, en intégrant sur |0, 1] tout en utilisant le fait que les espaces H' et
wlp s’injectent dans L™, on trouve

1
| 1(Rs = Rs) - Re IRy Rel 1Pl |00 s < 1Rs = R Rl B 1
et
! D / / D/ ~
| 1B R (R = B Roll a8l i

< c||Ry — Ry || R |l r | Pall=]| Ol = (4.68)

Pour I’inégalité (4.68), on a eu recours a I’inégalité de Cauchy-Schwarz qui montre
que ||R,, — R, ||||R,|| € L% avec I’estimation

1R — RlIRGII|, 5 < IRe — R llr [ Re |-

Finalement, a 1’aide de ces inégalités, le premier terme du membre droite de
I’inégalité (4.66) devient en intégrant,

1
| 1Rs R = (Ra- R P Ol d
< IRs = R (IR I3+ 1Rl 3] Pl 6

+IRg = R [lr (IR l|r + 1R [l ) 1er | =[] Boel = (4.69)

Ainsi, par I'injection de Sobolev continue W!» — L* et par I'inégalité || f||r» <
| fllw1.» pour tout f € wbhr (4.69) devient

1 ~ ~ ~
| 1R R = (s R 1Pl |6l dxs < (R ) [R— Rl 8l (470

ot la constante ¢ dépend en fait de R', R et P, et est localement bornée quand Ry,
est dans une boule de W!» ¢ W!2 := H' et quand pq, est dans une boule de L™.
Passons au deuxieme terme. De méme, on écrit

[ R~ 1R Ipal s
o RLARA AR A RPN
< [ 1R Rl (RGP0l

/ IR, — Ry ||R, Hpauea\dxs+/ IR, — Ry | 1R || B0 .
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Toutes ces intégrales ont bien un sens car leurs intégrandes sont dans L? (étant un
produit de deux fonctions de L? et sachant que Py et 6y sont dans L™) avec % >1

et par suite LT C L.
Par les mémes arguments que ceux utilisés précédemment, on obtient
! /2 57 1211 &
PR AR ATAr
< || Re — Rl (1RG22 + R 120 1|Per 21 O | 2=
<c(R,Rpa)||Ra—Rallwir||Oall=. (4.71)

La constante c¢(R',R', py,) est également localement bornée pour les mémes raisons.
11 reste le terme Jo (R rh’ )(R3-n')— (I?3. -‘rh’ )(R3-n")) dx3. On procéde comme
pour le premier terme et on fait la décomposition

/01((R3 i) (Ry-n') — (R3 -1 ) (R3 - ') dxs

=/1((R3—R3)'”7/)(133'n’)dx3+/1((1§3'ﬁi’)(R3—R3)'n/))dx3-
0 0

De méme, ces intégrales sont bien définies dans la mesure ou leurs intégrandes sont
dans L' par Cauchy-Schwarz. Par suite ponctuellement en x3, on trouve

|(R3 —R3) | |R3 - n| < ||Rs — Rs]||lit'|[ |||,
par Cauchy-Schwarz dans R et de méme
[Rs -7’ [(R3 — R3) - n'| < [|R3 — Rs]|[|m ||| ']

Finalement, on obtient en intégrant
1
/O |(Rs 1"} (R3 -n') — (Ry - i) (R3 - ') | dx3 < 2||R3 — Ra||= |77 || 12 ||| 12,

par Cauchy-Schwarz dans L.
Soit, par I’injection continue W!? «— L[>

1
/0 |(R3-i')(R3-n') — (R3 - )(R3 - n')| dx3 < (i) ||R3 — R3||yilnll g, (4.72)

o ¢(i) est localement bornée quand 7’ appartient 4 une boule de L2. Enfin, en
injectant les majorations (4.65), (4.69), (4.71) et (4.72) dans (4.62), on obtient (apres
avoir divisé par || Z||y)

1Y =Yy <cl|R—R||y1s, (4.73)

ot la constante ¢ dépend de R', R/, py, et /i’ et est localement bornée. O
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L’inégalité (4.73) montre que 1’application
ReW'P(]0,1:50(3)) = (pa,m) € V

est localement lipschitzienne sur W7 par rapport 2 R, ol le couple (pg,m) est
I’unique solution du probleme variationnel (4.36).

Revenons a notre but qui est ici d’estimer ||m — 7|y 2.p-

Dans toute la suite, on suppose que 1’espace de Sobolev W*?, pour s > 2 et
1 < p < +oo, est muni de la norme

N
leellwsr = lleellr + ) 10wl
i=1

ot u € WSP(I) et Du,D?u, ...,D'u sont ses dérivées successives.

Estimations de la fonction m

On rappelle que nous nous intéressons a montrer la dépendance lipschitzienne
de la fonction m en norme W%” en fonction de R € Wl » (p > 2), afin de pou-
voir par la suite remonter au caractere lipschitzien du second membre du probleme
d’évolution.

A partir de la définition de la norme W*” donnée ci-dessus, on peut écrire

|m — || yap = ||m—7it||yy1p + [|m” — " || Lo 4.74)

2p L A
Comme pour p > 2, I’espace de Sobolev W2tz s’injecte continiment dans
W=, lequel s’injecte dans W17 (p < +o0), alors on a

=l < clm =] , 2 (4.75)

On est amené a estimer ||m — || , 2, eton ale résultat suivant.
W p+2

Proposition 4.2.2. Sous les mémes hypothéses que celles du Théoreme 4.2.1, on a
[’estimation
lm—ml| , 2 <c|[R—R|yip, (4.76)
W™ pt2

ot la constante dépend de R',R', po,, Por, Pry,m, 111 et f; et est localement bornée.

Démonstration. On sait que

P T T O P @77)
w2 W P2 Lp+2
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Pour ce qui concerne ||m — ﬁ’lH 2p,» comme +2 < 2 pour tout p > 2, on a
p2

2
alors I’injection continue H! C W]’P+2 et par suite I’inégalité

lm—mml| | 2 <cllm—ntg.
W pt2

Soit par le paragraphe précédent sur I’estimation H',
lm—m| | 2 <c||[R=R|wir (4.78)
W pt2
ou la constante ¢ est localement bornée.

Passons au second terme du second membre de 1’égalité (4.77). Nous le majo-
rons a I’aide des équations fortes de la fonction m ((4.42)) et ’on a,

i ~//

- _¥ [(R3 'ml)(Rle» 'Ra)Roc - (R3 ‘”7/)(1?/3 'Ra)Ra]
- % [(01+P2) (R - Ra)Res— (P + P2) (R - R Ra] + #
[(Rg ‘Ro)Rq <R3 Ra)Ra] - ﬁ [(fr Rg)Ro — (fr'ROC)ROC}

~ g A ((Ry-m)Rs = (Ry i )Rs) + 2. ((p1 + p2) Ry

1
—(P1+p2)R3) — —((fr R3)R; — (f,-R3)R3)].
(4.79)
Pour la suite, nous décomposons le second membre de cette égalité en ayant
recours aux décompositions suivantes,

(R3-m')(R3-Ra)Ra — (R3 1) (R - Ra)Ra

= ((Rs—R3)-m')(Ry-Ra)Ra+ ((m' — i) - R3) (Ry - R )Ry + (R3 - ')
[((Rs —R3)-Ra)Ra + ((Ra — Ra) - Ry)Roy + (R - Ret) (Ry — Rer)],  (4.80)

P1(R3-Ra)Ra — P1(R5 - Re) Ry
= (p1—P1)(Rs Ra)Ra+p1 (R5 — RS) - Ro ) Re
+P1((Ry— Re) - R5) Ry + P1 (R - Rot) (R — Ror),

(R, Rg)Ro — (R - Ry)Ry
= ((Rl3 —R;) 'Roc)Roc + ((Ra —Ry) 'Rg)léa + (R;-Ra)(Ra — Ra),
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(fr-Ra)Ra — (fr 'Ra)Ra = ((Roc _Ra) 'fr)ROt +(fr-Ra)(Rq _Ra);

(R -m')R3 — (R3 - 1) R
= ((R5—R3)-m')Rs+ ((m' — ') - Ry)R3 + (R - m') (R3 — R3)
et _ _
PR3 — PiRs = (p| — P1)R3 + (R3 — R3) .
Notons que tous les termes de ces décompositions sont bien définis pour R € W7,
p € H' et m € W?P_ En fait, ils sont dans L? (comme produits de deux fonctions

2
L?), dans L2 (comme produits d’une fonction L? avec une fonction L?) ou dans
LP, et ce tout en utilisant le fait que R; et R; sont dans L=(]0, 1[;R?), py, et po sont
dans L=(]0, 1[;R) et la propriété d’algebre de L.

2
Considérons la décomposition (4.80) et calculons la norme L7 du premier
terme de son membre de droite. On a par Cauchy-Schwarz dans R3

I((Rs —Rs) -m') (Ry - Ra)Ral| < [|Rs — Rs|l[|m'[[ | R3],

car Ry est de norme égale a 1. Ainsi, par 'inégalité de Holder (prendre r = 2 et

2
s = p dans le Lemme 4.1.5), on trouve que le produit ||m'||||R}|| est dans L7 et
I’on a
[Im TIRSN| 2 < [lm[| 2| RS ||
Lpt2

Par suite, en utilisant le fait que (R3 — R3) € L™, on trouve
|((Rs —Rs)-m') (Rs - Ra)Rall 2, < |Rs = Rsllu= 1[I 2|R5 |-

Soit,
I((Rs —Rs)-m') (R} -Ra)RaHLP% < c(Ry,m")||R = R||yp,

par I’injection de Sobolev W17 —s L=
En suivant la méme démarche pour les autres termes de la décomposition (4.80),
il vient
[((m" =) R3) (R - Ro)Rarl| 2p < || — i 2| R | o
Lp+2

-, .
< c(R3)||lm — ]| 1.
D’ou, ’estimation H! démontrée ci-dessus (cf. Théoréme 4.2.1) nous donne

I((m" =) - R3 ) (R3 'Ra)ﬁallL% < c(RR o, )|R =Ry

De méme, on a

IRy ') (R = R5) - Ree)Ral 2, < ()[R = Rl

p+2
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Enfin, pour les deux derniers termes de (4.80), on utilise également I'inégalité de
Holder (pour m’ € L? et R, € LP), puis I'injection W17 < L™ (pour Ry — Rg) et
I’on obtient

(R -) [((Ra = Ra) - Rs)Res+ (R Ra) (Ree = Ra) || 2,

< 2¢(m',Ry)|Ra — Recl

sachant que ||R;|| = ||R;|| = 1.
Finalement, on a bien pu montrer la dépendance lipschitzienne par rapport a R
de la décomposition (4.80),

I(Rs - m') (R - Ra)Ra — (Rs -1 ) (R, -ﬁa)ﬁal\L 2

p+2

S C(R/,R/,[ja,ml,ﬁ;l/)HR_RHWI,[).

On procede de méme pour les autres décompositions et 1’on trouve
||P1 (R/3 ‘Ra)Roc —pi (Rg ‘Ra)RaHL%
< [IR5]lellpr — Pull 2 + A1l 2 (IR — R3|Lr + 2/ R3|r || Re — Rerl )
< c(R3)|lp1—Pillgr +c(Pr,R5)[[R— Ry
Soit, par le Théoreme 4.2.1,

||P1(Rl3 ‘Ra)Ro, — ﬁl(ﬁls 'Roc)Ra”L% < C(ﬁoleaIé/vm/)HR _R”lel"

On a aussi,
||(R/3 ‘R )Ro — (Rg 'Ra)Ra”L% < C(Rg)HR _RHW‘J’?
|(fr - Ra)Ra — (fy -Ra)RaHLP% < 2¢(f)|IR—Rllw»
et

I(R5-m')Rs — (Rs -ﬁ?')RsllL% < c(m',Ry)|[R—R||y1p +c(R)lm’ — i 2
S C(Rlvﬁlvpavﬁl/)HR_RHWLI”

par le Théoreme 4.2.1.
Enfin, on a

lp1Rs = PiRs|| 2 < llp1=Pill 2 +I1P1llz2[IRs — RsllLr
Lp+2

Lpt2

<cllpr=Pilla +c(P)IR = Rlly1,
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car [|p; — pill 2 < c||pj — P1ll;2- Ainsi, en utilisant 1’estimation variationnelle

donnée par le Théoreme 4.2.1, on obtient
HpiR3 _ﬁiR»’)HL% < C<RI>R/aﬁ{>ﬁ(X>’/h/)“R _RHW1=P'

Notons que toutes les constantes de Lipschitz apparues ci-dessus sont locale-
ment bornées quand R; appartient a une boule de W!” (autrement dit 1?; est dans
une boule de L”), 7it’ est dans une boule de L? ou quand pg, p), appartiennent a des
boules de L™ et de L? respectivement. [

En injectant le résultat de la Proposition 4.2.2 dans (4.75), on montre que
lm — ||y < c||R—Rl|yip, (4.81)

avec une constante localement bornée. Il reste donc a majorer le second terme de
I’identité (4.74) qui n’est autre autre que ||m” — /i’ ||». Cette majoration fait appel
a I’estimation suivante des fonctions pg.

Proposition 4.2.3. Sous les mémes hypotheses que celles du Théoreme 4.2.1, on a
I’estimation 5
100 = Pall , 20 < cl|R=Rlly1,- (4.82)
W= pt2

Remarque 4.2.4. Nous avons vu dans le Théoreme 4.1.8 que deux cas se présentent
pour la régularité des fonctions py. En effet, pour 2 < p < 4, on a pa G W27 alors

que pour tout p >4 on a pa € H?. Or, on a les injections W2z C w2 y= ( 2” < ’2’

pour p >2)et H 2 cw? ’P+2 (pour tout p) Pour cette raison, il suffit de traiter dans

la suite le cas ou py appartient a w? o pour tout p > 2.
Revenons a la preuve de la Proposition 4.2.3.

Démonstration. A partir de la valeur de p. donnée par

ol — ul,h (2 +A) g+ T (IR P+ (14 A) (Rs - Ry)?)]

1 i}
+ W [Aan(Rs-m' +py) —ap(2u+31) —h-Ry], (4.83)

o

ouy# a,ona

w+A AN
~((R3-Ry)*pa — (R3-RY,)*Per)
o
1 PR N - -

o

Po—Po = (IRy|*Pa — Ry *Pa) +
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Soit a I’aide de décompositions convenables,

Pa— Pa
= (Ry — Rg) - (Rypa +Rypa) + (Ry - Ry) (Poc — Pr)
+A - < - -
+HNJZ [((Rs —R3)R,) (R Ry + Rs - Ro)po+ (R3 Ry, )* (P — Pa) (4,85

+ (R, —R},)-R3)(R3-Ryy+ R - Ry )pa| + " (A an((R3 —Rz)-m'
o
‘f’(m/_ﬁ?/)'R3+Py—ﬁ7)f_l’(Roc—Ra)]

Par définition de la norme W*? donnée ci-dessus, on a

1P = Pall 5 20 = llPa—Pall | 2 +1Ipg—Pall 2. - (4.86)
W™ p+2 W P2 Lp+2
g o . . 1.2 1 1 2p 2
Par ’injection continue W'= = H' C W 'r+2 (#’2 <2),ona
1P —Pall | 20 <cllpa—Pallg-
W p+2
Ainsi, par I’estimation H! trouvée ci-dessus, on obtient
1P = Pall | 20 <cl[R—=Rllyip- (4.87)
W pt2

Il reste donc a majorer le second terme de 1’égalité (4.86). Pour ce faire, nous

-y, SR I . 2p
considérons I’égalité (4.85) et nous commengons par majorer la norme Lr+2 du
premier terme de son membre de droite. Il vient

I(Re, — Re) - (Roper + RPac)l| 2.
Lpt2
< |[(Re —Re) - (Rupa)ll 2 + [|(Ry — Rey) - (RePa)ll 2, (4.88)
Lp+2 Lp+2
par I’'inégalité triangulaire.
Or, toujours par Cauchy-Schwarz dans R3, on a I’inégalité

I(Re — Re) - (Rapa) | < |[Rg, — Ry ll[|Rg [ |Parl-

Comme R’ et R, sont dans L”(]0, 1[;R3) (étant des dérivées de fonctions de whp),
on trouve alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que le produit ||R}, — R}, ||||R}||

V4
est dans L2 avec

IR, = RelllIRG |, 5 < IRe — Reller l|Re -
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2
Soit, par I’injection continue L: C L ,
[[11Re — Re, | R | HL% < ¢||Ry = Rollr[Rq 1o (4.89)

Ainsi, en se servant de I’injection de Sobolev H! < L™, autrement dit du fait que
Po, est dans L™, on trouve

(R, — Ryy) - (Rypar) HL% < c||Rg, — Rellzr IR Nl 2o || P -
Par suite,

(R, —R,,) - (Rypa)ll 20 < c(Ryy,Pa)|IR—Rl|yp- (4.90)

Lpt2
De méme, on montre que

I(Re — Rey) - (Rixﬁa)HL% < (R Pa) IR = Rl|y1.0- (4.91)
A I’aide de (4.90) et (4.91), I’inégalité (4.88) devient
I(Re — Rey) - (R +1?’aﬁa)HLp% < c(Rg: Pa; Ry Pa) IR =Rl (4.92)
En utilisant les mémes arguments, on trouve
I(R, - Re) (Poc — Por) | 22, < R ler | RG|zr | pe — Pl
Soit, par I’injection H! — L*
I(Re Re) (o —Pa)ll 2 < (R R pe = Porll - (4.93)

Lr+2
D’otl, par I’estimation H'! calculée précédemment,

1(Ry - Re) (P — Pa)ll 2. < cl[R—Rlly1p, (4.94)
Lpt2

avec une constante ¢ localement bornée.
Concernant le troisieme terme de (4.85), on a sachant que ||Rs3|| = ||R3]| = 1,

| ((Rs—R3)-Ry)(R3- Ry + R3-Ry)Pall 2
Lpt2
< 2¢||R3 — Rs|| 1= || pallz= || Ry || (4.95)

< (P, Ry) 1IR3 — R3 ||y,

2
toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'injection L7 C L2 (pour R}, € LP)
et les injections de Sobolev whr s > (pour Rz —R3) et H L, (pour pg).
Par les mémes arguments, on a d’une part

I(Rs - Re)* (Pe —Palll 2, < IR N1Z»Pe = Parll=
< c(Re)|Par = Parll (4.96)
<c(R',R,pa, )[R — Ret |y,
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par le Théoreme 4.2.1.
D’autre part, on a

(R~ R ) (R R+ R Rl =,
< ||Ry — Ryl 1P|z (||RG |zr + | R || 2r) (4.97)
< C(ﬁayR:xaR:x) |Ra —RaHWl,p-

De plus, pour les deux premiers termes du dernier crochet de 1’égalité (4.85), on a
de méme par I’inégalité de Holder généralisée

I(Rs —Rs) -m'llL% < [1Rs = Rs||o ||| 2

(4.98)
< c(m)||R3 = Rs |l
et
[(m' =) Rs|| 2p <|lm' —i|| 2
LP+2
< cllm— | (4.99)

< c(R,R,pa,i)||R3 — Rs [y,
par le Théoreme 4.2.1. Pour ce qui concerne le terme py — Pg, il se majore a 1’aide

de ’inclusion continue L? C L»+2 comme suit,

Pa —ﬁaHL <cllpa —Pallz2

2p

742
<cllpa = Pally (4.100)
< C(RlaRlvahm/)HR?’ _R3||W17P7

en se servant de méme du Théoreme 4.2.1.
Il reste le dernier terme de (4.85) qui se majore comme suit,

17 (Roe = R ) 2opi2 < 1Lr IR — Rl
< c(h)|[Ra — Rallw1.r,
par I’injection continue de Sobolev W1 < L=, [l

A T’aide des dépendances lipschitziennes des fonctions m et p, en norme W22
montrées dans les deux propositions précédentes, on arrive a estimer ||m” — " ||1»
(le second membre de (4.74)) et I’on a le résultat suivant.

Proposition 4.2.5. Sous les mémes hypothéses que celles du Théoreme 4.2.1, on a
I’estimation }
|m" — " ||Lr < c||R—R||y1s, (4.101)

ot la constante dépend de R',R', pg,, P, Pl ', 110 et f, et est localement bornée.
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Démonstration. Nous majorons comme précédemment ||m” — " ||1» & partir de la
différence des équations fortes des fonctions m et 71 écrite a 1’aide des décomposi-
tions précédentes que 1’on rappelle son expression

" ~ /!
m —m

+2’ / / D ~/ D/ D D
= —“T [(R3 -m')(Ry-Ro)Roy — (R3 -1 (R, ~Ra)Ra]
A . s 2143
[0 2) (R Ra)Ra — (pr-+ ) (R - Re)Re + 5 =
1 (4.102)

[(Ry-Ra)Ro — (R5-Re)Ro] — L [(fr-Ra)Ra — (fy Ra)Rel]

[((u+2A)((Ry-m")R3 — (R -1 )R3) + A ((p1 + p2)'R3

C2u+A
—(p1+P2)R3) — aih((fr ‘R3)R3 — (f,- R3)R3)].

2
Nous détaillons juste la majoration en norme L7 du premier crochet de cette
décomposition qui s’écrit sous la forme
(R3 . m/)(Rg N Ra)Ra - ([é3 . }’;l/) (Rg 'Ea)ﬁa
= ((R3—R3)-m')(Ry-Ra)Ro+ ((m' — ') - R3) (R - R )Re + (R3 - )
[((R5—R3)-Ra)Ra+ ((Ra — Ra) - R5)Re+ (R - Rot) (Ra — Rar)],  (4.103)

et nous n’écrivons que le résultat final pour les autres décompositions. Commengons
par le premier terme du membre de droite de (4.103). On a par Cauchy-Schwarz
dans R? 3 5

I((Rs = Rs) -m') (Ry - Ra)Rall < |[Rs — Rs|l[|m'[[| R3],

car Ry est de norme égale a 1. Or, R3, R3 et m’ sont dans W' (]0, 1[;R?) (m étant
dans W2,p)’ ainsi par I'injection de Sobolev WP < [ on obtient
I((Rs —Rs)-m') (Ry-Ra)Rallr < ||[Rs — R3[|l || || RS || o
Soit, 5 }
I((R3 —R3)-m') (Ry - Ra)Re|rr < c(Ry,m")|[R—R||yy1.,

toujours par I’injection continue de Sobolev W7 < L.
En suivant la méme démarche pour les autres termes de la décomposition (4.103),
il vient
I((m" =) - R3) (Ry - Roo)Rall|Lr < || — 1 || = || R3 |

< c(R3)[lm — ]|y~

< c(Ry)[lm—m| , 2,
W™ pt2
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2
par I’injection continue W22 < W, D’oit I'on trouve par la Proposition 4.2.2,
(' — ') - Rs) (R Ra)Rallr < e(R'. R pa, )[R~ Ry
De méme, on a
I(R3 -m") ((Ry — R3) - Ra )Rl < [l =R — Ra]|Lr
< c(m')|[Rs — Ra|ly1.-
Enfin, pour les deux derniers termes de (4.103), on trouve
I(R3-m)[((Ra — Ra) - R5) Ro + (R - Rat) (Rac — Rar)] |10
< ZC(m/,R/3>||Ra _RO{HWLIH

sachant que ||R;|| = ||R;|| = 1, Ry € LP, m', R — Ry € L™ et toujours par I’injection
continue WP < L=,

Finalement, on a bien pu montrer la dépendance lipschitzienne par rapport a R
de la décomposition (4.103),

||(R3 -m/)(Rg 'Ra)Ra - (R3 ﬁ’/)(ﬁg 'Ra)RaHLP < C(R/»R/7l§aam/7m/)||R_RHWLI"
On procede de méme pour les autres décompositions et I’on trouve
1P1(Rs - Rat)Ro — P1(Rs - Ro)Ret |1
< IRs[|ollp1 = Pill=+ A1 ll=(1Rs — R3[|r +2[[R3 [[2r | Ra — Rar]| )
< c(R3)llp1 =Pl +c(Pr,R3) IR =Ry 1.
Soit, par le Théoreme 4.2.1,
||P1(R/3 ‘Ra)Ra —ﬁl(ﬁg 'Ra)ﬁaHLP < C(ﬁaaR/:ﬁaﬁ’l/)HR _R||Wl.,p-
On a aussi,
||<R/3 'Ra)Ra - (Rg 'Ra)RaHLP < ||R/3 _R/SHLP +2||Ra —RaHL“HRgHLP
< c(R3)[IR = Rlly1.»,

I(fr+Ra)Ra — (fr Ra)RallLr < 2[|Ra — Rall=| fillr

<c(f)IR=Rly1»
et

I(R - m")Rs — (Rj - ') R r
< [lm'[|z=|1R5 = R3|r + [[m" — i || = | R3[| > + || RS | = || R — R =

<c(m',R3)|Rs = Rallyip + c(R) Im—tl| , 2 ,
W™ pt2
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par I’injection continue W22 < W1 Ainsi, I’estimation trouvée dans la Propo-
sition 4.2.2 nous donne

IR -m")R3 — (R3 - 17 )Rs||Lr < c[|[R = R|ly1.,

avec une constante ¢ localement bornée.
Enfin, on a

Ip1R3 — P1R3|» < ||p1 — Pillr +c(P1)||R3 — R3]l 1r
<cllpi—pill , 2 +c(pr)IR—Rlyp
w2
< c(R,R',p1,Pa,®)||[R—R|| s,

par la Proposition 4.2.3.

Notons que toutes les constantes de Lipschitz apparues ci-dessus sont locale-
ment bornées quand R; appartient 4 une boule de W' (autrement dit quand R; est
dans une boule de L”), /i’ est dans une boule de L? ou quand p, P, appartiennent
a des boules de L™ et de L? respectivement. [

Finalement, en injectant les majorations (4.81) et (4.101) dans 1’égalité (4.74),
on trouve 1I’estimation souhaitée

l|m — #itl|yy2p < c||R = R||ypip, (4.104)

ot la constante ¢ dépend en fait de f,R',R', o, pl,,m’ et it et est également locale-
ment bornée. Cette estimation montre que 1’application

S: WhP(]0,1[;50(3)) — W2P(]0,1[;R?)

R—m

est localement lipschitzienne sur W17,

Nous pouvons ainsi revenir au but principal de ce chapitre, montrer le caractere
lipschitzien du second membre de 1’équation différentielle qui nous donne 1’exis-
tence et ’unicité du probleme d’évolution mécanique.

4.2.2 Caractere localement lipschitzien du second membre du

probleme d’évolution

Nous commencgons par rappeler 1I’expression du probleme d’évolution mécani-

que
dR _ l + T\a T\a
T ((AnR")") (AnR" )R, (4.105)
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ol Ay, = (P1R1|p2R2|m) et (p1, p2,m) est la solution unique du probléme de mini-
misation correspondant a la rotation R.

La matrice (A,,RT )% := J(A,,RT — RAL) est égale a

0 —®eam)s ®am
(AnRT)* =2 | (RsAm')3 0 ~(RsAm); | (4.106)
—(R3 /\m’)2 (R3 /\m’)l 0

ce qui montre qu’elle ne dépend pas des coefficients py. Pour cette raison, nous la
noterons dans toute la suite par la matrice B,y g mettant en évidence la dépendance
en m’ et R. Ainsi, I’équation différentielle ordinaire (4.105) peut s’écrire sous la
forme %R(t) = G(R(t)), avec

G(R) :=g(m'(R),R) = %v*(Bm/,megRR (4.107)

et
VB g) = (1| Bu g 1Bl

rk>1.

Théoréme 4.2.6. Soit I = [0,1], on suppose fr, h € C°([0,4oo[;LP(I;R?)) et la
condition initiale sur la rotation Ry € WP (I;SO(3)) avec p € [2,+o0]. Alors il
existe un temps T* maximal tel que le probléeme d’évolution réduit admette une
unique solution R € C' ([0, T*[;W'P(I;50(3))).

Démonstration. Pour montrer 1’existence et I’unicité de la solution de 1’équation
différentielle £R(t) = G(R(t)) avec G donné par (4.107), nous allons appliquer
le théoreme de Cauchy-Lipschitz a I’application G. Il faut donc commencer par
vérifier que pour R € W1»(]0,1[;SO(3)), son image par G est bien dans I’espace
WLP(]O, 1[, M3>

Pour ce faire, on définit I’application

h: WHP(10,1[:M5) — WP (10, 1[;M5)
1 r r—
X = (L [IX ] HAIx )X
n
Cette application a la forme particuliere :

V(] + ’|X’|r+l)k+1.

h(X) =

1
(k+1)(r+1)n

Pour r =k =1, h est C° (M§’;M§’) (le carré de la norme étant C4) et elle est donc
localement lipschitzienne sur M5.
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Avec la définition de h, ’application g s’écrit, g: (7,R) — h(Brr)R, a condi-
tion que la matrice By g soit dans W'?(]0,1[; M%). Pour le vérifier, on se sert d’un
résultat antérieur sur la régularité de la fonction m. En fait, on a que m est dans
W2Pr(]0,1[;R3) pour R € W!P(]0,1[;80(3)), ainsi m’ est dans WP(]0, 1[;R?).
Par suite, par la propriété d’algébre de W' en dimension 1, on obtient que R3 A m/
estdans W'7(]0,1[;IR?). Ainsi d’apres (4.106), B,y g est bien dans W17 (10, 1[; M$).

Or, on vient de montrer que / est lipschitzienne, ¢’est-a-dire, h € C%!. En utili-
sant donc I’identification W !>> = C%! et la propriété d’algebre de W ! en dimension
1, on trouve que G(R) est bien dans W' (]0, 1[; M3).

Par ailleurs, il faut montrer que le second membre de ’EDO ci-dessus, autre-
ment dit G(R) ((4.107)), est localement lipschitzien par rapport a R pour la norme
de Sobolev W17

On définit alors pour R € W7 les deux applications

Lg: W'P(10,1[:M§) — W'P(]0,1[; M3)
X — XR

et
K: W'(]0,1[;R?) x WP (]0,1[:50(3)) — W'P(]0,1[; M%)

(T,R) — B1:7R.

Pour montrer que G est localement lipschitzien, on décide de I’écrire comme une
composée des trois applications suivantes,

G(R) :=g(m',R) = (LkohoK)(m',R).

Le probleme revient donc a montrer que ces trois applications sont localement lip-
schitziennes. Commengons donc par la plus simple qui n’est autre que Lg. A Iaide
des décompositions du type ab — db = (a — d)b+ da(b — b), on a pour presque tout
X3

LR (X (x3)) — Lg (X (x3)) |
= [[(X (x3) — X (x3))R(x3) + X (x3)(R(x3) — R(x3)) |
< [1X (x3) =X (x3) | + |1 X (x3) | R(x3) — R(x3) ],

tout en prenant une norme matricielle vérifiant ||R|| = 1.
Par I’inégalité triangulaire,

ILR(X) = LgX)llr < X = X[ + IR — Rl = | X |- (4.108)
Soit, par I’injection de Sobolev WP — L=,

IL&(X) = Lg(X) I < 1X = Xl|y1.0 +€[|R =Rl 1., (4.109)
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ot la constante ¢ est localement bornée quand X appartient 2 une boule de W7,

Par ailleurs, ayant X, R € WP on a la formule habituelle de la dérivée au
sens des distributions L(X)" = X’R+ XR'. Ainsi, en suivant la méme démarche, on
obtient

ILR(X) —Lg(X)'|1r
= |X'R—X'R+XR —XR||1»
<X =X)R+X(R=R)||r + [|(X = X)R'+ X (R —R')|1r
< X = X'|r + |1 X" o | R = R]|
X = Xl= Rl + |1X]| = IR = R -
Par suite, par 'inégalité || f||r» < ||f|ly1» pour tout f € WIP et toujours par
I’injection WP < [ on trouve
ILR(XY — Lg(R) | < ellX — X[y +c1l|R — Ry (4.110)
Notons que les constantes ¢ et ¢; sont localement bornées (X appartenant a une
boule de W7 et par suite d’une part X’ est dans une boule de L et d’autre part X

est dans une boule de L™ par I’'injection de Sobolev).
Enfin, comme

ILR(X) = Lg(X) lw1» = [|ILr(X) = Lg(X) |11r + ILr(X)" — Lp(X)'| 0,
les inégalités (4.109) et (4.110) montrent alors que
ILR(X) — Lg(X) [lw1r < 2lIX =X |ly1 + c3[|R = Ry,

les constantes étant également localement bornées.

Passons a ’application h. Celle-ci est de classe C* de I’ensemble des matrices
antisymétriques 3 x 3 dans lui-méme, elle est donc localement lipschitzienne sur
M5. Par suite, il existe sur chaque boule de M3 de centre O et de rayon r une
constante k(r) telle que ||h(F) —h(E)|| < k(r)|[F — F|| ou F, F € B(0,r).

Supposons que || X |y 1.5(10.11:15)> 1X lw.o(j0.11,5) < - ainsi on peut écrire d’une
part

1A(X (x3)) — h(X (x3))[| < e(r)[IX (x3) — X (x3) -
Par I’inégalité triangulaire, on obtient

1(X) =hX)||r < ()X = X|er < c(P)[IX = Xy (4.111)

D’autre part, & étant dérivable et X étant dans WLP on a donc au sens des
distributions 4(X)" = Dh(X)X' ou I'application F +— Dh(F) est de classe C2. Par
conséquent,

17(X)" = h(X)||r = IDA(X)X" — Dh(X)X||
< [|(DA(X) — Dh(X)) X || + | DR(X) (X" = X)[[1r
< [IDA(X) = DA(X) | =1 X"[|r + [ DAX) | =1 X" = X" -
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Or, F +— Dh(F) est de classe C? donc localement lipschitzienne de M3 dans % (M3).
D’oul’on a . 3

IDR(F) = DR(F)|| < c(r)|[F = F]],
pour F, ' € B(0,r). Soit,

|DA(F) = Dh(F)||1= < ¢(r)[|F = F||1= < c(r)[F = F 1.0, (4.112)

la derniére majoration étant obtenue par I’injection W17 «—s L™,
De plus, Dh étant continue sur le compact [0, 1] est donc localement bornée, autre-
ment dit on a || Dh(X)||z= = M(r) < 4-oo. Par suite et a I’aide de (4.112), on obtient

Ih(X)" = h(X)'||Lr
< re(N)IX =Xy, +M@) X = Xlly1p < C()|X = X]ly1p, (4.113)

ot C(r) = max(rc(r),M(r)).
Enfin, comme

12(X) = h(X) o = [A(X) = A(X)[r + [A(X) = A(X) ||,

les inégalités (4.111) et (4.113) montrent alors que 1’application £ est localement
lipschitzienne sur W17,

Il reste a montrer le caractere lipschitzien de 1’application K qui au couple
(m',R) fait correspondre la matrice B,y g. Or, on vient de voir que les coefficients
de B,y g sont des produits de m’ et R3. Ainsi, comme le produit de deux fonctions
lipschitziennes est localement lipschitzien, il suffit alors de vérifier que I’application

Rew'(]0,1[;80(3)) — m € W>P(]0,1[;M3)

est localement lipschitzienne. Ceci a bien été¢ démontré antérieuremment (inégalité
(4.104)) a partir des estimations obtenues a 1’aide de la formulation variationnelle
et des formes fortes de I’équation d’Euler-Lagrange. [

Remarque 4.2.7. La raison pour laquelle on était amené a travailler dans W>” au
) 2p ) . . ) 2p 2p
lieu de W>72 se manifeste ici. En fait, pour m € W52 on a m' S wlr2. Or
2p . . : iy, .
wlr cwhi (I% < p) et par suite le second membre de I’équation différentielle

ordinaire ci-dessus n’est pas dans W'+

Proposition 4.2.8. L’unique solution du probléme d’évolution trouvée ci-dessus est
une rotation.

Démonstration. Nous rappelons I’expression de 1’équation d’évolution

d 1 5 B
B = 17 ((Buee)) Bnes) R
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oll v est une fonction 2 valeurs scalaires. Le but est de montrer que R(z,x3) €
SO(3) pour tout x3 € [0, 1] et r € [0, T*], autrement dit, que R(f,x3) est une matrice
orthogonale de déterminant égal a 1.

Nous venons de montrer que R est de classe C! ([0, 7*[;W!7(]0,1[;M3)). Ainsi,
on obtient par les injections de Sobolev que R € C'([0,T*[;C°([0,1];M3)). Par
conséquent, I’équation différentielle est également valable pour tout x3 fixé. De
plus, R(.,x3)RT(.,x3) € C'([0,T*[;M3). Ce qui nous permet donc, & x3 fixé, de
dériver cette expression au sens classique comme suit :

%(R(I,JQ)RT(Z‘,)Q)) = R(t,X3)RT(Z,X3) +R(I,X3)R(t,X3)T
1 _

= oV (Buneea)) [(Briea)RR” + R ((Beca)”) ]

car v est un scalaire (égal donc a sa transposée). De plus, par définition de la partie
. o , . 5 T 5 s s 1
antisymétrique d’une matrice, on a ((Bmeca)®) = —(Bmeca)?. D’00, 'on a

%(R(t,xg)RT(t,xg)) _o,

soit R(¢,x3)RT (t,x3) = cst = R(0,x3)RT (0,x3) = I, vu que R(0,x3) € SO(3). On a
donc montré que

Vx €[0,1], Vr € [0,T*[, R(.,x3)RT (.,x3) =1,

c’est-a-dire R(¢,x3) € O(3).
Pour conclure que R(7,x3) € SO(3), il reste a noter que

det(R(.,x3)) € C°([0,T*]), det(R(.,x3)) = %1 et det(R(0,x3)) = 1,

(Rp étant une rotation). Une fonction continue a valeurs dans {—1,+1} étant cons-
tante, on en déduit que det(R(.,x3)) = 1 pour tout 7 et d’ou le résultat annoncé. [

Remarque 4.2.9. La solution du probleme d’évolution thermodynamique :

JR 1 _ _
E = EVJF ((Bthermo>a) (Bthermo)aR

est également une rotation. En fait, il suffit de remplacer B¢ca par Bihermo dans la
preuve de la proposition précédente.
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Chapitre 5

Etude du probléme couplé simplifié

Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé la théorie de Cosserat appelée
« full 2-director Cosserat theory » par S. Antman ([8]). Cette théorie consiste a
décrire le mouvement d’un fil & I’aide de sa ligne moyenne m, deux vecteurs di-
recteurs de normes égales a p; et po décrivant la déformation de ses sections. Dans
ce chapitre, nous supposons que les directeurs sont des vecteurs normés autrement
dit, que les coefficients py sont égaux a 1. Ainsi, I’ Ansatz cinématique se simplifie
et devient,
O(t,x1,x2,x3) = m(t,x3) + Ry (t,x3)x1 + Ra(t,x3)x2. (5.1)

Par conséquent, le gradient de la déformation approchée est

Vo(xy,x,x3) = (Rl(xg)\Rz()@)]m’(xg,)) + (O|0\Rix(x3))xa

::Am +AaXa.

(5.2)

L’énergie est dans ce cas minimisée seulement par rapport a la déformation m du fil
(toujours a R fixé) et prend donc la forme simplifiée

_ 1 A
J(m,R):/O ah<%||RTAm+A,2R—21||2+E(tr(RTAm—I))2>dx3
Lo Mo Ton2, & T 2
+ [ (IR A+ ALRIP + % (R 40))?) = o
—h-Ra) dxs — g m(1) = g-Ra(1) ~&-Ra(0),
sur I’espace fonctionnel

® = {me H'(]0,1[;R?),m(0) = (0,0,0)}.

On rappelle que les termes de force f;, g,, h, g, € sont donnés antérieurement 2 la
Section 2.4.2 du Chapitre 2. D’apres les valeurs de A, et de Ay données dans (5.2),
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onaRTA,, = (e|ez]RTm') et RT Ay = (0|0|RT R,) et par suite 1’énergie devient

som ) = [ (B (R (R ) 4 ) (s 1))
+/ (I 4+D)(Ry-R)*+ (u+ %)Ja(zzg -Rﬁx)2>dx3 (5.3)

—/0 (fr-m—hRe)dxs — gr-m(1) — - Re (1) — 2 R (0),

ol I’on a utilisé le fait que Ry - R}, = 0 (car le vecteur Ry est de norme égale a 1
et sans sommation sur ¢) et que R; - R, = 0 et donc que R - Ry = —R| - R}, soit
/ 2 _ 2
(Rl 'R2) = (Rl 'Rz) .
Le probléme simplifié de minimisation est bien posé. L’existence des solutions
est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 5.0.10. Soit ’intervalle I = [0, 1]. On suppose données les rotations R €
L>(1,50(3)), p > 2, et les forces extérieures f,,h € L*(I,R?) et g,, g,& sont des
vecteurs de R, Alors il existe m € H' (I;R?) qui minimise J sur ®.

Démonstration. Nous utilisons comme dans le cas général avec les coefficients pg,
la méthode directe du calcul des variations pour montrer 1’existence des solutions
de ce probleme de minimisation. Nous considérons donc une suite minimisante
Xi = (my) de la fonctionnelle J. Tout d’abord, J est fortement continue. En effet,
si my — m dans H!, alors

R;-m}, — R;-m’ dans L*(]0, 1[;R), (5.4)
car R € L étant une rotation a x3 fixé. Par suite, en élevant au carré on obtient
(R;-m})*> — (R;-m’)? dans L'(]0, 1[;R). (5.5)
De plus, ayant f, € L2, on a la convergence forte dans L? :

Jromy— fr-m

Notons que le terme g, - my (1), est un scalaire donc converge dans R vers g, -m(1).
On a ainsi montré la semi-continuité inférieure séquentielle faible de la fonction-
nelle J car elle est fortement continue et convexe.

Il reste donc a vérifier que Xj est bornée. Montrons donc que la fonctionnelle J
est coercive. L’ énergie réduite (5.3) peut s’écrire sous la forme,

1
J(m,R) = /0 %((Rl -m')2 4+ (Ry-m')? +2(R3 -m')* — 4Ry - m' +2) dx;
LA
+/ (B Ry = 1)+ £ (01 + 1) (Ra - RY)?
0 2 2
A 1 _
—|—Ja(u+5)(R3 ))dx3 /O(fr.m—l—h~Ra)dx3

—gr-m(1)—=g-Ry(1)—é-Ry(0).
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Ainsi, on a

1 1
R) > —NRT - 112 = 2R~ -1 _
J(m,R) _/0 uah<2\|R m'||” — 2R3 m)dx3 c(fr)||m|| g (5.6)

—c1(h) = llgIlllm(D)] = llg]l - llel,

les autres termes étant positifs et par Cauchy-Schwarz dans R3 (pour les termes de

force contenant g,, g et €) tout en utilisant le fait que ||Ry|| = 1. Pour les forces

extérieures f, et &, on a eu recours 2 Cauchy-Schwarz dans L2, et les constantes
c(f,) et c(h) ainsi obtenues sont bornées car f, et i sont dans L?. Or, on a

1 1 1
| GIRT w2 =2 Yy = S B =2 o, 5D

car R” préserve la norme (étant une rotation) et par 1’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Par suite, J est coercive grace a I’inégalité de Poincaré et bornée inférieurement
pour la norme H'(I;R) dans ®. Ce qui montre que m; est bornée dans I’espace
réflexif H'(I;R?). L’argument standard du calcul des variations mous donne ainsi
I’existence d’un minimiseur m de J. [

Remarque 5.0.11. La régularité L=(I,SO(3)) de la rotation R suffit pour montrer
le théoréme d’existence 5.0.10. En fait, on n’a pas besoin que R soit W' (1,50(3))
comme c’était le cas avec I’hypothese cinématique

O (t,x1,x2,x3) = m(t,x3) 4+ p1(t,x3)R1 (t,x3)x1 + P2 (t,x3)R2(2,x3)x2

Nous avons également 1’unicité du minimiseur de la fonctionnelle J.

Théoreme 5.0.12. Sous les hypothéses du théoréme précédent, la solution du pro-
bleme réduit de minimisation est unique.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que le terme

S(m) = /01 (R ')+ (Ry-m)? +2(R3 -m’)z)dxg,

est strictement convexe. Pour le montrer, on définit comme précédemment, le po-
lynéme du second degré j par j(0) = S(0m+ (1 — 0)m) pour 6 € [0, 1] et m # 1.
Son coefficient dominant est strictement positif des que m # 7. Ce qui assure la
convexité stricte de S donc de J, et par suite nous donne I’unicité de son minimi-
seur. [l

Remarque 5.0.13. Avec I’ Ansatz général, le second membre de I’équation différen-
tielle (dans le cas mécanique) étudiée au Chapitre 4 était couplé au probleme de
minimisation a partir de la dérivée de la déformation de la ligne moyenne du fil. En
fait, il ne dépendait pas explicitement des coefficients p. Pour cette raison, on ne
fera pas I’étude du probleme d’évolution dans le cas ou py, = 1 étant analogue a
celle du cas général.
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Introduction

La deuxiéme partie est consacrée a la simulation numérique des deux mode-
les viscoélastiques réduits, le modele mécanique et le modele thermodynamique,
introduits dans la partie I du travail.

Nous rappelons que ces modeles sont des problemes non linéaires couplés mini-
misation-évolution. Nous commencons par étudier séparément le probleme de mi-
nimisation et le probleme d’évolution. Le probleme de minimisation est approché
numériquement par la méthode des éléments finis. La primitive « ode » du logi-
ciel Scilab a été utilisée pour la résolution de 1’équation différentielle ordinaire non
linéaire (dans le cas mécanique), ainsi que de I’équation aux dérivées partielles
(dans le cas thermodynamique). Ensuite, nous passons a I’approximation numérique
des deux problemes couplés qui se fait par une méthode de « splitting ».
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Chapitre 6

Implémentation du probleme de

minimisation réduit

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a I’approximation numérique du probléme
de minimisation de I’énergie totale introduit dans la partie 1.

6.1 Probleme variationnel

On rappelle que le probleme de minimisation admet une formulation variation-
nelle et peut-étre posé sous la forme :
pour /g donné dans V', chercher (p,m) € V tel que

V(6,n) €V, ar((p,m),(0,n)) =Ir((0,n)), (6.1)

ouV=H!(]0,1[;R?) x H}(]0,1[;R3), p = (p1,p2) et 8 = (64,6,). De plus, ag est
une forme bilinéaire symétrique sur V et V-elliptique donnée par

ag((p,m),(6,n))

1 1
= /O Ko RPo O dx3 +/() ap (/-L(m/ ‘ n/) + (L +2A)(R; 'm/)(R3 n/>) dx3

1 (6.2)
+/0 Aay (p162+p261 +(p1+p2)(R3 - 1') + (61 + 62)(R3 - ') ) dx3

1 2
[ n Y Tapibid,
0 a=1

2
Kar=(Qu+A)an+ Y JE(UIR P+ (w+24)(Rs-Ry)?),

a=1
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et [g est une forme linéaire sur V égale a

Ir((8,n)) = /01 (an QU +32)(01+6,+R3-n') + fr- n+h-0aRy) dx3
+gr-n(1)+g- 0o (1R (1) +&- 04 (0)R(0). (6.3)

On rappelle également les expressions des termes de force intervenant dans le se-
cond membre (6.3),

f,()g)z/ f(xl,xz,X3)da+/ N(x1,x2,x3)dS, (6.4)
ho d(ho)
8= [, gda. (65)
rh
h(x3) :/ xaf(xl,xz,x3)da—l—/ Xa N (x1,x2,x3)dS, (6.6)
ho d(ho)
8= [, xaglnm)da 6.7)
T
et
é:/ Xq g(x1,x2)da. (6.8)
T

Parmi les méthodes d’approximation numérique, on distingue les méthodes des
différences finies, les méthodes des volumes finis et les méthodes des éléments finis.
Dans notre cas, le probleme se met sous forme variationnelle, d’ou I’on utilise la
méthode des éléments finis.

La formulation (6.1) permet d’approcher numériquement les solutions par la
résolution du probleme approché :

chercher (pp,,my) € V), tel que

V(Or, 1) € Vi, ar((pn,mn), (O, ) = IR((On, 1)), (6.9)

ou Vj, est un sous-espace de dimension finie de V.

6.2 Approximation variationnelle par la méthode des

éléments finis

Il s’agit tout d’abord de construire par la méthode des éléments finis 1’espace
fonctionnel V), de dimension finie qui approche 1’espace continu

V =H'(]0,1[;R?) x H} (]0,1[;R?).
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6.2.1 Construction de I’espace d’approximation

On veut résoudre le probleme (6.9) par la méthode des éléments finis. Cette
méthode consiste a partitionner 1’ouvert, sur lequel les fonctions sont définies, en un
grand nombre de petits morceaux de forme simple, appelés éléments. L’ ensemble
de ces éléments s’appelle un maillage. Dans notre cas, il s’agit de découper 1’in-
tervalle [0,1] et le maillage est simplement constitué d’une collection de points
(xj)o<j<n+1, appelés sommets ou nceuds du maillage, et est de la forme

0=x0<x; <..<xy<xny1=1, (6.10)
avec un pas de discrétisation
hi = Xiy1— X, 0<i<N.

Nous posons &7 = max h;.
0<i<N

Pour des raisons de simplicité, nous choisissons un maillage uniforme ou les
points sont équidistants, c’est-a-dire que,

xj = jh, 0<j<N+1.

=N
Le pas de discrétisation en espace est destiné a tendre vers O et pour chaque 4 on
définit Vj, comme un sous-espace de V de dimension finie.

La discrétisation provient uniquement du choix de I’espace Vj,, puisque c’est la
seule chose qui différencie le probleme discret du probleme continu. L’espace V),
est censé approcher I’espace V avec une bonne précision.

La méthode des €léments finis suppose que la restriction des fonctions de Vj,
a chaque élément est un polyndme de degré borné et méme généralement assez
petit. Ici, on utilisera les éléments finis du type P;. Les cinq espaces fonctionnels
d’approximation de dimension finie sont donc constitués des fonctions continues et
affines par morceaux

Xy =1{6 € C([0,1]); O]xx;,,) €P1, 0 < j < N, (6.11)

et
My, ={v € C([0,1]); v|[x; 1)) €P1,0< j <N, v(0) =0}, (6.12)

oua=1,2i=123etP; ={p(x) =d+cx, c,d € R} est]’espace des polyndmes
de degré inférieur ou €gal a 1. Dans toute la suite, I’espace d’approximation est noté
Vi = X}? X M;l

Soit SN + 7 la dimension de I’espace Vj,. On prend les fonctions de base de
la forme (90070,07070); (07(P0>070>0)7 ((pl70705070)7 (07(/)1507070)5 (0707 (017070)7
(0,0,0,¢;,0) ou (0,0,0,0,¢;) avec [ = 1,...,N + 1, les quatre premieres corres-
pondant aux p et les trois dernieres aux composantes du vecteur m. Ainsi, si Y,
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k=1,...,5N+7 désigne un de ces S—uplets, on a alors

[ (¢,,0,0,0,0)sik=1

)
(0,9,,0,0,0) sik =2
(¢,,0,0,0,0) si k =3 mod 5
V=14 (0,9,,0,0,0) si k=4 mod5
(0,0,¢;,0,0) si k=35 mod 5
(0,0,0,¢;,0) si k=6 mod 5
[ (0,0,0,0,¢;) si k=7 mod 5,
oul’on pose Il =1(k) = ["Jg—z} etl’ona
[ Xip1 T X six € [xj,xit1],
Xit1 =X
q)i(X) = P il six € [xl;l,xi],
Xi —Xi—1
| O sinon,

i=0,...,N+1. Ces fonctions ¢; sont parfois appelées fonctions chapeau en référence
a la forme de leur graphe.

Le systeme (6.9) est donc un systeme linéaire carré de dimension SN + 7, dont
les inconnues sont les composantes de Y, = (p,,m;,) dans la base canonique ()
de V},. Y}, peut se décomposer suivant

SN+7

V=Y Yiiw,
k=1

et on voit que Y}, est solution de (6.9) si et seulement si

SN+7

Y, Yenar(Wi, ) = (), 1<j<5N+7. (6.13)
i=1

Les équations (6.13) peuvent se reformuler sous la forme du systeme

ApZy, = by, (6.14)
ot 'on a Zj, := (Yyi)i=1,.. 5847 bn := IR(Wk)ik=1,...58+7 €t (Ap)jx = ar(Vi, ¥j)
pour j,k=1,...,5N+7. Notons que la forme a étant symétrique, la matrice A I’est

aussi car

Ajx = ar(Wi, Wj) = ar(Wj, Yi) = Ag j.

D’apres leurs expressions données ci-dessus ((6.2)-(6.3)), les formes ag et I
dépendent de la rotation R. Ainsi, méme si pour I’instant on cherche la solution du
systeme linéaire (6.14) a R fixé, on est amené a discrétiser également la rotation R
qui dépend de la variable x3.
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6.2.2 Discrétisation spatiale de la rotation

On utilise également des éléments finis de Lagrange [Py pour la rotation R et on
I’écrit donc sous la forme

X1 — X

R(x) = “H R +

TR<xi+1)a
ol x € [x;,x;+1]. Le choix de P peut-étre justifié par I’apparition des dérivées
premieres de R dans I’expression de la forme bilinéaire ag.

Il faut noter que ce choix simple d’interpolation affine par morceaux fait que
R(x) ¢ SO(3) si x n’est pas un point du maillage. P. Neff a utilisé une interpo-
lation plus sophistiquée pour le modele mécanique. En effet, il résout 1’équation
différentielle par un schéma d’Euler implicite suivi d’un développement limité per-
mettant d’écrire la rotation comme I’exponentielle d’une matrice antisymétrique
(voir la Remarque 7.1.1 du Chapitre 7 et la référence [35]). Nous avons songé
a adopter une approche analogue. Mais en raison de I’efficacité de la primitive
« ode » du logiciel Scilab qui permet de résoudre numériquement des équations
différentielles a valeurs matricielles, nous n’avons pas poursuivi cette direction et
nous avons gardé notre approche beaucoup plus simple (voir Chapitre 7).

6.2.3 Mise en ceuvre numérique

Nous présentons ici la démarche que nous avons suivie pour la résolution numé-
rique du systeme linéaire (6.14). Il s’agit de simuler la déformation d’un fil mince
homogene isotrope, a partir des données suivantes :

— Les caractéristiques du matériau :

le diametre de la section du fil noté Agec(ion €t les constantes de Lamé p et A.
— Les forces appliquées :
la force volumique f, la force surfacique N; et le terme de force g appliqué a
I’extrémité x3 = 1 du fil.

— Les conditions aux limites :
on impose des conditions de type Dirichlet homogene et non homgene sur m,
et on laisse libres p et R pour des raisons qu’on verra ultérieurement.

— La rotation :

la rotation est discrétisée et est donc donnée en chaque nceud du fil dans cette
partie.

L’implémentation informatique du probleme de minimisation se fait a I’aide du
logiciel Scilab. On résout le systeme linéaire (6.14) a I’aide des éléments finis de
Lagrange PP;. La difficulté principale consiste a construire la matrice et le second
membre.

Dans ce qui suit, nous vérifions par plusieurs tests 1’efficacité et la justesse
de notre code permettant de minimiser 1’énergie totale du systeme a ¢ fixé et a R
donnée.
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6.2.4 Premier test

Ce test consiste a annuler toutes les forces appliquées au fil et a prendre la rota-
tion comme la matrice identité, ce qui nous ramene au cas de I’élasticité.

Ici, on impose une condition de type Dirichlet homogene sur m au point x3 = 0,
m(0) = (0,0,0). Dans ce cas, les solutions du systeme (6.1) sont faciles a calculer
et sont égales a

m‘(x3) = (0,0,x3) et pg(x3)=1. (6.15)

Par I’exposant « e » nous désignons « exact ».
On considere un matériau synthétique rigide dont les constantes de Lamé sont
égales a
U =26316MPa et A =51084MPa,

ou MPa est le mégapascal.

Le tableau suivant nous donne la norme L™ du résidu du systeme (6.14) pour
hsection = 0.1.

N résidu résidu préconditionné
500 | 0.0012366 5.114E-15
700 | 0.0016470 3.886E-16
1000 | 0.0018587 4.562E-16

La matrice A;, du systeme (6.14) est mal conditionnée, autrement dit son condi-
tionnement ne permettait pas de résoudre le systeme linéaire avec une trés grande
précision. Pour I’améliorer, on a eu recours a la technique du préconditionnement
qui consiste a introduire une matrice C et a résoudre par la suite le systeme

C 1 (AnZy) = C by,
tel que le nouveau conditionnement soit plus petit. On a choisi le préconditionneur
de Jacobi dont le C est égal a la matrice diagonale, diag(Ay), formée donc par les

éléments diagonaux de la matrice A;. Comme le tableau 1’indique, on a pu avoir,
avec ce préconditionneur, un meilleur résidu qui est de I’ordre de 10716,

Dans le tableau suivant sont calculées (aussi pour /gection = 0.1) les normes L™
de la différence entre les solutions exactes et les solutions calculées par Scilab,
autrement dit, on calcule

erreur Po = ||po — pgllz= et erreur m; = ||m; —mg|| 1=,

ou pg, et m¢ sont donnés par (6.15).
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N erreur Py | erreur pp | erreur mp | erreur mp | erreur ms
500 | 3.137E-13 | 3.297E-13 0 0 5.181E-13
700 | 1.569E-12 | 1.564E-12 0 0 3.384E-12
1000 | 1.629E-12 | 1.614E-12 0 0 3.246E-12
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Au lieu de faire varier le nombre de points du maillage, on décide de faire varier
le diametre de la section, autrement dit on teste le code pour des corps plus minces.
Ainsi pour N = 500, on trouve le tableau

Nection résidu erreur P erreur Pp | erreur mjp | erreur mp | erreur m;
0.01 0.0000086 | 2.107E-11 | 4.174E-12 0 0 5.899E-13
0.001 8.359E-08 | 7.414E-11 | 8.651E-11 0 0 1.547E-13
0.0001 | 8.316E-10 | 1.063E-10 | 1.039E-10 0 0 1.405E-12
0.00001 | 6.208E-12 | 8.457E-11 | 1.008E-10 0 0 3.689E-13

Notons qu’en faisant varier Agecgion autrement dit, quand Agecion 7 0.1, le précon-
ditionneur n’améliore plus le conditionnement de la matrice. Ce qui nous amene a
ne plus mettre le résidu préconditionné dans le tableau précédent.

La figure 6.1 correspond au cas ou I’on n’applique pas de forces au matériau
synthétique rigide et ou I’on a pris 1000 nceuds et un diametre de la section égal a
0.1. Le trait continu représente p et le trait interrompu fin représente m.

Passons a un autre test de notre code.

6.2.5 Second test

Ce test est plus pertinent que le premier test dans le sens suivant. En fait, il
s’agit de calculer, a I’aide des équations fortes, le second membre et les conditions
aux limites qui correspondent a des solutions simples que 1’on se donne au départ.
Ceci nous permet donc d’avoir un ensemble de données non triviales pour lesquelles
on connait une solution exacte. Ensuite, on calcule a partir de ces données la solu-
tion approchée par Scilab puis on la compare a la solution exacte. De plus, on ne
considere plus ici que la rotation est constante. En effet, on 1’écrit en fonction de
cos(Ox3) et sin(Ox3), O € R, et par suite on fait varier les angles avec la variable x3
discrétisée.

On prend les solutions comme suit :

m(x3) = vzxg +vixzs et pg(x3) = sax% +rox3z+c, (6.16)
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F1G. 6.1 —forces nulleset R =1

ouvy, vy € R3 et S, Fq € R sont des parametres a notre disposition.
Ce choix de solutions vérifie bien la condition m(0) = (0,0,0).

Calcul des forces

Le but de ce paragraphe est de calculer, a partir des équations fortes et en se
donnant des solutions exactes au départ, les différentes forces appliquées au fil qui
apparaissent dans le second membre de (6.14).

On commence par rappeler les expressions des équations fortes.

1
—um” —(W+A)(R3-m")R3) — A((p1 +p2)R3) = —(2u +31)R5 + Zf” (6.17)
—Jhpiy + Ko rPa + Aan(Rs -m' + pg) = ay (2 +3A) +h- R, (6.18)

ou

2
Kar=(u+A)an+ Y J0(w|R,>+ (1 +2)(Rs-R,)?),

a=1
avec les conditions aux limites

unl (1) + (u+2) (Ra (1) - (1) Rs (1)
+#2((pr(1)+ paD)Ra(1)) ~ QU+ 3VR(1) = 1, =0, (6.19)
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1

P (0) = U ¢-Ry(0) (6.20)
et {
pa(l) = mg‘Ra(l)- (6.21)

On considere, pour simplifier le calcul, qu’il s’agit d’une rotation par rapport a
I’axe z

cos(Bx3) —sin(Ox3) O
R(x3) = | sin(6x3) cos(6x3) O,
0 0 1

avec 6 € R.
On calcule a partir de (6.16) les termes apparaissant dans I’équation (6.17) :

m” (x3) = 2V2

et
(R3 -ml)R3 = <V13 +2V23X3)€3 — ((R3 -m')R3)’ = 2v23e3.

De plus, on a ((pl +p2)R3)/ = (r1 +r —|—2X3(S1 +S2))€3 et Rg = OR3'
Ainsi, en injectant ces calculs dans (6.17), on obtient

Jri = =2valhay, fro=—2vnlUay

et
fr3 = —(4va3p+ A (2v23 + 1y + 12+ 2x(s1 +52)) ) ap-

Pour trouver A, on calcule de méme tous les termes de 1’équation (6.18). On a
Py =2sq, R[> =6%et R3-R,, = 0.

Par suite,
Kor = 2+ A)ay +uJto.

Ainsi, on trouve
hy cos(6x3) + hy sin(0x3)
=2 apP(x3) + p(J1 (=251 + 0%) + Q1 (x3)(2a, +J76%))  (6.22)
et
— hy sin(6x3) + hy cos(0x3)
= A apP(x3) + p (S5 (=252 + 0%) + Q2(x3)(2a, + J56%)), (6.23)
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ou P et Qg sont des polyndmes du second degré en x donnés par
P()C3) = (—1 +vi3+x3 (}’1 +r+ 21/23) +x§(s1 + Sz))

et
Qa(x3) =rgxz+ sax%.

En résolvant le systeme formé par les équations (6.22)-(6.23), on trouve
hy = P(x3)(cos(0x3) —sin(0x3))A aj, + (J{l(—Zsl +6?)
+Q1(x3)(2a, +J16%)) cos(0x3) — p (J5(—2s2+ 67) (6.24)
+ Q2(x3)(2a, + J56%)) sin(Ox3)

et
hy = P(x3)(cos(0x3) +sin(0x3)) A a, + p (Jé’(—Zsz +6?)

+0a(x3) (2ay +J26%)) cos(0x3) + . (J1(—2s1 + 62) (6.25)
+ 01 (x3)(2ay +J{’92)) sin(0x3).

Par ailleurs, les conditions aux limites ci-dessus nous permettent de déterminer
les densités de forces g, et 2. En effet, on a d’une part

m’(l) =V +2v2, (Rg(l) -m'(l))R3(1) = (V13 +2V23)€3

et
(p1(1) +p2(1))R3(1) = (2c+ 71 +ra+ 51 +52)e3.

Ainsi, on trouve a I’aide de (6.19)
g1 = (vi1+2v21)fan, &2 = (viz+2va2)lay
et
g3 = (2(viz+2va3 — D+ (viz+2va3 + (2 —=3) +ri +r2+ 51+ 52)4) ap.
D’autre part, on a p,,(0) = rq. Ainsi, a partir de (6.20) on trouve
ey = —,uJ{’rl et er = —uJé’rz.
De plus, on a p,(1) = rg + 2s¢. Ainsi, I’équation (6.21) nous donne
cos0g; +sinBg, =Ciu et —sin0g;+cosOgr =,
ol Cy = (re +25¢)J% (sans sommation sur ). D’oli I’on obtient

g1 =(Cycos0 —CysinO)u et g = (Cysin@ +Crcos0) .
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Ayant calculé toutes les forces correspondant aux solutions exactes données par
(6.16), il s’agit donc de passer au calcul du second membre du systeme discrétisé
(6.14). Pour ce faire, on a eu recours au calcul numérique en utilisant la commande
« integrate » du logiciel Scilab. Il reste donc a calculer par Scilab la solution ap-
prochée (correspondante aux forces trouvées ci-dessus) pour la comparer par la
suite a la solution exacte.

On a testé le code pour un matériau synthétique rigide (matériau 1) et un matériau
élastique souple (matériau 2) et ce dans deux cas différents. Nous résumons les cas
envisagés dans les deux tableaux suivants.

V1 V2 ro|rn|s |
Casl | (1,2,3) | (1,4,2) | 4 | 3|1 |2
Cas2 | (1,2,1) | (1,3,0) | 2 | 4 | 1 | 1
et
u A
Matériau 1 | 26316 MPa | 51084 MPa
Matériau 2 | 1358 MPa | 2036 MPa

ou v; et vy sont les vecteurs intervenant dans I’expression de m, et ry, 17, 51 et s, sont
les scalaires donnant la valeur des py. Enfin u et A sont les constantes de Lamé du
matériau.

Dans la suite de ce paragraphe, on teste le code pour une rotation d’angle 6 égal
am/3.

On commence pas traiter le cas 1. D’une part, on considere le matériau 1 en
faisant varier le diametre de la section noté /gection. Les trois tableaux suivants cor-
respondent aux valeurs Agecion = 0.1, 0.01, 0.001 respectivement.

Cas 1, matériau 1, sgection = 0.1
N résidu pcd | erreur p; erreur Po erreur m erreur my erreur ms
200 | 8.597E-15 | 0.0001671 | 0.0001711 | 4.841E-14 | 1.403E-13 | 0.0000141
500 | 8.207E-15 | 0.0000269 | 0.0000276 | 3.715E-13 | 1.093E-12 | 0.0000023
1000 | 1.887E-15 | 0.0000068 | 0.0000069 | 2.003E-12 | 6.080E-12 | 0.0000006
Cas 1, matériau 1, Zgection = 0.01
N résidu erreur P erreur pPp erreur m, | erreur mp | erreur ms
200 | 0.0000152 | 0.0013254 | 0.0013296 | 3.637E-13 | 1.043E-12 | 0.0000155
500 | 0.0000625 | 0.0002502 | 0.0002509 | 5.822E-13 | 1.720E-12 | 0.0000025
1000 | 0.0001309 | 0.0000645 | 0.0000646 | 2.543E-12 | 7.659E-12 | 0.0000006
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Cas 1, matériau 1, sigecion = 0.001
N résidu erreur P erreur P erreur m, | €erreur mp | erreur ms
200 | 0.0000001 | 0.0022905 | 0.0022947 | 4.419E-14 | 1.421E-13 | 0.0000163
500 | 0.0000004 | 0.0008727 | 0.0008734 | 2.072E-13 | 4.832E-13 | 0.0000026
1000 | 0.0000010 | 0.0003772 | 0.0003774 | 2.440E-13 | 6.768E-13 | 0.0000006

D’autre part, on considere le matériau 2 toujours dans le cas 1, pour pouvoir par
la suite le comparer au matériau 1. On fait de méme varier Agectjon €t On obtient les
trois tableaux suivants correspondant aux valeurs Agection = 0.1, 0.01, 0,001 respec-

tivement.
Cas 1, matériau 2, hgection = 0.1
N résidu pcd | erreur py erreur P erreur m; | erreurmp | erreur ms
200 | 3.325E-15 | 0.0001344 | 0.0001385 | 2.454E-13 | 7.221E-13 | 0.0000106
500 | 1.721E-15 | 0.0000217 | 0.0000223 | 7.383E-13 | 2.117E-12 | 0.0000017
1000 | 1.925E-15 | 0.0000054 | 0.0000056 | 4.621E-13 | 1.279E-12 | 0.0000004
Cas 1, matériau 2, Agection = 0.01
N résidu erreur Pp erreur P erreur m erreur m, | erreur ms
200 | 0.0000007 | 0.0010862 | 0.0010903 | 9.237E-14 | 2.887E-13 | 0.0000116
500 | 0.0000021 | 0.0002011 | 0.0002017 | 1.175E-12 | 3.415E-12 | 0.0000019
1000 | 0.0000045 | 0.0000516 | 0.0000517 | 8.240E-13 | 2.474E-12 | 0.0000005
Cas 1, matériau 2, /igection = 0.001
N résidu erreur P erreur Pp | erreur my | erreur mp | erreur ms
200 | 4.442E-09 | 0.0019812 | 0.0019853 | 7.305E-14 | 2.114E-13 | 0.0000123
500 | 1.627E-08 | 0.0007486 | 0.0007493 | 1.859E-13 | 5.791E-13 | 0.0000020
1000 | 3.578E-08 | 0.0003174 | 0.0003176 | 2.220E-12 | 6.591E-12 | 0.0000005

Notons que pour les deux matériaux quand Agection = 0.1, le préconditionneur
utilisé auparavant améliore le conditionnement de la matrice (ce qui n’est pas le cas
pour Agection = 0.01, 0.001). On n’a donc fait figurer le résidu préconditionné (noté
« pcd ») que dans le tableau correspondant a 4y = 0.1. Ceci correspond au cas du
premier test ou le préconditionneur n’était non plus utile que pour A, > 0.1.
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A partir de ces six tableaux, on remarque que les résultats du matériau élastique
souple (matériau 2) sont plus satisfaisants (au sens ou les erreurs sont plus petites)
que ceux du matériau synthétique rigide (matériau 1), et ceci pour les différentes
épaisseurs du fil.

On passe au cas 2 et on suit la méme démarche que plus haut pour les deux
matériaux. Pour le matériau 1, on a les trois tableaux (correspondant aux valeurs
hsection = 0.1, 0.01, 0.001 respectivement).

Cas 2, matériau 1, sgection = 0.1
N résidu pcd | erreur p; erreur Po erreur m, | erreur mp | erreur ms
200 | 6.298E-15 | 0.0000149 | 0.0000193 | 4.841E-14 | 1.164E-13 | 0.0000060
500 | 2.672E-15 | 0.0000024 | 0.0000031 | 3.715E-13 | 9.104E-13 | 0.0000010
1000 | 1.788E-15 | 0.0000006 | 0.0000008 | 2.003E-12 | 5.041E-12 | 0.0000002
Cas 2, matériau 1, /igection = 0.01
N résidu erreur P erreur P erreur my erreur mp | erreur ms
200 | 0.0000034 | 0.0000152 | 0.0000197 | 3.637E-13 | 8.855E-13 | 0.0000061
500 | 0.0000065 | 0.0000025 | 0.0000032 | 5.822E-13 | 1.444E-12 | 0.0000010
1000 | 0.0000249 | 0.0000006 | 0.0000008 | 2.543E-12 | 6.374E-12 | 0.0000002
Cas 2, matériau 1, fgection = 0.001
N résidu erreur Py erreur Pp | erreur mj | erreur mp | erreur ms
200 | 3.117E-08 | 0.0000152 | 0.0000198 | 4.419E-14 | 1.146E-13 | 0.0000061
500 | 0.0000001 | 0.0000025 | 0.0000032 | 2.072E-13 | 4.470E-13 | 0.0000010
1000 | 0.0000002 | 0.0000006 | 0.0000008 | 2.440E-13 | 4.967E-13 | 0.0000002

Alors que pour le matériau 2 (cas 2), on a pour Agection = 0.1, 0.01, 0.001 res-
pectivement,

Cas 2, matériau 2, sigection = 0.1

résidu pcd

erreur pq

erreur P

erreur m,

erreur mp

erreur ms

200

2.921E-15

0.0000137

0.0000181

2.454E-13

6.075E-13

0.0000048

500

1.622E-15

0.0000022

0.0000029

7.383E-13

1.801E-12

0.0000008

1000

1.795E-15

0.0000006

0.0000007

4.621E-13

1.096E-12

0.0000002
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Cas 2, matériau 2, Aigection = 0.01
N résidu erreur P erreur P erreur m, | €erreur mp | erreur ms
200 | 0.0000002 | 0.0000140 | 0.0000185 | 9.237E-14 | 2.363E-13 | 0.0000048
500 | 0.0000006 | 0.0000023 | 0.0000030 | 1.175E-12 | 2.882E-12 | 0.0000008
1000 | 0.0000009 | 0.0000006 | 0.0000007 | 8.240E-13 | 2.059E-12 | 0.0000002
Cas 2, matériau 2, figection = 0.001
N résidu erreur P erreur Po erreur my | erreurmp | erreur ms
200 | 1.147E-09 | 0.0000140 | 0.0000186 | 7.305E-14 | 1.767E-13 | 0.0000048
500 | 3.525E-09 | 0.0000023 | 0.0000030 | 1.859E-13 | 4.805E-13 | 0.0000008
1000 | 9.574E-09 | 0.0000006 | 0.0000007 | 2.220E-12 | 5.518E-12 | 0.0000002

On remarque d’une part que le matériau 2 donne toujours de meilleurs résultats
que le matériau 1 et d’autre part que le cas 2 est plus satisfaisant que le cas 1 et ceci
pour les deux matériaux.

Enfin, tous les résultats étant satisfaisants, ils permettent la validation de la partie
minimisation de notre code. Ils assurent que les fonctions calculant les coefficients
de la matrice et ceux du second membre sont selon toute vraisemblance correctes.
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Chapitre 7

Implémentation du probleme

d’évolution réduit

Dans le Chapitre 2, on a réduit le probleme d’évolution tridimensionnel en un
probleme unidimensionnel, et ce dans les cas mécanique et thermodynamique. Dans
cette partie, on passe a I’implémentation de ces deux problemes d’évolution unidi-
mensionnels tout en les découplant du probleme de minimisation. On supposera en
conséquence donné le triplet (m’, py, p2).

On commence par le cas mécanique.

7.1 Cas mécanique

On rappelle I’expression de 1’équation différentielle ordinaire non linéaire que
I’on souhaite résoudre numériquement

%R(r) = %v+(Bm/7R)Bm/7RR, (7.1)
avec
0 —(RsAm')s  (R3Am')y
B,y g :% (R3Am')3 0 —(R3Am');
—(R3Am');  (R3Am'), 0
et
v (' ,R) = (14 By gl ) 1B &
rk>1.

La résolution numérique de cette équation différentielle se fait a I’aide de la
primitive « ode » du logiciel Scilab. Notons qu’avec cette primitive, on peut résoudre

131
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des équations différentielles non seulement a valeurs vectorielles mais également a
valeurs matricielles (d’ou son intérét dans notre cas). L’appel a ode dans ce cas se
fait par la syntaxe suivante :

R = o0de(R0,10,t, f),

ou RO est une matrice représentant les conditions initiales, 70 est le temps initial,
¢t est un vecteur correspondant aux différents temps pour lesquels la solution est
calculée et enfin f est le second membre de 1’équation en question qu’il faut écrire
comme une fonction de M, , x R — M,,, ,,. C’est dans la programmation de cette
fonction f que réside la difficulté.

Il s’agit donc d’écrire le second membre de (7.1) comme f(R,t). D’aprés son
expression, ce second membre dépend de R3 et de la dérivée de la déformation de
la ligne moyenne m du fil qui est supposée étre calculée a partir de la résolution
du probléme de minimisation. Dans ce paragraphe, on se contente de résoudre
séparément le probleme d’évolution dans le but de tester la fiabilité de la résolution
utilisant « ode ». Ceci nous améne a nous donner un m, par exemple m(x3) = ax3+b,
a,b € R? donnés. Notons que ce choix de m est cohérent avec la suite quand on
considérera le probleme couplé puisqu’on approchera m a 1’aide d’éléments finis
de type PP;, donc par des fonctions affines par morceaux. Ainsi en se donnant a
(on n’a pas besoin de la valeur de b car seule la dérivée de m intervient dans le
second membre), une donnée initiale, un temps initial et un temps final, on résout
notre équation différentielle ordinaire non linéaire par « ode ». Notons que 1’on ne
dispose pas ici de solution exacte de référence pour R.

Remarque 7.1.1. P. Neff a utilisé un schéma d’Euler implicite pour résoudre 1’é-
quation différentielle ordinaire du modele mécanique :
fi—f = v (FRT)'R,
ou vt = %v‘” ((FRT)*). Ainsi, la forme discrétisée devient :
R" — Rn—1
—

En regroupant les termes qui multiplient R", il vient

— V;r (Fn(Rn)T)aRn

(I—At v (F"(R”)T)“)R" — R
Soit,
+ n/pn\T\4 -1 n—1
R = (1-acvy (F(RYT)") R
Ainsi, un dévéloppement limité nous donne

R — <I—|—At V,j_ (F”(R")T)a>R"—1 + O(Atz)
) (7.2)
— A (PET) Rt o(ar),
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Ce qui suggere un nouveau schéma
a
R Al (FrRDT) pnt

dont I’avantage est que pour R” € SO(3), on a bien R" € SO(3) pour tout n.

7.1.1 Test pour ode

Dans ce paragraphe, il s’agit de tester le résultat que fournit la fonction « ode »
dans notre contexte. On entend par tester, vérifier si la solution calculée par « ode »
est assez proche d’une rotation. En effet, la solution du probleme d’évolution conti-
nu est une rotation pour tout ¢ et x3 (voir la Proposition 4.2.8 du Chapitre 4). Pour
ce faire, on vérifie tout d’abord que c’est une matrice orthogonale en calculant la
norme euclidienne de la différence entre le produit de sa transposée par elle-méme
et la matrice identité. Ensuite, on calcule son déterminant, que 1’on compare a 1.
Quelques résultats sont présentés dans le tableau suivant.

donnée initiale a detR—1 | |[RTR—1|?

matrice identité (5,2,7) -9.919D-08 | 1.968D-14

rotation d’angle 7 | (1,1,0) | -4.026D-08 | 3.243D-15

rotation d’angle § | (1,0,1) 8.255D-08 | 1.363D-14

oul'onapristO=0ets=0:0.01:10. On rappelle que a est la dérivée de m par
rapport a x3, que R est la solution approchée de notre équation différentielle et que
||.|| est 1a norme de Frobenius. Ici, on considere que R ne dépend pas de x3 puisque
le but est simplement de tester la primitive « ode » et que son usage dans le code se
fait point par point a x3 fixé. Ce tableau montre I’efficacité de la primitive « ode »
dans la mesure ou la solution obtenue par « ode » est trés proche d’une rotation.

Un autre moyen pour tester le code de la résolution du probleme d’évolution est

de chercher la condition d’équilibre.

7.1.2 Condition d’équilibre mécanique

La condition d’équilibre pour le probleme d’évolution est

d
L R(1,33) =0 4= B,y g =0. (7.3)
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On rappelle que
! 0 —<R3 /\m’)3 (R3 /\m')2
By g = ) (R3 A I’I’l/>3 0 —(R3 A m/)l , (7.4)
—(R3 /\m/)z (R3 /\m’)1 0
Ri3
oll R3 = | Ry3 | est la troisieme colonne de la rotation R et m’ est la dérivée de la

R33
ligne moyenne du fil par rapport a x3.
Une condition nécessaire et suffisante pour annuler B, p est donc la relation
Ry Am’ =0, soit

(
/ /
m2R33 = m3R23

By r=0+— m’1R33 = ng13

/ /
{ miRy3 = myRy3.

Un choix de m’ qui vérifie ce systeéme d’équilibre peut étre par exemple

mllzﬂ,mé:@ et my=1.
R33 R33
Pour la condition initiale, on prend
1 0 0
Ro=1]0 cos(6) —sin(0) (7.5)
0 sin(@) cos(0)

Avec ces choix, le code du probleme d’évolution donne les résultats suivants.

Ro detR—1 | |[RTR—1]]? | ||R —Rol|z~
6=0 0 0 0
6=1 0 2.055E-34 0
6=1 0 4.429E-34 0

Dans les trois cas, la solution est égale a la donnée initiale (||R — Ro||z==0), ce
qui assure I’équilibre du probleme d’évolution.

Nous passons maintenant au probleme d’évolution thermodynamique.
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7.2 Cas thermodynamique

Le cas thermodynamique est un peu plus délicat a traiter. En fait, le probleme
d’évolution s’écrit comme suit :

d 1 _ _
ER(IJQ) = EV+ ((Bthermo)a) (Bthermo)aR(t7x3)a (7.6)

avec

Bthermo = (Z‘LL + 3A>AmRT - ,Ll(AmRT)2 —A tr(AmRT)AmRT
h

_Ja (u(AaRT)Z +A tr(AaRT)AaRT> . (1)
a,

Ap = (P1R|p2R2|m) et Ag, = (0|0|(pgR¢)’) et ol la fonction v est donnée par

V' ((Bthermo)®) = (1 T H (Bthi%())a H>2

Il ne s’agit plus d’une équation différentielle ordinaire mais plutét d’une équation
aux dérivées partielles. En fait, le second membre de 1’équation en question fait in-
tervenir des dérivées par rapport a la variable d’espace x3 des premiere et deuxieme
colonnes de la rotation, et ce a partir de I’expression de Ay. De plus, le second
membre contient les coefficients py ainsi que leurs dérivées, alors que dans le cas
mécanique, il ne dépendait que de m'. Le dernier point ne pose aucune difficulté
car on suppose dans ce cas données les quantités m', py et p/,. En effet, ce para-
graphe s’occupe de la résolution numérique du probleme d’évolution découplé du
probléme de minimisation. Par contre, la difficulté apparait avec la forme f(R,R’,t)

du second membre, R’ = g—)ﬁ étant la dérivée de R par rapport a x3. Ainsi, nous

devons I’écrire comme une fonction de R seulement, pour pouvoir par la suite
résoudre numériquement (7.6) par la primitive « ode ». On choisit alors d’appro-
cher les dérivées spatiales de R, a partir des valeurs discretes de R. Pour ce faire,
on discrétise la variable d’espace,

x3(i) = ih, 0<i<N+1,

h=——
N+1’

et on se donne une rotation discrétisée en espace autrement dit, on écrit R sous la
forme

R(x3) = (R(x3(0))[R(x3(2))|... [R(x3(N + 1)))

R(x3(i)) = (R1 (x3(0))|R2(x3(7))|R3 (x3(0)))
est une rotation au nceud x3 (7). La matrice R est donc de taille 3 x 3(N +2) com-

posée de (N + 2) blocs de taille 3 x 3. Le i-eéme bloc représente une rotation en
dimension 3 au i-eéme noeud du maillage. Ainsi, on a que R;(x3) (respectivement
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R>(x3)) est une matrice de taille 3 x (N +2) dont les colonnes sont les premieres co-
lonnes (respectivement les deuxiémes colonnes) des (N + 2) blocs (de taille 3 x 3)
de la matrice R. Plus précisément, on a

Ral(X3(0)) Ral(x:;(N—l—l))
Ry(x3) = Ron(x3(0)) ... Rep(x3(N+1)) |,
Rag(X3(0)) ... Ry3 ()C3 (N-I— 1))

o = 1,2. On approche donc R}, comme suit :

_ Rgj(x3(1)) — Rg j(x3(0))

Riyj(x3(0)) = . |
Ry (3(N+1)) = Raj(x3(N + 1)})1—Raj(X3(N))
et
Ry i) = Fes kD) —Rej (k= 1),
ouj=1,2,3etk=2,...,N. Ainsi, on arrive a écrire le second membre sous la

forme f(R,t) tout en se donnant des valeurs pour m’, py et p,.

7.2.1 Test pour ode

On sait, d’apres la remarque 4.2.9 du Chapitre 4, que la solution du probléme
d’évolution continu (dans le cas thermodynamique) est une rotation. Ceci nous per-
met donc de tester « ode » comme on avait fait dans le cas mécanique. On vérifie
alors que les solutions calculées par « ode » sont assez proches d’une rotation. On
donne quelques résultats correspondants a

X3(0)+1 1
pa: et p(/X: )
xi3(N+1)+1 1

ou I’on a discrétisé x3 en N + 2 points (voir le paragraphe précédent). D’apres leur
définition, pgy et p}, sont donc des vecteurs colonne de taille (N +2). De méme, les
données initiales (les rotations) sont des matrices de taille 3 x 3(N +2). De plus, la
derivée de la ligne moyenne m est une matrice de taille 3 x (N 4 2) autrement dit, la
i-me colonne de cette matrice correspond a la valeur du vecteur m’ au nceud x3(i)
du maillage. Il s’agit donc de vérifier que la solution de « ode » est proche d’une
rotation en chaque point du maillage. Le tableau suivant correspond a N = 100,
to = 0 (temps initial) et # = 0: 0.01 : 10.
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donnée initiale m max ||R” (i) R(i) — i |? max (|det(R(i)) — 1])
A Liyia 5.768E-20 1.693E-10
Lo (x31x3:33) 1.012E-18 7.115E-10
Rot(/3) Byyo 1.364E-20 8.076E-11

Ou [3 3(y42) est une matrice composée de (N +2) blocs de taille 3 x 3 dont chacun

Lo " . . T p
est la matrice identité en dimension 3, et Rot(g) € M3 3(v2) et est donnée par

Rot(g) = (C3(1))]...| Clxs (N +2))),

avec

Ta(i) 0

EX3,(l')) —sin ( 3

cos(3

Clxs(i)) = sin(§X3(i)) cos(ng@) ol

0 0 1

ou x3(i) sont les points du maillage. Pour ce qui concerne les données de la dérivée
de m notée m’ dans le tableau ci-dessus, on a que (x3;x3;x3) correspond a la matrice
dont les 3 lignes sont égales a x3 = (x3(0),...,x3(N+1)). De plus, I3 y2 est une
matrice formée par 34 blocs de taille 3 x 3 (car on prend ici N = 100 et donc N +
2 est bien divisible par 3), chaque bloc étant la matrice identité en dimension 3.
Finalement, on rappelle que R(i) := R(x3(i)) est le i-eéme bloc 3 x 3 de la solution R
approchée par « ode ». Le tableau montre donc que tous ces blocs sont tres proches
d’une rotation en dimension 3, ce qui confirme 1’efficacité de « ode ».

7.2.2 Condition d’équilibre thermodynamique

Nous testons également notre code du probleme d’évolution thermodynamique
en cherchant la condition d’équilibre correspondante (comme nous 1’avait fait pour
le cas mécanique). Mais pour simplifier le calcul, nous considérons le cas ou les
coefficients py sont égaux a 1. Notons que le probleme de minimisation dans ce
cas simplifié a été étudié dans la premiere partie du travail (Chapitre 5). De plus,
nous donnerons dans le chapitre suivant des exemples numériques correspondant au
modele couplé simplifié autrement dit, au modele pour lequel la seule inconnue du
probleme de minimisation est la ligne moyenne m du fil.

Dans ce cas simplifié, I’équation aux dérivées partielles s’écrit sous la forme
suivante :

2 Ritxy) = WHMH) Boo YoRtox). .
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avece
(Bhermo)® = (21 +34) (AmR")* — w((AwR")?)* — A tr(AuR" ) (AmR" )
Jy

ap

T\2\4@ T T\a (7.9)
(;u((AaR ) ) +Atr(AgR" )(AeR") >,

Ay = (Rl‘Rz‘m/) etAg = (0|0’R&)

Annuler le second membre de (7.8) revient a annuler la matrice antisymétrique
B 2
- a
(Bthermo)® car R est une rotation et %(1 + H MH) ne s’annule jamais. Pour

cette raison, il faut calculer chaque terme de (7.9) soit les scalaires tr(A,,RT) et
tr(ART), et les matrices (A,,RT ), ((AmRT)z)a, ((AgRT)?)" et (ART)“. On donne
directement les valeurs de ces termes sans détailler le calcul. Tout d’abord, on a

tr(AnRT) = |Ri|* + |R2)* +R3-m/ =2+ R3-m’ et tr(AqR") =R),-R3.

Pour ce qui concerne les matrices, (A,,RT )% n’est autre que B,y g calculée dans la
section précédente et donnée par

| 0 —(R3 /\m’)3 (R3 /\ml)z
(AnRT)* = 5| RsAm)s 0 —(Rsnm')y |, (7.10)
—(R3 /\m’)2 (R3 /\m’)l 0

ol (R3 Am'); désigne la i-éme composante (i = 1,2,3) du produit vectoriel de R3 et
de m’. De plus, on a

1
(AnRT?) =2 | —az 0 ax |, (7.11)

avec

aiy = (Ry-m')(Ri AR3)34 (Ry-m')(RyAR3)3 — (R -m')(R3 Am')3

(7.12)
= —(Rl -m')R32 + (Rz . mI)R31 - (R3 . m/)(R3 /\ml)3,
ai3=—(Ry-m')(RiAR3)2 — (Ry-m')(RyAR3)2 + (R3 -m') (R3 Am'), (7.13)
= (R1 -m/)Rzz — (Rz . m/)Rzl + (R3 . m/)(Rg /\ml)z '
et
= (Ro-m )Ry AR+ (R o) (Ra ARy = (Rs )R Aol

= —(R1 ~m')R12—|— (Rz ~m/)R11 — (R3 'ml)(R3 /\m/)1.
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Ainsi, a I’aide des matrices (7.10) et (7.11), on trouve

0 b1y b3
a a 1
21+ 34 — Atr(AnRT)) (AnRT)* — 1 ((AmR")?) =5tz 0 b,
—bi3 —by O
(7.15)

avec

A
b1y =—(u+ 5)(133 Am')3 — %(_ (Ry -m')Ra)

A
+ Ry Rar) + B2 (R ) (Rs A )3, (7.16)

A
bz = (u + E)(R3 /\ml)z — %((Rl -m/)Rzz
/ A‘ / /
—(Rz-m)R21)—%(Rg,-m)(Ry\m)z (7.17)

et
A N M /
bay = —(p+ ) (Rs ')y —5(— (Ri-m')R12
A
+ (RQ -m')RH) + %(lﬁ -m,)(Rg, /\m/)l. (7.18)

Passons au calcul des matrices contenant Ay = (0|0|R),). D’une part, on a

. 0 (Ry AR3)3  —(Ry, AR3)>
(AaR")" = 2 | —(Ri ARs)3 0 (R, ARy |- (7.19)
(R;x/\R3)2 _<R:x/\R3)l 0
D’autre part, on a
R R 0 (R;x/\R3)3 —(Rix/\R3)2
“R3
((AaRT)z)a:aT —(R:X/\R3)3 0 (R;x/\R3)1
(ReAR3)2  —(Rg AR3) 0 (7.20)

= (R, -R3) (AqRT)".
Par suite, sachant que tr(AqR”) = R/, - R3, on obtient

<u((AaRT)2)a+?Ltr(AaRT)(AaRT)“) — (L +A)(R,-Rs) (AgRT)™.  (7.21)
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Enfin, en substituant (7.15) et (7.21) dans (7.9), il vient

0 c12 €13

_ 1

(Bthermo)a:§ —C12 0 3 | (7.22)
—ci3 —c3 0

co=bp+ (U +7L)(Rix 'R3)(R/a AR3)3,
c13=b1i3+(L+21)(Ry - R3)(Ry AR3)2

et
c3=by+(U+A)(Ry-R3) (R, AR3);.

On remarque ainsi qu’une condition suffisante pour annuler (Bgermo)® est la sui-
vante
R3 Aml’ :Rix/\R3 =0.

En effet, si R3 # 0, alors
R3/\m’:0=>Ra-m’:O:>b12:b13=b23:0.

La condition nécessaire pour annuler (Byermo)® est beaucoup plus difficile a dé-
terminer en raison de la complexité de la matrice (7.22), et ’on se contente de la
condition suffisante pour tester 1’équilibre de I’équation différentielle.

Notons qu’on retrouve la condition d’équilibre mécanique, Rz Am’' = 0, dans le
cas thermodynamique. Mais dans ce dernier cas, elle est accompagnée de la relation
R, AR3 = 0, ce qui est cohérent avec I’aspect d’équation aux dérivées partielles.
Pour vérifier numériquement que les relations R3 Am’ = 0 et R}, A R3 = 0 assurent
I’équilibre thermodynamique, on considére le méme choix de m’ du cas mécanique
soit,

my = Ria R et my = 1.
R33 R33

Pour ce qui concerne les valeurs de R}, on prend R] = m' et R, comme suit

I
y My =

R R
Ra3 Ra3

Enfin, pour la donnée initiale, on la prend comme dans le cas mécanique, soit

1 0 0
Ro=10 cos(6) —sin(0) |. (7.23)
0 sin(B) cos(0)

Ces choix donnent le tableau suivant.
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Ro detR—1 | |[RTR—1]|* | |R—Rol|~
0=m/6 0 1.103E-34 0
0=m/4 0 2.055E-34 0
0=m/3 0 4.429E-34 0

Nous remarquons que la solution donnée par le code est égale a la donnée initiale
(car ||R — Rol|z==0, et ce pour les trois cas considérés), et par suite 1’équilibre du
probléme d’évolution thermodynamique est bien vérifié numériquement.
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Chapitre 8

Résolution numérique du probleme

couplé réduit

Le modele continu viscoélastique unidimensionnel introduit au Chapitre 2, con-
sistait & trouver un couple (X,R) € R> x SO(3) tel que X = (m, p1, p2) soit solution,
a R fixé, d’un probleme de minimisation d’énergie, et R soit solution d’une équation
différentielle ordinaire non linéaire (dans le cas mécanique) ou d’une équation aux
dérivées partielles (dans le cas thermodynamique). L’analyse mathématique c’est-
a-dire I’existence et 1’unicité de la solution, a été faite seulement pour le probleme
couplé mécanique (Chapitres 3 et 4), le cas thermodynamique €tant beaucoup plus
compliqué. Par contre, dans ce chapitre on s’intéresse a I’implémentation des deux
modeles viscoélastiques unidimensionnels, le modele mécanique et le modele ther-
modynamique. Il s’agit en fait de « combiner » le code du probleme de minimisation
implémenté dans le Chapitre 6 avec ceux des problémes d’évolution (mécanique et
thermodynamique) implémentés dans le Chapitre 7.

L’ approximation numérique du probleme couplé dans les deux cas mécanique et
thermodynamique, se fait par une méthode de « splitting ». Les problemes discrétisés
de minimisation et d’évolution sont donc résolus a tour de réle, de maniere a ce que
la solution du probleme de minimisation puisse €tre utilisée pour la résolution d’un
pas de temps du probleme d’évolution. Ensuite, la solution de ce dernier probleme
sert a calculer les coefficients de la matrice et le second membre, et donc a résoudre
le probléme de minimisation a 1’étape suivante.

On commence par implémenter le probleme couplé mécanique.

8.1 Cas mécanique

On rappelle la formulation variationnelle du probleéme continu de minimisation
ainsi que 1’équation différentielle ordinaire non linéaire du modele viscoélastique

145
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mécanique que I’on souhaite approcher
( /OIKa,RPoceadx3+/olah (w(m'-n')+(u+2A)(R3-m')(R3-n')) duxs
+/01 Aay (p162+ p261 4 (p1 +p2)(R3-n') + (61 + 62) (R3 - m') ) dx3
+/Oluogngp&6& = /01 (an (21 +3A)(01+6,+R3-n') + fr- n
+h-0uRe) dxs+gr-n(1) + g 04(1)Re(1) +2- 05 (0)R4(0),

d 1
—R(1) = 5(1 +11Bu &[1)* B g R

\ dt
(8.1)
ou 5
Kog=(2u+A)an+ Y I (u|Ry*+ (u+21)(Rs - Ry)?),
a=1

ap et Jg sont respectivement 1’aire et les moments d’inertie principaux de la section
ho et la matrice antisymétrique B,  est donnée par

! 0 —(R3 /\m/)’j (R3 /\ml)z
Bm’,R = 5 (R3 /\ml)g, 0 —(R3 /\m’)l ,
—(R3Am')y  (RzAm') 0

(R3 Am’); étant la ieme composante du produit vectoriel de la troisiéme colonne de
la rotation et de m’.

La démarche de la résolution numérique du modele viscoélastique approché
est structurée comme suit : on se donne une rotation initiale qui est une rota-
tion en chaque nceud du maillage donc une matrice 3 x 3(N 4 2) (N + 2 étant le
nombre de points du maillage). On résout ainsi le probleme discret de minimisa-
tion, implémenté dans le Chapitre 6, et on en trouve une solution approchée par
les éléments finis de Lagrange [P, qu’on note (pj ,p2.4,mp) (h étant le pas du
maillage). Pour résoudre numériquement le probleme d’évolution, on remarque que
le second membre de 1’équation différentielle ci-dessus dépend de la valeur de m),
en chaque nceud du maillage. Mais my, est affine par morceaux, sa dérivée n’existe
donc pas aux points x; du maillage. Pour cette raison, on décide de I’approcher par
la moyenne des valeurs qu’elle prend a droite et a gauche du nceud x; (i =1,...,N)
qu’on note m;” 4 et m;z,i,— respectivement. Ainsi, on trouve la pente de la corde
joignant les nceuds précédent et suivant de x;

/ /
my;

2 8.2
my(Xiy1) —mp(xi—1) (®2)
2h

i, (x;) = mj,; =
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pourtouti=1,...,N.
Pour les extrémités du maillage (pour i = 0,N + 1), on ne dispose que d’une
seule valeur (2 gauche ou a droite), et I’on choisit donc

my(x1) —my(xo)
h

iy 1) = ma)

et mj,(xy11) = b

mj(x0) =
Ayant la valeur de m;l aux différents nceuds, le second membre de 1’équation diffé-
rentielle s’écrit ainsi comme une fonction ne dépendant que de R. On peut donc
résoudre cette équation différentielle en utilisant le code du probleme d’évolution
mécanique implémenté dans le Chapitre 7. La solution qu’on obtient non seulement
permet la résolution du probléme de minimisation discrétisé, mais sert également
comme donnée initiale pour I’appel suivant a « ode » permettant de résoudre le
probleme d’évolution.

Pour résumer, on a dans le cas mécanique I’algorithme suivant :

R? donnée initiale

pourk=0,...,T /6t

Résolution du probleme de minimisation avec R;‘ comme donnée
Calcul de (m’;lvl.)’

Résolution de I’équation différentielle sur I’intervalle (k¢ (k+ 1)dt)
R? — R;ﬁLl

fin
ou T est le temps final et Ot est le pas de temps du splitting.

Nous présentons maintenant quelques tests numériques du code du probleme
couplé mécanique.

8.1.1 Résultats numériques

On rappelle qu’on laisse libres les normes des vecteurs directeurs de la section
du fil (les coefficients rhos) et les rotations aux extrémités. En fait, en imposant des
conditions aux limites de type Dirichlet pour les rhos, un phénomene de couche
limite apparait (voir [29]). De plus, imposer des conditions aux limites sur les rhos
revient a en imposer sur les rotations. Or, on a vu dans le Chapitre 3 (Section 3.1.1)
que ces conditions aux limites ne sont pas compatibles avec I’équation différentielle
en question.

Pour ce qui concerne les conditions aux limites imposées sur la déformation de
la ligne moyenne du fil, on traite les deux cas suivants :

— Fixation en une seule extrémité du fil : condition aux limites de type Dirichlet
a I’origine, m(0) = (0,0,0).
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— Fixation aux deux extrémités du fil : conditions de Dirichlet homogene en
x3 =0, m(0) = (0,0,0), et non homogene en x3 = 1, m(1) = (0,0,b) avec
b € R. On considérera d’une part le cas ou b > 1, et d’autre part le cas ou
b < 1 autrement dit, ou I’on comprime le fil en rapprochant ses extrémités.

Remarque 8.1.1. On a utilisé le terme « fixation » au lieu du terme standard « encas-
trement » car les sections aux extrémités bougent puisqu’on n’a imposé des condi-
tions aux limites que sur la ligne moyenne du fil.

Il reste a choisir les termes de forces qui apparaissent dans le second membre
de la formulation variationnelle discrete correspondante a (8.1). Pour simplifier, on
prend une section circulaire de rayon Ageciion/2, €t 1’on considere que les forces
volumique f et surfacique N ainsi que le terme de force g (appliqué a I’extrémité
x3 = 1, dans le cas ou I’on y laisse libre m) sont constants (ne dépendent donc pas
de la variable x3). Dans ce cas, on obtient

fr = fan+ TheectionNs, gr=gap, et h=g=e=0, (8.3)

ou ay, est I’aire de la section hw. Ainsi, le second membre de (8.1) devient

1
/0 (an 2u+32)(61+ 6, +R3-n') + fr- n) dxs+gr-n(1).

Dans la partie théorique, on avait noté le diametre de la section h et la force
surfacique par & et N respectivement. Tout au long de cette deuxieme partie du
travail, nous les noterons Agection €t Ny pour ne pas les confondre avec le pas (h) du
maillage et son nombre de nceuds (N).

Fixation en une seule extrémité

Dans cette section, on laisse libre m en x3 = 1 et on ne lui impose donc qu’une
condition aux limites de type Dirichlet homogéne au point x3 = 0, m(0) = (0,0,0).
On rappelle que dans ce cas, les espaces fonctionnels d’approximation sont donnés
par

Xf?:{eec([oﬂl])’9|[XJXH_1} G]P)UOS]SN}? (84)

et
My, = {v € C([0,1]); VI ;00 € P1, 0 < j < N, v(0) = 0} (8.5)

Les deux premiers espaces correspondent aux coefficients py 5, les trois derniers au
vecteur my,.

On donne quelques résultats pour gecion = 0.1 (I’epaisseur du fil), n = 10°Pa
(le terme qui apparait dans le second membre de I’équation différentielle) et une
rotation initiale (par blocs de taille 3 x 3) R? discrétisée en espace comme suit :

R® = (R%(xo)]...|R®(xn1)) (8.6)
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avec
cos(Ox;) —sin(Ox;) O

R%(x;)) = | sin(0x;)) cos(6x;)) O

0 0 1

pour tout i = 0,...,N + 1. Ici on prend 6 = Z. On fait varier le nombre de nceuds
N du maillage et les forces f, N; et g, et ce pour deux matériaux. Tout d’abord, on
considere un matériau synthétique rigide noté matériau 1, et ayant pour constantes
de Lamé u = 26316 MPa et A = 51084 MPa. Le tableau suivant y correspond avec
f=25%10"9(1,1,1) et g= —2.5%10'°(1,1,1).

Cas mécanique, matériau 1 fixé en 0
N estimation max ||RT (Ty);R(Ty); — B|* | max (|det(R(Ty);) — 1)
50 3.739E-13 8.564E-11 0.0000065
100 1.392E-12 7.383E-11 0.0000061
200 6.666E-12 6.765E-11 0.0000058

L’estimation affichée dans ce tableau correspond a I’estimation d’erreur en norme
euclidienne entre la solution exacte Z, et la solution approchée Z;, de notre systeme
discret A,Zy, = by 11 s’agit donc d’estimer |Z, — Z;,| en norme euclidienne. Or, on
sait que
—1
|Ze = Zp| < [1(An)~"[lIr]
cond(A
< cond(A) 17,
[Ax]
ol toutes les normes sont des normes euclidiennes (vectorielle et matricielle), » est
le résidu égal a A, Z;, — by, et cond(Ay,) est le conditionnement de la matrice Aj. Ce
conditionnement est égal au produit de la norme de Aj, par celle de son inverse, et
est calculé en norme euclidienne dans le logiciel Scilab. Enfin, on fait une mise a
I’échelle de la norme euclidienne par rapport a la dimension de I’espace sur lequel

on résout notre systeme. Ainsi, I’estimation donnée dans le tableau correspond au
cond(Ay)|r|
VM|A|

La solution approchée R(Ty) de 1’équation différentielle (affichée dans le ta-
bleau ci-dessus) est obtenue a I'instant final 7y = 300, et est une matrice de taille
3 x 3(N +2) autrement dit, en chaque nceud du maillage il s’agit d’une matrice
carrée d’ordre 3 (N + 2 étant le nombre de nceuds du maillage). Comme la solu-
tion du probleme continu d’évolution est une rotation, on souhaite donc que chaque

(8.7)

quotient ou M est la dimension du vecteur Z;,.
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ieme bloc de taille 3 x 3 de la matrice R(7T), noté R(Ty); (correspondant au ieme
nceud du maillage), soit assez proche d’une rotation. Pour cette raison, on calcule
|RT (T7); R(Ty); — I;||* ainsi que |det(RT (T¢);) — 1|. On ne met dans le tableau que
le maximum de ces valeurs aux différents nceuds.

On reprend les mémes tests avec un matériau élastique souple noté matériau 2
et dont 4 = 1358 MPa et A = 2036 MPa. Dans ce cas et pour rester dans les mémes
ordres de grandeur que celles du matériau 1 dont les constantes de Lamé sont plus
grandes d’un facteur de 10, on prend f =2.5%10°(1,1,1) et g = —2.5%10°(1,1,1)
(mais on garde les mémes valeurs de hgecrion, de 1N et de R® du matériau 1). On
obtient ainsi les résultats suivants.

Cas mécanique, matériau 2 fixé en 0

N estimation max ||[RT (Ty)iR(Ty); — ][> | max (|det(R(Ty);) — 1)

50 4.012E-13 9.061E-13 0.0000007
100 1.750E-12 8.177E-13 0.0000006
200 5.169E-12 7.922E-13 0.0000006

Les deux tableaux ci-dessus nous donnent de bons résultats non seulement au
niveau du probleme approché d’évolution mais également au niveau du probleme
discret de minimisation (I’ordre de 1’« estimation » variant entre 10~!2 et 10~13).
Par ailleurs, en comparant les résultats de ces deux tableaux, il vient que ceux
du probleme de minimisation donnés par la valeur de 1’« estimation » sont assez
proches pour les deux matériaux. Alors que ce sont les résultats du matériau élastique
souple (matériau 2) qui sont plus satisfaisants pour le probleme d’évolution (car les
erreurs affichées dans les deux dernieres colonnes des tableaux sont plus petites
pour le matériau 2).

Toutes les figures de ce chapitre ont été visualisées par le logiciel medit qui a été
congu et réalisé au laboratoire Jacques-Louis Lions de 1’Université Pierre et Marie
Curie. On rappelle que le modele viscoélastique qu’on a simulé est un probleme uni-
dimensionnel. Pour cette raison, il est bien de noter que ces figures correspondent a
la déformation tridimensionnelle du fil obtenue a partir des solutions monodimen-
sionnelles fournies par le code du probléme couplé. Plus précisément, on insere les
valeurs de m, de py et de Ry approchées par le code dans I’ Ansatz

@(x1,x2,x3) = m(x3) + p1(x3)R1 (x3)x1 + p2(x3)R2(x3)x2.

On utilise des coordonnées polaires pour les variables x| et x, autrement dit, on
prend x; = cos 6 et x, = sin6 avec 6 € (0,27) (pour un rayon égal a 1) et puis
on discrétise I’intervalle (0,27). Notons de plus que I’on n’affiche que quelques
sections du fil dont les premiere et derniere correspondent aux extrémités du fil, et
les sections intermédiaires sont régulierement réparties (en partie entiere) entre ces
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1 -

F1G. 8.1 — Cas mécanique, matériau 1 fixé a I’extrémité 0, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.

F1G. 8.2 — Cas mécanique, matériau 2 fixé a I’extrémité 0, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), hgection = 0.1.
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extrémités, et que par la suite les valeurs affichées de m, de py et de Ry corres-
pondent a ces sections. Enfin, ces figures montrent 1’aspect déformé du fil tridimen-
sionnel, avec un coefficient d’homothétie dans la direction des sections pour mieux
visualiser leur orientation.

Sauf mention contraire, toutes les figures de ce chapitre correspondent a N = 50
(N étant le nombre de points du maillage). En effet, il n’y a pas de différence visuelle
marquée entre N = 50 et les deux autres valeurs considérées de N, 100 et 200.

La figure 8.1 correspond au cas ou le matériau synthétique rigide est fixé a
I’extrémité z€ro. Elle représente la configuration initiale (2 gauche) correspondant a
la premiere minimisation obtenue a 1’aide de la rotation initiale avant toute discréti-
sation en temps, et la configuration finale (a droite) correspondant a la derniere
itération (ici 300).

La figure 8.2 illustre de méme les états initial et final (comme dans la figure 8.1)
du matériau élastique souple fixé en zéro.

Notons qu’en comparant les figures 8.1 et 8.2, on retrouve le fait que le matériau
élastique souple donne un meilleur résultat. En effet, les sections a I’instant final
sont plus orthogonales a la ligne moyenne dans le cas du matériau 2.

Un travail similaire a été fait dans le cas ou les deux extrémités du fil sont fixées.

Fixation aux deux extrémités

Ici, on décide de fixer le fil aux deux extrémités avec des conditions aux limites
sur my, de types Dirichlet homogene en x3 = 0 et non homogene en x3 = 1, et ce
tout en laissant toujours libres les coefficients rhos et les rotations. Dans ce cas,
les espaces fonctionnels d’approximation des coefficients rhos ne different pas du
paragraphe précédent ((8.4)), par contre ceux de la déformation de la ligne moyenne
du fil deviennent

M = {v € C([0,1]): V], 1., EPLO S j SN, v(0) =0etv(1) =0} (8.8
et

M;, = {v € C([0,1]); Iy, x,.,] EP1,0< j <N, v(0) =0etv(l) =b}.  (8.9)

Xjt1
Les deux premiers espaces correspondent aux deux premieres composantes de miy,
le dernier a sa troisieme composante, en effet my,(1) = (0,0,b) avec b € R.

Pour rendre homogene la condition en x3 = 1, on a eu recours a un changement
de variables autrement dit, on décompose la déformation discrétisée de la ligne
moyenne du fil comme suit :

my(x3) = axs + iy (x3), (8.10)

avec a = my(1) € R3. La partie x3 — ax3 satisfait les conditions non homogenes
et my € H(% (R?). Ainsi, on résout le probléme variationnel obtenu en remplagant
my, par 1y, = my,(x3) — ax3 qui satisfait des conditions de Dirichlet homogene, et en
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faisant par la suite passer au second membre de la formulation variationnelle les
termes correspondant a x3 — ax3. A la fin, on reconstitue mj; a partir de 77, par
(8.10).

On donne comme précédemment quelques résultats numériques correspondants
amy(1)=(0,0,1) (b = 1) avec la méme épaisseur du fil (Agection = 0.1) et la méme
valeur de 1 ( = 10%Pa) et ce pour les deux matériaux. On considére une rotation
initiale donnée par (8.6) avec une valeur de 6 égale a 7, des forces f = 10'1(1,0,0)
et Ny = —10°(1,1.2,1) pour le matériau synthétique rigide (matériau 1), et f =
10'°(1,0,0) et Ny = —108(1,1.2, 1) pour le matériau élastique souple (matériau 2).
Les résultats sont affichés dans les deux tableaux suivants.

Cas mécanique, matériau 1 fixé aux deux extrémités

N estimation max ||[R” (Ty)iR(Ty); — ][> | max (|det(R(Ty);) — 1])

50 9.28E-14 7.274E-12 1.907E-06
100 | 3.978E-13 4.894E-12 1.564E-06
200 | 2.095E-12 4.67E-12 1.528E-06

Cas mécanique, matériau 2 fixé aux deux extrémités

N estimation max HRT<Tf)iR(Tf>i -5 H2 max (’ det(R(Tf),‘) —1 D

50 2.148E-13 7.651E-13 6.185E-07
100 8.653E-13 5.3198E-13 5.157E-07
200 3.716E-12 5.131E-13 5.065E-07

Ces deux tableaux montrent de méme la fiabilité du code du probleme couplé ap-
proché. En effet, d’une part I’estimation d’erreur égale a

cond(Ay)|r|

V/ (dim(Zy,)) || A

est tres petite ce qui montre que le probleme de minimisation est bien approché.
D’autre part, la solution approchée de 1’équation différentielle est assez proche
d’une rotation (puisque c’est le cas en chaque nceud du maillage comme le montrent
les résultats affichés dans les deux derniéres colonnes des tableaux).

Enfin, on parvient aux mémes conclusions que celles du cas ou le fil était seule-
ment fixé en 0. En effet, les résultats du matériau élastique souple (matériau 2) sont
meilleurs que ceux du matériau synthétique rigide.

La figure 8.3 (respectivement 8.4) illustre le cas ou le matériau synthétique ri-
gide (respectivement élastique souple) est fixé aux deux extrémités avec les condi-
tions aux limites m;,(0) = (0,0,0) et m;(1) = (0,0, 1). Notons également la ten-
dance des sections a devenir orthogonales a la ligne moyenne au fur et a mesure
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FIG. 8.3 — Cas mécanique, matériau 1 fixé aux deux extrémités, configurations in-

tiale (a gauche) et finale (a droite), hgection = 0.1.

FIG. 8.4 — Cas mécanique, matériau 2 fixé aux deux extrémités, configurations in-

tiale (2 gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.
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de I’évolution temporelle. Ce comportement est cohérent avec le fait que le fil se
rapproche de sa condition d’équilibre. En effet, celle-ci est assurée par la condition
R3 Am’ =0 (voir Section 7.1.2 du Chapitre 7), ce qui implique que m’ est orthogo-
nale a R; et R, donc a la section du fil.

On donne un autre exemple avec la condition my(1) = (0,0,0.5) autrement
dit, on essaie de comprimer le fil en rapprochant ses extrémités. On prend comme
précédemment Agection = 0.1, = 10% et R® donnée par (8.6) avec 6 = /4 (pour les
deux matériaux), mais des forces volumiques f = 1010(1.8,0,0) pour le matériau
1,et f =10°(1.8,0,0) pour le matériau 2. On a les résultats suivants.

Cas mécanique, matériau 1 en compression

N estimation max ||[RT(T;)iR(Ty); — L||* | max (|det(R(Ty);) — 1)

50 3.885E-14 3.447E-12 0.0000013
100 1.279E-13 3.350E-12 0.0000013
200 | 5.801D-13 3.211D-12 0.0000013

Cas mécanique, matériau 2 en compression

N estimation max ||[RT (T7)iR(Ty); — L||* | max (|det(R(T¥);) — 1)

50 6.813E-14 7.341E-11 0.0000061
100 2.448E-13 9.491E-11 0.0000069
200 1.062E-12 1.079E-10 0.0000073

On remarque de méme que les résultats des deux tableaux correspondants au cas
de compression du fil sont satisfaisants, tant au niveau de la minimisation (donnés
par « estimation ») qu’a celui de 1’évolution (affichés dans les 3eme et 4eme co-
lonnes des tableaux).

Par ailleurs, notons que dans ce cas de compression, c’est le matériau synthétique
rigide (matériau 1) qui donne de meilleurs résultats, ce qui n’était le cas ni quand le
fil était fixé en 0 ni quand il était fixé aux deux extrémités avec my (1) = (0,0, 1).

Tous les tableaux ci-dessus correspondaient a une épaisseur du fil égale a 0.1.
On termine ce paragraphe en testant le code pour des fils plus minces autrement dit,
en prenant par exemple /gecion = 0.001. On considere les cas ou le fil est fixé en 0,
et ot il est comprimé (m;,(0) = (0,0,0) et my, (1) = (0,0,0.5)), et ce avec les mémes
données que précédemment. Ainsi, on obtient les quatre tableaux suivants.
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FI1G. 8.5 — Cas mécanique, matériau 1 en compression, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.
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F1G. 8.6 — Cas mécanique, matériau 2 en compression, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.
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Cas mécanique, matériau 1 fixé en 0, /igection = 0.001

N résidu estimation max ||RT (T7); R(Ty)i — I || max (|det(R(Ty);) — 1|)
50 4331E-09 | 8.941E-13 8.441E-11 0.0000065
100 | 1.124E-08 | 4.678E-12 7.256E-11 0.0000060
200 | 2.809D-08 | 1.713D-11 6.643D-11 0.0000058
Cas mécanique, matériau 2 fixé en 0, /gection = 0.001

N résidu estimation max ||RT (T¢); R(Ty)i — I || max (| det(R(Ty);) — 1])
50 2.286E-10 | 1.002E-12 9.142E-13 0.0000007
100 | 6.522E-10 | 4.995E-12 8.502E-13 0.0000007
200 | 1.404D-09 | 1.847D-11 8.440D-13 0.0000006

Cas mécanique, matériau 1 en compression, /igectjon = 0.001

N résidu estimation max ||RT (T5); R(Ty)i — I3 |2 max (|det(R(Ty);) — 1])
50 | 7.994E-10 | 1.449E-13 3.400E-12 0.0000013
100 | 1.269E-09 | 4.402E-13 3.315E-12 0.0000013
200 | 2.359D-09 | 1.576D-12 3.190D-12 0.0000013

Cas mécanique, matériau 2 en compression, /igection = 0.001

N résidu estimation max |[RT (T7); R(Ty): — I3|? max (| det(R(Ty);) — 1])
50 5.195E-11 | 2.250E-13 6.959E-11 0.0000059
100 | 1.180E-10 | 8.640E-13 8.966E-11 0.0000067
200 | 3.210D-10 | 3.194D-12 1.018D-10 0.0000071

157
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Le «résidu » dans les quatre tableaux ci-dessus est calculé en norme L™. Il cor-
respond donc au terme [|A;Z;, — by||z~. On ne I’avait pas mis dans les tableaux
précédents qui correspondaient a Agection = 0.1, car son ordre variait entre 1074 et
107, alors que I’estimation était au moins de I’ordre de 10~'2.

Par ailleurs, dans le cas ou le fil est fixé en 0, on voit (d’apres les deux pre-
miers tableaux ci-dessus), que le matériau élastique souple (matériau 2) donne de
meilleurs résultats sauf pour les valeurs de I’ « estimation » qui sont en fait proches
pour les deux matériaux. Par contre, en cas de compression, ce sont les résultats du
matériau synthétique rigide (matériau 1) qui sont meilleurs (sauf pour I’ « erreur »).
On retrouve bien les mémes conclusions que celles du cas ou I’épaisseur du fil était
égale a 0.1.

Enfin, en comparant les résultats correspondants aux deux épaisseurs 0,1 et
0,001 du fil, on remarque que les résultats sont proches sauf pour le résidu qui
est meilleur pour I’épaisseur plus fine. De plus, on peut noter que les résultats du
matériau 2 en compression sont légerement plus satisfaisants au niveau du probleme
d’évolution pour Agection = 0.001.

Les figures 8.7 et 8.9 représentent les configurations initiale et finale du matériau
synthétique rigide d’épaisseur 0.001 dans les cas de la fixation a ’origine et de
compression respectivement. Les figures 8.8 et 8.10 illustrent les mémes cas pour le
matériau élastique souple d’épaisseur 0.001. Notons que I’affichage de ces quatres
figures correspondent a une multiplication de I’épaisseur 0.001 du fil par un facteur
de 60 dans le but d’améliorer la visualisation, d’ou la notation Zagfichage = 60 * Asection
dans les légendes des figures. Cette multiplication se fait juste au niveau de 1’affi-
chage de la déformation et n’a aucun effet sur les valeurs des erreurs représentées
dans les tableux ci-dessus.

Remarque 8.1.2. Les figures correspondant a une épaisseur plus fine égale a 0.001
ont le méme aspect que celui ol Agecrion = 0.1 avec la seule différence normale dans
les sections des fils.

Remarque 8.1.3. Comme nous I’avons signalé dans la Remarque 1.2.1 du Cha-
pitre 1 de la these, P. Neff a montré la convergence en temps grand de la solution
du probleme tridimensionnel d’évolution vers la partie polaire du gradient de la
déformation F, quand F est fixé en temps. Pour cette raison, nous avons eu 1’idée
de calculer numériquement la partie polaire R, du gradient de la déformation réduit
A = (p1R1|p2R2|m') dans le but de la comparer a la solution approchée R du
probléme d’évolution unidimensionnel. Mais, la norme ||[R — R, ||z~ trouvée est de
’ordre de 10~!. Ce qui n’est pas le résultat auquel on s’attendait. Plusieurs ex-
plications sont possibles qui demanderont des travaux ultérieurs : la microrotation
pourrait converger vers une rotation prenant en compte non seulement la rotation
polaire sur la ligne moyenne, mais également dans les sections ; dans le cas couplé,
la déformation n’est pas constante ; le splitting peut induire une erreur numérique
assez importante a ce niveau.

Passons a I'implémentation du probleme couplé thermodynamique.
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F1G. 8.7 — Cas mécanique, matériau 1 fixé a I’extrémité 0, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), gection = 0.001 et Aygfichage = 60 * Asection-

F1G. 8.8 — Cas mécanique, matériau 2 fixé a I’extrémité O, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), gection = 0.001 et Aagfichage = 60 * Asection-
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FI1G. 8.9 — Cas mécanique, matériau 1 en compression, configurations intiale (a

gauche) et finale (a droite), hgection = 0.001 et Aaffichage = 60 * hsection-

== ‘__"_"‘*-L

F1G. 8.10 — Cas mécanique, matériau 2 en compression, configurations intiale (2

gauche) et finale (a droite), hgection = 0.001 et Aaffichage = 60 * hgection-
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8.2 Cas thermodynamique

On rappelle que le modele thermodynamique possede le méme probleme de mi-
nimisation du modele mécanique dont la formulation variationnelle est donnée par
(8.1), et que la différence entre les deux modeles réside dans le probleme d’évolution.
En fait, il s’agissait dans le cas mécanique d’une équation différentielle ordinaire
alors que dans le cas thermodynamique, c’est une équation aux dérivées partielles
que I’on souhaite approcher numériquement. On rappelle donc juste I’expression de
cette équation différentielle partielle,

TRt x3) = %(1 n H (Bth“‘“f’“))a H)Z(Ethermo(t,x3))aR(t,x3), 8.11)

oll la partie antisymétrique de la matrice Bpermo €St

(Bihermo)” = (2 +34) (AuR")* — u ((AnR")?)" = 2 r(AnR") (A,RT )
h

_J_a T\2\4 r T T\a
2 (((ART?) 4 A (AR (AaRT)).

(8.12)

avec Ay, = (p1R1|p2R2|m') et Ay = (0|0|(poRe)’). La résolution numérique de
cette équation se fait (comme celle de 1’équation différentielle ordinaire du cas
mécanique) a I’aide de la primitive « ode » du logiciel Scilab. Le second membre
dans ce cas est un peu plus compliqué car il dépend non seulement de ), (comme
dans le cas mécanique) mais également de Py . p(’x7 5 €t surtout de Rix’ 5+ Pour I’écrire
donc comme une fonction ne dépendant que de R (pour pouvoir utiliser « ode »), on
suit la méme approche du paragraphe précédent, la moyenne, pour I’approximation
de mj, etde py, ;. Ayant les valeurs de mj, P €t Py, on utilise le code du probleme
d’évolution thermodynamique implémenté au Chapitre 7 (dans lequel les dérivées
spatiales de Ry sont approchées a partir des valeurs de Ry). La seule différence
est que dans ce dernier chapitre on se donnait des valeurs a mj, Py et p(/)t,h alors
qu’ici, ces valeurs ne sont autres que la solution approchée du probleme discret de
minimisation a chaque pas de temps.

Dans le cas thermodynamique, 1’algorithme de résolution s’écrit comme suit :

R? donnée initiale
pourk=0,...,T/dt
e Résolution du probleme de minimisation avec Rif comme donnée
e Calcul de (mk ), pk .. (pK.Y
e Résolution devl’équa’tion différentielle sur I'intervalle (két,(k+1)dt) (en ap-
prochant les dérivées spatiales (Rléz,i)/ a partir des valeurs de Rléhi aux nceuds)
. ° R? = R;H_l
n

ou T est le temps final et Ot est le pas de temps du splitting.
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8.2.1 Résultats numériques

Conditions aux limites

Etant donné qu’il s’ agit, dans le cas thermodynamique, de la résolution numéri-
que d’une équation aux dérivées partielles, on s’est demandé s’il est possible d’im-
poser des conditions aux limites sur la rotation R, , et donc sur les coefficients py j,
(données par les équations de la Section 3.1.1 du Chapitre 3), et non seulement
sur la ligne moyenne mj; comme c’était le cas du modele mécanique. La réponse
est négative car on obtient toujours des couches limites. De plus, le rayon des sec-
tions intérieures devient, au cours des itérations, beaucoup plus grand que celui
des sections aux extrémités. D’ou I'idée de se débarasser des coefficients pg ,(€tant
ceux qui prennent en compte 1’effet du poisson dans la section) autrement dit, on
considere un nouveau Ansatz cinématique dans lequel les vecteurs directeurs sont
supposés orthonormés :

©(x1,x2,x3) = m(x3) + Re (x3)xq (8.13)

avec la sommation d’Einstein. Ainsi, on obtient un nouveau probleme de minimi-
sation dont I’étude mathématique est faite au Chapitre 5 et dont I’inconnue n’est
que la ligne moyenne du fil. La formulation variationnelle associée a ce probleme
simplifié est donnée par

1
[ (o e ) Ry (R )
:/01 ((2u+324)apR3-n' + fr-n)dxz+g,-n(1). (8.14)

L’implémentation de ce probleme de minimisation se déduit facilement de celle du
cas général correspondant a la présence des pg.

On résout donc numériquement le probleme couplé thermodynamique en im-
posant des conditions aux limites de type Dirichlet sur la rotation et sur la ligne
moyenne (aux deux extrémités). Notons qu’en prenant compte de ces conditions
aux limites, la formulation variationnelle (8.14) devient

/01 ap (,U(ﬁ/z’.n/) + (‘u —}-ﬂ,)(R3 -nﬁ’)(R3 n/)) dxs
~ [} (u+ 30 )+ o= ann(1) o~ (2 (Ran(1)) R )) s,

avec m(x3) = m(x3) —m(1)x3 € H}(R3). Au début du calcul, les résultats sont
meilleurs que ceux du cas général mais au bout d’une cinquantaine d’itérations un
phénomene de couche limite réapparait (figures 8.11). On en déduit donc qu’il est
encore préférable de laisser les rotations libres aux extrémités du fil.
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FIG. 8.11 — Cas thermodynamique simplifié, matériau 1 encastré (CL sur R et m),

configurations intiale (2 gauche) et finale (a droite).

Remarque 8.2.1. On retrouve le méme type de conditions aux limites de notre
modele mécanique unidimensionnel et de celui de P. Neff. En effet, P. Neff n’a traité
que le modele mécanique bidimensionnel dans lequel il n’impose des conditions
aux limites que sur la surface moyenne m.

Remarque 8.2.2. On a introduit le modele thermodynamique simplifié correspon-
dant a I’absence des coefficients py dans le but de savoir s’il est possible d’encas-
trer le fil (en imposant des conditions aux limites sur m, Ry et py). Mais comme on
vient de s’apercevoir que cela n’est pas le cas, on considere dans toute la suite de
ce chapitre le probleme couplé thermodynamique général (dans lequel les py sont
présents).

Nous donnons quelques résultats numériques dans le cas thermodynamique pour
lesquels on laisse libres les coefficients décrivant la déformation de la section et les
rotations aux extrémités, et on n’impose donc des conditions aux limites que sur my,
(comme on I’avait fait pour le modele mécanique). On prend les mémes données
que celles du cas mécanique pour pouvoir par la suite comparer les deux modeles.

Remarque 8.2.3. Dans le cas mécanique, le caractére visqueux apparaissait a partir
du terme 71 qu’on avait pris égal 2 10> Pa. Pour garder le méme ordre de grandeur,
on prend ) = 10'! Pa pour le cas thermodynamique. En effet, le matériau élastique
souple a des constantes de Lamé de I’ordre de 10°. Ainsi, le second membre de
I’équation aux dérivées partielles (8.11) devient de 1’ordre de 1072 en prenant ¢ =
10° (avec n = 10'!). On fixe alors dans toute la suite n = 10'! Pa.

Par ailleurs, on prend 6 du méme ordre que les constantes de Lamé du matériau
en question. Plus précisément dans tout ce qui suit, on fixe ¢ = 10'° Pa pour le
matériau 1 alors qu’on prend ¢ = 10° Pa pour le matériau 2.
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Dans le cas de la fixation du fil au point x3 = 0, on prend Agecrion = 0.1 et une
rotation initiale de la forme
R = (R(xo)] ... R(xy41)),

avec - -
cos(gx,-) —sin(gxi) 0

RO(x;) = sin(%x,-) cos(%xi) 0

0 0 1

On rappelle que 1’on note, pour alléger 1’écriture, x; au lieu de x3(i) les points du
maillage. On applique les mémes forces que celles du cas mécanique. Ainsi, pour
le matériau synthétique rigide (matériau 1), les forces sont f =2.5%10°(1,1,1) et
g=—2.5%10°(1,1,1), alors que pour le matériau élastique souple (matériau 2), on
a f=25%10"(1,1,1) et g = —2.5%10'(1,1,1). Avec ces données, on obtient
respectivement les deux tableaux suivants.

Cas thermodynamique, Matériau 1 fixé a ’origine

N estimation max ‘|RT(Tf>iR(Tf'),‘ — 13 H2 max (| det(R(Tf)i) —1 ‘)

50 2.865E-13 1.687E-12 0.0000009
100 1.257E-12 1.725E-12 0.0000009
200 | 6.938D-12 1.726D-12 0.0000009

Cas thermodynamique, Matériau 2 fixé a ’origine

N estimation max |RT (Ty);R(Ty); — B|* | max (|det(R(Ty);) — 1)

50 2.985E-13 5.378E-13 0.0000005
100 1.408E-12 5.432E-13 0.0000005
200 | 7.135D-12 5.441D-13 0.0000005

Comme dans le cas mécanique, « estimation » (affichée dans les tableaux ci-
dessus), correspond a la valeur du quotient

cond(Ay) |AnZy — by
\/dimZh ”AhH

qui permet d’estimer la différence entre la solution exacte et la solution approchée
du systeme discret A,Z;, = bj,. De plus, la solution R(7y) de 1’équation différen-
tielle approchée est obtenue a I'instant final 7; = 300, et est une matrice de taille




8.2. CAS THERMODYNAMIQUE 165

F1G. 8.12 — Cas thermodynamique, matériau 1 fixé a I’extrémité 0, configurations

intiale (a gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.

FIG. 8.13 — Cas thermodynamique, matériau 2 fixé a I’extrémité 0, configurations

intiale (a gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.

3 x3(N+2).Le but est que les N 42 blocs (de taille 3 x 3 chacun) de cette matrice
soient assez proches d’une rotation, ce que montrent bien les résultats ci-dessus.

Remarquons que les résultats du matériau élastique souple sont meilleurs que
ceux du matériau synthétique rigide, ce qui €tait aussi le cas pour le modele méca-
nique.

Dans le cas ou le fil est fixé aux deux extrémités avec la condition de Dirichlet
non homogene (0,0,b) en x3 = 1, il se déforme peu pour b = 1. Pour cette rai-
son, on ne considérera que le cas en compression correspondant a b = 0.5. On
prend les mémes données que celles du modele mécanique autrement dit, on a
f=10'9(1.8,0,0) pour le matériau synthétique rigide (matériau 1), et f = 10°(1.8,0,0)
pour le matériau elastique souple (matériau 2), une rotation initiale égale a

R® = (R%(x0)|...|R°(xn11)),
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avec
cos(zxi) - sin(le) 0
RO(x;) = sin(zx,-) cos(%xi) 0
0 0 1
et hgection = 0.1 (pour les deux matériaux). On obtient ainsi les résultats suivants.
Cas thermodynamique, Matériau 1 en compression
N estimation max |[RT (Ty)iR(Ty); — ][> | max (|det(R(Ty);) — 1])
50 8.823E-14 2.379E-12 0.0000011
100 3.144E-13 2.352E-12 0.0000011
Cas thermodynamique, Matériau 2 en compression
N | estimation max ||[RT (Ty)iR(Ty); — ][> | max (|det(R(Ty);) — 1)
50 3.513E-14 2.039E-13 0.0000003
100 1.337E-13 1.446E-14 8.503E-08
200 | 5.009E-13 1.519E-14 8.714E-08

Remarque 8.2.4. Nous n’avons pas fait figurer les résultats pour N = 200 dans le
cas ou le matériau synthétique rigide (matériau 1) est en compression, car le fil se
tord aux extrémités et ceci au bout des dernieres itérations. Ce comportement peut-
étre lié au fait que le modele est mieux approprié pour des fils de faible résistance
a la flexion. Il est donc mieux adapté au matériau élastique souple qu’au matériau
synthétique rigide. En effet, ce dernier a des constantes de Lamé plus grandes et
résiste donc plus a la flexion.

Remarque 8.2.5. Le modele étant mieux adapté aux fils minces, on a eu I’idée de
comprimer un matériau synthétique rigide dont 1’épaisseur est plus fine et égale a
0.001 (au lieu de 0.1 correspondant au tableau ci-dessus) tout en prenant N = 200.
Les résultats sont meilleurs comme on le verra plus tard (voir figure 8.20).

De ces deux tableaux, on tire les mémes conclusions que précédemment. Plus
précisément, c’est le matériau élastique souple qui donne de meilleurs résultats (ce
qui joint aussi le cas mécanique).

Comme on a fait pour le modele mécanique, on présente des résultats correpon-
dants a une épaisseur plus fine du fil et €gale a hgjon = 0.001, et ce avec les mémes
forces qu’on a appliquées précédemment (pour /gection = 0.1).
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FIG. 8.14 — Cas thermodynamique, matériau 1 en compression, configurations in-

tiale (a gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.

F1G. 8.15 — Cas thermodynamique, matériau 2 en compression, configurations in-

tiale (a gauche) et finale (a droite), Agection = 0.1.
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Cas thermodynamique, Matériau 1 fixé a ’origine, /isection = 0.001
N résidu estimation max || R (T;); R(Ty); — Ix|* max (| det(R(Ty);) — 1[)
50 4.840E-09 | 1.059E-12 1.609E-12 0.0000009
100 | 1.247E-08 | 4.202E-12 1.608E-12 0.0000009
200 | 2.236E-08 | 1.809E-11 1.6074E-12 8.964E-07

Cas thermodynamique, Matériau 2 fixé a I’origine, /gection = 0.001
N résidu estimation max ||RY (T7); R(Ty)i — B |2 max (| det(R(Ty);) — 1[)
50 1.977E-10 | 8.366E-13 5.215E-13 0.0000005
100 | 4250E-10 | 3.637E-12 5.252E-13 0.0000005
200 | 1.157E-09 | 1.641E-11 5.305E-13 5.1504E-07

Cas thermodynamique, Matériau 1 en compression, /gection = 0.001

N résidu estimation max ||RT (T¢); R(Ty); — Ix)? max (|det(R(Ty);) — 1])
50 1.415E-09 | 2.757E-13 2.838E-12 0.0000012
100 2.719E-09 | 1.059E-12 2.788E-12 0.0000012
200 4.677E-09 | 4.498E-12 2.732E-12 1.169E-06

Cas thermodynamique, Matériau 2 en compression, /igection = 0.001

N résidu estimation max ||RT (T7); R(Ty): — I || max (| det(R(Ty);) — 1[)
50 3.701E-11 1.210E-13 1.297E-14 8.053E-08
100 6.085E-11 | 4.012E-13 1.436E-14 8.474E-08
200 1.511E-10 | 1.668E-12 1.507E-14 8.679E-08

On rappelle que le « résidu » n’est autre que ||A,Z, — by ||~ et il n’est pas affiché
dans le cas ol hgecion = 0.1. En effet, la valeur de 1’« estimation » était dans ce
cas beaucoup plus intéréssante puisqu’elle était beaucoup plus petite que celle du
résidu.
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On remarque de méme d’apres les quatre tableaux ci-dessus, que le matériau
élastique souple (matériau 2) donne de meilleurs résultats dans les cas ou le fil est
fixé en O et aux deux extrémités.

En comparant les résultats de 1’épaisseur 0.1 a ceux de I’épaisseur 0.001, on
retrouve les mémes conclusions du modele mécanique. En effet, les résultats sont
proches sauf pour le résidu, et ce sont ceux du matériau élastique souple en com-
pression qui sont plus satisfaisants (au sens ou les erreurs sont plus petites) pour
une épaisseur plus fine.

On termine ce paragraphe par une comparaison des deux modeles mécanique et
thermodynamique, et ce pour une épaisseur du fil égale a 0.001. Tout d’abord, on re-
marque que les résultats du matériau élastique souple dans le cas thermodynamique
sont plus satisfaisants que ceux du modele mécanique, et ce quand le fil est fixé a
I’ origine et aux deux extrémités (en compression). Pour ce qui concerne le matériau
synthétique rigide, il donne de meilleurs résultats au niveau du probleme de mini-
misation (affichés par résidu et estimation) dans le cas mécanique. Par contre, au
niveau du probleme d’évolution, ce sont les résultats du cas thermodynamique qui
sont meilleurs.

Enfin, comme les résultats du matériau élastique souple dans le cas thermody-
namique sont plus satisfaisants (au sens ou les erreurs affichées dans les tableaux
sont plus petites) que ceux du matériau synthétique rigide, et ce quand le fil est fixé
a ’origine et est comprimé, on en déduit donc que ce modele est mieux adapté aux
fils minces de faible résistance a la flexion.

Les figures 8.16 et 8.18 représentent le matériau synthétique rigide d’épaisseur
0.001 aux états initial et et final et ce dans les cas de la fixation a I’origine et de com-
pression respectivement. Les figures 8.17 et 8.19 illustrent les memes cas pour le
matériau €lastique souple d’épaissuer 0.001. Notons que 1’affichage de ces quatres
figures correspondent a une multiplication de 1’épaisseur 0.001 du fil par un facteur
de 60 dans le but d’améliorer la visualisation (comme dans le cas mécanique). Cette
multiplication se fait juste au niveau de I’affichage de la déformation et n’a aucun
effet sur les valeurs des erreurs représentées dans les tableux ci-dessus.

La figure 8.20 illustre les configurations initiale et finale (7y = 300) du matériau
synthétique rigide en compression dont 1’épaisseur est égale a 0.001 et ce pour un
maillage a 200 nceuds. On voit bien qu’a la configuration initiale, le fil ne se tord
pas comme c’était le cas pour 1’épaisseur 0.1.

Remarque 8.2.6. Des films ont été réalisés pour les deux modeles viscoélastiques,
mécanique et thermodynamique, et se trouvent sur le lien suivant

www.ann. jussieu.fr/ ~ beyrouthy/sujets.html.

Ces films correspondent aux matériaux synthétique rigide et élastique souple, d’épai-
sseur 0.001 fixés a I’origine et aux deux extrémités (en compression).
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FIG. 8.16 — Cas thermodynamique, matériau 1 fixé a I’extrémité 0, configurations

intiale (a gauche) et finale (a droite), hgection = 0.001 et Aagfichage = 60 * Asection-

FI1G. 8.17 — Cas thermodynamique, matériau 2 fixé a I’extrémité 0, configurations

intiale (a gauche) et finale (a droite), Asection = 0.001 €t hatfichage = 60 * Agection-
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F1G. 8.18 — Cas thermodynamique, matériau 1 en compression, configurations in-

tiale (a gauche) et finale (a droite), /gection = 0.001 et Aaffichage = 60 * Asection-

F1G. 8.19 — Cas thermodynamique, matériau 2 en compression, configurations in-

tiale (2 gauche) et finale (a droite), Aseciion = 0.001 et hagfichage = 60 * Asection-
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F1G. 8.20 — Cas thermodynamique, matériau 1 en compression (N = 200), confi-
gurations intiale (a gauche) et finale (a droite), hgection = 0.001 et haffichage =
60 * hgection-
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Conclusion et perspectives

Dans la premiere partie de la these, nous avons réduit deux modeles tridimen-
sionnels viscoélastiques en grandes déformations, le modele mécanique et le modele
thermodynamique, en deux modeles unidimensionnels. Cette réduction 3D-1D a
été basée sur 1’Ansatz de Cosserat et obtenue essentiellement en moyennant sur
la section du fil. Les modeles tridimensionnels ont été introduits par P. Neff qui
s’est intéressé a la réduction 3D-2D. L’approche que nous avons proposée pour le
passage 3D-1D est différente de celle de P. Neff. Elle consiste en effet a minimiser
I’énergie non seulement par rapport a la déformation de la ligne moyenne du fil mais
également par rapport aux normes des vecteurs directeurs décrivant la déformation
de ses sections. Nous avons montré que le modele mécanique réduit est bien posé.

En vue de développements futurs outre la considération d’ Ansitze cinématiques
plus généraux, nous souhaitons changer d’approche. En fait, il serait intéressant
de réduire le modele tridimensionnel viscoélastique a 1’aide d’un développement
asymptotique formel, en suivant par exemple les travaux de Alvarez-Dios et Viafio
[5], Bermudez et Viafio [13], Trabucho et Viafio [41] et les travaux plus récents de
Meunier [30]. Nous pourrions penser a I’autre approche asymptotique qui repose
sur la méthode de la I'—convergence en s’inspirant des travaux de Acerbi, Buttazzo
et Percivale [1]. Mais il reste a voir s’il est possible d’étendre cette méthode aux
problémes dépendant du temps.

Par ailleurs, il serait également intéressant d’étudier la stabilité globale en temps
du probleme d’évolution, plus précisément de voir si la dynamique du systeme tri-
dimensionnel converge vers la dynamique réduite pour les temps longs (voir [26]).

La seconde partie de la these est consacrée a la résolution numérique des deux
modeles réduits, mécanique et thermodynamique. Nous avons testé le code pour
un matériau synthétique rigide et pour un matériau élastique souple. Les résultats
numériques nous permettent de conclure que c’est le matériau élastique souple dans
le cas thermodynamique avec fixation de la ligne moyenne du fil a I’origine et aux
deux extrémités qui donnent de meilleurs résultats au sens ou il produit des erreurs
plus petites. On peut en déduire que le modele thermodynamique est mieux adapté
aux fils minces de faible résistance a la flexion. Le méme type de conclusion peut
étre retiré pour le modele mécanique. Une remarque supplémentaire sur les résultats
numériques de ces deux modeles se repose sur le fait que, dans le cas de la fixation
de la ligne moyenne juste a I’origine, les matériaux résistent beaucoup plus dans le
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cas thermodynamique que dans le cas mécanique. Par conséquent, nous souhaitons
conclure que le modele thermodynamique est le plus visqueux.

Finalement, il faut noter que I’on ne dispose pas de solution exacte de référence
pour la solution des équations différentielles ordinaire (dans le cas mécanique)
et partielle (dans le cas thermodynamique). Il faudrait alors chercher les points
d’équilibre des problemes couplés des points de vue théorique et numérique les-
quels pourraient nous donner une idée de I’allure de la courbe représentative de la
solution.

L’aspect analyse numérique des schémas proposés n’a pas été abordé dans ce
travail. C’est également un axe de développements futurs avec des améliorations
possibles en termes de précision et de performance.
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Résumé

Dans la premiere partie de cette these, nous présentons une réduction dimension-
nelle 3D-1D pour deux modeles viscoélastiques en grandes déformations, méca-
nique et thermodynamique, introduits par P. Neff. Notre réduction est effectuée
a ’aide d’un Ansatz de Cosserat qui est basé sur I’introduction de vecteurs di-
recteurs. Les problémes unidimensionnels sont des problemes couplés minimisa-
tion/évolution. L’étude mathématique, I’existence et 1’unicité de la solution, n’a été
faite que pour le probleme réduit mécanique en raison de sa complexité dans le
cas thermodynamique. Par contre, la seconde partie de ce travail est consacrée a la
résolution numérique des deux modeles, faite par une méthode de splitting. On com-
mence par approcher le probleme de minimisation par une méthode des éléments
finis de Lagrange de type P;. Ensuite la solution de ce probleme sert a résoudre
d’un pas de temps le probleme d’évolution (une équation différentielle ordinaire
dans le cas mécanique et une équation aux dérivées partielles dans le cas thermo-
dynamique). Enfin, les deux modeles satisfont le principe d’indifférence matérielle.

Mots-clés : réduction dimensionnelle, fils minces, viscoélasticité non linéaire, mi-
nimisation d’énergie, calcul des variations, méthode des éléments finis.

Abstract

The first part of this thesis is concerned with a Cosserat-based 3D-1D dimensional
reduction for two viscoelastic finite strain models, called mechanical and thermo-
dynamic ones, introduced by P. Neff. The two reduced models are coupled mini-
mization/evolution problems. We only establish the existence and uniqueness of the
solution of the mechanical coupled problem. On the other hand, the second part of
this work is concerned with the numerical resolution of both reduced viscoelastic
models. This resolution is based on a splitting method. We start by approximating
the minimization problem using the finite element method with P; Lagrange ele-
ments. Then the solution of this problem allows us within each time step to solve
the evolution problem (an ordinary differential equation for the mechanical problem
and a partial differential equation for the thermodynamic one). Finally, note that the
two reduced 1D models preserve observer invariance.

Keywords : dimension reduction, rods, nonlinear viscoelasticity, energy minimiza-
tion, calculus of variations, finite elements method.



